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RESUME

Ces notes, basées sur un cours donné a I’Université de Cergy-Pontoise en 2000-
2001 (Saclay preprint T01/019), tentent d’introduire la théorie de Landau des
phénomenes critiques en insistant sur le role des symétries. Dans 'introduction
le role des symétries est souligné et donc dans une premiére partie la structure
mathématique associée de groupe de symétrie est décrite et les propriétés de
quelques groupes utiles en physique seront présentées de facon élémentaire.

Le role des groupes de symétrie en physique est d’abord illustré par des ex-
emples simples tirés de la mécanique analytique classique et de la mécanique
quantique non-relativiste.

Ensuite une analyse de la marche au hasard sur réseaux est présentée du point
de vue des symétries.

Enfin le sujet des transitions de phase est abordée. Une grande classe de
transitions de phase est caractérisée par une brisure spontanée de symétrie, une
notion qui est expliquée en détail. La théorie de Landau des phénomenes cri-
tiques est introduite. Il est montré sur des exemples simples comment la théorie
de Landau combinée avec les propriétés de symétrie conduit a des prédictions de
comportements universels des quantités thermodynamiques au voisinage d’une
transition de phase continue.
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1 Introduction : Le role des symétries en physique

Les quelques remarques qui suivent ont pour but de motiver I'utilité de I’étude
des symétries des systemes physiques, et donc des groupe de symétries.

L’émergence de la notion de symétrie. Beaucoup d’objets naturels macro-
scopiques ont des propriétés de symétrie, en particulier les étres vivants, mais
aussi les cristaux, les astres proches. Ce sont des symétries discretes, réflexion,
rotations discrétes ou continues (cercle, sphere).

La symétrie comme principe utile ou esthétique. Citons l'invention de la
roue. La symétrie aide a I’équilibre dans les constructions. Les symétries sont
idéalisées en principe esthétique, par exemple dans ’architecture, les objets
d’art.

Symétrie : Un principe de la nature? La nature doit-elle étre esthétique?
Une réponse positive et nécessairement subjective a cette question conduit a
une recherche de symétries explicites ou cachées. Notons qu'une telle démarche
est parfois couronnée de succes, mais peut aussi conduire a des théories fausses
ou aberrantes (le mouvement des planetes a partir de cercles par Ptolémée, les
planetes associées aux solides réguliers par Képler).

Tres rapidement on prend conscience que les objets macroscopiques ne peu-
vent jamais étre completement symétriques au moins par des symétries spatiales
a cause du nombre tres grand de leurs constituants, et ceci conduit a rechercher
la symétrie dans la nature d’une autre fagon.

Mécanique rationnelle : La symétrie n’est plus nécessairement une propriété
des objets naturels mais une propriété des lois de la nature. Ce sont les con-
ditions aux limites qui peuvent briser les symétries. Par exemple dans la
mécanique newtonienne les lois de la nature sont invariantes par translation
d’espace et de temps, insensible a un déplacement rectiligne uniforme. Il n’y
a pas de direction privilégiée dans I’espace, et I’Univers est isotrope a grande
échelle (ceci reste en accord avec les observations récentes, par exemple le satel-
lite WMAP a vérifié I'isotropie du rayonnement du fond du ciel a une précision
de 107%). Ceci conduit & une notion d’invariance par rotation. L’ensemble de
ces symétries a regu le nom de groupe de Galilée de la mécanique newtonienne.

Symétrie et probléemes solubles. Une symétrie implique une réduction effec-
tive du nombre de degrés de liberté. Par exemple en gravitation newtonienne
une sphere homogene par couches est équivalente a un point matériel. De
facon générale en mécanique lagrangienne a toute symétrie continue est as-
sociée une constante du mouvement. Ainsi a la symétrie par translation du
temps correspond la conservation de 1’énergie, a la symétrie par translation
d’espace correspond la conservation de I'impulsion ou quantité de mouvement,
a l'invariance par rotation correspond la conservation du moment cinétique.
De méme en mécanique quantique a toute symétrie est associé un opérateur
qui commute avec I’hamiltonien, les valeurs moyennes de cet opérateur étant
alors indépendantes du temps.

Ces lois de conservations rendent certains problemes solubles. Ces problemes
solubles peuvent étre soit des approximations de la réalité soit des problemes



modeles qui permettent d’étudier des effets physiques qualitatifs.

Symétrie et principe dynamique. Ce que nous ne décrivons pas ici c’est
la symétrie congue comme principe dynamique telle qu’elle apparait dans les
équations de Maxwell, dans la théorie des interactions fondamentales, et qui
est a l'origine de la plupart des interactions. Elle prend dans ce cas le nom
d’invariance de jauge (voir modele Standard des Interactions Fondamentales,
Relativité Générale).

Supersymétrie. Il existe aussi un type de symétrie généralisé que nous
n’abordons pas, connu sous le nom de supersymétrie, d'utilité technique dans
certains problemes de mécanique statistique, et qui a été proposé de fagon
spéculative comme une symétrie (approchée) possible des interactions fonda-
mentales a 1’échelle microscopique ou elle relie bosons et fermions.

Les symétries : un réle croissant en physique. Le XIX®™Me et XXM gjacle
ont vu la notion de symétrie jouer un role croissant en physique. On peut
trouver a cela nombre de raisons. Evoquons en quelques-unes :

(i) Etudes des objets microscopiques, atomes, noyaux, quarks et leptons (fon-
damentaux?). On imagine qu'ils ont de moins en moins de structure interne, et
ceci suggere qu'ils ont de plus en plus de symétrie (principe d’esthétique?). Par
ailleurs la mécanique quantique, a cause du principe de superposition, amene
a développer les états sur des bases d’entités simples.

(ii) La structure de ’espace—temps se révele moins triviale que celle supposée
dans la mécanique newtonienne : la théorie de la Relativité restreinte repose
sur l'invariance par les groupes de Lorentz et de Poincaré.

(iii) Un grand nombre de systémes nouveaux présentant des transitions de
phase a été observé. Une compréhension plus détaillée de la notion de transition
de phase a mis en évidence le role des symétries et a introduit le concept de
brisure spontanée d’une symétrie.

Bien entendu la prise de conscience croissante de I'importance des symétries
en physique a été facilitée par le développement mathématique parallele de la
théorie des groupes.

Conclusion. Ainsi aucune compréhension profonde de la physique contem-
poraine n’est possible sans une prise en compte du roéle des symétries. Ala
notion intuitive de symétrie est associée la notion mathématique de groupe,
que nous allons rappeler. Les éléments du groupe correspondent aux opérations
physiques qui permettent de vérifier I’existence de la symétrie, une translation,
une rotation....



2 Symétries : la notion de groupe

L’exposé qui suit n’a pas comme objectif de faire de la théorie des groupes, un
domaine mathématique par ailleurs extraordinairement riche, mais de rappeler
quelques notions essentielles et d’examiner les propriétés simples de quelques
groupes directement utiles. Il aura donc un contenu beaucoup plus descriptif
que déductif.

Groupe : définition. On considere un ensemble G muni d’une loi de com-
position interne, appelée en général produit, telle qu’a tout couple ordonné
g1,92 € G on associe un élément de G noté alors multiplicativement g¢igs.
Pour que le produit donne a G une structure de groupe, il faut qu’il satis-
fasse a quelques regles simples que nous associons intuitivement a la notion de
symétrie :

(i) Le produit est associatif :

(9192)93 = 91(9293) Vg1, 92,93

On peut donc effectuer les produits sans se soucier de ’ordre dans lequel on les
effectue.

(ii) Il existe un élément neutre dans GG, que nous noterons en général 1, c’est
a dire un élément qui satisfait

lg=gl=g Vg,

et dont on vérifie qu’il est unique.
(iii) Tout élément g € G a un inverse, que nous noterons en général g—1, tel
que

dont on vérifie aussi qu’il est unique.

Groupes commutatifs ou abéliens. En général le produit g1 gs est différent du
produit g2g1. Les groupes spéciaux pour lesquels

9192 = 9291 V391,92,

sont appelés commutatifs ou abéliens. Des exemples particuliers sont fournis
par le groupe des translations, ou le groupe des rotations du plan. Dans ce cas
la loi de composition est parfois notée additivement, et 1’élément neutre 0. Les
autres groupes sont donc non commutatifs ou encore non-abéliens.

Sous-groupe. Un sous-groupe de G est un sous-ensemble H non vide de G
tel que la loi de composition de G induite sur H lui donne une structure de
groupe. Ceci est équivalent aux deux conditions :

gletgpp € H = qugo€ H, g€ H = g leH,

les deux conditions impliquant 1 € H.



Centre d’un groupe. Le centre C' d’un groupe est I’ensemble des éléments du
groupe G qui commutent avec tout GG. Le centre a une structure de groupe, en
effet

hi,ho €C = hh,eC, heC & hG=Gh =Gh '1=hr"1G.

Produit de groupes. Soient G et H deux groupes. Nous considérons I’ensemble
produit formé par les couples (g, h), g € G, h € H. Nous définissons le produit
de deux éléments par

(91, h1)(g2, h2) = (9192, hih2).

Ce produit définit une loi de groupe et le groupe est noté GG x H. Dans le cas ou

H = G on notera le produit G?, ou plus généralement le produit de p groupes
G GP.

Générateurs d’un groupe. Une notion qui nous sera tres utile est la notion
de générateurs d’un groupe.

(i) Un ensemble L de générateurs d’un groupe G est un sous-ensemble de G,
tel que tout élément de G puisse étre écrit comme un produit d’éléments de L.

(ii) L’ensemble est appelé minimal si aucun élément de L ne puisse étre écrit
comme un produit des autres éléments de L. Par défaut, quand nous parlerons
d’ensemble de générateurs nous le supposerons minimal.

Pour étudier des propriétés de symétrie il est souvent suffisant d’étudier
I’action des générateurs du groupe.

Représentation ou homomorphisme de groupe. Soient G un groupe et H un
ensemble muni d’une loi de composition interne. Une application R(G) de G
dans H s’appelle une représentation si quels que soient g; et go appartenant a
G le produit R(g1)R(g2) est défini, et

R(91)R(92) = R(g192)-

Alors I'image R(G) est un groupe, d’élément neutre R(1) en effet
R(g) = R(g1) = R(9)R(1) = R(1g) = R(1)R(g)-

De méme si

h=R(g) = h™' =R(g™).

On utilisera par la suite aussi le terme représentation de G pour désigner le
groupe des éléments appartenant a R(G).

Si 'application R est bijective, c’est a dire que réciproquement tout élément
de R(G) est associé a un élément unique de G, les groupes G et R(G) sont dits
isomorphes. Nous noterons I’isomorphisme de deux groupes G et H :

G~H.



Un isomorphisme de G dans G est un automorphisme. Un exemple simple est
le suivant : Soit x un élément fixe de G. La représentation R qui a tout élément
g associe
R(g) = zga™"
est un automorphisme.
On rencontrera aussi des applications bijectives qui ne sont pas des isomor-
phismes parce qu’elles renversent 1’ordre du produit,

R(9192) = R(g2)R(g1)-

Un exemple est I’application g — ¢~ !

ainsi obtenu est appelé groupe opposé.

Dans le cas de groupes de matrices la transposition et la conjugaison hermi-
tienne partagent cette propriété. Il est clair cependant qu'une telle réflexion
n’engendre aucune structure de groupe nouvelle.

Ces définitions quelque peu abstraites vont étre illustrées plus loin de la
maniere suivante :

Un groupe peut étre entierement décrit par ses éléments et leurs produits,
comme nous le ferons de fagon explicite pour le groupe symétrique ou des per-
mutations. On parle alors parfois de groupe abstrait. Mais nous exhiberons
toujours une ou plusieurs représentations du groupe dans I’ensemble des ma-
trices a coefficients réels ou complexes. Une au moins de ces représentations
sera un isomorphisme, ce qui permettra une définition alternative ”concrete”
du groupe comme un groupe de matrices.

Le fait qu'un méme groupe puisse avoir plusieurs représentations en termes
de matrices est un phénomene tres général qui conduit par exemple a la théorie
des représentations des groupes de Lie.

et donc (g192)~" = g5 'g7 " Le groupe

Sous-groupes distingués (ou invariants) et groupes quotients. Soit H un sous-
groupe d’'un groupe G. On définit dans G la relation d’équivalence suivante

r,yeG x=yea lyc H.

On vérifie que c’est bien une relation d’équivalence, c’est a dire qu’elle est
réflexive, symétrique et transitive :

r=z & z lza=1€H
r=y = y=z & v yeH= y o=y teH

r=yety=z =2 v 'ycHety '2eH

1 Ly=x"l2¢eH.

=T z= x_lyy_
Tous les éléments appartenant a une méme classe sont obtenus a partir de I'un
d’entre eux en le multipliant a droite par tous les éléments de H : y = zh.

Comme il est également possible de définir une autre relation d’équivalence
par

r,ye@G z=ysyr e H,



on distinguera les deux cas, quand c’est nécessaire, en parlant de classes a
gauche suivant H dans le premier cas et a droite dans le deuxieme cas. Comme
toutes les propriétés sont symétriques nous ne nous intéresserons ici qu’au pre-
mier cas.
L’ensemble des classes d’équivalence est appelé ensemble quotient et noté
G/H.
Le sous-groupe H est dit distingué ou invariant si pour tout g € G et tout
heH
ghg~t e H. (2.1)

Cette relation est équivalente a
Vge Gethec H 3h € H tel que hg = gh/, (2.2)

c’est a dire que les classes a droite sont aussi classes a gauche.

Ezemple.

(i) Tout sous-groupe d’un groupe abélien est distingué.

(ii) Le centre d’un groupe (I’ensemble des éléments qui commutent avec tout
le groupe) est un sous-groupe distingué.

(iii) Soit G un groupe et R(G) une représentation. L’ensemble H des éléments
h de G tels que R(h) = R(1) forme un sous-groupe distingué de G. En effet

(i) C’est un sous-groupe :

hihe € H = R(hihe) = R(h)R(hs) = R(1) = hihs € H,
heH = R =(R(h) " =RA)=h"'ecH.
11 satisfait la condition (B.1])
heH = R(ghg™") =R(9R(MR(g™") = R(g)R(g~") = R(1).
Par ailleurs la condition

R(gh) = R(h'g) = R(g),

montre 'application G/H — R(G) est bijective et donne donc a ’ensemble
quotient G/H une structure de groupe.

La condition (P]]) est donc une condition est nécessaire pour que l’ensemble
quotient G/H ait une structure un groupe.

Condition suffisante. Montrons que la condition (R.1) est suffisante en 1'uti-
lisant sous la forme (2.2). On considere l'application R(G) du groupe G sur
I’ensemble des classes G/H. Si H est un sous-groupe distingué ’application

R(g1)R(92) = R(9192),

est une application interne dans G/H. En effet quel que soit le représentant

d’apres (2.2)

R(g1h1)R(g2h2) = R(g1h192h2) = R(g192h ha) = R(g1g2).



Elle définit donc une représentation de G.

La condition ‘H est un sous-groupe distingué de G’ est donc une condition
nécessaire et suffisante pour que ’ensemble quotient G/H ait une structure de
groupe.

Générateurs. Pour vérifier la propriété (7)) il suffit de la vérifier pour un
ensemble de générateur de G et H. En effet a g € G fixé

ghig™' € H et ghag™' € H = gh1g 'ghag™" = ghihag™ € H.

Donc il suffit de vérifier cette propriété pour les générateurs de H.
Par ailleurs si pour tout h € H :

glhgl_1 € H et gghgz_1 cH = ggglhgl_lgz_1 € H.

2.1 Groupes de matrices. Algebres. Algebres de Lie

Groupe de matrices. Pour qu’un ensemble M de matrices muni du produit
ordinaire des matrices soit un groupe il faut :
(i) Que le produit soit une loi de composition interne a l’ensemble M :

Ym;,my e M = mmy € M.

Le produit de matrices est automatiquement associatif.

(ii) Toute matrice de M doit avoir un inverse, ce qui est équivalent a la
condition que son déterminant ne s’annule pas. De plus I'inverse doit appartenir
a M,

VmeM detm#0 et m'eM.

L’inverse est alors automatiquement inverse a droite et a gauche.

Ces deux propriétés entraine que la matrice unité appartienne a M. C’est
I’élément neutre.

Les groupes formés de toutes les matrices inversibles N x N réelles et com-
plexes sont notés GL(N,R) (pour général linéaire) et GL(N,C), respective-
ment.

Quelques isomorphismes. Si s est une matrice fixe inversible, alors la trans-
formation qui a toute matrice g du groupe GG associe la matrice

gr—s 'gs,
est un isomorphisme de groupe. En effet
s_lglss_lggs = s_lglgzs e

On dit de deux représentations d’un groupe reliées par un tel isomorphisme
qu’elles sont équivalentes.



Considérons I’application qui a toute matrice d’un groupe associe la matrice
inverse transposée

R(g) =" ="

C’est un isomorphisme puisque ’application est biunivoque et respecte le pro-
duit :

R(g)R(g2) = (g7 )7 (g2 )7 = (g2 )T = ((21g2) ") = R(gig2).

Pour des matrices complexes la conjugaison complexe est un isomorphisme

(2182)" = g18g5.

Enfin le produit de ces deux derniers isomorphismes donne l’isomorphisme
(g~
Déterminants. Si les matrices g1 et go sont deux éléments d’un groupe G,
alors
det(g1gs) = detg; detgy, detl=1, detg 'detg=1.

Donc les déterminants des matrices d’un groupe forment également un groupe,
sous-groupe du groupe multiplicatif des réels R* = {R} — 0 ou des complexes
*={C} — 0, représentation abélienne du groupe G.
Considérons le sous-ensemble H des matrices de déterminant 1. Cet ensemble
n’est pas vide puisqu’il contient la matrice unité. Il forme un sous-groupe de
G puisque

detg, =1let detgy =1 = det(gigo) =1, detg=1 = detg ' =1.
C’est un sous-groupe distingué de G. En effet,
VgeGethe H : det(g'hg)=1 = g 'hgec H.

L’ensemble quotient G/H des classes forme un groupe isomorphe au groupe
des déterminants.

Dans le cas de matrices quelconques réelles et complexes les groupes des
matrices de déterminant 1 sont notés SL(N,R) et SL(N,C), sous-groupes de
GL(N,R) et GL(N,C), respectivement. A titre anecdotique (pour nous ici)
on note aussi SL(N,Z) le sous-groupe des matrices a coefficients entiers de
déterminant 1 (les matrices d’un groupe de matrices a coefficients entiers ont
nécessairement déterminant +1).

Transformations linéaires. Nous rappelons qu’'une transformation linéaire 7
agissant sur un espace vectoriel VV réel ou complexe a la propriété suivante :
Soient x et y deux éléments de V. Pour toute combinaison linéaire Ax 4+ py de
xety (A, pu€RouC),

Tx + py) = AT (x) + uT (y).



En mécanique quantique les espaces vectoriels sont complexes et 1’on rencon-
tre de plus des transformations antilinéaires qui impliquent une conjugaison
complexe supplémentaire

T(Ax + py) = NT(x) + 1" T(y).

Nous ne les considérerons que rarement ici.
Pour associer une matrice a une transformation linéaire, on introduit une
base de ’espace vectoriel {e;}, i =1,..., N. Tout vecteur v peut alors s’écrire

N
V= E €; L,
=1

ou les composantes x; sont des nombres réels ou complexes.
Par ailleurs

N
T(el) = Z ejTji s
j=1

ou Tj; sont les éléments d’'une matrice N X N que nous notons T. Dans ces

conditions
N
T(Z 6jfl)j) = Z eiTZ-jxj .
J

ij=1

Les composantes {x;} sont transformées par 7 en Tz.

Si un ensemble de transformations linéaires forment un groupe G, ’applica-
tion qui a tout élément 7 de G associe la matrice T correspondante est une
représentation, comme on le vérifie en calculant le produit de deux transfor-
mations 71 75.

Représentations irréductibles. Considérons un groupe de transformations
linéaires agissant sur un espace vectoriel V' de dimension N. Ce groupe a une
représentation R(G) qui est un groupe de matrices N x N.

La notion de réduction d’'une représentation généralise alors aux groupes de
matrices la notion de diagonalisation d’une matrice. S’il existe un sous-espace
V'de V (V' # V) invariant par toutes les transformations du groupe G :

Vge G YweV : gveV,

la représentation R(G) est dite réductible. Dans ce cas en choisissant une base
dans V', on obtient par la construction précédente une autre représentation
R'(G) qui est un groupe de matrices N’ x N, N’ < N.

Dans le cas contraire, s’il n’existe aucun sous-espace invariant la représen-
tation est dite irréductible.

Si la représentation initiale est réductible et s’il est possible d’écrire ’espace
vectoriel V comme une somme directe d’espaces vectoriels

V=V1®&Vs...,
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correspondant tous a des représentations irréductibles (une condition qui géné-
ralise la notion de matrice diagonalisable), on a dit qu’on a réduit la représen-
tation initiale en une somme de représentations irréductibles.

Notons que de méme qu’il existe des matrices non diagonalisables, une repré-
sentation peut admettre un sous-espace invariant sans étre décomposable en
représentations irréductibles.

Notons enfin que si une représentation est irréductible pour un sous-groupe,
elle est irréductible pour le groupe tout entier. Réciproquement si une représen-
tation est réductible pour un groupe, elle est réductible pour tout sous-groupe.

Algeébre. Un espace vectoriel V sur R (ou C) muni d’une loi de composition
interne, appelée produit, qui est distributive par rapport a la structure d’espace
vectoriel, est appelée algebre :

(AV1 + pve)W = AViW + uvaow
wW(Avy + uva) = AwWvy + pwve

quels que soient vi,ve,w € Vet A\, u € R (ou C).

Une base de ’espace vectoriel constitue un ensemble de générateurs de 'al-
gebre.

Le produit ordinaire des matrices induit une structure d’algebre associative
(dans le sens que le produit est associatif) sur les matrices. Les notions de
représentations et de représentations irréductibles se généralisent aux groupes
et algebres de matrice.

Algebre de Lie. Les algebres de Lie jouent un role tres important dans I’étude
des groupes continus. Le produit de Lie de deux matrices A, B est défini
comme le commutateur de ces matrices, noté ici A pour le distinguer du produit
ordinaire,

AANB=[A,B]=AB -BA.
Ce produit induit une structure d’algebre (non associative) appelée algébre de
Lie.
Le produit de Lie est antisymétrique :
AANB=-BAA,
et satisfait une identité importante et facile a vérifier,

(AAB)AC+(BAC)ANA+(CANA)AB =0, (2.3)

appelée identité de Jacobi.
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3 Groupes discrets. Groupe finis

Empiriquement les groupes que nous rencontrerons peuvent se regrouper en
plusieurs classes que nous allons brievement évoquer et illustrer par des exem-
ples sur lesquels nous reviendrons. Les groupes discrets sont tels qu’on puisse
en numéroter les éléments, c’est a dire établir une correspondance entre les
éléments de G et les entiers naturels.

Les groupes finis sont les groupes discrets qui ont un nombre fini d’éléments.
Le nombre d’éléments d’un groupe fini s’appelle [’ordre du groupe.

Un sous-groupe d’un groupe fini divise le groupe en classes. Chaque classe
contient un nombre d’éléments égal a 1’ordre du sous-groupe, et donc l'ordre
du sous-groupe divise ’ordre du groupe.

Une conséquence simple est la suivante. Soit N l'ordre du groupe. Con-
sidérons un élément g de G et ses puissances successives 1, g, g%, ...,g". Cet
ensemble a N + 1 > N éléments et donc deux éléments au moins sont égaux.
Dans ces conditions il existe n < N tel que

gt=1.

Les éléments 1,g, g%, ...,9" ! forment un sous-groupe d’ordre n et donc n
divise N l'ordre du groupe.

Groupes finis et groupe symétrique (ou des permutations). Soit un groupe
d’ordre N. Numérotons les éléments du groupe de 1 a N. Considérons le
produit g1g2 de deux éléments de G. A g1 fixé quand g9 décrit tout le groupe
g1g2 décrit aussi tout le groupe mais dans un ordre différent. On obtient donc
une permutation des entiers de 1,..., N. On peut donc associer a tout élément
g une permutation de facon biunivoque. Au produit de deux éléments est
associé le produit des permutations correspondantes. Cette application établit
donc un isomorphisme entre le groupe G et un sous-groupe du groupe des
permutations.

Ceci démontre que tout groupe fini est isomorphe a un sous-groupe du groupe
symétrique & ou groupe des permutations de N objets, que nous étudierons
plus loin.

Représentation réguliére. Pour un groupe fini G d’ordre N, on obtient une
représentation en termes de matrices de la maniere suivante : on considere
une base de N vecteurs dans I’espace vectoriel R™. A chaque vecteur de base
on associe un élément g du groupe et on note ce vecteur |g). On considere
alors 'application linéaire R(g) de RV dans R définie par son action sur les
vecteurs de base :

R(g) 1g:) = |99:) - (3.1)

La représentation G — R(G), ou R(G) est le groupe formé par ces applica-
tions linéaires, est un isomorphisme. De plus a tout élément du groupe est
associée une permutation des vecteurs de base, et donc une matrice N x N, ne
comprenant qu’un seul 1 et des zéros dans chaque ligne et colonne.

Nous allons donner quelques exemples simples et utiles de groupes discrets.
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3.1 Groupes de translations sur réseau

Le groupe additif des entiers est commutatif : 1’élément neutre est 0 et 'inverse
au sens des groupes 'opposé. C’est un groupe qui contient un nombre infini
d’éléments, les éléments de Z. C’est aussi le groupe des translations sur le
réseau uni-dimensionnel des points de coordonnée entiere. Ce groupe a deux
générateurs les éléments +1 et —1 son opposé.

Ce groupe peut étre généralisé a d dimensions. On obtient alors le groupe
des translations du réseau des points de coordonnées entieres a d dimensions.
Si

x={z1,20,...,2q}, Y={y1v2,...,y4} €Z°

le produit au sens de la loi de groupe est la somme des deux vecteurs x +y

Xx+y={z1+y,22+y2,....,Tq+Ya}

Ce groupe qui se note Z% est évidemment abélien. Il a 2d générateurs.

Groupe de translations sur réseau fini périodique. Si nous nous restreignons
a I’ensemble des entiers modulo N, que nous noterons Zy = Z/NZ, ’addition
engendre une structure de groupe commutatif fini a N éléments. Ce groupe a
un seul générateur +1.

Le groupe des réflexions par rapport a une droite du plan n’a que deux
éléments {R,1} et R? = 1 : R est donc son propre inverse. Ce groupe est
isomorphe a Zs,.

Le groupe des rotations dans le plan d’angle multiple entier de 27/N est
également un groupe abélien fini, isomorphe a Zy. Les éléments sont de la
forme w™, n =1,...N, ol w est le générateur du groupe, la rotation d’angle
27 /N.

Le groupe Zy est donc aussi le groupe des translations sur un réseau unidi-
mensionnel fini avec conditions aux limites périodiques. De nouveau ces notions
se généralisent en plusieurs dimensions. Le groupe de symétrie de translation
du réseau carré de dimension N7 X Ny avec conditions aux limites périodiques
(qui a la topologie d'un tore) est Zy, X Zn,.

3.2 Groupe groupe symétrique ou des permutations

Un exemple important de groupe fini non-abélien est fourni par le groupe
symétrique ou groupe des (c’est a dire de toutes les) permutations de N objets,
noté Sy, pour N > 3 (&3 est isomorphe a Zsy). Le groupe symétrique joue un
role important

en mécanique quantique, puisqu’il permet de classer les fonctions d’onde a N
particules par leurs propriétés de symétrie, et donc de construire les fonctions
d’onde appropriées a des systemes de bosons ou de fermions,

en mathématique puisque par exemple il contient tout groupe fini comme
sous-groupe; puisqu’il intervient dans la décomposition des produits tensoriels
de représentations en représentations irréductibles.



13

Le groupe &3. Le groupe G3 est aussi le groupe de symétrie du triangle
équilatéral. Il est engendré par deux éléments a, b, qui sont des transpositions
au sens des permutations,

al123]=[213] b[123]=[132],

et du point de vue géométrique des réflexions par rapport a deux médiatrices
du triangle. Ces éléments a, b satisfont donc

a>=1, vV =1. (3.2)

Leur produit ab qui est une permutation circulaire, et géométriquement une
rotation d’angle 27 /3 du plan, satisfait donc

(ab)® =1. (3.3)

Les relations (B.2,B.3) suffisent & caractériser le groupe &3. Ce groupe n’est
pas abélien car

ab[123]=a(132]=[312], ball23]=5b[213]=[231].
Les 3! différents éléments sont
1, a, b, ab, aba, abab.

Ce groupe est isomorphe au groupe des matrices 2 x 2 engendré par

a:((l) (1)) b:(_} _(1)) (3.4)

I1 est un sous-groupe du groupe orthogonal & deux dimensions O(2) que nous
étudierons plus loin.

Groupe S : générateurs. On vérifie que les transpositions du groupe des
permutations notées t;, i = 1,..., N—1, ou t; permute I’élément ¢ avec I’élément
i + 1, satisfont

t2 = 1, titj = tjti pour |Z — j| >1 et titi—i—lti = ti+1titi+1 .

Réciproquement on vérifie que le groupe engendré par les éléments t; qui sat-
isfont ces relations et leurs produits a N! éléments au plus. Donc les trans-
positions forment un ensemble de générateurs et ces relations caractérisent le
groupe symétrique.

Le groupe G4 est le groupe de symétrie du tétraedre, sous-groupe fini du
groupe orthogonal a trois dimensions O(3).

Le groupe Gy est le groupe de symétrie du simplexe, un polytope régulier
de I'espace a N dimensions qui généralise le triangle et le tétraedre.
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3.3 Transformations linéaires du réseau cubique général

Le réseau cubique général est le réseau des points de coordonnées entieres dans
I’espace de dimension quelconque N. Le groupe de symétrie du réseau cubique
correspondant & des transformations linéaires (ce qui exclut les translations
déja mentionnées) est un groupe fini, que nous notons €. Il peut étre défini
de la maniere suivante : agissant sur le point de coordonnées x1,zs,...,xN il
engendre les points ayant les coordonnées permutées et avec tous les change-
ments de signe possibles :

ar €
(x1,22,...ZN) DAL SN (+xp,, tzp,,..., 2Py ),
ou {Py, P, ..., Py} est une permutation quelconque des entiers {1,2,..., N},

et les signes sont tous indépendants. Il a donc 2V N! éléments. C’est un sous-
groupe de Gop. Il est engendré par les N —1 générateurs de S et une réflexion
supplémentaire, par exemple

({131,.’132,...,{13]\[) — (—.’131,{132,...,.’13]\]).

Ce groupe de symétrie est aussi le groupe de symétrie de la maille élémentaire
du réseau, un carré (N = 2), un cube (N = 3) ou plus généralement un
hypercube en dimension N.

Groupe du carré. Pour illustrer cette définition nous examinons d’abord
I’exemple de la dimension deux et donc de €;. Agissant sur le point de coor-
données 1, o d'un point du réseau il le transforme en

(x1,t22) et (Fxo,tx7).

Ce groupe a 8 éléments. C’est aussi un groupe de symétrie du réseau carré. Il
peut alors étre engendré par deux réflexions : une réflexion par rapport a une
diagonale que nous notons a,

a(z1, z2) = (22, 71), (3.5)

et une réflexion b par rapport a un axe de symétrie parallele aux axes, par
exemple

b(l’l,l‘g) = (—331,332). (36)

Alors
a>=1, =1, (ab)*=1. (3.7)

De fagon générale tous les polygones réguliers sont associés a des groupes finis,
sous-groupes du groupe O(2). Ils peuvent étre réalisés sous forme de matrices
réelles 2 x 2 ou d’opérations sur les nombres complexes. Les groupes du triangle,
du carré, de I’hexagone sont aussi les groupes de symétries des réseaux dont ils
forment la maille élémentaire.
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Groupe du cube. Le groupe €3 est aussi un groupe de symétrie du réseau
cubique. Il peut étre défini comme le groupe qui change le point de coordonnées
(.’131, T2, .’133) €n

(£x1, 29, +x3) ainsi que les trois permutations de (z1, r2, x3).
Il est engendré par les deux transpositions t1,ty de &3
t1(x1, z2, 23) = (2,21, 23), ta(w1, T2, 23) = (21,23, T2), (3.8)
et une réflexion r qui par exemple change le signe de la premiere coordonnée
r(x1,x9,x3) = (—x1, T2, T3). (3.9)

Il compte 48 éléments.

Notons que le groupe de symétrie du cube est aussi celui de son dual 'octae-
dre. Les autres solides (polyedres) réguliers (dodécaedre et son dual I'icosaedre)
ont comme groupe de symétrie un sous-groupe fini de O(3) de 120 éléments.

Exercices

FExercice 3.1

L’ensemble des deux matrices

1 0 1/1 1
0 1)” 2\1 1)’
forme-t-il un groupe?

Ezercice 3.2
Le groupe Gs.

a- Vérifier que deux réflexions du triangle équilatéral engendrent le groupe
Ss.

b- Vérifier les relations (B.3B.3) et en déduire que a,b sont un ensemble de
générateurs de G3.

¢ -Identifier les éléments correspondant a des permutations circulaires, et
montrer qu’ils forment un sous-groupe. A quelles transformations géométriques
du triangle correspondent-elles? Montrer que le sous-groupe est distingué.

d- Montrer que les deux matrices (B.4)

(o) ()

satisfont les relations (B.3,B.3), et sont donc les générateurs d’un groupe de
matrices isomorphe a G3.

e- Calculer les déterminants des six matrices. Relier la valeur du déterminant
au sous-groupe des permutations circulaires. Que peut-on dire des valeurs pro-
pres?
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Ezercice 3.3
Vérifier que les éléments a,b définis par (B.H) et (B.6) satisfont les relations
(B-4). En déduire qu’ils forment un ensemble de générateurs du groupe €5 du
carré.

Trouver une représentation du groupe par un ensemble de matrices 2 x 2.
Calculer les déterminants.

Exercice 3.4

Vérifier que les éléments (B.§,B.9) sont des générateurs du groupe du cube €s.
Trouver une représentation en termes de matrices 3 x 3.
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4 Groupes continus : groupes de Lie et isométries du plan

Les groupes de Lie constituent une famille excessivement riche. Elle contient
les groupes dont les éléments peuvent étre paramétrés en termes d’un nombre
fini de parametres réels. Par ailleurs ce sont des groupes topologiques, ce qui
donne un sens a parler de deux éléments proches.

Plutot que définir de facon plus précise ce qu’est un groupe de Lie, struc-
ture dont nous n’aurons pas besoin dans toute sa généralité, nous allons de
nouveau illustrer cette notion par des exemples. Dans cette section nous allons
d’abord donner des exemples de groupes commutatifs puis non commutatifs,
correspondant aux isométries du plan.

Translations. Le groupe des translations de la droite réelle est un groupe
continu et commutatif. Les éléments sont paramétrés par des réels, et le groupe
est simplement le groupe additif des réels. De fagon plus générale on définit
les translations de 'espace euclidien R™ par une collection de n réels. On dit
que ces groupes sont des groupes de Lie abéliens non compacts au sens de
la topologie. En physique les translations dans le temps jouent aussi un role
distinct mais sont mathématiquement identiques.

Un exemple un peu plus intéressant par sa structure est fourni par le groupe
des rotations-réflexions du plan. Combiné avec le groupe des translations (ce
n’est pas un produit de groupes), il engendre le groupe des isométries du plan,
c’est a dire des transformations du plan qui ne changent pas les distances.

4.1 Rotations et réflexions du plan

Les rotations du plan peuvent étre paramétrées par un angle 0, c’est a dire un
réel modulo 27. Elles sont représentées par des matrices g(6) réelles 2 x 2

g(0) (cose —Sin@)' (41)

sinf@ cosf

On vérifie
g(01)g(02) = g(01 + 02) = g(62)g(01) .

Cette loi de multiplication combinée avec 'identité g(6) = g(f + 27) exprime
la propriété que le groupe des rotations en dimension deux est isomorphe au
groupe R /277 des translations sur le cercle, et constitue la définition abstraite
du groupe.

La relation d’orthogonalité

g (0)g(0) =1,

(g7 est la matrice transposée) traduit la propriété que les rotations conservent
la norme des vecteurs.

On vérifie aussi que detg(f) = 1 ce qui implique que la transformation
conserve 1’élément d’aire et appliquée a un repere cartésien conserve son orien-
tation.



18

Sous cette forme le groupe est noté SO(2), ce qui signifie le groupe des
matrices orthogonales de déterminant unité.

Matrices de Pauli. Pour discuter les groupes des rotations a deux et trois
dimensions, il est commode d’introduire les trois matrices de Pauli

(23 e (0F) (b 8)

Ui:aj, tro;, =0,

qui satisfont

et dont les produits peuvent s’écrire

2 _ 2 _ 2 _
o] =05 =05 =1,

0109 = —0201 = 103, 0203 = —0302 =101, 0301 = —0103 = 102,

ce qui se résume en

0;0; = (513'1 -i-iz €ijkOk (43)
k

ol €1 est le symbole completement antisymétrique
€jik = —€ijk , €ik; = —€ijk, €123 — 1. (44)

Une conséquence de I'identité (f.3) sont les relations de commutation
[O’i,(fj] = QiZEiijk, (4.5)
k

qui impliquent que les matrices o; sont les générateurs d’une algebre de Lie de
dimension trois.
La matrice unité 1 = g et les trois matrices o; sont orthogonales au sens de
la trace
tro,o) =tro,o, =26,,, wv=0,1,2,3.

Les matrices 2 x 2 complexes forment un espace vectoriel de dimension quatre.
Les trois matrices de Pauli et la matrice unité étant linéairement indépendantes
forment une base de cet espace. Toute matrice M peut donc s’écrire

3
M =zl + E Zi0i, 20,21,%2,23 € C.
=1

Dans ces conditions
trM = 2z,.

On en déduit que, sur C, les matrices de Pauli forment une base du sous-espace
des matrices de trace nulle.
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Si M est hermitienne
3 3
M = 25 -i—ZZ;ai =M= zol-i-z,ziai.
i=1 i=1

Donc les quatre coefficients z; sont réels. Sur R les quatre matrices 1, {o;}
forment une base de I'espace des matrices hermitiennes, et les trois matrices de
Pauli forment une base pour les matrices hermitiennes de trace nulle.

Groupes O(2) et SO(2). Un élément g(#) de SO(2) peut alors s’écrire

g(0) = (Z?;Z _Czlsnge) =1cosf — ioysind. (4.6)

Une rotation ne change pas la longueur d’un vecteur.
De fagon générale les matrices R qui laissent la longueur de tout vecteur v
du plan invariant satisfont

|Rv| = |v|] = v?=vRTRv Vv,
ol RT est la transposée de la matrice R. Ceci entraine
RTR=1,

relation qui définit une matrice orthogonale. Les matrices orthogonales forment
un groupe noté O(2).
Par ailleurs, prenant le déterminant des deux membres, on obtient

det RT det R = (detR)> =1 = detR==+1.

Comme nous 'avons montré de fagon générale en section P.J], les matrices de
déterminant 1 forment un sous-groupe. De plus on note que si R; et Ry sont
deux éléments du groupe

det Ri=1et det Ry=1 = det(Rle) = det R, det Ry=1.

Nous reconnaissons le groupe SO(2) sous-groupe de O(2) qui correspond aux
transformations qui respectent 1’orientation d’un repere cartésien.

Pour engendrer tout le groupe O(2) il suffit d’introduire un élément de O(2)
supplémentaire, qui est une réflexion par rapport a une droite, par exemple
I’élément

03:<(1] _01) :>03ngng1, detog = —1.

En effet un élément quelconque de O(2) soit appartient a SO(2), soit son pro-
duit par o3 a déterminant 1,

det R=—1 = det(Ro3) =det Rdetoz =1,
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et donc appartient a SO(2). Tout élément r de O(2) qui n’appartient pas a
SO(2) peut donc s’écrire
g(0)os = o3cos + o1 sinf = (COSQ sin 0 ) )

sinf —cosf
Notons par ailleurs que
r = 03g(0)os = 1cosb + iogsinh = g(—0), (4.7)

et donc O(2) qui est aussi appelé groupe des rotations—réflexions, a la différence
de SO(2), n’est pas abélien.
De plus toute matrice r = g(6)o3 satisfait

r2 = (g(0)os)’ =1, rglo)r=g(—y). (4.8)

et donc c’est une réflexion, par rapport a la droite d’angle 6/2. Ces deux pro-
priétés définissent du point de vue du groupe abstrait une réflexion.

Remarques.

(i) Comme o7 = o ', la relation (E7) établit un isomorphisme assez évident
entre le groupe des éléments g(6) et g(—#), composé des rotations d’angle
opposé.

(ii) On vérifie que le centre de O(2) se réduit aux matrices £1 qui forment
un sous-groupe Zsy. L’ensemble quotient O(2)/Z5 est donc un groupe, le groupe
des réflexions et rotations d’angle 26.

4.2 Le groupe U(1)

Nous pouvons aussi représenter les points du plan par un nombre complexe
z = x1 + tx2. Une rotation de centre l'origine est alors représentée par une
multiplication par des nombres complexes de module 1,

0

2 zg=e 2z = |z| = |z

Le produit de deux éléments du groupe est simplement

ei01 ei@z — ei(01+02),
et sous cette forme on parle du groupe U(1). Les groupes SO(2) et U(1) sont
isomorphes.

Notons que les éléments e~* forment une autre représentation, isomorphe
puisque obtenue par conjugaison complexe, du groupe U(1),

e—i01 e—’ieg — e—i(01+02) .

Dans la représentation du plan par des nombres complexes, la réflexion r des
relations ([[.§) peut étre représentée par une transformation antilinéaire, la
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conjugaison complexe z — z*. Elle laisse zz* invariant. Son carré est 'identité,
et par ailleurs
(eie z*)* — o0 5

La conjugaison complexe satisfait donc la relation (f.§) et du point des matrices
réelles correspond au choix r = o3.

La conjugaison complexe transforme la représentation initiale en sa complexe
conjuguée. Si’on veut qu’elle soit une opération interne il faut doubler ’espace
de représentation et agir sur des éléments de C2?, comme nous allons le voir.

Représentation complexe de O(2). Une matrice orthogonale est une matrice
unitaire réelle. Toute matrice U telle que

Uu'u=1,
est appelée matrice unitaire. Elle conserve la longueur des vecteurs complexes :
VI =v-v=[n"+ual?, [Uv[]®=vUUv=|v|?.

On appelle U(2) le groupe des matrices unitaires 2 x 2. Donc O(2) est un
sous-groupe de U(2).

De méme le groupe SO(2) est un sous-groupe du sous-groupe SU(2) de U(2),
correspondant aux matrices unitaires de déterminant 1.

Une matrice de SO(2) peut étre diagonalisée par une transformation uni-
taire. En fait comme g(6) s’exprime uniquement en fonction de o9 il suffit de
diagonaliser o5. Ceci peut étre réalisé en utilisant la matrice unitaire

1 :
U:E<1+ZO’1).

En effet,

0 e
Nous avons pu diagonaliser toutes les matrices du groupe simultanément par la
méme transformation. Par conséquent la représentation complexe de SO(2) est
réductible. Cela signifie que ’espace des vecteurs complexes a deux dimensions
se décompose en deux sous-espaces invariants par tous les éléments du groupe
SO(2) : si on agit sur un vecteur (z1,0) par tous les éléments du groupe on
obtient toujours un vecteur dont la deuxieme composante s’annule,

g(e) (217 0) = ei@ (Zlv O>7

i0
U (cosf —isinfoy) UT = cos@ + isinfog = (e 0 ) (4.9)

et de méme pour (0, z2)

2(0)(0,22) = e7(0, 22).
Nous avons obtenu deux copies isomorphes du groupe U(1) (et donc SO(2)),
correspondant a la représentation de définition et sa complexe conjuguée.
Par contre pour engendrer le groupe O(2) il faut rajouter une réflexion, par
exemple o3 dans la base initiale qui maintenant devient

UosUT =05

Nous voyons que cette matrice n’est pas diagonale. L’espace C? ne se décompose
plus. On dit que la représentation complexe de O(2) est irréductible.



22

4.3 Générateur. Exponentiation

On peut prendre comme distance entre deux éléments de SO(2) ou U(1) le
minimum de |6; — 65]. Avec cette distance un élément e? de U(1) tend vers
'identité quand # — 0. Par ailleurs tout élément de U(1) peut étre obtenu
par un produit d’éléments appartenant a un voisinage arbitrairement petit de

I’identité puisque
. . n
eze — (eze/n) )

Toute la structure du groupe peut donc étre caractérisée par le voisinage de
Iidentité
e =146+ 0(6?),

et la propriété de groupe. Le coefficient du terme linéaire en 6, ici la multipli-
cation par 7, suffit a caractériser 'action du groupe.

La méme propriété est nécessairement vraie pour le groupe SO(2) qui lui est
isomorphe. Pour 8 — 0,

g() =1 —ifoy + O(6?).

La propriété de groupe conduit alors a une propriété d’exponentiation. Un
élément quelconque du groupe peut étre écrit

, =0k
g(t) =T =cif =" E(—m)’f , (4.10)
k=0

ou le développement en puissances de 6 définit ce que nous appelons exponen-
tielle d’'une matrice (la somme étant convergente au sens de la norme usuelle
des matrices). La matrice T = —io, T? = —1, est le générateur d’une algebre
a laquelle appartiennent tous les éléments du groupe de Lie SO(2). Notons que
seul le groupe SO(2) peut étre obtenu par exponentiation. En effet par conti-
nuité tous les éléments au voisinage de 1'identité ont pour déterminant 1'unité,
et donc aussi tous leurs produits. Pour engendrer le groupe O(2) il faut ajouter
un générateur qui est une réflexion.

Remarque. La propriété que tout le groupe est engendré par les éléments
voisins de l'identité est tres importante. En effet elle entraine que l'invariance
d’une quantité ou plus généralement ses propriétés de transformation peuvent
étre étudiées en faisant des transformations ‘infinitésimales’.

4.4 Représentations

Dans la suite nous nous intéressons aux propriétés de transformation de poly-
nomes dans les composantes de vecteurs sur lesquels agissent une représentation
d’un groupe. Comme les transformations sont linéaires, les polynomes de degré
différent ne se mélangent pas. On peut donc se limiter aux polynomes ho-
mogenes. Par ailleurs les polynomes homogenes de degré n peuvent étre con-
sidérés comme des restrictions de formes multilinéaires de n vecteurs dont il
suffit donc d’étudier les propriétés de transformation.
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Transformation de formes bilinéaires. Nous illustrons ce sujet avec I’exemple
de formes bilinéaires dans deux vecteurs x,y sur lesquels agissent les groupes
SO(2) et O(2).

Soit M une matrice réelle 2 x 2 de composantes M;; et considérons dans un
repere donné la forme bilinéaire réelle

M(x,y) = Z Mijziy;
%]

ou x;,y; sont les composantes des deux vecteurs.
Nous faisons maintenant un changement de repere, correspondant & une ro-
tation de matrice R de composantes R;;:

T = Z Rijxl, yi= Z Rijy; -
J J
On cherche la transformation M — M’ telle que la quantité M soit invariante :

M(x,y) = M'(x,y') =Y M]aly).
(]

Substituant (et utilisant R’R = 1) on trouve

M; = RyRjMy, . (4.11)
k.l

Cette relation définit une transformation linéaire sur ’espace vectoriel de di-
mension quatre des matrices réelles 2 x 2. On peut introduire une notation
symbolique pour écrire cette transformation :

M=(ReR)M/,

ou chaque matrice R agit sur un indice de M’. On vérifie que pour deux
rotations successives,

M= (R, ®@R)M, M =(Ry®Ry)M’,

la résultat est
M = (RlRQ ® R1R2> M.

L’application R — R®R est une représentation de dimension quatre du groupe
O(2). On appelle 'opération ® produit tensoriel et on dit que M;; se transforme
comme un tenseur de rang deux par le groupe O(2).

Si nous rangeons les composantes M;; dans un ordre canonique, par exemple
My, My, May, Mas, la transformation correspondant a la rotation (1)), R =
g(0), s’écrit comme une matrice 4 x 4 :

My, cos? 0 —cosfsinf —cosfsinf sin? 0 M,
My | [ cosfsinf cos? —sin? 6 —cosfsind M,
My | | cosfsinf —sin? 0 cos? 0 —cosfsind M,
My, sin? 0 cos 0 sin 0 cos 0 sin 0 cos? 0 M3,

(1.12)
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Une question naturelle se pose cette représentation est-elle irréductible?
Comme le tenseur M n’a que deux indices, on peut organiser les quatre com-
posantes comme une matrice 2 x 2 (ce qui rend 'exercice facile mais dangereux
car il peut conduire a confondre matrice et tenseur). Toute matrice 2 x 2 peut
étre écrite de fagon unique comme la somme d’une matrice antisymétrique A,
une matrice symétrique S de trace nulle, et un multiple de la matrice unité ag1

M=A+S+aql & A=iM-M"), S=IM+M")-11trM.
Par ailleurs, en dimension deux,

ag = %trM, A =iazos, S =ay03+as01, a;, i=0,...,3€R.
(4.13)
Nous avons décomposé 1’espace vectoriel de dimension quatre en la somme de
deux espaces de dimensions un et un espace de dimension deux, choisissant
comme base de l’espace vectoriel quatre matrices 2 x 2, la matrice unité, la
matrice 109 qui correspond au tenseur antisymétrique, et les deux matrices
01,03 qui forment une base des tenseurs symétriques de trace nulle :

M = agl + ia302 + a103 + as07 . (4.14)
La forme bilinéaire s’écrit alors
M(x,y) = ao(z1y1 +22y2) +az(z1y2 —2291) + a1 (T1y1 —2y2) +a2 (T1y2+T2y1 ).
La relation ({.T11]) peut se récrire
M=RMR" & M'=R"MR.
(i) Si M est proportionnelle a la matrice unité,
1 =R1R7,

et donc ag est invariant par toutes transformations, c’est un scalaire, la com-
posante sur le produit scalaire

Xy =21Y1 + 22Y2,

des deux vecteurs.

(ii) Si M est antisymétrique, on vérifie immédiatement que M’ est aussi
antisymétrique. De plus, par ([.§), si R appartient & SO(2) il commute avec o
et donc la composante agz est invariante. Au contraire si R = o3 (une réflexion)
parce que o9 et o3 anti-commutent, la composante az change de signe. On
dit que as est la composante pseudo-scalaire. Elle est la composante sur la
composante

T1Y2 — T2Y1,

sur ’axe perpendiculaire au plan du produit vectoriel x X y.
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(iii) Si M est symétrique on vérifie que M’ est aussi symétrique. De plus
trM = tr(RM'R”) = tr(M'RTR) = tr M,

donc la trace est invariante.

Les tenseurs symétriques de trace nulle donc forment une représentation de
dimension deux appelée représentation adjointe du groupe.

On peut se demander si elle isomorphe a la représentation initiale. Pour cela
utilisons la paramétrisation (.13) combinée avec la représentation ([.4),

a103 + azoq = (cosf — oy sinf)(ajos + aboy)(cosf + ioy sin f)
= (a) cos(20) — a% sin(20))os + (a) sin(260) + a) cos(20))o; .

Nous reconnaissons une rotation d’angle 26, et donc une rotation d’angle w
est représentée par I'identité : la représentation de SO(2) n’est pas un isomor-
phisme.

Réflexion. Pour engendrer le groupe O(2), il nous reste a calculer l'effet d’une
réflexion, par exemple correspondant a o3 :

/ / / /
a103 + a201 = 03(a103 + a501)03 = aj03 — a507 .

On trouve bien l'effet d’une réflexion par rapport a I’axe 1 dans ’espace a deux
dimensions.

La transformation linéaire ([L.14) a diagonalisée simultanément toutes les ma-
trices ([.I9) par blocs. Les trois sous-espaces propres correspondent maintenant
a des représentations irréductibles du groupe des rotations :

ag 1 0 0 0 CL6
ap | [0 cos20 —sin20 0 al
ay ] | 0 sin20 cos260 0 al,
as 0 0 0 1 al

La réflexion o3 est représentée ici par une matrice diagonale d’éléments diago-
naux (1,1,—1,—1).

Version U(1). Pour étudier les propriétés des autres formes il est commode
d’introduire les nombres complexes

u=xX;+1iX2, v=y1+1iyz2,

correspondant aux deux vecteurs et d’examiner 'effet des transformations de
U(1) et de la conjugaison complexe.

Le produit scalaire s’écrit Re(u*v), ot u* veut dire complexe conjugué, dont
il est immédiat qu’il est invariant par O(2). En effet,

wv = (@) (€@ v) =utv, uv uw* = Re(uv*) = Re(u*v).



26

Notons que la partie imaginaire de uv* est aussi invariante par U(1) :
Im(u*v) = x1y2 — X2y1 -

et donc la combinaison correspondante par SO(2). Cette quantité est la com-
posante sur ’axe perpendiculaire au plan du produit vectoriel x X y. Par contre
par conjugaison complexe elle change de signe,

Im(uv*) = —Im(u*v).

On dit que cette quantité se transforme comme un pseudo-scalaire.

Si maintenant nous considérons les quatre éléments x;y;, 4,7 = 1,2, nous
voyons qu’il n’en reste que deux combinaisons linéaires dont nous n’avons pas
examiné les propriétés de transformation,

{x,y1 — x2y2 = Re(uv), xoy1 + x1y2 = Im(uv)},

qui sont les composantes du nombre complexe uv. Celui-ci se transforme en
uv e?® par U(1) et en u*v* = (uv)* par réflexion. Ces deux composantes se
comportent comme un vecteur, excepté que ce vecteur tourne d’un angle 26
dans une rotation d’angle 6. Cette représentation de SO(2), dite de spin deux,
n’est pas un isomorphisme puisque a deux éléments de SO(2) qui different d’un
angle m correspondent le méme élément de la représentation.

Nous notons que l'objet a deux indices x;y; a été décomposé en une combi-
naison linéaire d’objets qui se transforment indépendamment :

Xy = 50Xy + 5(Xiy; — X;¥i) + 5(Xiy; + X;yi — 0% - y),

qui ont la nature d’'une trace, d’une partie antisymétrique dans les indices 1, j
et d'une partie symétrique de trace nulle.

Formes multilinéaires. Toute cette construction se généralise aux formes mul-
tilinéaires de ¢ vecteurs x*, a = 1, ...,/ qui sont des combinaisons linéaires des
produits de composantes x; X7 .. x! ,- Comme nous I’avons vu dans 'analyse
précédente il est plus simple d’introduire les nombres complexes correspondants
u?® et (u®)*. Les composantes [], u® se transforment par e*? c’est & dire par
la représentation dite de spin /.

Dans les composantes des vecteurs réels elles correspondent a des combi-
naisons symétriques dans tous les indices, et dont toutes les traces partielles
sont nulles.

Le produit des nombres complexes conjugués se transforme par e=**%, et les
produits mixtes correspondent a tous les spins m tels que m + ¢ soit pair.

Notons que si une élément w d’un espace vectoriel se transforme par g(6)
comme e*? | alors prenant la limite # — 0, on en déduit

40

g@w=e"w = Tw=ilw.
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Cet élément est donc un vecteur propre de T avec la valeur propre /. En fait
—iT = —o5 joue le role de 'opérateur moment cinétique de la mécanique quan-
tique. La représentation qui correspond aux transformations en e*? correspond
au moment cinétique /.

Action sur des espaces de fonctions. La mécanique quantique nécessite la
définition de I’action de groupes sur des fonctions (les fonctions d’onde).

Soit donc un espace vectoriel de fonctions périodiques f(#) sur [0,27] de
carré sommable. Alors I’élément du groupe SO(2) est un opérateur qui agit
par translation de 'argument, c’est a dire,

g(0)f(60") = f(0 +0").

Comme extension de la définition (cf. section B, équation (B.])), cette repré-
sentation peut étre considérée comme la représentation réguliere du groupe
SO(2) puisque a tout vecteur est associé un élément du groupe et le transformé
du vecteur correspond au produit des éléments du groupe.

Une fonction périodique réguliere peut étre développée sur une base. Dans
la version complexe,

“+o0
FO)= > foe'.
f=—00
L’opérateur qui engendre une rotation infinitésimale et qui donc représente la
matrice —iogy est alors 'opérateur différentiel

d
T=—.
dé
Dans une interprétation quantique T est proportionnel a I'opérateur moment
cinétique L :
h
1

Agissant sur une des fonctions de base, T donne

Te’ =it = L& = (he'.

Mesure invariante sur le groupe SO(2). Considérons une fonction périodique
f(0) et I'intégrale

IU)—LAﬂMﬂW

:27T

On dit que la mesure df est une mesure invariante par le groupe SO(2) :
D’abord nous remarquons qu’au parametre 6 nous pouvons associer un élément
g(#) du groupe SO(2). Nous pouvons alors faire un changement de variables
qui correspond au produit de g(#) par un élément fixe g(6y). Cela correspond
a la translation 6’ = 6 + 6 qui laisse la mesure df invariante.

En conséquence I'intégrale projette sur les fonctions invariantes par le groupe,

:w>i%fwm+wE%A%%%mw

:27T
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Exercices

Exercice 4.1

Montrer que les matrices

M= (o )

avec x réel quelconque, forment un groupe. Citer un groupe isomorphe.
Montrer que ce groupe admet un sous-espace invariant.
La représentation est-elle décomposable en somme de représentations irréduc-
tibles?

Exercice 4.2

Montrer qu’une transformation linéaire de I’espace a deux dimensions qui pré-
serve la norme des vecteurs correspond a une matrice orthogonale.

Exercice 4.3

Vérifier que toute matrice de SO(2) peut s’écrire sous la forme ([.10).

Exercice 4.4

Montrer que le sous-groupe des rotations d’angle 2wp/N, p, N entiers (iso-
morphe & Zy) est un sous-groupe distingué de O(2). Que peux-t’on dire de
0(2)/Zn?

Exercice 4.5

Retour sur le groupe des permutations de trois objets. Montrer maintenant que
le groupe &3 est isomorphe & un sous-groupe de O(2) (mais non de SO(2)).
Pour cela on considere les deux matrices

a=o03, b=o05e /392 = 5u0(27/3).

On vérifiera que les relations fondamentales (B.9, B.J) sont satisfaites et qu’il
existe une transformation qui permet de passer des matrices dans cette repré-
sentation aux matrices (B.4). Le sous-groupe de &3 qui appartient & SO(2) est
le sous-groupe Zs c’est a dire les rotations de 27/3.

Exercice 4.6

Le groupe du carré. Un autre sous-groupe utile de O(2) est le groupe du carré.
Il est composé de rotations de 7/2 et de réflexions par rapport aux axes. Il
a huit éléments. On vérifiera qu’on peut choisir comme générateurs les deux
matrices o1 et —og3, que les quatre éléments de SO(2) sont alors

1 ) _7:0-2 ) -1 ) 7;0-2 ’
et les quatre autres éléments sont obtenus en multipliant par o3 sont :

g3, —01, —03, 01 .
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5 Groupes de Lie : isométries en dimension trois et spin

Nous ne revenons pas sur le groupe commutatif des translations isomorphe
au groupe additif R3, nous concentrant sur les transformations linéaires. Nous
décrivons abord en un peu plus de détails les propriétés du groupe orthogonal de
I’espace a trois dimensions. Nous commencons par le sous-groupe des rotations
SO(3). En présence de particules de spin demi-entier, le groupe d’invariance de
la mécanique quantique n’est plus SO(3) mais le groupe de spin SU(2). Nous
examinons la relation entre ces deux groupes.

5.1 Rotations et groupe orthogonal

Le groupe SO(3) est le groupe des rotations de ’espace ordinaire a trois di-
mensions. Les matrices R de SO(3) satisfont donc

RRT =1, detR=1.

Ces relations signifient que les rotations conservent la norme des vecteurs et
I’orientation d’'un repere cartésien.
Les éléments du groupe voisin de 'identité satisfont

R=1+cT,ceR, = T+ T +T1T? = 0.
Dans la limite ¢ — 0 on obtient
T+ T =0.

Les matrices T sont des matrices antisymétriques 3 x 3 qui forment un es-
pace vectoriel de dimension trois. Le groupe SO(3) est donc un groupe a trois
parametres réels.

On peut choisir comme base les matrices

(Ta)ij = —€aij (5.1)

ou de nouveau €;;;, est le symbole completement antisymétrique (f.4) et, donc,

0 0 O 0 01 0 -1 0
T,=10 0 -1 To=1 0 0 O Tz=|1 0 O
01 O -1 0 0 0 0 0

Utilisant par exemple I'identité

3

E €abk€ijk = 0qiObj — OajObi ,
k=1

on vérifie que les commutateurs, ou produits de Lie, des trois matrices sont

[TCH Tb] = Z €abe Le. (52)

C
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Ces matrices sont les générateurs de [l'algébre de Lie L(SO(3)) de SO(3),
I’algebre de Lie des matrices antisymétriques 3 x 3.

Matrices: produit scalaire. Dans 'ensemble des matrices réelles considéré
comme espace vectoriel, on peut définir un produit scalaire et donc une norme
en utilisant la trace :

(X Y)=trX"Y =) X;;V;;, [X[]P=trX"X. (5.3)

]
On vérifie que cette norme satisfait
XY < XY (5.4)
Les matrices (b.1]) sont orthogonales au sens de ce produit scalaire, en effet
tr ToTE = —tr T, Ty = 200 -
De plus,

3
> T, TI=-) T2=21. (5.5)
a a=1

Toute matrice antisymétrique A peut s’écrire

3
A=— ZvaTa <~ Aij = qukvk = V; = % Z EijkAjk . (56)
k ik

a=1

Ezxponentiation. Tout élément de SO(3) peut s’écrire comme 1’exponentielle
d’une matrice antisymétrique :

R =exp (lw - T)

avec ol w, est un vecteur réel a trois composantes de longueur unité :
2 _
g w, =1.
a

L’exponentielle d’'une matrice est définie par sa série de Taylor, qui converge
au sens de la norme (b.3).

La rotation R représente donc une rotation d’angle # avec w comme vecteur
rotation.

Vérifions le en prenant w dirigé le long de I’axe trois et ws = 1. Nous trouvons

cosf —sinf O
sinf@ cosf O
0 0 1

oOTs _
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Agissant sur un vecteur de composantes x; c¢’est bien une rotation qui laisse x3
invariant, d’angle 6 dans le plan x;, x5.
Dans le cas général un peu d’algebre conduit a

R;; = cos8d;; + (1 — cosf)w;w; — sind Z €ijkWE - (5.7)
k

Enfin une rotation infinitésimale agissant sur un vecteur de composantes X;
s’écrit
(Rx); =x; — 0 E €aijwaXj + O(6?)
% ) atg%aiy ’
Jra

ou en notation vectorielle

(Rx) = x+ 0w x x + O(6?). (5.8)

Le groupe O(3). A trois dimensions le déterminant de la matrice —1, qui
géométriquement correspond a une réflexion par rapport a ’origine, est —1, et
donc engendre par multiplication avec les éléments de SO(3) tout le groupe
O(3). Elle commute avec tous les éléments de SO(3) : O(3) ~ SO(3) x Zsy. Les
éléments de O(3) ont donc comme forme générale £R, avec R € SO(3). Ce
groupe Zsy est aussi le centre du groupe O(3).

Une identité utile. Pour toute matrice 3 x 3 M,

> " My Mjn M €1mn = €55 det M. (5.9)

Imn

En effet le membre de gauche est antisymétrique dans les permutations de ijk
et donc proportionnel a €;;;. Choisissant ¢ = 1,5 = 2,k = 3, on reconnait la
formule du déterminant. Nous appliquons cette identité a une matrice de SO(3)
et en déduisons

Z Rkp Z RilemRknelmn =detR Z eiijkp = Z RilemElmp
k lm

Imn k

et donc,

Z RyRjmeimp = Z €ijkRrp (5.10)
Im k

ou la relation d’orthogonalité a été utilisée. Pour obtenir 'action du groupe
O(3), nous devons encore appliquer l'identité (5.9) & —1. Comme det(—1) =
—1,

D (=6i1) (=0jm) €tmp = Y _ €iji (+0kp) - (5.11)

lm k
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5.2 Représentation adjointe

La représentation adjointe est définie comme 'action du groupe SO(3) sur
des matrices appartenant a 1’espace vectoriel engendré par les générateurs de
I’algebre de Lie, c’est a dire dans la représentation de définition par les matrices
antisymétriques. Il agit par

A& RAR,

une application linéaire interne de l’espace des matrices antisymétriques. En
termes de composantes, elle s’écrit aussi

Ajj Lt Z RikRjeApe
P

et correspond a l’action du produit tensoriel R ® R sur les tenseurs anti-
symétriques.
Nous utilisons maintenant la paramétrisation (p.6) et I'identité (5.10) :

5 50 R
€ijpUp €ijkLlkpUp ,
p k

ce qui implique
R
Ve — ZRMUE .
¢

La représentation adjointe de SO(3) est donc isomorphe & la représentation de
définition.

Il n’en est pas de méme pour O(3) puisque, comme I'identité (5.11]) le montre,
—1 est envoyé sur l'identité et O(3) donc sur SO(3).

On voit donc que, du point de vue de SO(3), v se transforme comme un
vecteur. Par contre dans la réflexion de matrice —1, et donc det R = —1, v est
invariant. On appelle un tel vecteur qui se transforme par O(3)/Zs ~ SO(3)
un vecteur azial.

5.3 Les représentations matricielles de SO(3)

Plus généralement, comme dans ’exemple de SO(2) on peut s’intéresser a
I'action du groupe SO(3) sur les formes multilinéaires de plusieurs vecteurs.
Reprenons d’abord l’exemple des formes bilinéaires de deux vecteurs Xx,y.
Comme dans le cas de SO(2), elles se décomposent en

(i) une représentation de dimension un proportionnelle au produit scalaire,

(ii) une forme antisymétrique sur laquelle agit une représentation de dimen-
sion trois, la représentation adjointe décrite en section p.32,

Xi¥j — XjYi-
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qu’on peut récrire en introduisant le tenseur (fL.4) €;;, en fonction du produit
vectoriel

Xi¥j —X;¥i = Y €ik(X X Y)k € Y €pXyr = (XX y)i.
k ik

(iii) un tenseur symétrique de trace nulle qui se transforme par une nouvelle
représentation de dimension cing (4 x 3/2 — 1)

Xiyj + X;yi — 2%y bij

qui est la représentation de spin ou moment cinétique deux.
Cette décomposition s’écrit symboliquement

Bl® @8] =[1]® 35

La méme analyse s’étend aux formes multilinéaires, mais il faut alors faire
intervenir les représentations irréductibles du groupe des permutations de plus
de deux indices. La représentation de spin ¢ est obtenue en particulier comme
un tenseur symétrique de ¢ indices dont toutes les traces partielles sur deux
indices sont nulles. La dimension de la représentation est 2/ + 1. Par exemple,
pour trois indices on trouve la décomposition

BloBle B =Me3x 3 o2x[5 o7,

c’est a dire un pseudo-scalaire (dimension un) proportionnel au produit mixte
de trois vecteurs, trois représentations vectorielles, correspondant a un produit
scalaire de deux vecteurs par le troisieme, deux représentations de spin deux
correspondant a des représentations mixtes de Gg, et la représentation de spin
trois correspondant aux tenseurs symétriques de trace nulle.

Représentations de Ualgébre de Lie. Elément de Casimir. A chaque représen-

tation R(G) du groupe correspond aussi une représentation de I’algebre de Lie.
Au produit tensoriel R1(G) @ R2(G) correspondent des générateurs de la forme

L1(G)®14+1® LoG),

ou L1(G) et L2(G) sont les représentations correspondantes de 1’algebre de Lie.

Comme nous venons de le montrer, une telle représentation est en général
réductible. Dans une représentation irréductible, les générateurs de 1’algebre de
Lie prennent la forme de matrices (2¢ 4 1) x (24 1) pour la représentation de

spin £, que nous notons Tff) (cf. section p.6]). Dans chaque représentation on
peut calculer la matrice
c= -y 1Ty,
a
cette forme étant conséquence du choix de générateurs orthonormés par la

trace. N'utilisant que les relations de commutation de 1’algebre de Lie (5.3) on
vérifie que cette matrice, forme quadratique dans les éléments de 'algebre de
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Lie, commute avec tous les générateurs. Elle est appelée élément de Casimir. Si
la représentation est irréductible, toutes les matrices qui commutent avec tous
les générateurs sont proportionnelles a I'identité. En section .6 nous montrons
que dans la représentation irréductible de spin ¢ la matrice C est donnée par

C=Cp1® Cp=1(0+1), (5.12)
et donc cette valeur est caractéristique de la représentation.

Espace de fonctions et représentation. En mécanique quantique le groupe des
rotations agit sur les fonctions d’onde qui appartiennent a un espace vectoriel
de dimension infini, un espace de Hilbert. En ’absence de spin ou moment
cinétique intrinseque, la représentation agit sur une fonction 1 (x), ol x est un
point dans ’espace a trois dimensions, par

(Rep)(x) = ¥ (Rx).
La forme infinitésimale correspondant a (f.§) s’écrit
(Re)(x) = ¢(x) + O(w x x) - Vo) + O(6%).

Les générateurs de ’algebre de Lie de SO(3) proportionnels aux opérateurs
moment cinétique L sont donc représentés par des opérateurs différentiels

L=—ihT avec T=xxV,. (5.13)

5.4 Groupe SO(3) et matrices o;

Caractérisons maintenant les transformations linéaires qui laissent invariantes
les relations ([.J) satisfaites par les matrices de Pauli ;7 Soit o} trois matrices

définies par
/ 2 :
Uz‘ = SijO'i )
J

ou la matrice S d’éléments S;; est réelle, et qui satisfont également les relations

(E3). Calculons

a§ ; = Z Siksjz(fk(fg = Z Siijg (5}@1 -i-iz Ekgm0m>

W) )
= (513'1 +1 E Ez‘jnSnme .
n,m

Ceci implique deux relations :

SST =1

§ SiijZEkZm: § eijnsnm-
n

k.0

La premiere relation implique que S appartient & O(3). Dans la deuxieme re-
lation, nous reconnaissons l'identité (p.1() qui implique que det S = 1, et donc
S appartient a SO(3). Les relations ([.3) sont donc invariantes par le groupe
SO(3).
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5.5 Le groupe SU(2)

Le groupe SU(2) est le groupe des matrices complexes unitaires 2 x 2 de
déterminant 1 :
UU =1, detU=1.

Dans un voisinage de l'identité (e réel),

U=1+¢T = T+TH = 0.

e—0

L’algebre de Lie est donc formée de matrices 2 x 2 antihermitiennes et de trace
nulle. Ces matrices sont des combinaisons linéaires des trois matrices io;, les
matrices o; étant définies en (f.3). Une matrice de SU(2) dépend donc de trois
parametres réels.

Ezxponentiation. Dans un voisinage de l'identité, nous pouvons donc écrire
tout élément U de SU(2)

U = exp [—%i@ Zwaaa] , (5.14)

ol w est un vecteur réel a trois composantes de longueur unité. On remarque

que
(Z%ﬂ%) = ng =1.

Un peu d’algebre conduit alors a

U = cos(0/2)1 —isin(0/2) Zwaaa , (5.15)

ou 6 est défini mod 4. Il est facile de vérifier que cette forme représente en
effet la matrice unitaire de déterminant 1 la plus générale qui peut s’écrire aussi

a —b*
!
ou les deux nombres complexes a, b satisfont
lal> +|b]> =1.
Si nous décomposons ces nombres en partie réelle et imaginaire nous trouvons
a=ay+iay, b=0by+iby, at+ai+b3+0b5=1,

c’est dire I’équation d’une sphere S3 de R*.

Conjugaison complexe. Comme les matrices SU(2) ont déterminant 1,

Z UingmGgm = €5 detU = €ij ,

4,m
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ou €;; est le tenseur antisymétrique avec €12 = 1. Agissant avec Ut & gauche,
nous obtenons

Z U;;%UZ[UJm = Z Ujmenm = Z U;ieij )
Vi %

i,4,m

ce qui implique

Uj = — g €ikUke€rj
Kl

ou nous avons utilisé que le carré de la matrice € est —1. Cette équation, qui
peut se récrire
[T|< = O 2UO’ 2,

démontre que U et U* sont semblables et donc que, dans le cas de SU(2), la
représentation de définition et sa complexe conjuguée sont équivalentes. Les
éléments de [SU(2)]* s’écrivent

U* = exp [%i@Zwaa;] = exp [—%i@Zdjaaa] ,

avec

W) =—wi, W3=—-w3, W2=uws.

Algébre de Lie. Les relations de commutation des générateurs 7, de ’algebre
de Lie du groupe SU(2) se déduisent immédiatement de 1’algebre des matrices
o (équation (.3)). En effet

Oq

_ 1
Ta—§

et donc

[Ta7 Tb] =1 Z €abcTe -
c

Nous voyons que —i7, satisfait les relations de commutation (p.9) de I’algebre de
Lie de SO(3). Cette identité des relations de commutation renvoie a la physique
quantique : les particules de spin 1/2 se transforment par le groupe SU(2)
quand les coordonnées subissent une rotation d’espace. Nous allons d’ailleurs
rappeler plus précisément ci-dessous la relation entre les groupes SU(2) et
SO(3). Notons par contre que

§ 2 __ 3
Ta—z]_.
a

alors que pour la représentation de SO(3) nous avons trouvé 2 (équation (B.5)).
Dans 'expression générale (5.19) cela correspond a la valeur ¢ = 1/2.

Représentation adjointe de SU(2) et groupe SO(3). Considérons les matrices
complexes 2 x 2, hermitiennes et de trace nulle. Elles forment un espace vectoriel
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réel de dimensions trois et, comme nous venons de le discuter, la matrice la plus
générale peut s’écrire

H=> hio;, h=(hy,hy h3) €R?

ou les matrices o; sont les matrices de Pauli. La matrice H satisfait
H*=h’1 = itrH?’=h"
Considérons maintenant la transformation linéaire H — Hy; :
Hy = UHU', (5.16)

ou U est une matrice de SU(2). La matrice transformée Hy; est toujours her-
mitienne et de trace nulle. En effet,

trUHUT = t HUTU = tr H =0,

ol nous avons utilisé la propriété cyclique de la trace. Elle est peut donc étre

exprimée comme une combinaison linéaire des matrices de Pauli. Les coeffi-

cients s’expriment linéairement en fonction des coefficients initiaux h;. A la

transformation (f.16) est donc associée une transformation linéaire de R3.
Enfin,

[UHU']” = UHU'UHU' = h21.

Cette transformation linéaire conserve la norme du vecteur h. C’est donc une
transformation orthogonale.

De fagon plus explicite, nous pouvons utiliser la forme (5.17). De plus, comme
démontré en section p.4, nous pouvons agir sur les matrices o par une trans-

formation de SO(3) pour réduire la forme (5.15) &
U = cos(0/2) —isin(0/2)o ,
et H a
H-=— h/10'1 —+ h/20'2 .
Alors
UHUT = b0y + h [cos(0/2) — isin(8/2)o1] o2 [cos(8/2) + isin(h/2)o1]
= hjo1 + hb [cos o + sinfo3] .
Ceci est donc une rotation d’axe w et d’angle 6. Ces arguments établissent donc
une relation entre le groupe SU(2) et le groupe SO(3) : SO(3) est isomorphe
a la représentation adjointe de SU(2). On remarque cependant que le change-
ment 6 en 6 + 27 change un élément de SU(2) en son opposé mais ne change

pas I’élément de SO(3) correspondant. La représentation adjointe n’est pas un
isomorphisme de SU(2). On exprime la relation par

SO(3) ~ SU(2)/Zs . (5.17)
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Groupes SU(2) et O(3). Ecrivons la transformation (5.16) en termes de com-
posantes :

[Hyli; =Y UpUjHy .
Kkl

Cette écriture identifie aussi la représentation adjointe avec un sous-groupe de
SU(2) x [SU(2)]* ~ SU(2) x SU(2) :

Adj[SU(2)] = (U, U" = g2U03,)
avec la relation d’équivalence
(U,U") = (-U,-U").

Pour aussi construire un groupe qui contient SU(2) et qui a O(3) comme
représentation, il faut ajouter & SU(2) un élément qui correspond a la réflexion
—1. Cet élément doit commuter avec toutes les matrices de SU(2), et donc étre
un multiple de I'identité. Il ne peut pas étre inclus dans la représentation de
dimension deux. Dans la représentation de dimension quatre que nous venons
d’introduire, nous pouvons prendre ’élément (1, —1). Son carré est 1'identité
et il change le signe de H.

Note physique. Le groupe SU(2) est le groupe de transformations qui agit sur
les spineurs, des vecteurs complexes a deux composantes qui sont associés aux
particules de spin 1/2. Les coordonnées d’espace elles se transforment comme
les particules de spin un, c’est a dire par SO(3), la représentation adjointe de
SU(2). Ceci entraine une propriété bien connue des particules de spin 1/2, qui
ne sont pas invariantes dans une rotation de 27 mais seulement de 4.

Les groupes SU(2) x SU(2) et SO(4). De fagon analogue considérons la ma-

trice X :
3

X:x41+inaaa

a=1

ol X = (x1,...,74) est un vecteur de R*. On vérifie

4
det X = Z z2,
a=1

et
4 4
XX =Y 221 = =JuXX=> 2

a=1 a=1

La matrice X/|x| est un élément arbitraire de SU(2). La matrice

Xy = U XUJ, (5.18)
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ou Uy, U, sont deux matrices de SU(2) quelconques, est donc de nouveau une
matrice de la forme |x| fois une matrice de SU(2),

4
X} Xy = U XUjU XUS = ) a2,

et

4
det Xy = det U; det X(det Us)* = det X = sz

a=1

La transformation (5.1§) linéaire est donc une transformation dans R* qui laisse
la longueur du vecteur x invariante. Elle dépend de six parametres comme
le groupe SO(4). Cette remarque permet d’établir un lien entre le produit
de groupe SU(2) x SU(2) et le groupe SO(4). L’algebre de Lie de SO(4) se
décompose dans la somme des deux algebres de Lie de SU(2) ou SO(3) et
donc est semi-simple. Par ailleurs, (U, Ug) et (—U;, —Usy) correspondent a la
méme rotation. Enfin, (—1,1) transforme x en —x. Nous identifions donc

O(4) ~ SU(2) x SU(2)/Zs .

Algébre de Lie de SO(4). On peut choisir comme générateurs de I'algebre de
SO(4) les trois générateurs t; de ’algebre de Lie du sous-groupe SO(3) et trois
générateurs supplémentaires 7; qui ont comme relations de commutation

[ti, t5] = Zeijktk7 (75, 75] = Zeijktka (75, 8;] = ZGijka~

k k k

Définissant les combinaisons

T+ —

(2

(ti :l:Ti),

Sl

on vérifie les relations

[T/, T;]=0, [T, Ti Ze,]ka ,

ce qui démontre directement que ’algebre de Lie de SO(4) se décompose dans
la somme directe de deux algebres de SO(3).

Remarque. Apres prolongement analytique x4 = it, on obtient une relation
entre groupes pertinente pour le groupe de Lorentz O(1, 3) et la physique quan-
tique relativiste.
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5.6 Représentations irréductibles de I’algébre de Lie de SU(2)

Représentations irréductibles de SU(2). En décomposant 1’espace des formes
multilinéaires de ¢ vecteurs complexes, on obtient différentes représentations
matricielles de SU(2). La représentation dite de spin s ou s conventionnelle-
ment 2s est un entier, est de dimension 2s + 1. Pour s pair on retrouve les
représentations de SO(3). La valeur du Casimir correspondante est s(s + 1).
Les représentations irréductibles d’une algebre de Lie sont aussi irréductibles
pour les groupes de Lie associés. On peut donc commencer par construire les
représentations irréductibles de 1’algebre de Lie. Nous allons donc construire
explicitement les représentations irréductibles en termes de matrices hermiti-

ennes de I’algebre de Lie de SU(2) :

[Tas ) =1 €abeTes T4 =Ta,
k

ou les matrices 7, sont maintenant les générateurs dans la représentation con-
sidérée.
On vérifie immédiatement que la matrice

_ 2
C= E TS
a
commute avec les trois générateurs

[C,7a] =0. (5.19)

Pour chaque représentation la matrice C est une matrice hermitienne positive.
Elle peut donc étre diagonalisée. La relation de commutation (5.19) implique
que les éléments de matrice des générateurs entre des sous-espaces propres
correspondant a des valeurs propres distinctes de C s’annulent. Donc ou bien
C est proportionnelle a la matrice unité ou la représentation par définition
est réductible. Comme nous avons supposé la représentation irréductible nous
concluons
C=cl, ¢>0.

Pour construire les représentations irréductibles la premiere idée est de chercher
le plus grand sous-groupe abélien de SU(2), qui est U(1) et de classer ses
représentations irréductibles, ce qui est facile. De plus une espace vectoriel
irréductible pour un sous-groupe reste irréductible pour le groupe tout entier.
Dans le cadre de I’algebre de Lie cela revient a chercher la plus grande sous-
algebre dont tous les éléments commutent. Dans le cas de SU(2) elle n’est
composée que d’un élément, et comme tous les éléments sont équivalents nous
choisissons 73.

Nous avons vu qu'une représentation du groupe agit sur l'algebre de Lie
considérée comme un espace vectoriel. Si nous considérons le sous-groupe U(1)
cette représentation est réductible. Les générateurs de ’algebre de Lie agissent
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par commutation (équation (B.§)). Les différentes représentations irréductibles
ici sont de dimension un et correspondent aux éléments 73, 74, 7_ :

T3 : [13,73] =0, Ty =711 tirg : [13,74] = +71, (5.20)

comme le calcul le montre. Les combinaisons 74 sont les vecteurs isotropes et
sont aussi reliés aux classes SU(2)/U(1).
Notons alors que

T_ = 7'_];_, 7o, 7] =213, C=72—m+7mr_ =1 +m+7r7. (521)

Comme 73 est une matrice hermitienne, elle peut étre diagonalisée. Les repré-
sentations irréductibles de U(1) correspondent aux vecteurs propres de 73 et
sont de dimension un. Soit |u) le vecteur correspondant a la valeur propre p
qui est réelle (nous utilisons la notation des bras et kets de Dirac) :

T3 ) = plp) -

Pour obtenir une représentation irréductible de ’algebre de Lie entiere, il faut
maintenant faire agir les générateurs 71 et étudier ’espace vectoriel engendré.
Utilisant la relation de commutation de 73 avec 74, nous trouvons

(73, 7] ) = 74 |p) = 7374 |p) — prt |p)

qui peut s’écrire
3T ) = (p £ )7 ) -

Pour chacun des deux signes cette équation a deux solutions

) =0 ou 74|p) =as(p)ptl),

ol a4 (p) est un coefficient complexe supposé alors non-nul, et |+ 1) un
vecteur propre de 73 avec valeur propre p + 1. Faisant agir de fagon répétée
7+ nous trouvons alors des vecteurs propres de 73 avec des valeurs propres
différant de p par un entier positif ou négatif. Comme nous cherchons des
représentations matricielles ’espace vectoriel est de dimension fini. Il existe
donc une plus grande valeur propre p et le vecteur propre correspondant est
tel que

T4 |py) = 0.

De méme il existe une plus petite valeur propre pu_ et le vecteur propre corre-
spondant est tel que

T |p-) =0.

Par ailleurs de la construction il résulte que py — p— est un entier. Nous le
supposons non nul sinon on obtient la représentation triviale R(G) = 1. Pour
des raisons historiques liées a la mécanique quantique nous le notons 2s de sorte
que s est demi-entier,

Py —p— =25>0.
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Faisons maintenant agir I’opérateur C sur ces deux vecteurs en utilisant alter-
nativement une des deux formes (p-21)) possibles

Clug) = (75 + 73+ 77 ) [ng) = pa (s + 1) [y)
Clu—) = (1§ =m+ 747 ) ) = p—(u- = 1) ).

Ces deux valeurs sont égales a puisque C est proportionnelle & la matrice identité

pr(pe + 1) =p_(u-—1) = p_=—py,

car p4 — p— > 0, et donc
Pt = £s.

Nous avons donc trouvé qu’il existe des représentations irréductibles pour
toutes dimensions entieres 2s + 1, que le spectre d’un générateur prend toutes
les valeurs —s + m, avec m entier, m < 2s. La valeur propre ¢ de 'opérateur C
est également déterminée

c=s(s+1).

Elle caractérise donc la représentation.

Remarque. L’expression du produit tensoriel de deux générateurs de ’algebre
de Lie entraine que les valeurs propres extrémales de 73 pour le produit de
représentation [R(SU(2))®]?® sont +s, ce que nous avons retrouvé.

Représentations de SO(3). Pour une représentation de SO(3) I’élément du
groupe €277 doit étre identique & I'identité. Nous voyons que cela impose que
s soit entier.

Ceci amene a une autre remarque. En autorisant une valeur propre p a prior:
quelconque, nous n’avons pas vraiment utilisé 'information que le sous-groupe
correspondant est un groupe U (1) sous-groupe de SU(2), et admis tout groupe
isomorphe a un sous-groupe du groupe additif R. Nous avons classé toutes les
représentations de 1’algebre de Lie et non du groupe. Ce que 'analyse montre
c’est que le groupe SU(2) est le plus “grand” groupe qui a cette algebre de Lie.

Par ailleurs la représentation de dimension 2/ + 1 avec ¢ entier correspond
bien aux tenseurs symétriques de trace nulle. Vérifions le en calculant la dimen-
sion de ’espace vectoriel correspondant par récurrence. Choisissons de toujours
ordonner les indices de fagon non-décroissante, c’est a dire de mettre en util-
isant la symétrie les indices qui ont la valeur un les plus a gauche les indices
qui ont la valeur deux a leur droite et les indices qui ont la valeur trois le plus
a droite. Soit Ny le nombre de tenseurs symétriques de rang ¢. On construit
les tenseurs de rang £ 4+ 1 en ajoutant un indice a gauche. Si a gauche il n’y a
que des uns on peut donner les trois valeurs 1, 2,3 a 'indice supplémentaire.
Cela rajoute 2 = 3 — 1 tenseurs nouveaux. S’il a au moins un deux et pas de
trois on peut ajouter a droite deux ou trois. Il y a £ tenseurs distincts avec au
moins un deux et au plus ¢. Cela rajoute ¢ tenseurs. Enfin s’il existe un indice
qui vaut trois on doit ajouter la valeur trois et on n’obtient le méme nombre
de tenseurs qu’avant. D’ou

Ney1 =Ne+0+42 = Ny=1(0+1)(0+2).
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La condition de trace pour un tenseur de rang ¢ donne N,_o conditions, le
nombre de tenseurs de rang ¢ — 2 correspondant aux indices sur lesquels on ne
somme pas, d’ou

Tl+1)(0+2)—30(0—1)=20+1.
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6 Groupes et algebres de Lie plus généraux : exemples
orthogonaux et unitaires

Nous faisons maintenant quelques remarques générales sans prétentions déduc-
tives destinées a souligner I'importance de la structure d’algebre de Lie, avant
de décrire les groupes orthogonaux et unitaires Ces groupes de Lie sont dits
compacts (ceci élimine par exemple le groupe de Lorentz) et sont ceux qu’on
rencontre les plus fréquemment en physique. Nous rappelons leurs définitions
et quelques-unes de leurs propriétés les plus simples.

6.1 Groupes et algebres de Lie

Les groupes de Lie sont des groupes topologiques dépendant de fagon continue
(en fait nous supposerons ici différentiable) d’un nombre fini n de parametres
réels. Nous nous limitons dans ce qui suit aux groupes de matrices.

Norme pour les matrices complexes. Dans 'ensemble des matrices a coeffi-
cients complexes N x N, considéré comme espace vectoriel on peut définir un
produit scalaire et donc une norme (et donc une distance entre deux matrices)
par

(X,Y) =tr (X'Y) = ZX s 1X)? =t (XX (6.1)

ot X' est la matrice hermitienne conjuguée de X. Appliquée au produit de
deux matrices X, Y, cette norme vérifie la condition

XY < XY
Pour les matrices réelles cette norme se réduit a (équation (p-3))

X2 = tr (XTX) = ZX (6.2)

ou X7 dénote la transposée de la matrice X.

Groupe et algébre de Lie. Soit & un groupe de Lie. L’existence d’une distance
et la differentiabilité permettent de parler d’éléments g du groupe proche de
I'identité:

g(e) =1+ ¢et+o(e), (6.3)

ou le parametre réel € caractérise la distance a l’origine. La loi de groupe
entraine que les éléments t forment un espace vectoriel £(®) sur R de dimension
finie n. Tout élément peut donc s’exprimer en terme d’une base de n éléments
Tat

t= Zn: Wy , (6.4)
a=1

ou les w® sont n parametres réels.
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Considérons alors le produit d’éléments du groupe
ghg ! =h'. (6.5)
Dans la limite ou h — 1, h’ — 1:
h—1~u = h'-1~u, uu e€L(B).

Nous déduisons de la relation (B.F) une relation entre éléments de 'espace

vectoriel £(&) :

gug !l =u'.

Dans la limite (f.J), on trouve

[t,u] =u’.

Nous en déduisons que le commutateur de deux éléments de £(®), aussi appelée
produit de Lie, appartient a £(®). Le commutateur, considéré comme loi de
composition interne, donne a l’espace vectoriel (f-4) une structure d’algebre.
Cette algebre qui est associée a la structure de groupe de Lie est appelée algebre
de Lie de G.

Nous pouvons appliquer cette remarque aux générateurs 7. Nous en dédui-
sons qu’il existe des coefficients réels f;yﬁ tels que

[Tar 78] = Z f;yg"'fy : (6.6)

Ala dépendance dans le choix de la base des T, pres, ces coefficients, appelés
constantes de structure, sont des propriétés caractéristiques du groupe.

Ezponentiation. De la loi de groupe on déduit alors que tous les éléments du
groupe dans un voisinage fini de I'identité sont de la forme

k
: 1 . « - . «
g(w) = kll)Holo (1—1— E;w Ta> = exp Lzlw Ta] )

ou ’exponentielle, définie par sa série de Taylor, converge au sens de la norme
(61). Les éléments du groupe & appartiennent ainsi & une algebre dont les
générateurs sont les 7.

Les données de la base {7} et des coefficients fgﬁ permettent de calculer
le produit de deux éléments de la composante du groupe G dite connexe a
I'identité. En effet d’apres I'identité de Baker—Hausdorf, si I’on pose

ett gtz — et12,

alors t1o appartient a l’algebre de Lie engendrée par t; et to. L’élément tqo
qui détermine le produit e®t et2 de deux éléments du groupe peut donc étre
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calculé uniquement a partir des coefficients f;yﬁ. Cela signifie que le groupe est
déterminé dans un voisinage fini de I’identité.

Bien entendu, comme nous l'avons déja vu un groupe de Lie peut avoir
des composantes non connexes a l’identité et qui donc ne peuvent pas s’écrire
comme une exponentielle d'un élément de ’algebre de Lie. Les éléments con-
nexes a ’identité forment alors un sous-groupe, dont un argument de continuité
montre qu’il est un sous-groupe invariant ou distingué. Donc les classes corre-
spondantes forment un groupe discret. Le groupe complet est engendré par les
générateurs du groupe de Lie et les générateurs de ce groupe discret.

6.2 Représentations, représentation adjointe

Les remarques précédentes s’appliquent au groupe de Lie et a ses représen-
tations. Ceci permet alors d’étendre par continuité la notion de représentation
a lalgebre des générateurs et a ’algebre de Lie. On vérifie en particulier que
pour toute représentation R(G)

R(altl + agtg) = alR(tl) + CLQR(tQ), ai,as € R
[R(1a), R(7p)] = Y flsR(T).

La structure d’algebre de Lie est donc indépendante de la représentation. La
classification des représentations des groupes de Lie est ainsi directement liée
a la classification des représentations des algebres de Lie.

Notons cependant que si du point de vue de 'algebre de Lie la représentation
est un isomorphisme, il n’en est pas nécessairement de méme pour le groupe
de Lie, comme nous le verrons sur des exemples. Les groupes correspondant ne
sont que localement isomorphes, c’est a dire dans un voisinage fini de I'identité.

Enfin quelques notes de terminologie. On dit d’une algebre de Lie qu’elle
est semi-simple si elle n’a pas un élément qui commute avec tous les autres.
Par exemple I’algebre de Lie d’un groupe abélien, ou plus généralement d’un
produit de groupes qui a un facteur abélien n’est pas semi-simple. Une algebre
de Lie est dite simple si elle est semi-simple et s’il est impossible de trouver
deux sous-ensembles de générateurs qui commutent. Par exemple 'algebre de
Lie associée a un produit de groupes de Lie n’est pas simple.

Représentation adjointe : construction. Soit g un élément fixe d’un groupe
& et considérons 'application qui a tout élément h du groupe associe

h+— ghg™!.

Cette application définit un automorphisme A, de groupe. Par ailleurs, le pro-
duit des automorphismes A, Ay, = Ay, 4, définit un groupe d’automorphismes
isomorphe au groupe & lui-méme. En passant a I’algebre de Lie £(®), on définit
par continuité pour tout élément t de L£(&),

t— gtg_l.
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L’algebre de Lie a une structure d’espace vectoriel. On peut décomposer tout
élément sur une base d’élément T, :

t= Zxo‘Ta . (6.7)

Alors,

gTag ' = Ra(8)7s
et donc

% R%‘(g)aly6 .
Les matrices R(g) définissent une représentation du groupe de Lie appelée
représentation adjointe.
La représentation de 1’algebre de Lie s’obtient en développant g au voisinage

de l'identité,

g=1+eT, + O(£?).
Ceci implique

B _ 88 B 2

Rea = 6n +fle +0(7),

ou les ffa sont les constantes de structure de l'algebre de Lie définies par
I'équation (B.G)). En effet, la représentation du générateur 7., est alors

[, Tal = fyaTs - (6.8)

La représentation de l'algebre de Lie agit par commutation. Appliquant la

transformation a la décomposition (f.7), on en déduit Paction de la représen-
tation sur les coefficients = :

% = f;"ﬁxﬁ. (6.9)

Les constantes de structure considérées comme matrices d’indice v et d’éléments
af forment donc une représentation adjointe de ’algebre de Lie. La structure
d’algebre de Lie de la représentation découle aussi de I'identité de Jacobi,

[TOH [Tﬁvt]] + [7—57 [t77—04]] + [tv [Tav Tﬂ” =0,
ou les commutateurs sont exprimés en termes des constantes de structure.

Algébres et groupes de Lie : une identité utile. Soit L(t) une matrice fonction
dérivable d’une variable réelle ¢. Alors I'identité suivante

1
d e _ / O et-2r L pe)
at : dt ’

peut étre démontrée en développant 'intégrant en puissances de L(t) et en
intégrant terme a terme.
Cette identité a comme conséquence simple que la matrice

d
J(4) — oL L L)

fait partie de I’algebre de Lie engendrée par {L(t),d;L(t)} et donc de I’algebre
de Lie de I’ensemble des matrices L(t). Enfin

e L) oL+ _ 1 | qp () = IO

ce qui relie la loi de groupe aux propriétés de 'algebre.
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6.3 Groupes orthogonaux

Définition. Le groupe orthogonal O(N) est le groupe de matrices réelles qui
conserve la norme d’'un vecteur dans I’espace & N dimensions RY. Soit v un
vecteur & N composantes et R une matrice du groupe O(N). Alors pour tout
vecteur v :

|V| = |RV| =1 ZV? = Z ZRijVj = ZRiniijvk .
i J

i 0,4,k
Appelons S la matrice symétrique

S=R'R et donc Sjk = ZR”RM .

Si nous prenons un vecteur de longueur unité qui n’a qu’une composante non
nulle en position ¢ nous trouvons

1=Su VI

Nous prenons maintenant un vecteur qui n’a que deux composantes non nulles,
en position £ et m # /¢
vpe=1, v, =-1.

On en déduit
S¢m, =0.

Donc la matrice S est la matrice identité et
R'R=1=R'R.

Ces relations caractérisent le groupe O(N). Elles ont aussi une interprétation
en termes des vecteurs lignes ou colonnes de la matrice R : elles expriment que
les vecteurs lignes (ou colonnes) forment une base orthonormée.

Une matrice arbitraire dépend de N? parameétres réels. Comme la matrice
RTR est symétrique la relation précédente ne correspond qu’a N(N + 1)/2
équations indépendantes. Donc une matrice orthogonale dépend de N(N —1)/2
parametres réels.

De nouveau, prenant le déterminant des deux membres

1 =det(RTR) = det RT det R = (det R)%.

Donc
detR =41.

Les matrices qui ont déterminant un forment de nouveau un sous-groupe du
groupe O(N) noté SO(N), et qui est le groupe des rotations du plan (mais non
les matrices de déterminant —1). Pour engendrer le groupe O(N) tout entier
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il suffit de rajouter un élément de déterminant —1, par exemple une réflexion
qui change le signe d’'une composante des vecteurs comme 1’élément II; :

Oy (21,22, ..., 2n8) = (—21, %2, ..., 2y) =TI =12 =1.

Tout élément de O(N) soit appartient & SO(N), soit peut s’écrire II; R, ou R
appartient & SO(N). Il découle de la définition que SO(N) est un sous-groupe
distingué de O(N) et que ’ensemble quotient O(N)/SO(N) ~ Zs.

Remarquons que la matrice de réflexion par rapport a 'origine —1 appartient
ou n’appartient pas & SO(N) suivant la parité de N puisque son déterminant est
(—=1)N. Le cas N = 2N’ + 1 impair est donc particulierement simple puisque
pour passer de SO(N) a O(N) il suffit dans ce cas de rajouter la matrice
—1 qui commutent avec tous les éléments de SO(N), et donc O(2N' + 1) ~
SO(QN, -+ 1) X ZQ.

6.4 SO(N) : Algebre de Lie

Le groupe SO(N), comme le groupe SO(2), est déterminé par le voisinage
de l'identité. Examinons ce point de fagon plus précise. Soit R une matrice
orthogonale proche de I'identité. Nous 1’écrivons

R=1+c¢cA,

ou ¢ est le parametre réel de développement. Alors la condition d’orthogonalité

devient
AT + A =0().

Dans la limite € — 0 la matrice A devient une matrice antisymétrique. Alors
qu’en dimension deux toutes les matrices antisymétriques sont proportionnelles
a 09, en dimension N elles forment un espace vectoriel de dimension N(N—1)/2.
Muni du produit de Lie, elles forment I’algébre de Lie de SO(N).

On peut prendre comme base de I’algebre de Lie les matrices L%, 1 < a <
b < N, qui comme éléments

ab

Alors toute matrice antisymétrique peut s’écrire

A= Z OzabLab .

a<b

Les matrices L, qui forment un ensemble de générateurs de 1’algebre de Lie,
sont orthogonales au sens de la norme (6.2) :

tr Lab(LCd)T = 204c0cq poura<b, c<d.
Les produits de Lie ou commutateurs des générateurs sont donnés par

[L LY = §,qLP + 6L — 6, LY — 6L (6.10)
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Ezxponentiation. 1l est facile de vérifier que si A est antisymétrique, toute
matrice de la forme

k7
k=0
est une matrice de SO(N)
rroS (A A s
B K T
k=0 k=0

et
Indet R=trnR=trA=0 = detR=1.

De plus cette expression dépend de N(N — 1)/2 parametres réels comme la
matrice la plus générale de SO(N). En fait on démontre que tout élément
de SO(N) peut s’écrire sous cette forme. Les matrices L% sont donc bien les
générateurs d’'une algébre qui contient tous les éléments de SO(N).

Représentation adjointe. Faisons d’abord quelques remarques préliminaires.
Considérons I’ensemble des matrices réelles qui commutent avec toute matrice
antisymétrique.

En dimension deux cet ensemble correspond aux combinaisons linéaires de 1
et 03. En dimensions N > 2 il se réduit aux multiples de I'identité.

Considérons maintenant ’espace vectoriel des matrices anti-hermitiennes A.
La transformation linéaire

A~ Ar=RAR!=RART,

ou R est une matrice de O(N), est une représentation du groupe O(N) ap-
pelée représentation adjointe. Les matrices qui laissent toutes les matrices an-
tisymétriques invariantes sont, pour N > 2, multiples de l'identité. Il n’y a
qu’une matrice non triviale —1. Suivant la parité de N elle appartient & SO(N)
ou non. Dans le cas N impair on trouve

Adj|O(N)] ~ O(N)/Zy ~ SO(N) = Adj[SO(N)].
Dans le cas N pair on trouve

Adj[O(N)] = Adj[SO(N)] ~ SO(N)/Z5 .

6.5 Groupes unitaires

Définition. Le groupe unitaire U(N) est le groupe des matrices a éléments
complexes qui préservent la norme de vecteurs complexes en dimension N. Les
matrices du groupe U (V) satisfont

Ulu=1=U'U. (6.11)
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Ici aussi ces relations expriment que les vecteurs complexes lignes ou colonnes
de U forment une base orthonormée.

Une matrice complexe N x N arbitraire dépend de N? parametres complexes
ou 2N? parametres réels. La matrice UTU est hermitienne et donc ’équation
matricielle (B-11]) ne correspond qu'a N? équations réelles indépendantes. Une
matrice de U(N) dépend donc de N? parametres réels.

Conjugaison compleze. La complexe conjuguée d’une matrice unitaire est une
matrice unitaire. La conjugaison complexe respecte la loi de groupe

(U1)"(Uz)" = (U1Uy)".
la matrice identité est réelle et donc invariante. L’application
U+— U".

est donc un isomorphisme de groupe.

Déterminant. Prenons le déterminant des deux membres de (p.11))
1 = det(UTU) = det U det U = | det U|%.

Donc le déterminant d’une matrice unitaire est un nombre complexe de module
1. Considérons alors les matrices de déterminant 1. Elles forment un sous-
groupe de U(N) noté SU(N) (A N2 — 1 parametres réels) :

UlU=1, detU=1. (6.12)

Réciproquement toute matrice de U(IN) peut étre obtenue a partir d’'une ma-
trice de SU(N) en la multipliant par un nombre complexe de module 1, et
donc un élément de U(1). De plus ce produit est commutatif, a la différence
de ce qui se passe dans la relation entre SO(N) et O(NN). On peut décrire tout
élément de U(NN) comme un couple (U,v) avec U € SU(N) et v € U(1), et le
produit satisfait

(Ul, Ul>(U2, UQ) = (UlUQ, Ulvg).

Cette structure se résume dans 'identité
U(N)~ SU(N)xU(1).

L’étude du groupe U(N) se ramene donc a ’étude du groupe U (1), déja faite,
et I’étude du groupe SU(N).

Notons enfin que la condition det U = 1 étant réelle, la conjugaison complexe
transforme aussi une représentation de SU(N) en une autre représentation
de SU(N). Notons que pour N > 2, la représentation fondamentale (ou de
définition) et sa complexe conjuguée ne sont pas équivalentes.

Matrices unitaires et orthogonales. Le groupe orthogonal O(N) est le sous-
groupe des matrices réelles du groupe U (V).
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Réciproquement toute matrice unitaire peut aussi étre écrite comme une ma-
trice orthogonale de dimension double. Il suffit de décomposer les complexes en
partie réelle et imaginaire. La norme du vecteur complexe a N composantes est
aussi la norme du vecteur réel a 2N composantes. La transformation préserve
la norme du vecteur complexe et donc du vecteur réel. Nous concluons que
cette décomposition réelle de la matrice est orthogonale. Nous en concluons
que le groupe U (N) est un sous-groupe du groupe O(2N). Les deux groupes ne
peuvent étre isomorphes que pour N = 1 car pour N > 1 U(N) dépend d’un
nombre plus petit de parametres que O(2N).

6.6 Algebre de Lie de SU(N)

Le groupe SU(N) est déterminé par le voisinage de l'identité. Nous posons
donc de nouveau
U=1+:ieH,

ou ¢ est un parametre réel que nous allons faire tendre vers zéro. Au premier
ordre en € on trouve
H-H'=0.

La matrice H est donc hermitienne et donc la matrice :H anti-hermitienne.
Nous devons encore exprimer que la matrice U a un déterminant unité. Nous
utilisons 'identité In det = trIn valable pour toute matrice et donc

det(1 +icH) = 1 +ictr H + O(c?).
La condition d’ordre ¢ est donc
trH=0.

Les matrices H sont les matrices hermitiennes de trace nulle. Elles forment un
espace vectoriel de dimension N2 —1. On peut choisir une base T, orthogonale
au sens de la trace des matrices complexes, c¢’est a dire satisfaisant

tr(ToTh) = tr(ToTs) = Ndag . (6.13)

Toute matrice hermitienne de trace nulle H peut alors s’écrire

H=> hoT,. (6.14)

Comme nous ’avons déja mentionné dans le cas des matrices orthogonales, la
structure de groupe est liée a la structure d’algebre de Lie des matrices T,,.
Les matrices hermitiennes T, base de I’espace sont les générateurs de 1’algebre
de Lie de SU(N). Si on ajoute la matrice unité on obtient ’ensemble des
générateurs de 'algebre de Lie de U(N). Le produit de Lie est le commutateur
des matrices :

TaTol =i fosTs, (6.15)
Y
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ou les f;yﬁ sont des coefficients réels, constantes de structure de 1’algebre de Lie.
Ces coefficients sont antisymétriques en a <+ (3 et satisfont une identité, appelée
identité de Jacobi, conséquence de la relation (R.3) appliquée a T,, T3, T,

ng‘ﬁfg’)’ +fg’yf§o¢ +f$ozf§ﬁ =0.
é

Introduisant les matrices F,,

Fol = fsay = —F% (6.16)

ay?

nous pouvons récrire 1'identité de Jacobi
[F FP] = fo5sF°.

Les matrices —iF® forment une représentation de I'algebre de Lie isomorphe a
la représentation adjointe.

Pour un choix de matrices satisfaisant les relations d’orthogonalité (6.13), on
peut calculer les constantes de structure en multipliant les deux membres de
(6.13) par T5 et en prenant la trace. On en déduit

1
fatn = =5 [r(TaTHT,) = (T T, T)].

Utilisant la propriété cyclique de la trace, on en déduit que f,3, est anti-
symétrique dans ses trois indices. Le méme résultat peut étre obtenu dans le
cas orthogonal. Interprété en termes des matrices (f.14) ce résultat signifie
que les matrices sont antisymétriques et correspondent a une représentation
orthogonale du groupe unitaire.

Elément de Casimir. On vérifie que comme conséquence de l'antisymétrie
des constantes de structure, 1’élément

c=> T, (6.17)
commute avec tous les générateurs de 'algebre de Lie :
[C,T,]=0.

Ezxponentiation. On démontre ensuite que toute matrice de SU(N) peut
s’écrire comme une exponentielle d’'une matrice anti-hermitienne ¢H de trace

nulle :
U=cH=Y gt
kU
k=0
On vérifie qu’une telle expression est bien une matrice unitaire

T — (—Z)k k_ _—iH
U' = Z i H" =¢
k=0 )

Y
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de déterminant égal a un
IndetU =trlnU =4trH=0.

L’introduction de la représentation (6.14) permet de paramétrer les éléments
de SU(N) en termes des parametres réels hy,.

Quelques remarques utiles.

(i) Une matrice qui commute avec toutes les matrices hermitiennes de trace
nulle est proportionnelle a I'identité.

En effet toute matrice complexe M peut s’écrire

M = (M +MF)/2+i [(M — M) /2i],

et est donc une combinaison linéaire a coefficients complexes de matrices her-
mitiennes. Une base est fournie par les générateurs de ’algebre de Lie de U(N),
c’est & dire de 'algebre de Lie de SU(N) auxquels on ajoute I'identité. Toute
matrice commute avec la matrice identité et donc une telle matrice commute
avec toute matrice hermitienne, et a cause de I’argument précédent donc avec
toute matrice. Une telle matrice est proportionnelle a 1'identité.

Une conséquence simple : toute matrice qui commute avec tous les éléments
de SU(N) commute avec les générateurs de 1’algebre de Lie et est proportion-
nelle a la matrice identité.

(ii) Les matrices de SU(N) qui sont proportionnelles a l'identité ont la forme

U=ul = u=¢Y, detU=1 = N0 =1.

Les matrices de SU(IN) qui commutent avec toute matrice complexe et tous les
éléments du groupe sont les racines N'®™¢ de 1'unité, et forment le sous-groupe
Zyn de SU(N). Un sous-groupe qui a la propriété de commuter avec tous les
autres éléments est appelé centre du groupe.

6.7 Représentations: représentation adjointe

Représentation adjointe. Considérons ’espace vectoriel ‘H des matrices her-
mitiennes de trace nulle, espace vectoriel isomorphe a l’espace vectoriel des
générateurs de l'algebre de Lie. Si H appartient a cet espace et U est une
matrice unitaire

Hy = UHU' (6.18)

appartient a ’espace
H| =Hy, trHy=tr(UHUY) =trH=0,

ot nous avons utilisé la propriété cyclique de la trace. La transformation (p.18§)
est donc une transformation linéaire dans 1’espace H. Notons que la transfor-
mation laisse le déterminant de H invariant.

Par ailleurs, si nous décomposons la matrice unitaire U dans le produit d’une
matrice de SU(N) par élément de U(1) nous voyons que Uy ne dépend que
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de I'élément de SU(N). Nous pouvons donc nous restreindre aux éléments de
SU(N).
Récrivons ’équation (.1§) en termes de composantes,

Hyli; = Z U, U Hy, .
Kl
Les transformations (B.1§) de 'espace H forment donc un groupe, représen-
tation du groupe SU(N) :

U € SU(N) — (U, U%),

sous-groupe de SU(N) x SU(N)*.

Les éléments de cette représentation de SU(N), appelée représentation ad-
jointe, sont des matrices N2 — 1 x N2 — 1 agissant sur les N? — 1 coefficients
du développement de H sur une base.

Caractérisons maintenant les éléments de SU(N) qui laissent tout élément

de H invariant
VH : UHU'=H < [U,H]=0.

Or nous avons vu qu’une matrice qui a cette propriété est un multiple de
'identité, ce qui dans le cas de SU(N) signifie un élément du centre Zy de
SU(N). Cette propriété s’exprime en écrivant

Adj[SU(N)] ~ SU(N)/Zx .

Autres représentations. Nous discutons dans un contexte plus général la
décomposition des produits de représentations en représentations irréductibles.
Cependant, quelques remarques élémentaires peuvent étre faites. Il est utile de
considérer un sous-groupe abélien maximal et les générateurs de 1’algebre de Lie
correspondants. Dans le cas de SU(N), (N —1) matrices diagonales linéairement
indépendantes de trace nulle forment un tel ensemble de générateurs. Il est
alors commode de batir les représentations de l'algebre de Lie avec comme
vecteurs de base les vecteurs propres communs aux générateurs de ce sous-
groupe abélien. Par ailleurs, comme nous ’avons déja noté, au produit tensoriel
de deux deux représentations R1(G) ® R2(G) d’un groupe de Lie G correspon-
dent des générateurs de la forme

L1(G)®1+4+1® LoG),

ou L1(G) et L2(G) sont les représentations correspondantes de I’algebre de Lie.
Ainsi, si {vl} et {vl} sont les vecteurs propres dans les représentations 1 et
2 respectivement, {vl ® v%} forment un ensemble de vecteurs propres dans le
produit des représentations.

Note. Les groupes unitaires jouent un réle important dans la théorie des inter-
actions fondamentales. Les propriétés tres voisines, en 'absence d’interactions
électromagnétiques, du proton et du neutron, conduisent a une symétrie ap-
prochée SU(2) dite d’isospin.

Le Modele Standard, bien établi expérimentalement, est basé le produit de
groupes U (1) x SU(2) x SU(3). 11 a été spéculé que ce produit est le sous-groupe
résiduel a basse énergie d’un groupe plus vaste comme SU(5) ou SO(10).
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6.8 Un exemple : le groupe SU(3).

Nous appliquons ces remarques au groupe SU(3) des matrices complexes uni-
taires 3 x 3 de déterminant 1. Par contraste avec le groupe SU(2), la repré-
sentation fondamentale et sa conjuguée complexe ne sont pas équivalentes.

Remarque. SU(3) a comme sous-groupe SU(2) x U(1). En fait la variété
quotient SU(3)/SU(2) x U(1) est un espace symétrique ce qui se reflete dans
la structure de I’algebre de Lie comme nous allons I'expliquer. De plus, nous
pouvons partir des représentations de l'algebre de Lie de SU(2) x U(1) pour
construire les représentations de SU(3).

L’algebre de Lie a huit générateurs de la forme 7, ou les T, sont des matrices
hermitiennes de trace nulle que nous choisissons orthonormées par la trace :

70 Ts = 100

La représentation adjointe est donc de dimension huit. Le sous-groupe abélien
maximal comprend cette fois deux générateurs que nous pouvons choisir de la
forme

5 0
T,=10 —
0 0

0

3
o). n=Y
0

0
5 0

N
O Owi=
Qwl— O

_2
3

Avec la méme normalisation, nous définissons encore

0 1 0 0 -+ 0
Tv=|(% 0 0], To=[%4 0 o0
0 0 0 0 0 0

Ty, Ty, T5 sont les générateurs du sous-groupe SU(2) et Ty de U(1). Enfin pour
les quatre générateurs restants nous pouvons choisir

0 0 3 00 -4 0 0 0 00 0
00o0],{00 0],{00 5],{00 —5
100 10 0 0 3 0 0 %+ 0

En fait, de méme que nous avons 'avons fait pour 71 et 75 dans le but de con-
struire les représentations deSU(2) (équations (5.20)), il est utile d’introduire
les combinaisons complexes S7, So des matrices précédentes,

[S1lkt = 0k1013,  [S2]ki = Sk20i3

ainsi que SI et S;.
Représentation de SU(2) x U(1) et relations de commutation. Alors I’action
de I'algebre de Lie de SU(2) est

[T5,51]) = 551, [T5,8]=—15,
[T, 51] = 3S2, [T1,82) = 35 (6.19)

[Ty, S1] = —5iS2,  [T2,S2] = 3iS1,
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c’est a dire S et Sy se transforme suivant la représentation fondamentale de
SU(2). Les matrices S1t et S; se transforment par la représentation conjuguée.

De plus,
[Ty, S1] = %\/gsh [Ty, So] = %\/552

[T47T1] = [T4,T2] = [T4,T3] =0. (6.20)

Il reste a déterminer les relations de commutation entre Sy et Ss ainsi que les
matrices conjuguées:

[S1752]:O7 [5175;] :T1+7:T27 [SQ7SI]ZT1_iT27 [SI,S;]:O,

et
[S1,81] = T3 + 3Ty, [Ss, 83 = —T5 + V3Ty.

Notons les relations de commutation sont compatible avec une notion de parité
pour les générateurs de I’algebre de Lie telle que les générateurs de SU(2) xU(1)

soient pairs et les générateurs Sq, Ss, SI, S; soient impairs. Cette propriété est
caractéristique des espaces quotients, ici SU(3)/SU(2) x U(1), symétriques.

6.9 Représentations de SU(3)

Remarque préliminaire. La condition det U = 1 implique

Z UiaUjpUrc€ave = det U €51 = €51 -

a,b,c

Comme premiere conséquence, on trouve la représentation identité dans la
réduction du produit tensoriel (SU(3)®)3. De plus, multipliant les deux mem-
bres par Uj;, sommant sur k et utilisant la relation d’unitarité, on trouve

*
E UiaUjv€ars = E €i;xUpy -

a,b k

Ceci implique que dans la réduction du produit tensoriel SU(3) ® SU(3), on
trouve la représentation SU(3)*.

Dans ce qui suit nous notons 3 et 3* la représentation fondamentale de SU (3).

Pour construire les représentations de SU(3), on peut partir des représenta-
tions de SU(2) x U(1) qui sont caractérisées par un demi-entier s pour SU(2) et
un entier v pour U(1). Par ailleurs, les générateurs T3 et T, forment une sous-
algebre abélienne maximale. Nous choisissons donc comme base des vecteurs
tels que

T3|M7V>:M|M7V>7 T4|FL7V>:% 31/|,u,y>.

Elément de Casimar. L'élément de Casimir peut s’écrire

C=T2+T24+T2+T2+1 (Slsf + 518, + S»S} +S§SQ).
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Pour la représentation fondamentale (ou de définition), on trouve

C=31.

Ol

Ezxemples: représentations fondamentale et adjointe. Par exemple, pour la
représentation fondamentale, les trois vecteurs sont

l,l>, }_l’l ’ ‘0,_2>
}2 3 23 3

et du point de vue de SU(3) correspondent & la somme des représentations
s=1/2et s=0.

Pour la représentation adjointe, nous lisons directement les valeurs propres
de T3 et Ty se lisent sur les relations de commutation. Nous trouvons la somme
de la représentation s = 1 avec les vecteurs

|170> ) |070> ) |_170> ’
de la représentation s = 1/2 et sa conjuguée,
1 1 1 1
310 |=3:1) et [5,-1), [-3,-1).
Enfin une représentation identité s = 0 correspondant au générateur T, et au
vecteur |0, 0).

Pour calculer I’élément de Casimir, on peut agir sur le vecteur |1, 0) et utiliser
les relations de commutation qui conduisent a

C|1,0) = (IT +T5 + T§ + T5 + T7) |1,0) = 3|1,0)

et donc
C=31.

Construction générale. Les relations de commutation (6.19) et (B.20) im-
pliquent

St |, v) o },u-i—%,y—i-1>

S |, v) ‘,u— . v+1).
De facon corrélée,

SI |, V) o }u— %,y—1>

Shl vy o |p+ 3,0 -1).

Le produit tensoriel 3 ® 3. Appliquons ces résultats au produit tensoriel 3 ®
3. Notons que puisque les générateurs du produit tensoriel sont de la forme
T®14+1®T, le produit tensoriel des vecteurs propres communs a 13 et Ty
sont des vecteurs propres de la représentation de T3 et T}, les nouvelles valeurs
propres étant toutes les sommes deux a deux des valeurs propres.
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Du point de vue du groupe SU(2), nous trouvons une représentation s = 1,

deux représentations s = % et deux représentations s = 0 correspondant aux
vecteurs
2 2 2 11 11 4
1.3), 10,3y x2, [-1.3), [3.—3) x2, |[-3,—3) x2, [0,—3) .

Nous avons déja vu que dans la réduction apparait la représentation 3* associée
aux tenseurs antisymétriques et aux vecteurs de base

11 11 2

27 3>7 ‘27 3>7 ‘073>'
Les tenseurs symétriques forment eux un espace vectoriel de dimension six
correspondant donc a trois représentations s =1, s = % et s=0":

150 10.5) |-1.5),

11 11
‘5’ _§> U DR _§> )
10,=5)
SI faisant passer d’une ligne a la suivante. Alors,
_ 10
C=351.

Le produit tensoriel 3®3®3. Dans le produit tensoriel, nous trouvons d’abord
le produit 3 ® 3* qui contient la représentation adjointe et la représentation
identité. De plus, il faut réduire le produit 3®6. Du point de vue de SU(2), nous
trouvons maintenant une représentation s = %, deux représentations s = 1,
trois représentations s = % et deux représentations s = 0 correspondant aux

vecteurs 5 ) . 5
121 [3:1), |[=3.1). [=3.1),

[|170>7 |070> ’ |_170>] X 2:

3.1 |3:1) et [[3.-1), [3.-1)] x 2,

|0,0) et |0,—2).
Les représentations irréductibles se composent alors d’une représentation iso-
morphe a la représentation adjointe et d’une représentation dix :

5.1 [ 1) =21, [=5:.1),
‘170>7 |070>7 |_170>7

2= 2 -1

|0, —2) .
La représentation de dimension dix correspond a 1’action du produit tensoriel
3 ® 3 ® 3 sur les tenseurs symétriques, les deux représentation de dimension
huit sur les tenseurs mixtes (au sens des représentations irréductibles du groupe
symétrique Ss, cf. section [(]]) et la représentation identité sur les tenseurs
completement antisymétriques.

L’élément de Casimir est
C=61.

Plus généralement la représentation correspondant aux tenseurs completement
symétriques de rang m a dimension %(m + 1)(m + 2) et comme Casimir C =
sm(m + 3)1.
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7 Produit tensoriel. Tenseurs.

Nous avons déja introduit la notion de tenseur et de produit tensoriel en dis-
cutant les propriétés de transformation de formes multilinéaires de plusieurs
vecteurs sur lesquelles agissent des transformations linéaires d’'un groupe G.
De plus, nous avons montré qu’en général 'espace vectoriel de ces formes
se décomposait en différentes représentations du groupe G. On dit que la
représentation initiale a été réduite. Dans le cas des groupes SO(2) et SO(3)
la décomposition a engendré une somme de représentations dites irréductibles.

Rappelons que si une représentation est irréductible pour un sous-groupe
elle est irréductible pour le groupe. Réciproquement si une représentation est
réductible pour un groupe, elle est réductible pour tout sous-groupe. Une
derniére remarque : pour les groupes orthogonaux ou unitaires on peut toujours
décomposer toute représentation en une somme de représentations irréductibles.

Produit tensoriel. Nous rappelons la définition du produit tensoriel R1(G) ®
R2(G) de deux représentations matricielles Rq(G) de dimension n; et Ra(G)
de dimension ny d’un groupe G. On considére alors un espace vectoriel V de
dimension n; x my et les vecteurs de cet espace que nous notons 7%, Si &
I’élément g de G correspondent les matrices Ri(g) et Ra(g) dans les deux
représentations, nous définissons 'action de R1(G) ® R2(G) sur V par

[R1(G) ® Ro(G)T]"2 = Y [Ra ] [Ro] 27712 .
J1,J2
Cette définition s’étend de fagon naturelle au produit tensoriel d’un nombre
arbitraire de représentations.
Nous rappelons aussi que G est un groupe de Lie, cette définition implique
une relation entre les algebres de Lie correspondantes. Si Li; et Lo représentent
un élément de ’algebre de Lie dans les deux représentations,

Li®1+1®Ly

est 'élément de ’algebre de Lie dans la représentation produit.

Dans la suite, nous nous intéressons aux produits tensoriels n’impliquant
que deux représentations R(G) et la représentation isomorphe R(G) ou la
représentation ﬁ(G) est obtenue a partir de la représentation R(G) par appli-
cation qui & toute matrice R de R(G) associe la matrice [R™1]7 :

R eR(G) = R e R(G).

En général les deux représentations R(G) et R(G) ne sont pas équivalentes.
Une exception notable est évidemment fournie par les groupes orthogonaux
ou les deux représentations sont identiques. Dans le cas des groupes unitaires,
R(G) = [R(G)]"

Formes multilinéaires, polynomes et produit tensoriel. Dans la théorie des
transitions de phase nous voudrons construire des polynomes dans des com-
posantes de vecteurs sur lesquels agit un groupe de transformations linéaires.
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Comme nous l'avons déja indiqué, a cause de la linéarité les polyndomes de
degré différent se transforment indépendamment. Il suffit d’étudier les trans-
formations agissant sur des polynomes homogenes. Ces polynomes homogenes
sont des restrictions de formes multilinéaires dans un ensemble de vecteurs, et
c’est le probleme qu’il suffit de résoudre.

Formes multilinéaires et transformations linéaires. Soit un espace vectoriel
V réel ou complexe de dimension N, isomorphe & RY ou CV, sur lequel agit
linéairement une représentation matricielle d’'un groupe G. Considérons alors
un ensemble de p vecteurs v, ou l'indice ¢ = 1,...,p indique le numéro du
vecteur et non une composante, de composantes v’. Une forme multilinéaire
est un objet de la forme

p
—_— . . . 1;
F(V> - Z Fll’l,g...lp H Uaa . (71)
01,02, ip a=1
Une transformation linéaire agissant sur les vecteurs v, est équivalente a une
transformation linéaire sur les coefficients F; 4, .. ;,, coefficients qui peuvent étre

considérés comme les composantes de vecteurs d’un espace de dimension Np.
Par exemple, dans le cas d’une forme linéaire,

F(v) = Z Fiv®, (7.2)

soit R une matrice d’éléments R%j appartenant a la représentation R(G) de G
agissant sur le vecteur v,

i i i j
vi—ut = Zij .
J
Substituant dans ’expression ([(.3), nous voyons que dans le vecteur transformé
la forme s’écrit
Fu)=Y FY R =Y Ff
i j i

avec

Fl =Y "FR!.
J

La forme se transforme par la matrice transposée. Il est plus commode d’inverser
la transformation. Alors,

F; = Z[(R_I)TEFJR'

Sous cette forme apparaissent les matrices (R™')7 qui appartiennent & la
représentation R(G) du groupe G.
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Plus généralement, supposons que la matrice R de la représentation R(G)
de GG agit sur un ensemble de p vecteurs v, de composantes v},

vy UL = g Riv; .
J

Substituant dans I’expression ([/.1)), nous voyons que dans les vecteurs trans-
formés la forme s’écrit

p

p
F(u) = Z Fiiy..i, H ZRﬁiug” = Z Fi]fiz...ip H ul
1 a=1

il,iz...,ip a=1 ja il,iz,...,lp

avec
R — § o ) ta
Filig...ip - F]17.727---7.7p HRja °
j17j27‘”7j1) a

La forme se transforme par les matrices transposées qui dans le langage de
la théorie générale des groupes appartiennent a une représentation du groupe
opposé. Il est plus commode de I’écrire sous la forme inverse

Fil,ig,...,ip = Z (H[(R_I)THZ) Fj}faj27-..,jp :

jl:er“:jp a

Nous trouvons de nouveau une représentation du groupe agissant des tenseurs
de rang p, qui est le produit tensoriel R(G) @ R(G) ...® R(G). Si nous voulons
connaitre les ensembles de formes qui se transforment les unes dans les autres,
nous devons décomposer cette représentation en représentations irréductibles.

7.1 Groupe symétrique et tenseurs : réduction des représentations

Nous avons déja vu que les propriétés des tenseurs dans une permutation des
indices conduisaient a la réduction de la représentation. Ce phénomene est tout
a fait général. En fait la décomposition du produit tensoriel d’ordre n s’appuie
sur la décomposition en représentations irréductibles du groupe symétrique S,
ou groupe des permutations de n objets.

Considérons une représentation [R(G)®]|P agissant sur les tenseurs de rang

P
[RT]il,ig,...,ip — Z <H Rx) TIsd2s-dp

jl:er“:jp a

Il est commode d’introduire la notation

Tivizesin = T({i})

(H R;z) = R({i}), {5}),

a
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ou {i}, resp. {j} indiquent I’ensemble des indices i1, 42, ..., ip, T€SP. j1,- .., Jp-
La transformation s’écrit alors

RT]({i}) = > R{i}, GUHTH5})-
{3}

Nous définissons une représentation du groupe symétrique &, par des trans-
formations linéaires agissant sur les tenseurs par ’action d’une permutation P
sur 1" :

[PT]il,iz,...,ip — Tipl,ip2,...,ipp = T(P{Z})

Avec cette définition

[RPT]({i}) = > R({i}), ({HT(P{j}).
{5}

Mais il résulte de la forme factorisée de R({i}),{j}) que

R({i}, {7}) = R(P{i}, P{j}).

Substituant, nous trouvons

[RPT|({i}) = > R(P{i},P{i})T(P{j}).
{7}

Mais ’ensemble des indices P{j} est un ensemble d’indices muets que nous
pouvons rebaptiser {j}. Donc

[RPT|({i}) = Y _R(P{i}, {jHT({j}) = [PRT]({i}).
{5}

Le groupe symétrique ou des permutations agissant sur les indices des tenseurs
commute avec les transformations du groupe.

Dans le cas de deux matrices si elles commutent on peut les diagonaliser si-
multanément. De méme dans le cas de groupes qui commutent on peut réduire
les représentations simultanément. Si I’on décompose la représentation réguliere
du groupe symétrique en représentations irréductibles, on réduit du méme coup
la représentation ci-dessus. L’argument s’applique au groupe linéaire général et
ne garantit pas que pour des sous-groupes du groupe linéaire les représentations
ainsi obtenues soient irréductibles. D’autre part cette analyse n’est pas générale
puisque nous n’avons considéré que les produits d’une seule représentation ini-
tiale. Si on considere des produits de la représentation R(G) et R(G) alors
I’opération trace réduit des représentations puisque

> RI'RT, =)

i

0.

Jijz -

En particulier, dans le cas des groupes orthogonaux puisque (R™)T = R,
pendre les traces sur deux indices réduit aussi la représentation.
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Enfin notons que pour les groupes qui peuvent étre entierement engendrés
par leur algebre de Lie, pour classer les représentations irréductibles du groupe
il suffit de classer les représentations irréductibles de I'algebre de Lie.

Groupe symétrique : exemple de réduction de représentation. La représen-
tation réguliere de &3 est de dimension six. Elle agit linéairement sur les
vecteurs de base

[123],[132], ... .

Cette représentation est réductible et se décompose en
(i) une représentation complétement symétrique de dimension un qui laisse
invariant la combinaison

[123] + [231] + [312] + [213] + [321] + [132],

(ii) une représentation complétement antisymétrique de dimension un qui laisse
invariant la combinaison

[123] 4 [231] + [312] — [213] — [321] — [132],

(ii) deux représentations mixtes de dimension deux, obtenues en antisymétrisant
par rapport a une des transpositions et en symétrisant par rapport a ’autre,
de vecteurs de bases

[123] 4 [132] — [213] — [231], [213] + [312] — [123] — [321],

et
[123] + [213] — [132] — [312], [132] + [231] — [123] — [321],

respectivement.
Cette décomposition appliquée a un tenseur de rang trois permet de réduire
la représentation.

7.2 Groupe linéaire général et analyse tensorielle

A titre de complément nous donnons brievement quelques détails supplémen-
taires sur la notion de tenseur et de produit tensoriel de représentations dans
le cadre du groupe linéaire général des matrices de déterminant non-nul dont
tous les groupes de matrices sont sous-groupes. Ceci nous permet d’introduire
des notations usuelles dans ce cadre que nous avons évité jusqu’a présent.

Le groupe linéaire général. On note GL(N,R), resp. GL(N,C), le groupe
engendré par 'ensemble des matrices réelles, resp. complexes, de déterminant
non-nul. Tous les groupes de matrices réelles ou complexes sont donc des sous-
groupe de GL(N). Toute matrice g de déterminant non-nul peut s’écrire

g=sdetg = dets=1.
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Le groupe GL(N) est dons le produit d’'un groupe abélien isomorphe au groupe
additif des réels ou complexes par le groupe SL(N) des matrices de déterminant
unité :

GL(N,R) =R x SL(N,R), GL(N,C)=C x SL(N,C).

L’étude des représentations de GL(N) se réduit donc a I’étude des représen-
tations de SL(N).

De facon générale, si g € GL(N), alors la matrice inverse transposée g =17
appartient & un groupe éL(N ) isomorphe a GL(N), les deux représentations
n’étant pas équivalentes. Le sous-groupe des matrices de déterminant unité
forment alors une représentation SL(N) de SL(N).

Dans le cas des matrices complexes, la conjugaison complexe engendre encore

une autre représentation isomorphe mais inéquivalente.

Algebre de Lie de SL(N) et représentation adjointe. 1’algébre de Lie de
SL(N) est composé de I’ensemble des matrices de trace nulle et correspondant a
un espace vectoriel de dimension réelle ou complexe (N?—1). La représentation
adjointe du groupe agit sur cet espace vectoriel. La représentation adjointe est
aussi obtenue dans le réduction du produit tensoriel SL(N) ® SL(N) :

SL(N)® SSL(N) = Adj[SL(N)] & 1.

Notation. Nous considérons dans ce qui suit les vecteurs v et v resp., ap-
partenant & deux espaces vectoriels V et V resp., isomorphes & RN ou CV que
nous appelons duaux et dont nous notons les composantes {v'} et {v;} resp.,,
1 = 1,...,N c’est a dire avec des indices en position haute ou basse pour
les dlstlnguer (on parle parfois de vecteurs contravariants et covariants, resp.).
Par ailleurs, la convention de sommation implicite sur des indices haut et bas
répétés sera maintenant utilisée :

Sur les vecteurs {v'} agit le groupe linéaire de matrices g d’éléments g;. dont
nous notons 'action

(gv)' =gjv’.

Sur les vecteurs duaux agit la représentation isomorphe éL(N ) des matrices
inverses transposées g = [g71]7 :

avec
i~k ~i k 7
919; = 9r9; = 0; ,

ou 0; représente la matrice unité.
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Nous notons qu’avec ces définitions le ‘produit scalaire’

(gu)'(gv); = v g} G vp = u'v;,

est invariant par le groupe. En terme de représentations, la représentation
GL(N) ® GL(N) est réductible et contient la représentation identité dans sa
décomposition.

Tenseurs. On appelle tenseurs de rang n des éléments t des espaces vectoriels
ﬁ_p ~ VP xY"r P (0 < p < n,dedimensions Nn, dont on note les composantes
avec n indices, et sur lesquels le groupe agit par le produit

2122 ~Ja Jl]z
( Zp+1 - Hg H gi, Jp+1

a=p+1

Ceci définit la représentation en général réductible du groupe linéaire notée
[GL(N)®|P @ [GL(N)|"P.

On appelle trace partielle d’un tenseur toute somme sur une paire d’indices
haut bas, par exemple

irig..ip_1k

Ipt1.-in—1k"
qui généralise le produit scalaire. Une telle trace se transforme comme un
tenseur de rang n — 2. En effet, reprenant le méme exemple,

i112 1p 1k ~Jn— D H tq H ~Ja .71.72
(gt)ip+1 dn—1k g]pgk g.]a g ]p+1
= a=p+1

p—1 n—1
_ ia ”‘.ja j1j2---jp71k'
- H gﬂa H gia tijrl”«jnflk ’
a=1

a=p+1

Cette représentation de GL(N) peut donc se réduire par les traces partielles
et la commutation avec les deux groupes des permutations agissant sur les p
indices du haut et les n — p indices du bas.

Notons enfin que dans le cas du groupe orthogonal les deux représentations
duales sont identiques, et dans le cas du groupe unitaire elles sont complexes
conjuguées.
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8 Symétries en mécanique lagrangienne : théoreme de
Noether

Rappelons quelques éléments de mécanique lagrangienne. Dans ce cadre les
équations du mouvement classique peuvent se déduire d'un principe d’action,
ou l'action est 'intégrale du lagrangien,

o
Ala) = [ dtLta.don), (8.
le point initial ¢(¢) et final ¢(¢") étant fixés.

Les équations classiques expriment que les trajectoires classiques ¢(t) rendent
l’action stationnaire : si g(t) est une trajectoire classique, la variation §.A de
'action quand on change ¢(t) en q(t) + dq(t), dq(t") = dq(t”) = 0, s’annule au
premier ordre en dq. Cette condition s’écrit

t//
5A:/ a(éw+gﬁozovww
t/

aq dq
i oL d oc
+ dtsq(t) [ = — == ).
=t /t 1) <5q dt 561)

oL

9q
Le terme intégré dans l'intégration par parties s’annule. L’intégrale restante ne
peut s’annuler pour toute fonction dq(t) que si le coefficient de dq(t) est nul ce
qui conduit a la forme d’Euler-Lagrange des équations du mouvement :

oL

= dq(t") — dq(t') 3q

t=t"

doL oL

aa_q. — a_q. (8.2)

8.1 Symétries. Lois de conservation

Montrons maintenant qu’aux symétries continues de 1’action correspondent des
quantités conservées dans le mouvement classique. Comme les symétries contin-
ues correspondent a des groupes de Lie, il suffit de d’exprimer 'invariance dans
des transformations infinitésimales qui s’expriment en termes des générateurs
de I’algebre de Lie.

La stratégie générale pour obtenir ces lois de conservation est de faire une
transformation infinitésimale dépendante du temps, et d’exprimer la station-
narité de ’action. Comme le lagrangien ne contient que des dérivées premieres,
la variation du lagrangien au premier ordre est une combinaison linéaire des
parametres de la transformation et de leurs dérivées par rapport au temps. Si
le lagrangien est symétrique la variation s’annule quand ces parametres sont
constants. Donc la variation du lagrangien est proportionnelle aux dérivées.
Intégrant par parties et exprimant la stationnarité de ’action on obtient que
certaines quantités ne dépendent pas du temps. Donnons maintenant quelques
exemples pour illustrer cette démarche.
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Invariance par translation du temps et conservation de l’énergie. Ceci con-
stitue 'exemple le plus général et aussi le plus compliqué.

On dit que le lagrangien est invariant par translation du temps s’il ne dépend
du temps qu’a travers la trajectoire ¢(t) mais pas explicitement

0L(q,q,t)

ot U

Nous faisons un changement de variables
t=t+e(t),
dans I'action (B.J]), dont nous évaluons 'effet au premier ordre en e,

dt = dt' (1 +&(t'))
q(t) = q(t") +(t)q(t)

WO _ gary + eite).
Nous en déduisons
Alq) = /dt(l + &) L(q+ed, d +ed) + O(?). (8.3)

Exprimons maintenant que ’action est stationnaire par rapport a une variation
de la trajectoire de la forme

0q(t) = e()q(t) = 0q(t) = £(t)q(t) +(t)q(t).

Si nous utilisons cette propriété dans le membre de droite de I’équation (B-3)
développé au premier ordre en &, nous voyons que seuls les termes proportion-
nels a € survivent et donc

6A:/dté<qa—£,—£) =0.
dq

Intégrant par parties cette identité valable pour toute fonction €(¢) nous trou-

vons q ag
3t (15 ~£) =0

ou, en introduisant le moment conjugué et ’hamiltonien,

_oc

p(t)

I’équation

d
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ou FE est I'énergie conservée du systeme.

Si cette démonstration est un peu lourde, elle met clairement en évidence
la relation entre conservation de ’énergie et invariance par translation dans le
temps. Notons que la transformation (B.4) qui relie hamiltonien H et lagrangien
L est appelée transformation de Legendre.

Translations spatiales et conservation de l'impulsion ou quantité de mouve-
ment. Supposons maintenant que le lagrangien soit invariant dans le change-
ment ¢(t) — q(t)+a, a étant une constante arbitraire. Ceci signifie évidemment
que le lagrangien ne dépend que de ¢, par exemple

_1
L=35m

Une variation qui est une translation dépendant du temps est en fait une vari-
ation quelconque de ¢(t)
dq(t) = a(t).

Comme le lagrangien ne dépend que de ¢, la variation correspondante de ’action

est 8£
SA = /dt OL(GY) _ o

En fonction du moment conjugué p(t) deﬁm en (B4), on voit apres intégration
par parties que cette équation entraine

dp(t)

3 =0 p(t) =po -

Invariance par translation entraine donc conservation de 'impulsion.

Rotations. Soit q un point dans ’espace a un, deux, trois,..., N dimensions,
dont nous notons les coordonnées ¢;, et supposons que le lagrangien est invariant
par rotation, c’est a dire par des transformations linéaires du groupe SO(N),

t) = Z Rijq;(t)

ot R d’éléments R;; est une matrice orthogonale RTR = 1,
L(q,q;t) = L(Raq, Rg; t).

On exprime de nouveau que si g;(t) est une solution classique, 'action est
stationnaire par rapport a toute variation de ¢;(t) et donc, en particulier, par
rapport a une variation qui a la forme d’une rotation infinitésimale dépendante
du temps,

Rij(t) = 0y + 7 (1),

ou 7;; est une matrice quelconque antisymétrique 7;; = —7;;, associée a un
élément de l'algebre de Lie de SO(N). Dans ces conditions,

Sqi(t) Zm Ja;(t),  86i(t) = > (75 (£)d; () + 715(t)qs (D))

J
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Si 7;; est indépendant du temps la variation de l'action s’annule a cause de la
symétrie. La variation de ’action au premier ordre en 7 ne provient donc que
de la dérivée de 7, c’est a dire de ¢,

5 A(g) = / t Z (g, <t>% |

Annuler la variation de 'action, c¢’est exprimer que la dérivée du coefficient de
7 s’annule, et donc que le coefficient de 7 est constant :

d oL
i)y (90 s ) =0

ij

Comme 7;; est une matrice antisymétrique arbitraire cette équation entraine
que son coefficient antisymétrisé en 45 est nul :

oL oL .
Lij :%‘a—qj _Qjﬁ—qi’ Li;=0. (8.5)
A Dinvariance par rotation sont associées des constantes du mouvement L;;,
dont I’ensemble est appelé moment cinétique, en correspondance biunivoque
avec les générateurs du groupe des rotations.

En dimension trois, la représentation antisymétrique est isomorphe a la repré-
sentation vectorielle. Les constantes du mouvement correspondent au vecteur
moment cinétique

L=qx—.
q 9q
Un exemple en est fourni par une particule soumise a un potentiel central
comme les potentiels de Coulomb ou newtonien

L=3md’ —V(al).

Alors,
oc .y
8q1 - ql?
et donc
L=mqgxq.

On reconnait la forme la plus fréquente du moment cinétique.

8.2 Mécanique hamiltonienne

La transformation qui relie hamiltonien et lagrangien,

L(g;¢;t) + H(p,¢;t) — p(t)4(t) = 0, (8.6)
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ou p(t), la quantité p(t) conjuguée a ¢, est obtenue en exprimant que ’équation
est stationnaire par rapport a ¢ a p, q fixés :

o

(8.7)

est une transformation de Legendre. La fonction H(p, q) est alors la transformée
de Legendre du lagrangien. La transformation de Legendre est involutive, c’est
a dire que £ et ¢ jouent un role symétrique a H et p. En effet en variant
I’équation par rapport a p (a ¢ fixé), ¢ étant considéré comme une fonction de

p par (B1), on trouve

OH 0 . ) . 0q . )
| = 5| Pi—L(q, )] =q+ 5~ ==| [pd—L(g,d)],
Ip q Ip q Ip q 94 q,p
et donc
(t) — G_H
q - ap .
Enfin la condition de stationnarité entraine la relation
OH 0 ) ) 0L(q,q 0q 0 ) .
20| = B4 [pq—ﬁ(q,q)]z—M | pi - L(a,d)]
q p q p 8q q (9q p (9q q,p
et donc
on oL _
dq  Oq

Dans ces conditions on vérifie que les équations du mouvement dans ’espace
de phase (p, q) s’écrivent

qwzﬁépwzi%, ©.8)

et s’obtiennent a partir d’un principe d’action

Alpa) = [ at [p(0i(t) = 1 (p(e). a(0):1)] (59

en exprimant que I’action est stationnaire & la fois par rapport a p(t) et q(t), les
valeurs initiales et finales de ¢(t) étant fixés. Alternativement on peut intégrer
par parties et remplacer [ pg par — [ ¢p, mais les conditions aux limites portent
alors sur p(t).

Le terme

L/umw«wszw, (8.10)

ne dépend que de la trajectoire dans l'espace de phase mais pas de la vitesse
sur la trajectoire. En fait il est égal a I’aire comprise entre la trajectoire et I'axe
p = 0 (a plusieurs variables a la somme des aires). On peut 'antisymétriser



72

en p et q. Dans le langage mathématique des formes, il est 'intégrale d’une
deux-forme, la forme symplectique w = > .dp; A dg;. Ce point de vue est
particulierement utile quand l’espace de phase a une topologie non-triviale.

Symétries. Sous la forme (B.9), la conservation de l’énergie quand H ne
dépend pas explicitement du temps est tres facile a prouver, de méme que la
conservation de I'impulsion comme conséquence de I'invariance par translation.

Dans le cas du groupe SO(N), les quantités conservées (B.J) qui sont as-
sociées aux générateurs du groupe des rotations s’écrivent dans le formalisme
hamiltonien

Lij = ¢ipj — q;pi - (8.11)

La vérification de cette propriété a partir de 'action (B.9) est tres simple. Les
variables p et ¢ se transforment de la méme maniere par une rotation

q; — ZRiij N ZRijpj .
J J

Si le hamiltonien est invariant ’action est invariante car la quantité
/ dt Y pi(t)di(t)
i

est aussi invariante par rotation. Dans une rotation dépendante du temps seul
¢; donne un terme additionnel, et on retrouve simplement la forme (B.1T]).
Dans le cas de 'espace a trois dimensions nous avons déja vu qu'une ma-
trice antisymétrique était équivalente a un vecteur et les quantités conservées
peuvent s’écrire comme les trois composantes du vecteur moment cinétique

L=qxp.

Transformations canoniques. Les transformations canoniques sont les trans-
formations de I'espace de phase {¢;, p;} — {Q;, P;} qui laissent la forme sym-
plectique

[ dtpwit) = [ dpnda.

invariante. Elles ont une structure de groupe. Un ensemble de transformations
triviales correspondent & ajouter & p; un gradient 9;F'(q). Cette transformation
est induite par ’ajout au lagrangien d’'un terme de dérivée totale par rapport
au temps. Il est facile ensuite de caractériser les transformations infinitésimales
qui ne sont pas de cette forme. On trouve

T (p,q)
3172‘

p—p; 2T (8.12)

Qi=¢qi+¢ 4,

ou T'(q,p) est arbitraire. On reconnait les équations du mouvement si 7" est
I’hamiltonien. Donc 'ensemble des transformations canoniques est associé a
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I’ensemble des hamiltoniens : I’application qui associent la position dans I’espace
de phase au temps t a la position au temps initial est une transformation canon-
ique.

On en déduit la forme intégrée de ces transformations. On se donne une
fonction génératrice S(q, Q) (’action classique de la trajectoire qui relie g & Q)
et on pose

oS oS
pi = P =— :
9qi 0Q;
On vérifie directement 'invariance de la forme en faisant le changement en deux
étapes {qi,pi} = {qi, Qi} puis {q;, Qi} — {Qi, P;}. Par la méme méthode
on vérifie que ce changement laisse aussi invariante la mesure de Liouville
[[; dgidp;. Ceci justifie en particulier la cohérence du choix de la mesure ther-
mique

(8.13)

p(p,q) = dpdge™ @0
en mécanique statistique classique.

Crochets de Poisson. Il est commode d’introduire les crochets de Poisson,
0A0B 0B O0A
A ) 7B ) = - )
{A(p,q), B(p.q)} 90 0p. 94, 9,
limite semi-classique des commutateurs de la mécanique quantique

{A(p, q). B(p,q)} = lim —[A(5,4), B(p. Q)] ,

—0 ik PP ,4rq
ou p, ¢ sont les opérateurs quantiques d’impulsion et de position correspondant
et 'ordre des opérateurs dans A et B correspond a un choix hermitien.

(8.14)

Avec cette définition {¢;,p;} = d;;, et une transformation canonique in-
finitésimale (B12) agissant sur toute fonction de A de p, ¢ s’écrit
A(P,Q) = A(p,q) + {4, T} (8.15)

Comme les transformations canoniques forment un groupe, les crochets de Pois-
son ont une structure de produit de Lie. Cela signifie qu’ils satisfont a la pro-
priété cyclique
{A,{B,C}} +{B,{C,A}} +{C.{A,B}} =0. (8.16)
Les combinaisons linéaires a coefficients réels constants des fonctions de p, g
munies du produit crochet de Poisson forment une algebre de Lie.
La dérivée par rapport au temps de toute fonction de p, ¢ devient

d:F(p,q) ={F,H}. (8.17)

On en déduit I'invariance canonique des crochets de Poisson {q;(t),p;(t)}.
Par ailleurs les quantités conservées forment une algebre de Lie. En effet on
vérifie que si A(p, q) et B(p, q) sont deux constantes du mouvement

{AH}={B,H} =0, = {{A,B},H} =0,
et donc {A, B} l'est aussi. Notons d’ailleurs que les quantités (B.11]) satisfont
{Laba Lcd} - _5adLbc - 5bcLad + 6acLbd + 5dea67

ol nous reconnaissons les relations de commutation (6.10) de I’algebre de Lie

de SO(N).
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8.3 Théorie classique des champs

Les symétries continues en théorie classique des champs conduisent aussi a
des identités remarquables et des lois de conservation. La trajectoire classique
est remplacée par des champs classiques ¢(z), eux-mémes fonctions du temps

= t, et de variables d’espace {z1,...,24}. La densité de lagrangien L est
maintenant une fonction des champs et de leurs dérivées partielles premieres,
et I'action A l'intégrale sur le temps et ’espace de L :

A= /dxodx1 . dwg ﬁ((p(ﬂ?), au(p(x»’

ou l'indice p prend les valeurs © = 0,1,...,d.
Les équations de champs sont obtenues en exprimant que l’action est sta-
tionnaire. On obtient les équations d’Euler—Lagrange généralisées

o ., L _,
dp(x)  Todup(x)

ol la convention de sommation sur indices-exposants p répétées est ici adoptée.
Nous supposons maintenant que le lagrangien est invariant par un groupe
continu agissant linéairement sur les champs ¢;

©) = > Rijpi(a),

Nous pouvons faire la méme analyse en utilisant des transformations R;; qui
sont maintenant fonction du temps et de ’espace. La variation de ’action est
linéaire dans les dérivées et donc maintenant s’écrit

AG) = [0S dus@)ele) 5

i i (@)

Apres intégration par parties et développement des transformations sur une
base de 'algebre de Lie, on trouve une équation qu’on peut écrire

> 0udh(z) =
w
ou les fonctions J¥(x) sont les courants associés aux générateurs de ’algebre

de Lie
ZE o oL
T 901( )

L’équation qui relie la variation du lagrangien (supposée ici nulle) a la diver-
gence du courant est appelée théoreme de Noether. On vérifie que les quan-
tités conservées dans le temps sont les charges (), associées, intégrale sur tout
I’espace de la composante de temps Jy du courant :

Qo = /dxl ...dxy Jg(x).
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Ezemple. Considérons une théorie des champs avec un champ a N com-
posantes ¢;(z) et une densité de lagrangien

L(p) = %Z [(atcbi)z — (Vagi)® — mz] — 19 [Z(¢i)2] :

(2

Ce lagrangien a une symétrie orthogonale O(N). Les courants conservés sont
'];ij = ¢iau¢j - ¢jau¢i .

Dans le cas du groupe O(3) la matrice antisymétrique peut étre paramétrée en
termes d’un vecteur, et le courant devient

J,=0x0,0.

8.4 Tenseurs : un exemple, le moment d’inertie

Nous donnons maintenant un exemple de tenseurs intervenant en mécanique
classique, le moment d’inertie. En mécanique classique, 1’énergie £ d’un solide
libre en rotation s’exprime en terme du vecteur rotation w de composantes w;
et du moment d’inertie I

E = %WIW = E wiIijo y
ij

ou I;; a la forme d’une matrice symétrique. Si nous faisons maintenant un
changement de coordonnées sous forme d’une rotation R du systeme d’axes,
les composantes du vecteur de rotation w deviennent

wg = ZRijwj = W; = ZR]Z(U; R (818)
j J

J

ol nous avons utilisé que pour une matrice de rotation RTR = 1. L’énergie
de rotation du solide est indépendante du systeme de coordonnées, et donc en
fonction des nouvelles composantes w; s’écrit

/ /
E= § w; Rkl Rjiwj,
ijkl

En conséquence a la transformation par rotation (B.18) du vecteur w correspond
la transformation des composantes du moment d’inertie

L; = ZRikleIkl- (8.19)
Kl

Il est facile de vérifier que cette transformation est une nouvelle représentation
du groupe des rotations. Les éléments sur lesquels agit le groupe des rotations
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Q

par la loi (B.19), et qui forment un espace vectoriel, sont des tenseurs. On
peut évidemment généraliser cette définition a des objets qui ont plus de deux
indices, et c’est méme nécessaire en mécanique quantique.

Décomposition en représentations irréductibles. Reprenons alors ’'exemple
des tenseurs de rang deux comme le moment d’inertie. Si dans la transformation
(B-I9) nous supposons, comme c’est toujours le cas pour le moment d’inertie,
que le tenseur I;; est symétrique, alors I;j est automatiquement symétrique. Si
nous supposons que le tenseur I;; est antisymétrique, alors I;j est automatique-
ment antisymétrique. Enfin si nous supposons que le solide est invariant par
rotation alors le moment d’inertie prend la forme d’un multiple de la matrice
identité

Iij =1 5ij .

Alors, parce que les matrices de rotations sont orthogonales, les composantes
du moment d’inertie sont invariantes.

Prenant ’exemple de I’espace de dimension trois. La dimension de I’espace
vectoriel des tenseurs & deux indices est 32 = 9. Cet espace est réductible pour
la représentation du groupe des rotations. Les tenseurs proportionnels a d;;
forment un sous-espace de dimension un qui est invariant. Cela signifie que
dans ce sous-espace tous les éléments du groupe sont envoyés sur l'identité.

Les tenseurs antisymétriques I,; = —I; forment un autre sous-espace vecto-
riel invariant par le groupe de dimension trois, et on vérifie que la représentation
du groupe dans ce sous-espace est isomorphe & SO(3), le groupe initial.

Enfin, les tenseurs symétriques de trace nulle ) . I;; = 0, forment un sous-
espace vectoriel invariant de dimension cing, dont on montre qu’il est irréduc-
tible, dans lequel le groupe SO(3) est donc représenté par des matrices 5 x 5.

En termes de mécanique quantique nous avons décomposé les états a deux
particules de spin un, en une somme directe d’une composante scalaire, une
composante de spin un et une composante de spin deux.
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9 Symétries en mécanique quantique

Rappelons brievement comment ces propriétés se généralisent en mécanique
quantique.

Toute symétrie est représentée dans I’espace de Hilbert des états de la méca-
nique quantique par un opérateur unitaire ou anti-unitaire (unitaire plus con-
jugaison complexe) car la conservation des probabilités entraine I'invariance de
la norme de tout vecteur. Vérifions le cas unitaire :

o) =U ) = (Yy| = (y|UT (9.1)
et donc
UlU=1 = (Yulvv) = (@),

ou nous avons utilisé la notation des bras et kets pour représenter le vecteur
associé a 1’état 1 et son hermitien conjugué.
Vecteurs et observables. Les quantités physiques (mesurables) ou observables

O sont des valeurs moyennes dans des états d’opérateurs (hermitiens par réalité)
de 'espace de Hilbert,

O =(|0fy) avec (Pl) =1,

ou O est un opérateur de ’espace de Hilbert. Dans ces conditions une trans-
formation unitaire (P.1]) sur les états est équivalente du point de vue des ob-
servables a une transformation des opérateurs avec des états fixes

(Vu| O |Yy) = (W| Oy ) avec Oy = utou.

Dans ce qui suit nous discuterons la transformation des opérateurs plutét que
celle des états, ce qui correspond au formalisme de Heisenberg plutot qu’au
formalisme de Schrodinger.

9.1 Evolution dans le temps. Quantités conservées

A Tévolution temporelle correspond donc un opérateur unitaire, 1’opérateur
d’évolution U (t,t") qui décrit I’évolution du temps ¢’ au temps t. On suppose
que pour un systeme isolé 'opérateur d’évolution satisfait la loi de composition

Ul(ts,t2)U(ta, t1) = Ul(ts, t1), (9.2)

c’est a dire que I'évolution dans le temps est markovienne : I’évolution est sans
mémoire. Il agit sur les états 1) de ’espace de Hilbert par

1Y) = Ut 1) ().
Comme conséquence de 'unitarité et de la loi de groupe

Ul(ty, t1) = Ulty, ta).
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Comme l'opérateur d’évolution satisfait l'identité (P.9), son action peut étre
obtenue a partir d’évolutions infinitésimales. On pose alors

Ult+e,t)=1— %H(t) +0().

L’opérateur H(t) qui représente le générateur des translations dans le temps,
est I'opérateur hamiltonien comme on le voit dans la limite classique ou les
commutateurs deviennent des crochets de Poisson.

Dans ce formalisme 1’équation de Schrodinger qui décrit I’évolution des états
dans le temps s’écrit

. 0
iho [9(8) = H(t) [4(2)) -

Si le hamiltonien est indépendant du temps, I'opérateur d’évolution prend la

forme
U(t, t/) _ e—i(t—t')H/h )

La valeur moyenne de I'hamiltonien a un temps donné est une observable,
I’énergie E. Si I’hamiltonien est indépendant du temps,

Hy = ei(t—t')H/hHe—i(t—t’)H/h =H,

et donc I'énergie moyenne E est conservée,

E= @@ H[y() = ($(0) Hu [¢(0)) = (¥ (0)| H |4(0)) .

Plus généralement, ’évolution dans le temps d’une observable est associée a
I’évolution de l'opérateur O(t) de ’espace de Hilbert correspondant

O(t) _ ei(t—t’)H/h 10 e—i(t—t’)H/h ‘

L’observable a une valeur moyenne indépendante du temps si O(t) ne dépend
pas du temps. De nouveau prenant la limite des translations infinitésimales, et
gardant le terme d’ordre ¢, on trouve la relation de commutation

[H,0]=0.

Les observables conservées dans le temps correspondent a des opérateurs qui
commutent avec le hamiltonien.

Notons que les opérateurs correspondant a des quantités conservées ont une
structure d’algebre de Lie. En effet si

[H,Ol] =0 et [H,OQ] :O,

alors
[H7 [01702]] = _[Olv [027H]] - [027 [Hv Ol” =0.

Donc 'observable associée au commutateur [O7, Oz] est aussi conservée.

Un groupe de symétrie a une représentation en terme d’un groupe d’opé-
rateurs unitaires. D’apres 'argument précédent I’évolution dans le temps est
compatible avec la symétrie si les opérateurs correspondants commutent avec
le hamiltonien. Dans le cas d'un groupe de Lie ceci entraine que le hamiltonien
commute avec les opérateurs représentant les générateurs de 1’algebre de Lie
du groupe.
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9.2 Transformations et symétries

Pour discuter des symétries d’espace il faut introduire I’observable correspon-
dante, 'opérateur position q. Les composantes des vecteurs d’état sur les états
propres |q) de ¢ sont les fonctions d’onde ¥(q)

qla) =dqla), ¥(a)={(q|y).

Dans ce qui suit 'espace a une, deux, trois dimensions... et donc q a une ou
plusieurs composantes q;.

Translations d’espace. Nous introduisons donc d’abord la représentation par
opérateur unitaire du groupe de translation d’espace. Une translation de vecteur
a est représentée par une transformation unitaire 7'(a) :

TT(a)T(a)=1.
Le groupe des translations est abélien :
T(a)T(b)=T(a+b)=T(b)T(a).

Prenant la limite |a — 0, nous définissons la représentation des générateurs du
groupe des translations

T(a) =1+ia-p/h+O(lal*),
ou les opérateurs p sont hermitiens. Leurs composantes commutent :
[ponﬁﬁ] =0.

Les éléments de la représentation du groupe peuvent étre écrits sous forme
exponentielle en termes des générateurs

T(a) = e@P/h

Cherchons maintenant les vecteurs invariants par translation. Comme la mul-
tiplication d’un vecteur par une phase ne change pas ’état physique, cela revient
a chercher les vecteurs propres de T'(a) qui alors correspondent & des valeurs
propres de module 1 :

T(a)[k) = e™*2/" k),

ou k est un vecteur quelconque. Les opérateurs de translation ont un spectre
continu, et en conséquence leurs vecteurs propres n’appartiennent pas a l’espace
de Hilbert, puisque la condition d’orthogonalité s’écrit

)|k = (2m)%5(k — K).

Ils forment néanmoins une base complete.
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Enfin Vinterprétation physique du vecteur k est 'impulsion associée a 1’état
invariant par translation.

Translations d’impulsion. Introduisons maintenant les opérateurs unitaires
V (k) qui ajoutent a I'impulsion des états un vecteur k : Ils peuvent étre définis
par leur action sur les vecteurs |1(k)) qui forment une base complete :

VK)K) = (K +k)).

Ils forment un groupe abélien et peuvent étre exprimés en fonction de généra-
teurs hermitiens q :

V(k) = o=fa/n,

Les générateurs composantes de q commutent.
De nouveau ces opérateurs ont un spectre continue, et ’analyse est la méme
que dans le cas précédent.

Relations de commutations. Calculons
T(a)V (k)|k') = e (HD/P ier).

De méme - o
V(K)T(a)k) = e@* /MK,

Comme ces relations sont vraies pour tous les vecteurs de base, nous en dédui-
sons les relations de commutation

T(a)V(k) = ¥/ "V (K)T(a). (9.3)

Développant pour a,k — 0, on en déduit les relations de commutation entre
générateurs

[QOHP,B] = ih(saﬁ .

On en déduit également
q+a="T(a)qT'(a). (9.4)

Fonctions d’onde. Considérons maintenant les vecteurs propres de V' (k). Ils
dépendent d’un vecteur q et nous les notons simplement |q).

V(k)|q) = e ™ 9|q).

Nous utilisons de nouveau les relations de commutation (0.3)), agissant sur le
vecteur |q). Nous en déduisons

T(a)lq) = |q+a).
Le vecteur q caractérise une position attachée au vecteur |q). Par ailleurs

(d'la) =d0(q—4q').
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L’opérateur q doit donc étre identifié avec un opérateur de position. Les vecteurs
propres |q) correspondent donc a des états strictement localisés au point d’es-
pace q.

Représentation des fonctions d’onde. Tout vecteur de I'espace de Hilbert |v)
peut étre développé sur la base |q). On définit la fonction d’onde

Y(q) = (q|y),

dont le module carré caractérise la probabilité de trouver une particule au point

q.
De méme on peut développer les vecteurs sur la base des vecteurs propres de
p:

v(p) = (¥ |p).
Les deux représentations sont reliées par transformation de Fourier
. — 1 i /h
[ aa e ta) = [p) = i) = b = g [ A T Iw)

Dans la représentation des fonctions d’onde, les fonctions d’onde a impulsion
fixé sont les ondes planes.

Invariance par translation. Dire que 1’évolution dans le temps est invariante
par translation, signifie que faire une translation puis laisser évoluer ou laisser
évoluer puis faire une translation conduit au méme résultat :

U(t',t), T(a)]=0.

Passant aux générateurs, c’est a dire développant au premier ordre en t et a
on trouve les relations de commutations :

[H,p] =0.

Dans ces conditions ils existent des valeurs moyennes conservées, les valeurs
moyennes de p qui sont les impulsions ou quantités de mouvement. Un exemple
d’un tel hamiltonien est fourni par le hamiltonien de la particule libre

H = ()*/2m.

Rotations. Les mémes arguments montrent que les rotations de l’espace a
trois dimensions sont représentées par des transformations unitaires U (R)) telles
que

UR)aU'(R) =) R4,
J

ou R est une matrice de SO(3). Comme les opérateurs U(R) appartiennent a
une représentation de SO(3) on peut les exprimer en termes de trois opérateurs
L générateurs du groupe unitaire et d'un vecteur réel €2

UR) =exp[—iQ2-L/h|.
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Faisant une rotation infinitésimale et introduisant les générateurs du groupe
SO(3) (p-]) nous trouvons

%[q“ La] = Z( Z]q] Z Eaquj (95)

J
Les relations de commutation de l’algebre de Lie de SO(3) entrainent alors

[Li, Lj] = ZFLZ EijkLk .
k

Par ailleurs on vérifie que les opérateurs
L=gqxp,

satisfont aux relations de commutation (P.3).
L’évolution dans le temps est invariante par rotation si

UR)HUR)=H.
Ceci entraine que le hamiltonien commute avec les trois générateurs L
[H,L] =0,

et par conséquent les valeurs moyennes de ces trois opérateurs sont conservées
dans le temps.

Remarque. L’opérateur position se transforme par la représentation adjointe
du groupe unitaire U(R). Dans ces conditions si I’on remplace le groupe des
matrices R de SO(3) par les matrices du groupe SU(2) rien n’est changé.
C’est exactement ce qui se passe dans le cas de particules de spin 1/2 ou plus

généralement demi-entier ou 1’état se transforme par une représentation de
SU(2).

Spin et tenseurs. Nous considérons ici des particules caractérisées uniquement
par leur spin. Ceci signifie qu’un état a une particule est associé a un vecteur :
I’espace de Hilbert est un espace vectoriel de dimension 2s+1 pour une particule
de spin s. Un état a deux particules de spin s; et so est alors associé au produit
tensoriel de deux espaces vectoriels qu’on peut décrire par un objet a deux
indices vectoriels correspondant aux deux particules, un espace de dimension
(281 —|— 1)(282 —|— 1)

De facon générale une fonction d’onde a n particules par exemple de spin
1/2 sera décrite par un objet a n indices v;,;,. i, et appartiendra a un espace
vectoriel de dimension complexe 2™. Une fonction d’onde a n particules de spin
1 sera décrite par un objet a n indices 1;,;, i, et appartiendra a un espace
vectoriel de dimension réelle 3". Dans ce dernier cas dans une rotation d’espace
la fonction d’onde a une particule se transforme comme un vecteur de I’espace
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a trois dimensions. La fonction d’onde a n particules se transforme comme un
tenseur de rang n

VYRivig...in = Z (H Rz’kjk) Virdn..jn -

J1j2.--Jn \k=1

On vérifie facilement que la loi de transformation précédente définit une repré-
sentation du groupe des rotations. Les particules de spins demi-entiers se trans-
forment par des représentations du groupe SU(2).
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10 Mouvement brownien ou marche au hasard : Limite
continue

Nous considérons un processus de marche au hasard sur le réseau a N di-
mensions, N = 1,2,3,... des points de coordonnées entieres q = (q1, ..., qN)-
Nous supposons le processus markovien (sans mémoire), ce qui signifie que le
déplacement au temps n ne dépend que de la position q,, au temps n mais pas
de I'histoire qui a conduit a ce point. Il est donc entierement spécifié par une
probabilité de transition p(q,q’) du point q’ vers le point q.

Soit alors P, (q) la probabilité au temps n d’étre au point q. La probabilité
P, (q) satisfait a ’équation de récurrence (parfois appelée équation maitresse)

Puia(a) = Y pla,qd)Pu(d). (10.1)

q'EZN

Les quantités P, et p étant des probabilités sont positives par définition. La
conservation des probabilités implique les conditions

Y Pu@=1, > pla,d)=1. (10.2)

qezZN qezZN

Systemes invariants par translation. Nous considérons maintenant I’exemple
d’une probabilité de transition invariante par translation

p(a,q) =pla—d). (10.3)

L’équation ([[0.1]) peut étre interprétée comme ’action itérative d’une matrice
p d’éléments p(q,q’) (ou d’un opérateur pour un réseau infini) sur un vecteur
P, (q). On peut alors introduire l'opérateur translation T'(a) d’un vecteur spa-
tial a

T(a)P.(a) = Pa(q+ a).

L’invariance par translation est équivalente a la commutation des opérateurs p
et T
[p,T(a)] =0,
qui peuvent donc étre diagonalisés simultanément.
Le groupe des translations est isomorphes au groupe additif Z"V. C’est un
groupe commutatif qui a comme générateurs les translations T; d’une unité
dans chacune des N directions possibles

N
T(a) = [T ()"

Un vecteur propre de T(a) satisfait

T(a)y(q) = ¥(q+a) = 7(a)y(q).
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La loi de groupe permet d’écrire les valeurs propres

() = [ ()"

i=1

Les opérateurs T; agissent sur des distributions qui sont des fonctions bornées.
Les valeurs propres de T; sont des nombres complexes. Si 'on veut qu’une
translation quelconque soit une opération interne aux fonctions bornées en
module, il faut que ce nombre complexe soit de module un
7(a) = e~k

ou k est un vecteur réel. Comme le vecteur a n’a que des composantes entieres
les fonctions e~ sont des fonctions périodiques des composantes k; du vecteur
k de période 27, et ces composantes peuvent donc étre restreintes a —m < k; <
7 (une zone de Brillouin).

Les vecteurs propres de 'opérateur translation T(a) correspondants sont des
exponentielles :

T(a) e—ikq _ e—ik~(<1+a) — o tkag—ikq

On est donc amené a décomposer le vecteur P, (q) sur la base des ondes planes,
c’est a dire a ’écrire comme une transformée de Fourier

P,(q) = (2;)N / ANk e~d P (k), (10.4)

et réciproquement

Pyk)= Y 9P, (q) = Pj(k)=P.(-k), Pk=0)=1, (10.5)
qezZ™
ot la propriété ([[0.9) a été utilisée.

Calculons maintenant P, (k) a partir de I’équation ([[0.1)), utilisant la forme

(I0.3) :

Poi(k)= Y e p(q—q)Pu(q)

q,q9’'€ZN

ik 1 —ik'-q'
= . elk“p(q—q’)(%)N/dN’f'e 9P, (K).

q,q9’€ZN

Mais

D eMipla-q)e T = Y elap(gelliid
q,9'€ZN q,9'€ZN

= 2m)NeM (k- k') Y e™9p(q).
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Nous posons alors
plk) = Y e™9p(q) = p*(k)=p(-k), p0)=1. (10.6)
qezZN

La fonction p est aussi une fonction périodique des composantes k; du vecteur
k. Enfin prenant le module de I’équation de définition nous trouvons la borne

k)| < D Je™ap(q)| =1. (10.7)

De plus dans la zone de Brillouin la borne n’est atteinte qu’a 'origine k = 0.
Avec cette définition 1’équation ([[0-1)) s’écrit donc

Pry1(k) = (k) Pa(k) = Pu(k) = 5" (k) Po(k).
Par conséquent

Pufa) = vy [ @V ke 95 (10 Pl (108)

Symétrie cubique. Nous supposons maintenant que la probabilité de transi-
tion a la symétrie cubique du réseau. Nous avons vu que le groupe cubique €y
admet comme générateurs les générateurs du groupe des permutations et une
réflexion. Il suffit donc d’imposer

p(ql,qg,...,QN):p(_q17q27"'7qN)7 (109)
p(aq,

"7Qi7Qi+17"'7q1V) :p(QL---7(]i+17Qi7---aQN>-

Exprimons maintenant les conséquences de la symétrie cubique. Notons t un
des générateurs du groupe de symétrie explicités en ([[0.9), qui tous satisfont
t2 = 1. On vérifie alors

k-tq=tk-q,

et donc

pl)= Y e®p(q)= ) eMp(ta)= ) ¢ *ip(q)

qeZN qezZN tqezZN
= ) etp(q) = p(tk).
q€eZN

La fonction p(k) satisfait donc des conditions analogues a ([0.9). Elle a une
symétrie cubique, c’est a dire qu’elle est symétrique et paire dans toutes com-
posantes du vecteur k ce qui entraine aussi qu’elle est réelle.

Déplacements a courte distance. Nous nous restreignons maintenant aux
probabilités de transition p(q) qui décroissent au moins exponentiellement avec
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la distance |q|, et ceci comprend 'exemple classique ou les seuls déplacements
possibles correspondent aux voisins sur le réseau.

plq) < Me #al >0,

Dans ce cas la fonction p(k), somme uniformément convergente de fonctions
entieres
15(k) < MZQ—(M—IImkI)IqI

qa

pour |Imk| < p, est une fonction analytique sur I’axe réel. Posons
k) =e ™ = w*(k) =w(-k), w(0)=0. (10.10)

La régularité de p et la condition p(0) = 1 impliquent que w(k) a un dévelop-
pement régulier pour |k| — 0.

La symétrie de réflexion k; — —k; interdit tout terme impair en k. Exam-
inons les conséquences de la symétrie cubique sur les termes quadratiques dans
les composantes du vecteur k :

Zalkf + szjkzkj .

i#]

Imposant I'invariance dans le changement de signe d’une composante k, — —ky
nous voyons que le premier terme est invariant et que le coefficient de k, dans
le second terme change de signe. Donc les coefficients b;; doivent s’annuler.
Dans le premier nous échangeons k; et k; 1 et la forme doit étre invariante,
ce qui implique a; = a;4+1. On en déduit qu'un seul terme quadratique est
symétrique, le carré scalaire du vecteur Y, k?. Remarquons alors que ce terme
a une symétrie plus grande que la symétrie cubique puisqu’il est invariant par
le groupe O(N) des rotations-réflexions.

Faisons le méme exercice pour les termes quartiques. A cause de I'invariance
par réflexion il est nécessairement de la forme

D aiki+> biklE.
i i#]

Si nous exprimons maintenant l'invariance dans 1’échange k; et k; 1 nous trou-
vons a; = G;41 = @, bjj = b;11,; = b, d’ou la forme générale

aZk;*erZk?kf. =b (Zlﬁ) +(a—b)2k§.

i#]

Si a # b le deuxieme terme brise I'invariance par rotation et ne laisse que
I’invariance cubique.
A |k| petit la fonction w(k) peut donc étre paramétrée comme

w(k) = wok?/2 + O(k*), wy >0, (10.11)
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la positivité de wy résultant de I'inégalité ([L0.7).

Comportement asymptotique auz temps longs. Pour n — oo, 'intégrale ([10.§)
est dominée par les valeurs maximales de |p(k)|, et donc le voisinage de k = 0.
A cause de la forme ([0.17)) de w(k), pour k — 0 seules les valeurs de k d’ordre
1/y/n contribuent & l'intégrale ([0.§). A l'ordre dominant nous pouvons donc
négliger les termes d’ordre k* dans w(k).

Nous supposons aussi que la distribution initiale Py(q) décroit assez rapide-
ment avec |q| pour que P, (k) soit régulier

Po(k) = exp [ik - qo + O(k?)]

ol qo est la position initiale moyenne. Nous pouvons alors négliger les termes
d’ordre k? ou plus. Pour les mémes raisons que dans la méthode du col, dans
la limite n — oo nous pouvons intégrer dans ([0.§) sur toutes les valeurs de
k réelles sans restriction a la zone de Brillouin. Nous en déduisons la forme
asymptotique de P,(q),

Po(q) ~ W exp l—%} . (10.12)

Nous sommes ramenés a une situation tres semblable au théoreme de la limite
centrale. Pour n — oo la probabilité P,(q) prend une forme gaussienne uni-
verselle qui de nouveau ne dépend que de propriétés générales de p(q — q').
Nous notons

(i) Cette forme gaussienne asymptotique est valable & temps grands et pour
des distances |q| < n.

(ii) La distribution asymptotique a une symétrie O(N) de rotations-réflexion,
indépendamment de la distribution initiale, et admet un groupe de symétrie
plus grand que la probabilité de transition qui n’a que la symétrie cubique du
réseau.

(iii) Faisons un changement d’échelles de temps et de distance

t=ne, x=(q—q)Ve, (10.13)

ol nous prenons une limite n — oo a ¢t fixé, et donc € = O(1/n). En fonc-
tion de ces variables macroscopiques la distribution asymptotique devient (le
changement de variables sur q entraine un changement de normalisation)

1 2
_ —X /2w2t
P(t,x) = 7(27”1}201\[/2 e . (10.14)

Le temps t et les coordonnées x sont les variables qui décrivent a 1’échelle macro-
scopique le mouvement brownien engendré par la dynamique microscopique
(I0.1). L’universalité a permis de définir une limite continue, dans la mesure
ol la structure de réseau et les détails du processus élémentaire ont disparu.
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(iv) Il est simple d’étudier comment des perturbations a la distribution
gaussienne limite décroissent avec n. Développons la fonction réguliere w(k)
définie en ([[0.1I0) en puissances de k jusqu’a 'ordre quatre ([[0.1])) :

]. 2 1 4
w(k) = wok?/2 + — v wy (K2)” + awg Zk +O0(k%).

A Dordre k* les corrections brisent l'invariance par rotation. Nous faisons alors
les changements d’échelle ([[0.13), ce qui sur les variables de Fourier correspond
a k = ky/e. Dans la limite ¢ — 0, k fixé, la zone de Brillouin devient toute
la droite réelle. Dans le cas d’une distribution initiale localisée exactement a
q = qo la distribution dans la limite continue prend la forme

1 .
P(t,x) = @™ /deie_m'x e tw(n),

ou l'intégrale sur k n’est plus restreinte, avec
nw(k) = tw(k),

w 1 1
w(k) = 2—'2I<L2 + gewa (K (k 2)2 + Eswﬁ; Z/{? + O(K°).

Développant la transformée de Fourier en puissances de ¢ = t/n on voit qu’a
'ordre € des contributions apparaissent proportionnelles a (x?)? qui modifie la
forme gaussienne, et Y, 2} qui brise la symétrie de rotation.

Ezemple. On pourra vérifier les propriétés démontrées dans cette section sur
I’exemple de la marche au hasard avec mouvements limités aux proches voisins.
Dans cet exemple p(q) s’annule sauf si q est un des vecteurs de coordonnées
(0,...,0,£1,0,...,0). Dans ce dernier cas p(q) vaut 1/2N. Donc

N
_ %Z cosks,  w(k) = Kk2/2N + O(k),

ou k; est une composante du vecteur k. On prendra aussi comme condition
initiale un point de départ qq

P()(q) = (5q,q0 = po(k) = eik'qo .
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11 Transitions de phase et brisure spontanée de symétrie

Nous abordons maintenant 1’étude des propriétés des transitions de phase con-
tinues ou du second ordre dans des systémes classiques (non quantiques) du
point de vue des symétries.

Nous supposons ici que la phénoménologie des transitions de phase dans
les systemes simples comme les transitions liquide—vapeur ou les transitions
magnétiques est connue. Nous voulons seulement rappeler quelques subtilités
de la notion de transition de phase du point de vue de la mécanique statistique.

Une premiere remarque importante est la suivante : les transitions de phase
ne sont possibles que dans des systemes de volume infini, c’est a dire des
systemes ayant un nombre infini de degrés de liberté. Ceci montre déja que
I’existence de transitions de phase n’est en soi pas quelque chose d’évident.

Une caractérisation simple et assez générale d’une transition de phase est
dynamique. On appelle ici espace de phase ’ensemble des configurations d’un
systeme. Par exemple si nous considérons le modele d’Ising, un modele de spins
classiques sur réseau ou chaque spin ne peut prendre que deux valeurs, alors
’espace de phase pour N spins contient 2V éléments. Les transitions que nous
allons considérer ont alors le caractere suivant : aussi longtemps que le volume
du systeme est fini, tout élément de ’espace de phase est atteint au cours de
I’évolution temporelle et ceci quelle que soit la température (si le systéme n’est
pas discret comme le systeme de spins d’Ising tout élément doit étre remplacé
par tout élément de volume de ’espace des phases aussi petit soit-il). On dit
que le systeme est ergodique. Du point de vue de dynamiques stochastiques
cela signifie qu’il existe une probabilité finie de relier deux éléments quelcon-
ques. Si le systeme a alors un état d’équilibre thermodynamique, les moyennes
temporelles sont identiques aux moyennes statiques calculées avec un poids de
Boltzmann en sommant sur tout I’espace de phase.

Par contre dans la limite du volume infini (a densité fixée pour un systeme de
particules), suivant les valeurs de la température, le systéme reste ergodique ou
au contraire subit une brisure d’ergodicité. Dans ce dernier cas ’espace de phase
se décompose en des sous-ensembles disjoints. Quand le systeme est préparé ini-
tialement dans un de ces sous-ensembles il y reste. Par exemple pour un systeme
de type Ising en dessous de la température critique, les deux sous-ensembles
correspondent aux deux valeurs possibles de ’aimantation spontanée.

Du point de vue statique les régions a une ou plusieurs phases se distinguent
aussi par des sensibilités différentes aux conditions aux limites. La région a
une seule phase ne garde pas trace de la maniere spécifique dont la limite
thermodynamique, c’est a dire de volume infini, est atteinte. Il n’en est pas de
méme dans la région a plusieurs phases ou la phase atteinte en dépend.

Pour les systemes simples que nous voulons étudier, il est possible de trouver
des observables locales dont les valeurs discriminent entre les phases. Nous
appelons une de ces observables paramétre d’ordre. C’est par exemple le spin
dans le cas de systemes ferromagnétiques.

De plus dans ces systemes la transition de phase correspond aussi a une
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brisure spontanée de symétrie. Pour expliquer ce concept nous allons utiliser
I’exemple du modele d’Ising.

L’énergie de configuration du modele d’Ising ne change pas quand on change
le signe de tous les spins (symétrie Zs). On s’attend donc & ce que la valeur
moyenne du spin soit toujours nulle.

Ajoutons maintenant a ’énergie de configuration un terme qui brise explicite-
ment la symétrie du systéeme (un terme de champ magnétique pour un systéme
ferromagnétique), prenons la limite de volume infini, et faisons tendre ensuite
I’amplitude du terme de brisure vers zéro. Suivant la température deux cas peu-
vent se présenter. Dans la phase désordonnée la symétrie est restaurée en ce
sens que toutes les fonctions de corrélation ont la symétrie du systeme. Dans la
région ou plusieurs phases sont possibles (phases dites ordonnées) ce n’est pas
le cas. On parle alors de brisure spontanée de symétrie. Dans cette région de
parametre la limite thermodynamique et la limite de brisure nulle ne commu-
tent pas, a la différence de la phase symétrique. Dans le cas des spins on trouve
une valeur du spin non-nulle, c’est a dire une aimantation spontanée. Le signe
de 'aimantation spontanée dépend du signe du champ magnétique. Du point
de vue du poids de Boltzmann, pour obtenir une de ces limites, il ne faut plus
sommer sur toutes les configurations, mais seulement sur celles dont la valeur
moyenne du spin est égale a ’aimantation spontanée. Comme le systéeme n’est
plus ergodique, c’est bien cette somme qui reproduit les moyennes temporelles.

Propriété d’amas. Dans la région a phase unique, pour des systemes avec
interactions de courte portée (par exemple avec décroissance exponentielle) on
peut définir des fonctions de corrélation connexes (1’équivalent des cumulants
d’une distribution) qui ont la propriété suivante. Considérons la corrélation
entre deux observables non triviales localisées dans deux régions spatiales dis-
jointes. Alors cette corrélation décroit exponentiellement quand la séparation
entre les deux régions tend vers l'infini : cette propriété est aussi appelée pro-
priété d’amas. On peut relier la notion de parametre d’ordre a la propriété
d’amas dans la phase de symétrie brisée a basse température. On appelle
longueur de corrélation 'inverse du plus petit taux de décroissance.

11.1 Brisure spontanée de symétrie

Nous allons essayer maintenant d’illustrer cette notion de brisure spontanée de
symétrie en examinant d’autres situations physiques.

En mécanique classique la notion de brisure spontanée de symétrie est banale.
11 suffit de prendre ’exemple d’une particule dans un potentiel V(x) régulier
(c’est a dire autant de fois dérivable que nécessaire) qui a un axe de symétrie

Viz)=V(-2) = V'(0)=0.

Deux cas peuvent se présenter, ou bien x = 0 est un minimum du potentiel et
x = 0 est une position d’équilibre stable, ou au contraire z = 0 est un maximum
relatif. Dans cette situation si le potentiel a un autre minimum x = a # O ilen a
deux z = +a qui sont des positions d’équilibre stable. Dans le premier cas non
seulement le potentiel est symétrique, mais la position de la particule au repos
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est symétrique. Dans le deuxieme cas, bien que le potentiel soit symétrique,
la position ne l'est pas. On appelle cette situation une brisure spontanée de
symétrie. Bien entendu il est également possible que le potentiel ait a la fois
des minima symétriques et non symétriques et dans ces conditions les deux
situations peuvent étre réalisées.

Cette analyse est valable pour tout groupe de symétrie. Par exemple si x est
un point de ’espace a trois dimensions et V' un potentiel radial, c’est a dire ne
dépendant que de |x| dans la situation de symétrie brisée il existe une sphere
de minima |x| = a.

Exprimons ces propriétés en langage plus formel. Soit G le groupe de symétrie
du potentiel, et supposons que x = 0 est le centre de symétrie. Alors

Vigx)=V(x) Vged.
Si une position d’équilibre stable x,,, satisfait
8Xm = Xm Vg € G7

c’est a dire est invariante par le groupe, la symétrie n’est pas brisée. Si elle
n’est pas invariante I’ensemble des points

gx,, Vgeaq,

sont des positions d’équilibre stable et la symétrie est brisée spontanément.
Dans cette situation considérons ’ensemble H des éléments de G tels que

hx,, =x,, Vhe H.

Les éléments de H forment un groupe, sous-groupe de G, et il existe une bi-
jection entre I’ensemble des points gx,, appelé orbite du groupe et 'ensemble
quotient G/H.

Groupes discrets et continus. Notons ici une différence tres importante entre
les groupes discrets et continus. Dans le cas de la symétrie de réflexion Zo, il
faut fournir a la particule une énergie finie, au moins égale a la hauteur de
la barriere de potentiel qui les sépare, pour qu’elle puisse passer par les deux
minima. Dans le cas d’une symétrie continue au contraire on voit intuitivement
qu'une énergie infinitésimale suffit. Vérifions le de fagon plus précise sur un
exemple.

Considérons de nouveau l'exemple d'un potentiel radial dans le plan. On
peut décrire le plan par des coordonnées polaires r, f. L’action classique s’écrit

alors
A= /dt [%m (7*2 + r292> — V(T)] :

Soit r = a le cercle de minima. Posons r(t) = a+¢(t), €(0) < 1, et développons
en £(t). On vérifie que 0 est d’ordre € et donc :

A= /dt [%m (5'2 + a29'2) - %eQV"(aﬂ +O(R).
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La variable angulaire 6 satisfait I’équation du mouvement libre et donc
O(t) = wt.

Malgré la condition que la vitesse angulaire w est d’ordre e, 6(t) augmente
indéfiniment. Au contraire le mouvement de e correspond a une force de rappel
harmonique qui conduit a un mouvement oscillatoire autour de e =0 :

e(t) o £(0) cos (t Vir(a) /m) .

Mécanique quantique. En mécanique quantique la situation est tres différente
a cause de l'effet tunnel. Pour un nombre fini de degrés de liberté il n’y a
pas de brisure spontanée de symétrie. La fonction d’onde du fondamental est
symétrique, et donc la particule a une probabilité de présence égale dans tous
les minima dégénérés. On voit donc que la notion de brisure spontanée de
symétrie a des aspects non triviaux. Seuls des systemes macroscopiques, parce
qu’ils ont un tres grand nombre de degrés de liberté, se comportent de fagon
classique parce que l'effet tunnel est négligeable.

Mécanique statistique. En mécanique statistique aussi la situation est sub-
tile & cause non plus des fluctuations quantiques mais thermiques. Examinons
I’exemple le plus simple, le modele d’Ising ferromagnétique avec interaction de
proche voisin sur un réseau. Pour se convaincre de I'existence d’une transition
on peut se placer a basse température, car ’aimantation spontanée ne peut que
décroitre a plus haute température. Dans ces conditions I’analyse est purement
énergétique. Partant d’une configuration ou les spins prennent presque tous la
valeur +1, il faut déterminer la probabilité pour des fluctuations thermiques
engendrent une configuration avec les spins retournés.

La probabilité qu’une fluctuation thermique crée une goutte de spins —1 dans
un environnement de spins +1 est de la forme e #2F ot AFE est la différence
des énergies entre la configuration initiale et la configuration avec la goutte. La
différence AF est entierement due a la surface de la goutte ol les spins voisins
sont opposés, et donc proportionnelle a ’aire de la surface. Si R est la dimension
linéaire de la goutte, en dimension d’espace d I’aire est proportionnelle & R4 1.
Pour que tous les spins soient retournés if faut qu'une goutte de taille infinie
puisse étre créée et donc que la probabilité reste finie quand R — oco. On en
conclut qu’a une dimension cela est possible et il ne peut pas donc y avoir
de transition de phase. Au contraire une transition de phase est possible en
dimension plus grande que un. Et en effet la solution exacte du modele d’Ising
a deux dimensions exhibe une transition de phase.

L’exemple de la mécanique classique suggere qu’il devrait étre plus difficile
de briser une symétrie continue qu’'une symétrie discrete. En effet au lieu de
faire tourner brutalement tous les spins d’un angle a correspondant a deux
directions de I'aimantation spontanée, on peut les faire tourner continiiment
pour diminuer la variation de ’énergie. Prenant le cas de spins classiques a N
composantes de longueur unité S? = 1, i dénotant un site du réseau, avec une
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interaction ferromagnétique de proche voisin sous forme d’un produit scalaire
SiS; = cos(f;;), ol 8;; est 'angle entre les spins. Faisons varier linéairement
I’angle 6 définissant 1’orientation des spins entre une direction initiale d’angle
0 = 0 au centre d’une sphere, cercle... et une direction au bord d’angle a. Nous
appelons R le rayon de la sphere et r la distance au centre :

O(r)=ar/R.

Comme la variation d’angle d’un site au voisin est faible pour R grand, la
variation de I’énergie par site est proportionnelle a

1-— COS(QZ' - 0]) ~ %(91 - 9]‘)2 ~ %(nw . V@)Q,

ou n;; est le vecteur joignant les deux sites 7,j. Sommant sur toutes les di-
rections d’un réseau cubique on reconstitue le carré du vecteur gradient. La
variation AE de I’énergie totale en dimension d est alors proportionnelle a :

2
/ dr (%) x a?R%¥2,
Ir|<R

On voit donc qu’une transition de phase avec aimantation spontanée c’est a
dire brisure spontanée de symétrie n’est possible qu’en dimension plus grande
que deux, un résultat qui peut étre démontré plus rigoureusement pour tout
systeme avec interaction de courte portée.

11.2 Potentiel thermodynamique. Transformation de Legendre

L’étude de 'approximation de champ moyen pour de nombreux systemes mon-
tre qu’il est plus simple de discuter les transitions de phase en terme de potentiel
thermodynamique que ’énergie libre.

A partir de maintenant nous nous restreignons aux transitions de phase de
systemes ferromagnétiques. Cette restriction est partiellement une restriction
de langage. En effet, comme conséquence de I’universalité des phénomenes cri-
tiques, une propriété que nous n’allons ici qu’évoquer, les résultats universels
obtenus dans le cadre ferromagnétique s’appliquent a de nombreux autres
systemes physiques qui n’ont rien de magnétiques, comme la transition liquide—
vapeur, les transitions de démixtion des mélanges binaires, la transition super-
fluide de 'Hélium etc.... A cette liste il convient d’ajouter, un probleme qui
ne semble pas a premiere vue relever des phénomenes critiques, les propriétés
statistiques des polymeres, ou du point de vue théorique des chemins aléatoires
sans intersection sur réseau.

Dans I’exemple des systemes ferromagnétiques on comprend facilement qu’il
est préférable de travailler a aimantation fixée plutot qu’a champ magnétique
fixé. En effet dans la phase de symétrie brisée (ou phase ordonnée) en champ
nul I'aimantation peut avoir plusieurs valeurs, et 1’état du systeme est donc
déterminé par I’aimantation et non le champ.

Nous rappelons donc les définitions correspondantes.
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Nous notons \S; un spin classique sur le site ¢ d’un réseau. Nous appelons £(S)
I’énergie de configuration des spins en champ nul, 8 I'inverse de la température
et dp(9) la distribution de spin (normalisée) qui pondeére les configurations
de spin a chaque site. La fonction de partition dans un champ magnétique H
s’écrit alors

Z(H) = /Hdp(Si)eXp [—55(5) -+ ZHSi] , (11.1)

ot ’échelle de champ magnétique inclut un facteur de température (BH — H).

L’énergie libre associée W (H) par unité de volume (notre définition de 1’éner-
gie libre differe ici et plus tard par un facteur de température, pour nous sans
importance, des définitions usuelles) est

W(H)=Q 'InZ(H),

ou {2 est le volume. Pour travailler a aimantation M fixée on passe de ’énergie
libre au potentiel thermodynamique G(M ). Les deux fonctions W (H) et G(M)
sont reliées par une transformation de Legendre.

Transformation de Legendre. Le concept de transformée de Legendre ap-
parait dans plusieurs domaines de la physique, comme la mécanique analytique
(reliant lagrangien et hamiltonien) et la mécanique statistique.

Le potentiel thermodynamique G (M) fonction de I’aimantation M est relié
a I’énergie libre W (H) par la transformation

W(H) + G(M) = HM (11.2a)
OW (H)
M= (11.2b)

La transformation de Legendre est localement inversible aussi longtemps que

o*W
@mp 7

Appelant S' le spin total

S=>) 5,

on trouve que la condition est satisfaite puisque

o = {(s = s%) >0,

ou valeur moyenne (e) signifie valeur moyenne en présence du champ H.
On vérifie alors que la relation est symétrique. En effet la premiere relation
entraine

oG(M) _ OH 9
nr = H+ gagam HM — W(H)).
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Utilisant ([[I.2Y) on trouve que le deuxiéme terme s’annule. Donc

_ 0GM)
T (11.3)

L’équation ([I.3) est en général la forme la plus simple de [’équation d’état.
Dérivées secondes. La susceptibilité magnétique x est définie par

oM o*wW

OH  OHOH'

De la transformation de Legendre on déduit une expression de x impliquant le
potentiel thermodynamique. Elle se déduit de la relation entre dérivées secondes
obtenue en dérivant I’équation ([[1.2§) par rapport a M et utilisant 1’équation

(CL3)

X:

o*wW  9%°G _1

OHOH OMOM
Donc G” (M) est aussi positif en général. C’est en particulier le cas sur un
réseau fini. Dans la limite thermodynamique au contraire W (H), qui est la
susceptibilité magnétique, peut diverger en champ nul, et dans ce cas G” (M)
s’annule.

En conséquence sur un réseau fini la transformation de Legendre est toujours
localement bijective. Dans la limite thermodynamique la question devient plus
subtile. Si W (H) qui est la susceptibilité magnétique, diverge, G” (M) s’annule
et il peut y avoir une bifurcation entre une situation ou a H donné il n’y a
qu’'une valeur de 'aimantation et une situation ou il y a plusieurs solutions.
On trouve alors une transition de phase.

(11.4)

Parametre d’ordre a plusieurs composantes. Quand le parametre d’ordre a
N composantes (cas par exemple du spin classique a trois composantes) le
formalisme précédent se généralise immédiatement :

_ OW(H)

W(H)+G(M)=> HoM,, M,= S (11.5)

On vérifie de nouveau que cette relation est symétrique et permet d’exprimer
I’équation d’état en fonction du potentiel thermodynamique :

OG(M)
H, = .
oM,
Il est existe alors une matrice x,p de susceptibilités magnétiques
_ OM, O*W (H)
XeB = 9H, ~ 0H.0Hs

(11.6)

Cette matrice symétrique est positive (toutes les valeurs propres sont positives).
L’inverse de la matrice xop est la matrice des dérivées partielles secondes de
G(M)

Z 0*G(M)

ACIC. VAN
Xev ont, o, ~ °F
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11.3 Symétries continues et modes de Goldstone

Si la variable initiale de spin 5; est un vecteur a N composantes, et si a la
fois 'interaction et la distribution de spin ont une symétrie continue, a toute
température dans la phase de symétrie brisée certaines susceptibilités divergent.
Les modes correspondant sont appelés modes de Goldstone.

Nous illustrons ces remarques par l’exemple de la symétrie O(N).

Modes de Goldstone. Rappelons d’abord brievement dans ce contexte la
généralité du concept de modes de Goldstone, dans la phase ordonnée, en champ
nul.

La symétrie orthogonale O(N) implique que le potentiel thermodynamique
G(M) n’est qu'une fonction du carré du vecteur aimantation M. Alors la re-
lation entre le champ magnétique de composantes H, et aimantation de com-
posantes M, prend la forme :

GM) = ¢ (M?/2), = H, = M,¢' (M?/2). (11.7)
L’inverse de la matrice des susceptibilités magnétiques est donné par :

2  0°G

Gop = MO0, MoMgd" (M? [2) + Sapd’ (M?/2) . (11.8)

La matrice G(azﬁ) a deux sous-espaces propres correspondant au vecteur M,
(donc de dimension un) et aux vecteurs X, orthogonaux a M, (donc de di-

mension N — 1), avec les valeurs propres Gg), G(T? ) respectivement :
Z Ggﬁ)Mﬂ = M, [M2¢”(M2/2) + ¢/(M2/2>}
B

S GCUXs = Xag (M?/2).
B

Les deux valeurs propres correspondant a ces sous-espaces sont respectivement

G = M2 (M?/2) + ¢/ (M?2), (11.9)
G = ¢/ (M?)2). (11.10)

Les valeurs propres de la matrice des susceptibilités sont les inverses de celles
de G®. Utilisant alors 1'équation ([[I.7), nous obtenons pour l'inverse de la
susceptibilité transverse yT

G¥ =yz'=H/M. (11.11)

Dans la phase ordonnée quand H tend vers zéro M tend vers 'aimantation
spontanée qui est non nulle, et donc la susceptibilité transverse diverge. Ce
comportement signale la présence de N — 1 modes de Goldstone (de masse
nulle au sens de la physique des particules).



98

Une autre fagcon de comprendre ce résultat est la suivante. En champ nul au-
dessous de T, 'aimantation est non nulle, alors que le potentiel est symétrique.
Cela signifie que le potentiel a un minimum pour M # 0, et donc par symétrie
une sphere de minima |[M| = M. Si nous prenons un minimum et faisons une
rotation (une transformation orthogonale) nous obtenons un autre minimum.
Une rotation infinitésimale correspond a ’addition a M d’un vecteur tangent a
la sphere et donc orthogonal & M. Appelons X un tel vecteur, |X| < 1. Alors,
développant la condition d’extremum au premier ordre en X, nous obtenons la

condition

BGM-I—X
0= Z&M 8M5

Nous retrouvons les N — 1 vecteurs propres de valeur propre nulle, correspon-
dant aux modes de Goldstone.

11.4 Modele quasi-gaussien ou théorie de Landau : universalité

Dans ce qui suit nous ne nous intéressons qu’a la classe spéciale des transitions
de phase continues ou du second ordre, au voisinage de la température de tran-
sition T,.. Ces transitions sont caractérisées par la propriété que le parametre
d’ordre s’annule continiiment a la température de transition, et donc pres de
T. et en champ magnétique faible 'aimantation est petite. De plus dans ces
conditions une échelle de distance, grande par rapport a 1’échelle des longueurs
microscopiques (portée des forces, maille de réseau), est engendrée dynamique-
ment. Cette échelle, qui peut étre caractérisée par la longueur de corrélation,
diverge au point de transition. L’existence de cette nouvelle échelle entraine
I’apparition d’une physique de longue distance ou macroscopique non triviale,
dont on peut s’attendre qu’elle soit peu sensible aux détails des modeles mi-
croscopiques et qu’on s’efforce de caractériser.

La description la plus ancienne et la plus simple des transitions de phase
est basée sur des approximations de type champ moyen (TCM). Les résultats
obtenus par 'approximation de champ moyen et les principes sous-jacents ont
été formalisés par la théorie de Landau, qui repose en particulier sur le con-
cept de découplage des différentes échelles de physique : on suppose qu’'un
petit nombre de degrés de liberté macroscopiques peuvent remplacer 'infinité
de degrés de liberté microscopiques, les effets résiduels pouvant étre traités de
facon perturbative. La théorie de Landau postule que le potentiel thermody-
namique général est une fonction réguliere du parametre d’ordre et des autres
variables thermodynamiques, dont la forme générale est déterminée par les
propriétés de symétrie. La théorie résultante a des propriétés de longue dis-
tance remarquablement universelles, c’est a dire indépendantes des détails des
interactions microscopiques et, dans une large mesure, de la géométrie, de la
dimension d’espace. En particulier le comportement des quantités thermody-
namiques dans le voisinage d’une transition, en particulier leurs singularités
comme fonction de la température a la température critique, est universel.

L’approximation de champ moyen ou la théorie de Landau peuvent étre qual-
ifiées de modeles quasi-gaussiens. En réalité on montre qu’elles ne peuvent étre
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exactes qu’en dimension d’espace plus grande que quatre, et donc pas pour
des systemes réalistes. Ce ne sont que des approximations car les différentes
échelles ne se découplent pas, un phénomene dont 1’étude nécessite un outil
entierement nouveau : le groupe de renormalisation. Dans ce qui suit nous dis-
cutons néanmoins les transitions de phase des systemes ferromagnétiques dans
le cadre de la théorie de Landau, car elle constitue une approche qualitative
tres raisonnable.

Le potentiel thermodynamique prés de T.. Comme "aimantation M est faible
et qu’on suppose le potentiel G(M) régulier, on peut le développer en puissances
de I'aimantation. On vérifie que G(M) a les mémes symétries que I’énergie de
configuration.

Symétrie Zy. Nous allons d’abord discuter le potentiel thermodynamique
pour des systemes ayant une symétrie de réflexion Zy comme le modele d’Ising,
out la symétrie correspond au renversement de tous les spins. Dans ce cas G(M)
est une fonction paire de I’aimantation

G(M)=G(-M) = G(M)=1gpM*+LigM*+0(MP°).

Dans la phase de haute température M = 0 est le minimum absolu de G(M).
Ceci implique go > 0. Au-dessous de T, mais pres de T, on veut que le potentiel
ait un minimum absolu proche de M = 0. Ceci impose g2 < 0 et g4 > 0. En
effet go > 0 conduit a une transition discontinue, M passant de la valeur nulle
a une valeur finie a T,. Il en est de méme pour g4 < 0.

Puisque gs change de signe a T, et qu’on a supposé la régularité dans toutes
les variables thermodynamiques, on en déduit pour |T'— T.| < 1,

92(T) ~ax(T —1T,), a2>0.
L’équation d’état H = G'(M) prend alors la forme
H/M = ay(T —T.) + gaM?, (11.12)

pour |[M| < 1, |T — T.| < 1. Par ailleurs la dépendance de g4 en T peut étre
négligée.

Nous avons donc construit un modele tres simple d’équation d’état qui est
tout a fait universel dans la classe des modeles avec symétrie Zs et interactions
a courte portée.

On peut en déduire quelques résultats simples.

Aimantation spontanée. Pour T' < T,, en champ nul, apparait une aimanta-
tion spontanée M :

as(T =T+ gaM? =0 = M ~ =+ [as/gu]"* (T, = T)/* powr |T—T,| < 1.

(11.13)
Pres de la température critique 7T,, I'aimantation a donc un comportement en
loi de puissances avec un exposant magnétique 3 :

M (T.-T), B=1/2. (11.14)
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La valeur § = 1/2 est aussi appelée valeur “classique” de ’exposant.

Susceptibilité magnétique. L’inverse de la susceptibilité magnétique y est
donnée par

oM\ ™' oH
-1 T_T 12
— p—— — < — - c .
X <6H) oM ax( )+ 394
En champ nul nous trouvons :
X-T—l_a2 (1 _jc) T>T,,

. (11.15)
X_' = 2as (T, — T) T<T.,

ou I'équation ([[I1.13) a été utilisée en dessous de T.. La susceptibilité magné-
tique diverge donc a T, avec des exposants de susceptibilité v, v/ :

~Cy(T—T,)77, =1,
X+ ~ 4 ( ) / gl (11.16)
Xx-~C_(T.-T7)", =1,
et :
C, /0. =2. (11.17)

Equation d’état. Revenons & équation générale ([T.13). A T, on trouve
H oc M3, (11.18)

On définit généralement H o M? et I'exposant critique § a donc la valeur
“classique”
0=3. (11.19)

Pour H, T—T,., M faibles, Widom a conjecturé I’existence d’une forme d’échelle
universelle :

H=Mf ((T—TC)M—W), (11.20)

ce qui signifie que le rapport H/M?° n’est pas fonction des variables T et M
indépendamment, mais seulement de la combinaison (T — T,)/M/#,

Dans le cadre de la théorie de Landau on trouve bien cette forme d’échelle,
et apres un changement d’échelle de champ, température et aimantation, la
fonction f(z) peut s’écrire :

flz)=14=z. (11.21)

On vérifie facilement que les termes omis d’ordre M et M*4(T —T,.) n’induisent
bien que des corrections a cette forme d’échelle.
La valeur z = —1, ou H s’annule avec M non nul, correspond a la courbe de
coexistence dans la région a deux phases, et redonne ’aimantation spontanée.
Les résultats précédents sont universels. En particulier ils ne dépendent pas
de la dimension de ’espace. En réalité ils ne peuvent pas étre vrais en général car
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ils contredisent par exemple les résultats exacts du modele d’Ising en dimension
deux.

Chaleur spécifique. En champ nul la dérivée de 1’énergie libre par unité de
volume par rapport a [, 'inverse de la température, donne ’'opposé de 1’énergie
moyenne. La dérivée par rapport a T’ rajoute un facteur sans importance a 7.
Comme conséquence de la stationnarité on trouve pour tout parametre, et donc
cela s’applique a T, la relation

ar(M) OW(H)

S SdaSLy = 0.
orT ‘M fixé or H fixé

Nous en déduisons

AW (H)

YY) — . 2 —
5T ‘H_O 9o(T) —aaM*“(H = 0).

On trouve qu’au dessus de T, I’énergie moyenne s’annule et au dessous de T, elle
est proportionnelle au carré de 'aimantation spontanée. La dérivée de I’énergie
moyenne par rapport a la température donne la chaleur spécifique. Calculant
la dérivée par rapport a T" a T, nous obtenons un résultat proportionnel a la
chaleur spécifique C

C(T = T.y)=—gy(T.), C(T = T. )= —gy(T.)+a3/gs. (11.22)

Nous trouvons que dans la théorie de Landau la chaleur spécifique a un saut
non universel.

Symétrie O(N). Nous considérons maintenant un spin & N composantes et un
systéme qui une symétrie de rotation-réflexion O(N). Le champ magnétique et
I’aimantation sont aussi des vecteurs a N composantes, et on vérifie facilement
que G(M) ne dépend que du module de I’aimantation, une propriété que nous
avons déja exploitée en section [[1.J. Les arguments donnés précédemment se
généralisent simplement, et 1’on peut écrire

G(M) = 592 M? + fgaM* + O(M®),
ou M est la longueur du vecteur M. Nous négligeons de nouveau les termes
d’ordre M° ou supérieur et la dépendance de g4 en T. L’équation d’état s’en
déduit
H=M (ax(T — T,) + gaM?) .

Si nous prenons le module des deux membres nous trouvons une équation tout a
fait analogue au cas Zs, avec la méme loi d’échelle et les mémes exposants. Les
exposants critiques de la théorie de Landau sont non seulement indépendants
de la dimension d’espace mais aussi du groupe de symétrie.

Simplement dans la phase ordonnée ’aimantation a une longueur fixée mais
une direction arbitraire

Mo = [as/ga] > (To = T)Vua, Y u2 =1.



102

Une différence apparait pour les susceptibilités. L’inverse de la matrice des
susceptibilité est donnée par

. BH,
(X)aj = i, Sap (a2(T — T.) + gaM?) + 2. Mo My

Dans le coefficient de 6,5 nous reconnaissons bien H/M. La matrice (X);é a
deux valeurs propres correspondant aux vecteurs M, et

> (X)apMs = (H/M + 29.M?) M,
5
XL = 1/(H/M + 2g,M?),

orthogonaux a M, : X-M =0,

Z(X);lXﬁ = (H/M)X,
B
xT=M/H,

en accord avec le résultat général.
La susceptibilité transverse diverge en champ nul pour tout 7" < T,.. La
susceptibilité longitudinale ne diverge qu’a T, avec la méme loi que dans le cas

Ly
1

= (T, - 1)

Autre exemple : la symétrie cubique. Nous supposons maintenant que le
modele n’a qu'une symétrie cubique. Ceci peut étre la conséquence d’une brisure
de la symétrie O(NN) par l'interaction entre les spins et le réseau. Dans ’étude
de la marche au hasard nous avons déja déterminé la forme des invariants
quadratiques et quartiques :

2
G(M> = %a2(T - Tc) ZMC% + ig4 (Z Mg) + %h4ZM§

Pour que la transition soit du second ordre il faut que le potentiel quartique
soit borné inférieurement. Cela donne les deux conditions obtenues la premiere
en choisissant M, = 0 pour a # 1, la deuxieme M, = M quel que soit « :

gis+hy >0, Ngs+hy>0.

Pour T' > T, fixé et champ H faible I’aimantation est faible et le terme quartique
est négligeable et la symétrie apparente est une symétrie de rotation O(N)

Hy ~ as(T — T,) M, .
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De facon générale
Hy = ao(T — T.) My + ga Mo M? 4 hy M3 .
En dessous de T, 'aimantation spontanée est donnée par I’équation

Mo=0 ou ay(T—T.)+gs» Mj+haM;=0.
5

Soit 1 < m < N le nombre de composantes non nulles. Elles sont telles que
M, = peo, €==1.
Reportant dans I’équation on trouve
as(T = Te) + (mga + ha)u® = 0,

et donc

Ma = GQ\/CLQ/(mg4+h4)\/TC =1T.

Notons que mgy + hy est bien positif car

N—m m—1
hy = —— h — (N hy) > 0.
mga + ha = (g2 + ha) + 57— (Nga + ha)
Il reste a trouver les solutions qui minimisent le potentiel thermodynamique.

On trouve
m

GM)=—-ta3(T - T.)*———~.
(M) = ~Ja3(T - T

La dérivée par rapport a m est proportionnelle a —hy4. Si Ay > 0 le minimum
est m = N. Toutes les composantes de M sont égales au signe pres. Il ya 2V
minima équivalents. On peut choisir par exemple M, = p pour tout a et on
voit que le sous-groupe non brisé est le groupe des permutations qui laisse ce
vecteur invariant.

Si hy < 0 (et alors |hy| < ga), c’est le contraire et m = 1. Il y a 2N minima
équivalents. Le sous-groupe non brisé est le groupe cubique a N — 1 dimensions.
On peut choisir la premiere composante non-nulle.

Ces résultats sont bien une réflexion de la symétrie cubique, toutes les valeurs
possibles de I'aimantation spontanée sont déduites de 'une d’entre elles par
I’action du groupe cubique.

Matrice des susceptibilités. Au-dessus de T, la matrice des susceptibilités est
proportionnelle a la matrice unité

dap
XO(B CLQ(T - TC) 9

avec donc la valeur propre unique 1/as(T — T¢).
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En dessous de T, on trouve
X;é = 6ap (a2(T — T.) + g4M? + 3hy M) + 294 M, Mg .

Nous devons maintenant distinguer les deux cas.

hy >0:
Alors T 1)
M2: 2:CL2 c ’
=T Ngi+ ha

et utilisant 1’équation donnant p,
Xop = 2hap?Sas + 294 Mo My .

De nouveau on trouve la somme d’une matrice proportionnelle a la matrice
unité et d’un projecteur sur M, comme dans le cas invariant par rotation.
Cette matrice a deux valeurs propres correspondant au vecteur aimantation et
aux vecteurs perpendiculaires. Appelant de nouveau xr, et xT les valeurs de la
matrice des susceptibilités nous trouvons

1
= (T — 1)
et
Ngy + hy
XT

T 2a0hu(T, - T)

h4 <0:
Dans ce cas la matrice X;é est diagonale. On trouve aussi deux valeurs
propres. Si My # 0 :

1 ga+ hy

= . Yaa = —————— >1.
2as(Tr —T) X haao(T — T,) PO @

X11

Nous notons que pour hy # 0, c’est a dire en présence de brisure cubique de la
symétrie de rotation, la susceptibilité transverse ne diverge plus qu’a T, et de
plus le rapport d’amplitude correspondant n’est pas universel a la différence de
la susceptibilité longitudinale.

Remarque. Dans tous les cas que nous avons examinés la symétrie implique
que le terme quadratique est proportionnel a ) M, 2,

Si la symétrie n’est pas suffisante les coefficients de tous les termes M2 généri-
quement ne sont pas identiques. Il n’y a alors aucune raison pour que les coef-
ficients de tous les termes M2 s’annulent & la méme température. On s’attend
ainsi a trouver plusieurs températures de transition qui chacune n’implique
qu’un sous-ensemble des composantes du parametre d’ordre. A chacune des
transitions les composantes qui ne sont pas impliquées peuvent étre négligées
et on se trouve ramené a la situation précédente.
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11.5 Fonction de corrélation spin—spin

La fonction de partition dans un champ magnétique H;, dont 'amplitude varie
de site en site, s’écrit

/Hdp exp[ S)/T—i—ZHiSi , (11.23)

ou dp(S;) est la mesure en chaque site, £ I’énergie de configuration, et 1’échelle
de champ magnétique inclut un facteur de température (H/T — H). Alors

9" Z(H)

(i Sz - Sin) = 27 ) g i,

En prenant la limite H; = H nous obtenons les fonctions de corrélation en
champ uniforme, et pour H; = 0 en champ nul.
L’énergie libre associée W(H)

W(H) = In Z(H),

est alors la fonction génératrice des fonctions de corrélation connexes W (™).
Par exemple

Wi = S = (5, (5) (5~ (5,

La transformée de Legendre I'(M) de W(H) est alors une fonction de aiman-
tation locale M;

W(H) +T(M) =Y H;M;,

avec

OW(H)
OH;

M; =

, e 2

Comme nous 1’avons montré la dérivée seconde F( )
ij

r® — 9°T(M)
8M8M

. : 2
est I'inverse au sens des matrices de Wi(j)

Z WPT Y =65 (11.24)

Dans un systeme invariant par translation la fonction a deux points ne dépend
que de r; — rj, ou r;,r; sont les positions des sites i et j. L’équation ([1.29)
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précédente est donc une équation de convolution qui devient simple en trans-
formée de Fourier. Posons

W p Z P ) (p

et de méme pour I'?)

F(Q) Z eiPT F(Q)

L’équation ([1.24) peut se récrire

Z W (r; — )T (0 —1;) = 6(r; — 1j).

Multipliant par e*P ™ et sommant sur ¢ nous trouvons

Z ePTi W (r; — v )T (1) — 1) =P

Nous utilisons alors successivement :

Z P W) (p; —p) = Z e (T tT) 7 (2) (p) = P Tr 11/ (2) ()

> P T (ry —1;) = ¢TI T3 (p).
k

Nous en déduisons la relation
W& (p) = 1/T®)(p).

Notons que W(Q)(O) est la susceptibilité magnétique. La théorie de Landau

fait I’hypothese que F,(fj) décroit exponentiellement quand la distance entre i
et 7 tend vers l'infini. Dans ces conditions sa transformée de Fourier est une

fonction réguliere du vecteur k. Le comportement a grande distance de Wl(f)
est dominée par le développement & [p| — 0 de W® et donc T'?).
Si le systeme a la symétrie cubique du réseau, ce développement prend la

forme

I (p) = ao(T — T.) + £2p + O(p),

ol £? est une constante, et son inverse a une forme d’Ornstein-Zernicke. A
ordre p? la fonction W) (p) a une symétrie de rotation O(d), plus étendue
que les symétries discretes du réseau. On en déduit que pour T > T, W3)(r)
décroit exponentiellement

1 T 1 e PT
(2) - - d —ipT (2) ~ d
W) <2w>d/ dp W (P) <2w>d/ T Ty v e
1

—r/g
oo pa—1)72 ©




107

avec

_TN1/2
ngcTc(T Te) =%

ce qui donne la loi de divergence universelle de la longueur de corrélation pour

T — T... En général on appelle v I'exposant et donc v = 1/2. Enfin a T,

e—ip~r

1 _
W(Q)(I') ~ W /ddp p2 rgcoo X ]_/|I'|d 2.

Conclusion. Nous avons donc montré sur quelques exemples simples comment
la théorie de Landau combinée avec des considérations de groupe de symétrie
permettait de mettre en évidence un certain nombre de propriétés universelles
des transitions de phase continues au voisinage de la température de transition.

Méme si les hypotheses qui sont a la base de la théorie de Landau sont
incorrectes, cette théorie fournit une premiere approche qualitative utile des
transitions de phase. De facon assez remarquable si les exposants critiques
et certaines prédictions universelles sont incorrectes, la théorie correcte basée
sur le groupe de renormalisation prédit la survivance d’une universalité quoique
plus restreinte. Les notions d’exposants critiques et autres quantités universelles
restent valables, mais si ces valeurs ne dépendent toujours pas des détails des in-
teractions microscopiques, ils dépendent cette fois d’autres caractéristiques des
systemes comme par exemple la dimension d’espace et le groupe de symétrie.
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POINTS DIVERS

A1 Solide rigide libre

Nous considérons n points matériels avec positions q% et masses m,, rigidement
liés. Nous introduisons le centre de masse de ces points dont nous notons la
position Q(t), et la masse totale M =" m,

MQ(t) =) maq(t).

Introduisant une matrice de rotation R(t), nous pouvons exprimer que le
systeme est rigide en paramétrant q*(t) par

q’(t) = Q(¢) + R(1)x*,
ou les vecteurs x® sont indépendants du temps. En effet on trouve
g% — q?|? = [x* — x*[%.
De plus par définition du centre de masse
> mex®=0. (A1.1)
L’énergie E du systeme libre est alors

E=15Y"m.(q%)? = 1M(Q) +1 S ma|R()x?,

ou I'équation ([AI.J]) a été utilisée. Nous allons omettre dans ce qui suit la
contribution du centre de masse qui se découple. Nous pouvons transformer la
contribution de la particule a

IR(t)x?]? = x* - RTRx® = x* - RTRRTRx".
L’expression peut se récrire en terme de la matrice L(t)
L(t)=R'R,
qui est antisymétrique
R'R=1 = RTR+RTR=0 < LT(t)+L(t) =0.

La matrice L(t) est donc associée a l'algebre de Lie du groupe, et ’énergie

devient
E =353 "ma(q")? =13 mex® LT (H)L(1)x".
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Pour un systeme en rotation uniforme la matrice L est constante et dans
I’espace a trois dimensions les éléments de la matrice peuvent s’écrire

Li; = E €ijkWh -

k

On trouve alors
_ 1 E :
FE = 5 wilijwj N
i

avec

a a a a
Ii; = E ma(x - X 5ij—xixj).
a

Rien ne change dans I’argument si la distribution de matiere est continue, si ce
n’est que la somme sur a est remplacée par une intégrale.

A2 Oscillateur harmonique quantique et algebre de Lie

Nous donnons ici un calcul du spectre de 'oscillateur harmonique moins stan-
dard que la méthode utilisant les opérateurs de création de d’annihilation, mais
basée sur des considérations de représentation d’algebre de Lie.

Nous pouvons toujours ramener le hamiltonien de 1’oscillateur harmonique a
un multiple d’une forme standard H

H=310"+¢), (6.8 =i.
Considérons alors les deux autres opérateurs hermitiens
L=3" )
M = 5(pq + Gp)-
Un calcul simple permet d’établir les relations de commutation
[M,L)=2iH, [H,L]=2iM, [M,H|=2iL.

Elles sont analogues aux relations de commutation de ’algebre de Lie de SO(3),
mais le signe de la premiere relation est différent. Par ailleurs on trouve aussi
C=H>-M>—-L*-=-31.

Comparant avec ’expression de I'opérateur de Casimir de SO(3) on observe de
nouveau une différence de signe. En fait cette algebre correspond a un groupe
de transformations qui préserve la pseudo-métrique x3 — 22 — z3. Ce groupe
est le groupe de Lorentz de la Relativité Spéciale en deux dimensions d’espace.

Pour trouver le spectre de H on procede en analogie avec la classification des
représentations de 1’algebre de Lie de SO(3). Définissons les opérateurs

Jy=L+tiM = [H,Ji]::f:QJi.
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Alors
3=JyJ_+2H-H*=J_Jy —2H — H*.
Soit |u) un vecteur propre de H avec valeur propre p. Les relations de com-
mutation entrainent
HJy |p) = (p£2)Jx |p) .

Ceci implique que soit J |p) s’annule soit

Ji|p) o< |p£2).
C’est la condition de positivité de 'opérateur H qui arréte I'itération. Donc si
O<pu<?2
J_ |y =0.

Agissant alors avec C sur |p) on trouve

Clu) = =35 u) = pulp —2) |p),

et donc
1

p=35 et p= % .
Il y a donc deux séries de valeurs propres 1/2 + 2n et 3/2 + 2n ce qui donne
bien le spectre usuel en n + 1/2 de 'oscillateur harmonique. Notons que parce
que le groupe SO(1,2) n’est pas compact, la représentation est de dimension
infinie.

Cette méthode pour déterminer le spectre de 'oscillateur harmonique est un
peu compliquée mais elle s’applique aussi a un hamiltonien plus général de la
forme

H = (0> + ¢ + /),

ol « est une constante positive. On retrouve alors que H et

L=30p"-@+a/i®), M=1(pq+ap),
forment la méme algebre de Lie que précédemment. Le seul changement
provient de l'opérateur C qui vaut maintenant

C=(-3+a)l.
En conséquence les valeurs propres partent des solutions de I’équation
,u(u—2)+%—oz=0 = ,uzlj:%\/l-i-éla.
Nous voyons que le spectre reste en fait réel pour tout o« > —1/4. Ceci entraine
qu’il est possible de paramétrer « en termes d’'un parametre réel £ > —1/2 de
la fagon suivante
a=0ll+1) = a>—-1/4 et p=1£{+1/2).
La valeur du Casimir est alors
C=(+ %)(Z— %)
Pour o > 0 et donc £ > 0, le hamiltonien est positif et donc la deuxieme série
n’existe que si
u>0 = ES% ou aﬁ%.

Enfin, notons que pour ¢ entier le hamiltonien H est aussi le hamiltonien d’un

oscillateur harmonique a plusieurs dimensions, invariant par rotation et ex-
primé en terme de variables radiales apres diagonalisation du moment cinétique.



