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RESUME

La théorie quantique des champs est & la base d’une partie notable des dévelop-
pements théoriques en physique de la deuxieme moitié du vingtitme siécle. Elle a
permis la construction d’un modgle qui décrit toutes les interactions fondamentales
3 Péchelle microscopique en dehors de la gravitation. Elle a permis de comprendre
les propriétés singulieres d’une large classe de transitions de phase de la physique
macroscopique au voisinage de la transition.

Cependant, & la différence de la mécanique newtonienne ou quantique non rel-
ativiste, la théorie quantique des champs dans sa formulation la plus directe pose
probléme & cause de I'apparition d’infinis dans le calcul des observables physiques.
Le probléme des infinis a été résolu de fagon empirique par une méthode appelée
renormalisation. Cette méthode n’a trouvé une interprétation satisfaisante que
dans le cadre du groupe de renormalisation. Le probléme des infinis a ainsi été
relié 3 un phénoméne trés surprenant, le non-découplage des différentes échelles
de physique.

(Vest; dans le cadre de la physique statistique et des transitions de phase con-
tinues que la discussion de ces problémes est la plus simple. Ces notes ten-
tent donc d’introduire de fagon élémentaire les notions de limite continue et
d'universalité dans les systémes stochastiques & un grand nombre de degrés de
liberté. Nous insisterons sur limportance des mesures gaussiennes et leurs re-
lations avec I’approximation de champ moyen, et la théorie de Landau. Nous
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montrerons que les approximations quasi-gaussiennes ou de champ moyen ne peu-
vent pas décrire correctement les transitions de phase. Nous attribuerons cette
difficulté au couplage d’échelles de physique trés différentes. Pour analyser ce
probléme un concept nouveau est nécessaire: le groupe de renormalisation, dont
les points fixes permettent de comprendre U'universalité au-deld du champ moyen.

Les arguments de groupe de renormalisation conduisent alors a I'idée que les
corrélations & grande distance prés de la température de transition peuvent étre
décrites par une théorie statistique des champs, formellement une théorie quan-
tique des champs en temps imaginaire.

Aprés une courte introduction, nous exhiberons donc différentes formes des
équations de groupe de renormalisation dans le cadre. Nous les résoudrons dans
différentes limites, prés des dimensions 4 et 2, pour des champs & grand nombre
de composantes.

Enfin nous étudierons une réalisation particuliére du groupe de renormalisation,
dite groupe de renormalisation fonctionnel (aussi appelé exact).
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Chapitre 1

Théorie Quantique des Champs: Renormalisa-
tion et Groupe de Renormalisation

Sans une compréhension minimale de la théorie quantique ou statistique (reliées
par le passage au temps imaginaire)) des champs, une partie notable de la
physique de la deuxidme moitié du vingtieme siécle demeure incompréhensible.

En effet, la théorie des champs, dans des incarnations variées, décrit toute la
physique des interactions fondamentales & I’échelle microscopique, les propriétés
singulitres des transitions de phase (liquide-vapeur, ferromagnétiques, superflu-
ide, mélanges binaires...) au voisinage du point de transition, les propriétés des
gaz quantiques dilués au dela du modele de la condensation de Bose-Einstein, les
propriétés statistiques des longues chaines polymériques (comme de la marche
au hasard avec auto évitement sur réseau}, de la percolation...

En fait, le formalisme de la théorie quantique des champs reste pour P'instant
le formalisme le plus fécond pour étudier les problémes en physique oit un nombre
trés grand de degrés de liberté interagissent fortement.

Cependant dés origine, la théorie quantique des champs a été confrontée a un
probléme inattendu, le probléme des infinis. La plupart des calculs de processus
physiques conduisaient & des résultats infinis. Une recette empirique, la renor-
malisation, a finalement été découverte qui permettait de déduire d’expressions
divergentes des prédictions finies. Elle n’aurait guére été convaincante si les
prédictions n’avaient pas été confirmées avec une précision croissante par Pexpé-
rience. Un concept nouveau, le groupe de renormalisation issu de la théorie
quantique des champs, mais dont la signification n’a été compleétement appréciée
que dans le cadre plus général des transitions de phase, a permis, plus tard, de
donner une interprétation satisfaisante & apparition de théories quantiques des
champs renormalisables et au processus de renormalisation.

(e premier chapitre essaie de présenter un bref rappel historique des idées a la
base de la théorie quantique des champs, des notions de renormalisation et groupe
de renormalisation telles que nous les comprenons aujourd’hui. Cette histoire a
deux aspects, l'un trés directement 1ié & la théorie de Interactions Fondamen-
tales qui décrit les phénomenes physiques & P’échelle microscopique, I'autre a la
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compréhension des transitions de phase de la physique macroscopique et leurs
propriétés d'universalité. Que deux domaines de la physique aussi différents aient
nécessité le développement des mémes concepts est extrémement surprenant, et
c’est un des charmes de I’étude de la physique.

A la fin des années vingt, aprés la découverte de ’équation de Dirac, tout
était en place pour la construction d’une théorie quantique et relativiste, perme-
ttant une description précise des interactions électromagnétiques enfre protons
et électrons. Cette théorie était une théorie des champs et non une théorie de
particules individualisées, car la découverte que le champ électromagnétique pou-
vait se manifester sous forme de particules (les photons) suggérait que de fagon
plus générale toutes les particules étaient des manifestations de Pexistence de
champs.

Une des réponses attendues de cette Théorie Quantique des Champs, appelée
électrodynamique Quantique ou QED, était la solution du puzzle de la contribu-
tion coulombienne infinie & la masse de ’électron.

Les calculs montrerent, cependant, que des divergences, dues & la nature
ponctuelle de 1’électron, subsistaient, quoique moins séveres. FElles acquirent
méme une signification beaucoup plus fondamentale, paraissant une conséquence
inévitable de ce caractére ponctuel et de la conservation des probabilités. Il
apparut également qu’il était tres difficile de construire une théorie relativiste
cobérente de particules non ponctuelles.

Comme conséquence d’importants progres théoriques confortés par un apport
expérimental essentiel, une procédure empirique, appelée renormalisation, fut
enfin découverte qui conduisait & des résultats finis: bien que toutes les observ-
ables physiques soient données en termes d’expressions contenant des infinités,
il est possible de trouver des relations entre ces observables dans lesquelles les
infinis se compensent.

Cette méthode permit des calculs de précision croissante pour les processus
physiques relevant de PElectrodynamique Quantique. Le concept de théorie
quantique des champs renormalisable se révéla méme si fructueux qu’il put, plus
tard, étre appliqué a toutes les interactions fondamentales, sauf la gravitation:
Le Modele Standard des Interactions Faibles, Electromagnétiques et Fortes a
maintenant survécu (& des modifications mineures récentes pres) avec succés a
plus de 25 ans de confrontation avec 'expérience.

Cependant la procédure de renormalisation elle-méme est restée longtemps une
énigme pour nombre de théoriciens. Un ensemble convergent d’idées, venant & la
fois de la physique microscopique et de la physique de transitions de phase dans
les systémes macroscopiques (comme la transition liquide—vapeur), qui peuvent
étre regroupées sous le nom général de groupe de renormalisation, a finalement
conduit & une image nouvelle et cohérente. A cause du couplage essentiel de
la physique a des échelles tres différentes, les théories des champs renormalis-
ables ont une cohérence limitée & la physique des basses énergies (ou de longue
distance). On parle de théories effectives, approximations d’une théorie plus
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fondamentale mais A ce jour inconnue. C’est cette évolution des idées que nous
voulons décrire briévement ici.

Quelgues dates repére utiles:

1925 Heisenberg jette les bases de la Mécanique Quantique, sous la forme de
la mécanique des matrices.

1926— Schrodinger publie sa célebre équation qui base la Mécanique Quantique
sur la solution d'une équation d’onde non-relativiste. Comme la théorie de la rel-
ativité était déjd bien établie quand la mécanique quantique fut découverte cela
peut surprendre. En fait, pour des raisons accidentelles, le spectre de I'atome
d’hydrogéne est plus mal reproduit par une équation d’onde relativiste sans
spin*, P'équation de Klein-Gordon (1926), que par 'équation de Schrodinger
non-relativiste.

1928 Dirac découvre sa fameuse équation, une équation d’onde relativiste
tenant compte du spin 1/2 de I’dlectron, qui conduit a des résultats en excel-
lent accord avec le spectre de 'atome d’hydrogene, et ceci ouvre la vole a une
théorie quantique relativiste. Dans les deux ans qui suivent, Heisenberg et Pauli
établissent, dans une série d’articles, les principes généraux de la théorie quan-
tique des champs.

1934— Premier calcul correct d’Electrodynamique Quantique (Weisskopf) et
confirmation de Vexistence de divergences, appelées ultraviolettes.

1937- Landau publie sa théorie générale des transitions de phase.

1947— Mesure du déplacement de Lamb (ou Lambshift) et accord avec les
prédictions de PElectrodynamique Quantique aprés compensation des infinis.

19471949 Développement d’une méthode empirique générale pour éliminer
les divergences appelée Renormalisation.

1949 Solution exacte du modéle d’Ising en dimension deux par Onsager.

19541956 Découverte d’une propriéié formelle de la Théorie Quantique des
Champs liée & lexistence d'un groupe de renormalisation dont la signification
profonde est mal comprise.

1967-1975 Le Modgle Standard, une théorie quantique des champs renormalis-
able basée sur les notions de symétrie de jauge non-abélienne et de symétrie brisée
spontanément, est construite qui décrit de fagon précise toutes les interactions
fondamentales, sauf la gravitation.

1971-1972 Aprés un travail précurseur de Kadanoff, Wilson, Wegner... déve-
loppent un concept plus général de groupe de renormalisation qui inclut celul
de la théorie des champs dans certaines limites, et qui explique les propriétés
d’universalité des transitions de phase continues (Jiquide—vapeur, Hélium super-
fluide, systémes ferromagnétiques) ou des chemins aléatoires auto-évitants.

* moment angulaire intrinséque des particules, prend des valeurs demi-entieres
(fermions) ou entitres (bosons) en unité h.
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1.1 L’Electrodynamiqgue Quantique: une Théorie Quan-
tique des Champs

L’Electrodynamique Quantique (QED) décrit, dans un cadre quantique et rela-
fiviste, les interactions entre toutes les particules électriquement chargées et le
champ électromagnétique. L’électrodynamique quantique n’est pas une théorie
de particules individualisées, comme la mécanique quantique non-relativiste,
mais une Théorie Quantique des Champs. C’est en effet aussi une extension
quantique d’'une théorie des champs classique relativiste: 1’électromagnétisme
dans laquelle les variables dynamiques sont des champs, les champs électrique et
magnétique E(x), B(z). Par ailleurs, la découverte qu’au champ électromagné-
tique est associée une particule de masse nulle et de spin un, le photon, a conduit
a postuler que toutes les particules sont également des manifestations de champs.

Or une telle théorie se distingue radicalement dune théorie de particules en ce
sens que les champs ont un nombre infini de degrés de liberté. En effet un point
matériel de la mécanique classique a trois degrés de liberté; il est défini par ses
trois coordonnées cartésiennes. Par contraste, un champ est défini par sa valeur
en chaque point d’espace, ce qui représente un nombre infini de données. La non
conservation du nombre de particules dans les collisions & haute énergie est une
manifestation de cette propriété.

Par ailleurs, les théories des champs qui apparaissent dans la physique mi-
croscopique out une propriété de localité, une notion qui généralise la notion de
particule ponctuelle. Elles n’ont pas de structure de courte distance.

Le nombre infini de degrés de liberté et la localité expliquent que la théorie
quantique des champs puisse avoir des propriétés quelque peu “exotiques”.

Symétries de jauge. Dans ce qui suit il sera beaucoup question de symétrie
de jauge et de théories de jauge comme I’Electrodynamique Quantique. A la
différence d’une symétrie ordinaire qui correspond & faire une transformation
globale sur toutes les variables dynamiques, une symétrie de jauge correspondant
& des transformations indépendantes en tout point d’espace. Par exemple, en
mécanique quantique non-relativiste, la physique ne change pas si I'on multiplie
la fonction d’onde par une phase ¢ (correspondant & une transformation du
groupe abélien U(1)). Dans le cas d’une particule chargée, en présence d’un
champ magnétique, on trouve une symétrie de jauge: on peut changer la phase
de la fonction d’onde en chaque point d’espace indépendamment;:

P(z) - @ ().

La symétrie de jauge est un principe dynamique qui engendre des interactions, au
lieu simplement de les relier entre elles comme une symétrie ordinaire ou globale.
I1 force & introduire un potentiel vecteur couplé de fagon universelle & toutes les
particules chargées. A ce potentiel vecteur est associé en théorie relativiste une
particule de spin un dite de jauge, le photon dans le cas de I'dlectrodynamique
quantique.
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[nités en théorie quantique relativiste. Les phénomeénes que nous décrivons
ci-dessous apparaissent dans une limite relativiste et trés quantique. Il est alors
physiquement raisonnable de prendre la vitesse de la lumiere ¢ et la constante de
Planck & comme unités. Ainsi dans une théorie relativiste les échelles de masse
M, impulsion (ou quantité de mouvement) p et énergie E peuvent &tre reliées a
travers la vitesse de la lumiére ¢

E =pc= Mdc?,

ot donc exprimées dans une unité commune comme 1’électron-volt (eV). Aussi
parle-t-on de fagon équivalente de grande impulsion ou grande énergie.

Par ailleurs, dans une théorie quantique il est possible de relier I'unité d’impul-
sion p (ou quantité de mouvement) & I'unité de distance £ par la constante de
Planck

pl="h.

Ainsi les expériences faites 4 haute énergie sondent-elles les propriétés de la
matiére 4 courte distance.

1.2 Les premiers calculs et le probléeme des infinis

Peu aprés les travaux de Heisenberg et Pauli, Oppenheimer et Waller (1930)
publitrent indépendamment le calcul de 'effet du champ de photons sur la propa-
gation de Pélectron, au premier ordre dans la constante de structure fine, une con-
stante sans dimension qui caractérise U'intensité de la force électromagnétique,

82

o= ~1/137, (1.1)

Adrhe

oil e est la charge de I’électron définie A partir du potentiel de Coulomb écrit e?/R.
Comme cette constante est numériquement petite (une phrase qui a un sens car
c’est une quantité sans dimension) un calcul au premier ordre est significatif.

Une motivation pour un tel calcul était de déterminer les corrections a la
masse de Pélectron en électrodynamique Quantique. IEn théorie relativiste la
masse d'une particule est proportionnelle & son énergic au repos. Elle inclut des
termes d’énergie potentielle. Or il était bien connu que le “modele classique”
de 1’électron comme une sphére chargée de rayon R conduisait & un résultat qui
tendait vers Uinfini comme e?/R quand on prenait la limite de rayon nul. Il était
espéré que la mécanique quantique, qui est une théorie de fonctions d’onde, allait
guérir ce probléme engendré par la nature ponctuelle de V'électron.

Toutefois, les premiers résultats se révélerent tout & fait décevants. Non seule-
ment la contribution & la masse était infinie, mais elle divergeait plus fortement
que dans le modele classique: introduisant une borne Ac? sur Iénergie du pho-
ton, (ceci est équivalent & modifier la théorie & courte distance R = h/cA) on
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trouvait une divergence quadratique A? & 1/R?. Mais il fut bient6t découvert
que ces résultats étaient erronés. En effet les calculs perturbatifs avec les outils
de Pépoque étaient laborieux. On utilisait des méthodes de calcul non explicite-
ment relativiste; le role des “trous” de la théorie de Dirac (prédits étre des
anti-Electrons ou positrons en 1931 et expérimentalement découverts en 1932)
était peu clair, et Pinvariance de jauge créait un probléeme supplémentaire. II
fallut attendre 1934 pour que soit publié le résultat correct dans un article de
Weisskopf (non sans qu'une derniére erreur ait été remarquée par Furry). Le
processus physigue responsable de cette contribution était un processus typique
de la théorie quantique des champs, I’émission et la réabsorption par un électron
d’énergie-impulsion. {ou quadri-impulsion) g d’un photon virtuel (v sur la figure)
de quadri-impulsion k, comme représenté par le diagramme de Feynman de la
figure 1 (une représentation imaginée par Feynman des années plus tard).

el. (¢)_ _ el. {g)

FIG. 1 ~ Contribution 4 la propagation de Udlectron: le photon est en train plein,
Vélectron en pointillé.

Le résultat était a la fois plus meilleur et profondément inquiétant. La con-
tribution & la masse était toujours infinie, quoique la divergence quadratique ait
été remplacée par une divergence logarithmique beaucoup moins sévére:

184

5 In{mRe/R),

5mQED = -3
ou m est la masse de I’électron.

Ainsi la théorie quantique des champs (TQC) conduisait a un résultat moins
singulier que le modele classique. Néanmoins le probléme des infinis n’était pas
résolu et aucune modification simple ne pouvait étre trouvée pour sauver la
théorie des champs.

En effet, ces divergences sont dans une large mesure une conséquence directe
de la localité (les particules sont ponctuelles, avec interactions de contact) et
de P'unitarité (conservation des probabilités). Elles proviennent de la nécessité
de sommer sur les photons virtuels de quadri-impulsion arbitrairement élevée
(& cause de I'absence de structure & courte distance). De plus & cause de la
conservation des probabilités, tous les processus contribuent de facon additive.

Le probléeme était donc trés profond et touchait & I'essence méme de la théorie.
La QED était une théorie incompléte, mais il semblait difficile de la modifier sans
sacrifier quelque principe physique fondamental. Il était possible de rendre la
théorie finie en abandonnant I'unitarité, et donc la conservation des probabilités
(comme ce fut proposé par Dirac (1942)), mais les conséquences physiques étaient
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difficilement acceptables. Ce que nous appelons maintenant régularisation de
Pauli—Villars, une procédure ad hoc et temporaire pour rendre la théorie finie
avant renormalisation (voir plus loin), est de cette nature. Il paraissait encore
plus difficile de Pincorporer dans une extension relativiste non-locale (ce qui
correspondrait & donner une structure interne aux particules), quoiqu’en 1938
Heisenberg ait proposé l'introduction d’une longueur fondamentale. En fait il a
fallu attendre les années 80 pour voir apparaitre des candidats possibles sous le
nom de théories de super-cordes.

La crise était si sérieuse que Wheeler (1937) et Heisenberg (1943) proposerent
d’abandonmer complétement la théorie quantique des champs au profit d’une
théorie d’observables physiques, en fait les données de collision entre partic-
ules: la théorie de la matrice S, une idée qui eut son heure de gloire dans les
années soixante en théorie des Interactions Fortes (celles qui engendrent les forces
nucléaires).

Les infinis et le probléme des bosons scalaires chargés. Dans le méme temps des
physiciens plus pragmatiques calculaient d’autres quantités physiques, explorant
la forme et la nature de ces infinis. Je veux juste mentionner ici un autre article
important de Weisskopf (1939) dans lequel 'auteur montre que les divergences
logarithmiques persistent & tous les ordres de la théorie des perturbations, c'est
A dire du développement en puissances de a. Mais il remarque aussi que daus le
cas de particules de spin nul (ou scalaires} chargées la situation est bien pire: les
divergences sont quadratiques ce qui est désastreux. En effet; si les divergences
sont supprimées par un facteur de coupure (ou cut-off) A = h/Rc lié & quelque
nouvelle physique et que A/m n’est pas trop grand (et pour quelque temps 100
MeV qui est la portée des forces nucléaires semblait un candidat raisonnable),
alors le produit o In{A/m) reste petit: une divergence logarithmique produit des
corrections incalculables, mais néanmoins petites, ce qui n’est plus le cas pour des
divergences quadratiques. Ceci pouvait étre pris comme une indication que des
particules scalaires chargées ne pouvaient étre considérées comme fondamentales.

Notons que ce probléme est plus que jamais d’actualité puisque le Modele
Standard qui décrit avec précision tous les processus physiques entre particules
jusqu’aux énergies les plus élevées accessibles dans les accélérateurs, contient une
particule scalaire, la particule de Higgs, et est maintenant appelé le probleme
de 'ajustage fin ou de la hiérarchie. En effet pour compenser les infinis il faut
ajuster un parametre de la théorie initiale avec une précision liée au rapport de la
masse de la particule scalaire et du cut-off, ce qui n’est pas naturel. Ce probléme
est donc devenu particulidrement sévére depuis que nous avons pris conscience
que des échelles de masse aussi grande que 10'° (masse d’unification) ou 10
GeV (masse de Planck) peuvent étre impliquées. Tl est une des motivations
principales pour I'introduction de la Supersymétrie (une symétrie qui, de fagon
trés surprenante, relie des bosons & des fermions). La découverte expérimentale
d'une telle particule et la compréhension de ses propriétés est un des enjeux
majeurs de la nouvelle génération d’accélérateurs comme le LHC en construction
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au CERN.

1.3 Méthode de renormalisation

Calculant nombre de quantités physiques différentes, quelques physiciens ne
manquerent pas de remarquer que bien que beaucoup de quantités étaient diver-
gentes, c’étaient toujours les mémes termes divergents qui intervenaient. On pou-
vait donc trouver des combinaisons qui étaient finies (Weisskopf 1936). Toute-
foig, la signification physique d’'une telle propriété était totalement obscure.
En réalité, en 'absence de toute compréhension profonde du probléeme, peu de
progrés était possible.

Chaque fois que les physiciens sont confrontés a de profondes difficultés con-
ceptuelles, la réponse ne peut venir que de I'expérience.

Ainsi, en 1947 Lamb et Retheford mesurerent avec précision la séparation entre
les niveaux 2s;,92p; /9 de 'atome d’hydrogéne, tandis que le groupe de Rabi a
Columbia mesurait le moment magnétique anormal de P'électron. De fagon assez
remarquable il fut possible d’organiser le calcul du déplacement de Lamb de
telle sorte que les infinis se compensent (premier calcul approché par Bethe) et
le résultat se trouva étre en trés bon accord avec 'expérience. Peu de temps
aprés Schwinger obtint le terme dominant du moment magnétique anormal de
Pélectron.

Ces résultats entrainerent d’extraordinaires développements théoriques (un
travail antérieur de Kramers sur la renormalisation de masse de I'électron clas-
sique étendu se révéla important pour généraliser 1'idée de compensation des in-
finis par soustraction, & I'idée de renormalisation), et en 1949 Dyson, ’appuyant
sur les travaux de Feynman, Schwinger et Tomonaga, donna la premiere preuve
de la compensation des infinis a tous les ordres de la théorie des perturbations.
Ce qui fut alors baptisée théorie de la renormalisation conduisait en QED a des
résultats finis pour toutes les observables physiques.

1’idée est la suivante: on commence avec une théorie appelée nue qui dépend
de paramétres comme la masse nue mg et la charge nue ¢g de V'électron (les
masses el charges en I'absence d’interactions), ou ce qui est équivalent la con-
stante de structure fine nue oy = €3 /4nhc. On introduit, de plus, une échelle de
coupure des grandes impulsions cA, appelée cut-off (ce qui correspond & modi-
fier de facon quelque peu arbitraire et non-physique la théorie & une trés courte
distance d’ordre fi/cA). On calcule alors les valeurs physiques (c’est & dire celles
qu’on mesure), appelées renormalisées, des mémes quantités (comme la charge
observée e, et donc la constante de structure fine «, et la masse physique m) en
fonction des parameétres nus et du cut-off. On inverse ces relations, exprimant
maintenant les quantités nues en fonction des quantités renormalisées. Dang
cette substitution on échange par exemple la constante nue ag avec la constante
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physique ou renormalisée o comme parametre de développement:

ap = o+ B In(A/m) +---,
my =m -+ maln(A/m)+---.

On exprime ensuite toute autre observable, initialement calculée en termes des
parameétres nus, en termes de ces quantités physiques ou renormalisées. De
facon trés surprenante, quand on prend la limite du cut-off A infini, toutes les
observables physiques ont alors une limite finie.

11 faut reconnaitre qu’il semble assez miraculeux qu'une telle procédure puisse
réussir. Elle a pourtant permis et permet toujours en QED des calculs de
précision croissante, donc Paccord avec 1'expérience démontre de fagon absolu-
ment convaincante que la TQC est le formalisme adéquat pour décrire I’électro-
dynamique au niveau quantique.

De plus la théorie de la renormalisation conduisit au trés important concept
de théories renormalisables. Seul un nombre limité de théories des champs con-
duisent a des résultats finis par cette procédure. Ceci contraint donc fortement
la structure des théories possibles.

Notons, enfin, que pendant plus de quinze ans les progres théoriques avaient
été bloqués par le probléme des divergences en TQC. Pourtant, une fois que
Pexpérience commenga & procurer des informations décisives, en deux ans un
cadre complet et cohérent pour des calculs perturbatifs fut développé.

Quoiqu'il fut maintenant évident que la QED était la théorie correcte, la
procédure permettant d’obtenir des réponses finies restait une énigme pour nom-
bre de théoriciens: La signification de la recette de renormalisation, et donc des
parametres nus restait obscure. Beaucoup d’efforts furent alors consacrés & es-
sayer de surmonter cefte faiblesse conceptuelle fondamentale. Plusieurs types de
solutions furent proposés:

(i) Le probleme était 1ié & la théorie des perturbations et une sommation
correcte du développement en puissance de « ferait disparaitre le probleme.

(ii) Le probleme était de nature mathématique: La procédure qui engendrait
le développement renormalisé devait étre modifiée pour éviter 'introduction de
divergences non-physiques et pour engendrer automatiquement des quantités
finies. Les paramdtres initiaux (nues) n’avaient simplement pas de signification
physique.

(iit) Finalement, le cut-off avait un sens physique et était engendré par des
interactions supplémentaires, non-descriptibles par la TQC. Un candidat favori,
jusqu’a la fin des années soixante, fut IInteraction Forte (le cut-off étant procuré
par la portée des forces nucléaires).

Quelque peu relié & la démarche (i) fut le développement de ce qui fut ap-
pelé la TQC Axiomatique qui essayait d’extraire des résultais rigoureux et non-
perturbatifs des principes généraux sur lesquels la TQC était basée. La ligne de
pensée (ii) conduisit au formalisme BPHZ (Bogoliubov, Parasiuk, Hepp, Zimmer-
man), et finalement au travail d'Epstein-Glaser, olt le probleme des divergences
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dans I’espace des positions (plutdt que Pespace des impulsions) était réduit au
probléme mathématique d’une définition correcte de produits de distributions
singulieres. Les efforts correspondants furent trés efficaces pour clarifier les
principes de calcul perturbatifs, mais aussi pour déguiser le probléme des di-
vergences de telle maniére qu’il semblait n’avoir jamais existé. Finalement le
point de vue (iii) est le plus proche du point de vue moderne, quoique bien siir
le cut-off nécessaire ne soit plus procuré par les Interactions Fortes.

1.4 Théorie quantique des champs et groupe de renormal-
isation

Au milieu des années cinquante il fut noté par plusieurs groupes, en particulier
Peterman—Stiickelberg (1953), Gell-Mann-Low (1954} et Bogoliubov—Shirkov
(1955-1956), que dans la limite de la QED avec masse nulle de I’électron, le
développement perturbatif avait une propriété formelle curieuse, conséquence di-
recte du processus de renormalisation lui-méme. Dans une théorie des champs de
masse nulle il n’y a pas d’échelle. 11 est alors nécessaire d’introduire une échelle de
masse i arbitraire pour définir la charge e renormalisée: elle est liée & I'intensité
de la force électromagnétique mesurée dans des collisions d'une impulsion d’ordre
cpr. On peut appeler la charge renormalisée la charge effective a 1’échelle p.
Toutefois, comme cette masse p est arbitraire, on peut trouver d’autres couples
{€/, 1’} qui donne les mémes résultats physiques. L’ensemble des transforma-
tions des parametres physiques, associées & ces changements d’échelle de masse,
et nécessaires pour maintenir les résultats physiques inchangés, fut appelé groupe
de renormalisation (GR). Faisant un changement d’échelle infinitésimal, on peut
décrire le flot de la charge effective par une équation différentielle

p S — b)), Bla) = fu? +0(0), (1.2
ott la fonction B{«) peut étre calculée perturbativement en série de puissances
de o

La charge effective a l'interprétation physique suivante. A grande distance
Pintensité de la force électromagnétique ne varie pas et a une valeur qu’on peut
mesurer a travers la force de Coulomb. Toutefois, & des distances plus petites
que la longueur d’onde A/mc associée & une particule (on explore en quelque
sorte “ Iintérieur” de la particule), on observe des effets d’écrantage ou d’anti-
écrantage. Ce qui est remarquable c’est que ces effets évidemment de courte
distance sont ainsi liés a la renormalisation. Comme la préoccupation principale
était le probleme des divergences a grande impulsion en TQC, Gell-Mann et Low
essayerent d'utiliser le GR pour étudier le comportement de la charge nue a grand
cut-off. La charge nue pouvait en effet apparaitre comme la charge effective a
Iéchelle du cut-off. Si la fonction S{a) avait eu un zéro avec une pente négative,
ce zéro aurait été la limite finie & cut-off infini de la charge nue, au-dela de la
théorie des perturbations.
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Malheureusement la QED est une théorie libre & grande distance (82 > 0), ce
qui signifie que la charge effective décroit a faible impulsion, et réciproquement
croit & grande impulsion jusqu’a ce que le développement perturbatif de la fonc-
tion  ne soit plus valable. (Cette variation est vérifiée expérimentalement
puisque la valeur de o mesurée prés de la masse du boson intermédiaire des
Interactions Faibles Z vers 100 GeV, est environ 4% plus grande que la valeur
mesurée & basse énergie.)

Tl est frappant de constater que si ces auteurs n’avaient pas insisté pour pren-
dre la limite du cut-off infini, ils auraient été conduits & des conclusions plus
intéressantes.

Notons encore quelques spéculations reliées: Landau et Pomeranchuk (1955)
remarquérent que si, dans le calcul de la propagation de I’électron on somme les
termes dominants & grande impulsion & chaque ordre, on prédit 'existence d’une
particule de masse M

M o m e'/P2e

Cette particule aurait malheureusement des propriétés physiquement inaccept-
ables, conduisant & des violations de la conservation des probabilités, et fut
donc appelée “fantéme” de Landan. Pour Landau c’était le signe de quelque
incohérence de la QED, quoique sans conséquence physique immédiate, parce
que « est si faible que cet état non-physique a une masse de lordre de 1030
GeV. Bogoliubov et Shirkov montrérent alors correctement que ce résultat cor-
respondait 3 résoudre I'équation de GR (1.2) & l'ordre dominant, dans la limite
de faible charge effective. Comme la charge effective devenait grande a grande
impulsion, la théorie des perturbations n’était pas crédible dans ce régime de
grande masse. Il est amusant de noter que dans le point de vue moderne nous
croyons que Uintuition de Landau était fondamentalement correcte, méme si son
argument était quelque peu naif dans sa formulation.

1.5 Le triomphe de la théorie quantique des champs: Le
Modeéle Standard

La Théorie Quantique des Champs dans les années soizante. Apres le triomphe
de la QED, les années soixante furent des années difficiles pour la TQC. La
situation peut étre décrite de la maniere suivante:

11 restait trois problémes essentiels & résoudre liés aux trois autres interactions
COnMues:

(i) Les Interactions Faibles étaient décrites par la théorie des champs non renor-
malisable de Fermi {(-Feynman—Gell-Mann). Puisque le couplage était faible, et
I'interaction de type interaction entre courants un peu comme en électrodyna-
mique quand on ne quantifie pas le photon, il était concevable que cette théorie
fiit en quelque sorte I’approximation dominante & une théorie genre QED, mais
avec au moins deux photons chargés et trés lourds {masse de Vordre de 100 GeV),
parce que U'interaction apparaissait essentiellement ponctuelle.
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Des théories des champs classiques appelées théories de jauge non-abéliennes,
c’est & dire des théories ou les interactions sont engendrées par un principe de
symétriec généralisé appelé symétrie de jauge, avaient bien été construites qui
généralisaient la QED au cas de “photons” chargés (Yang--Mills 1954). Mais
d’une part leur quantification posait des problémes nouveaux et difficiles. D’autre
part une autre difficulté venait de ce que les théories de jauge ont une forte
tendance & produire des particules de masse nulle, comme le photon. Ainsi
quelques théoriciens essayaient & la fois de quantifier ces théories des champs et
de trouver les moyens d’engendrer des termes de masse, dans le cadre de théories
renormalisables.

(ii) Beaucoup pensaient, par contre que le cas de la TQC était désespéré dans
la physique des Interactions Fortes: Parce que les interactions étaient trop fortes,
un calcul perturbatif n’avait pas de sens. Une théorie des observables physiques,
appelée théorie de la matrice &, paraissait le cadre adéquat pour décrire cette
physique, et la localité stricte devait sans doute étre abandonnée. On peut
d’ailleurs noter une premiere incarnation de la théorie des Cordes dans ce con-
texte.

(iii) Enfin, puisque la force gravitationnelle étant extrémement faible & courte
distance, il n’avait pas d'urgence immédiate & s’occuper de la gravitation quan-
tique, et la solution de ce probleme d’impact expérimental incertain pouvait
attendre.

Le triomphe de la TQC renormalisable. Vers la fin des années soixante la situa-
tion se mit & évoluer trés rapidement. On trouva enfin une méthode pour quanti-
fier les théories de jauge non-abéliennes (Faddeev—Popov, De Witt 1967). On put
démontrer que ces nouvelles théories étaient renormalisables ("t Hooft, 't Hooft—
Veltman, Slavnov, Taylor, Lee—Zinn-Justin, Becchi—-Rouet—Stora, Zinn-Justin
1971-1975), méme dans une version de symétrie brisée qui permettaient de don-
ner des masses aux particules de jauge correspondantes (le mécanisme de Higgs,
Brout—Englert, Guralnik—Hagen—Kibble 1964). Ces développements permirent
de construire une version quantique d’un modele pour les Interactions Faibles
basé sur une symétrie de jauge, qui avait été proposé auparavant (Weinberg
1967, Salam 1968) et qui unifiait dans une certaine mesure I'électromagnétisme
et 'interaction faible. Ses prédictions devaient étre rapidement confirmées par
I’expérience.

Dans la situation trés confuse des Interactions Fortes, Ia solution vint comme
souvent dans de tels cas de lexpérience: Les expériences de Diffusion Pro-
fondément Inélastique faites au SLAC (Stanford), qui sondaient I'intérieur des
protons et neutrons, révélérent que ces hadrons étaient composés de particules
ponctuelles quasi libres, appelées initialement partons et finalement identifiées
avec les quarks, ces entités mathématiques qui avaient été introduites pour décrire
de facon simple le spectre des hadrons et ses symétries.

Pour comprendre ce phénomeéne particulier on fit appel aux idées de GR dans
une version modernisée (Callan, Symanzik 1970} valable aussi pour les théories
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massives, mais le phénoméne resta quelque temps mystérieux jusqu’a ce qu’une
théorie des champs puisse &tre trouvée qui ait la propriété de liberté asympto-
tique, ¢'est & dire dans laquelle les interactions effectives deviennent faibles & tres
courte distance de fagon & expliquer les résultats du SLAC. Finalement les mémes
progrés théoriques dans la quantification des théories de jauge non-abéliennes qui
avaient permis de modéliser les Interactions Faibles, permirent de construire une
théorie de I'lnteraction Forte: la ChromoDynamique Quantique (QCD). En effet
les théories de jauge non-abéliennes, avec un nombre de fermions pas trop élevé,
sont asymptotiquement libres (Gross-Wilczek, Politzer 1973): A la différence de
la QED, le premier coefficient 82 de la fonction § pour la charge forte est alors
négatif. La faiblesse des interactions entre quarks & courte distance devient une
conséquence par la décroissance de la charge forte eflective.

Donc autour de 1973-1974 un modele complet de TQC pour toutes les in-
teractions fondamentales sauf la gravitation fut proposé, maintenant appelé le
Modele Standard, qui a survécu avec un succes croissant & plus de vingt-cing
ans de tests expérimentaux. Ce fut le triomphe de toutes les idées basées sur le
concept de T'QC renormalisable.

A ce moment 13 il devenait tentant de conclure qu’en quelque sorte une nouvelle
loi de la nature avait été découverte: toutes les interactions peuvent étre décrites
par des TQC renormalisables et par la théorie des perturbations renormalisée.
Le probleme des divergences avait & cette époque été si bien camouflé, que pour
beaucoup de physiciens ce n’était plus un réel souci.

Un probléme potentiel restant était ce que Weinberg appelait la. condition
de protection asymptotique (asymptotic safely): l'existence de points fixes de
grande impulsion du GR, dans le formalisme de 'équation (1) des solutions de

Bla) =0, avec ('(a) <0,

semblait nécessaire pour la cohérence & toute échelle d’'une TQC (P'option déja
considérée par Gell-Mann et Low). Les théories des champs asymptotiquement
libres partagent bien siir cette propriété, mais les champs scalaires (cormme requis
par le mécanisme de Higgs) ont tendance & détruire la liberté asymptotique.

Enfin il restait & mettre la gravitation quantique dans ce cadre renormalis-
able, et ceci devint le but de beaucoup d’études théoriques dans les années qui
suivirent.

1.6 Phénoménes critiques: D’autres infinis

La théorie de phénomenes critiques a comme objet la description des transitions
de phase continues ou du second ordre dans les systémes macroscopiques. Des
exemples simples sont fournis par la transition liquide vapeur, les transitions
dans les mélanges, binaires, I'Hélium superfluide, les systomes magnétiques. Le
modele sur réseau le plus simple qui exhibe une telle transition est le fameux
modegle d’Ising.
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Ces transitions sont caractérisées par des comportements collectifs & grande
échelle & la température de transition (la température critique 7). Par exem-
ple la longueur de corrélation, qui caractérise I'échelle de distance sur lequel des
comportements collectifs sont observés, devient infinie. Prés de T, ces systémes
font donc apparaitre deux échelles de longueur trés différentes, une échelle mi-
croscopique liée & la taille des atomes, la maille du cristal ou la portée des forces,
et une autre engendrée dynamiquement, la longueur de corrélation. A cette
nouvelle échelle est agsociée une physique de longue distance ou macroscopique
non-triviale.

On g’attend alors & ce que cette physique prés de la température critique
puisse faire 'objet d’une description macroscopique, ne faisant intervenir qu'un
petit nombre de parameétres adaptés a cette échelle, sans référence explicite aux
parametres microscopiques initiaux. Cette idée conduit & la Théorie du Champ
Moyen (TCM) et dans sa forme la plus générale & la théorie de Landau des
Phénomenes Critiques (1937). Une telle théorie peut aussi &tre qualifiée de
quasi-gaussienne, en ce sens qu'elle suppose implicitement que les corrélations
entre variables aléatoires a ’échelle microscopique peuvent étre traitées de fagon
perturbative, et donc les valeurs moyennes macroscopiques suivent des lois quasi-
gaussiennes, comme le théoréme de la limite centrale des probabilités nous 'enseigne.g

Parmi les prédictions les plus simples et les plus solides d’une telle théorie,
on trouve 1'universalité des comportements singuliers des quantités thermody-
namiques quand on s’approche de 1,.: par exemple la longueur de corrélation &
diverge toujours comme (T — T,,) /2, Paimantation spontanée s’annule comme
(T, —T)'/2..., ces propriétés étant indépendantes de la dimension de P’espace, de
la symétrie du systéme, et bien siir des détails de la dynamique microscopique.

Aussi les physiciens furent-ils trés surpris quand quelques expériences aussi
bien que des calculs de modeles de mécanique statistique sur réseau commencerentf
a mettre en cause les prédictions de la TCM. Un coup supplémentaire 4 la TCM
fut porté par la solution exacte du modele d’Ising & deux dimensions par On-
sager (1949) qui confirma, les calculs numériques sur réseau correspondant. Dans
les années suivantes les preuves empiriques s’accumulérent, montrant que les
Phénomenes Critiques en deux et trois dimensions d’espace ne pouvaient pas
étre décrits quantitativement par la TCM. En fait on trouva que le comporte-
ment critique variait avec la dimension d’espace ainsi qu’avec d’autres propriétés
générales des modeles. Néanmoins il semblait aussi qu’une certaine universalité
survivait, mais d’une forme plus limitée. Quelques propriétés spécifiques parais-
salent importantes, mais pas tous les détails de la dynamique microscopigue.

Le non-découplage des échelles. Pour comprendre combien le probleme était
profond, il faut prendre conscience que cette situation n’avait jamais été con-
frontée auparavant: En effet, I'ingrédient principal de la théorie de Landau est
I’hypothése que, comme d’habitude en physique, les phénomeénes qui correspon-
dent a des échelles de distance trop différentes se découplent.

Iustrons cette idée par un exemple classique tres simple. A un niveau naif on
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obtient 7, la période du pendule, par analyse dimensionnelle,

T o +/longueur /g .

En réalité, dans cet argument se cache une hypothése physique essentielle: &
savoir qu’on peut oublier la structure atomique interne du pendule, la taille
de la terre ou la distance terre soleil. Ces échelles de distance n’interviennent
pas parce que beaucoup trop petites ou trop grandes par rapport a I'échelle du
pendule. On s’attend A ce qu'elles donnent des corrections d’ordre le rapport
A = (petite échelle/grande échelle) et donc négligeables avec une bonne approx-
imation. Bien siir, il existe des fonctions mathématiques qui ne sont pas tres
petites méme quand le rapport A est petit telles que 1 /InX. Mais ces fonctions
sont singulidres et, la nature étant bonne fille, elle ne met pas en général des
singularités 14 ou cela n’est pas indispensable.

De méme en mécanique Newtonienne, pour déerire le mouvement planétaire
on peut oublier dans une trés bonne approximation, a la fois les autres étoiles
et la taille de soleil et des plandtes, qui peuvent étre remplacés par des objets
ponctuels. De la méme maniére encore, en mécanique guantique non-relativiste,
on peut ignorer la structure interne du proton, et obtenir les niveaux d’énergies
de I'atome d’hydrogéne avec une excellente précision.

Iéchec de la théorie du champ moyen démontre au contraire que ceci n’est plus
généralement vrai pour les Phénomeénes Critiques, une situation inattendue et
totalement nouvelle. En fait si 'on essaye de calculer des corrections a la théorie
du champ moyen on trouve des divergences quand la température s’approche de
la température critique. Ces divergences font intervenir le rapport de la longueur
de corrélation et de I’échelle microscopique, une situation réminiscente de la
physique des particules, & ceci prés que dans l’interprétation conventionnelle de
la théorie des champs c’est Péchelle microscopique qu’on veut faire tendre vers
zéro, alors qu'ici c’est 1’échelle macroscopique (la longueur de corrélation) qui
tend vers Vinfini.

Les divergences rencontrées dans la théorie des champs de la physique des
particules et la théorie des phénomenes critiques ont en fait une origine com-
mune: le non-découplage des différentes échelles de physiques. Tes infinis ap-
paraissent quand on essaye d’ignorer comme on en a I’habitude, et comme il
est généralement justifié, Uexistence d’une échelle de physique ou les lois de la
physique sont trés différentes.

On aurait pu craindre, dans ces conditions, que la physique macroscopique soit;
sensible & toute la structure de courte distance, que les phénomeénes & grande dis-
tance dépendent de la dynamique microscopique détaillée et donc soient essen-
tiellement imprédictibles. La survivance d’une universalité, méme réduite, était
encore plus surprenante. Pour comprendre toutes ces observations, un nouveau
cadre conceptuel devait évidemment étre inventé.
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1.7 Le groupe de renormalisation de Kadanofi—-Wilson

En 1966, Kadanoff proposa une méthode pour attaquer ce probleme: calculer les
observables physiques de fagon récursive en sommant d’abord sur les degrés de
liberté de courte distance. Comme lui, nous allons illustrer 'idée par le modele
d’Ising, mais avec un point de vue plus général.

Un exemple: le modéle d’Ising. Le modéle d’Ising est un modele de mécanique
statistique sur réseau. A chaque site 7 du réseau est associée une variable aléatoire
S; qui ne peut prendre que les valeurs 1, un spin “classique”. Les quantités
thermodynamiques sont obtenues en moyennant sur toutes les configurations de
spins avec un poids de Boltzmann e M=)/ T ol T est la température, ¢ la maille
du réseau, et Hy(9) une énergie de configuration correspondant & une interaction
de courte portée (par exemple seuls les spinsg proches voisins sur le réseau sont
couplés).
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FIG. 2 — Résequ initial et réseau de maille double.

Les transitions de phase n’apparaissent que dans la limite de volume infini,
appelée limite thermodynamique. Bien siir, en général on ne sait pas calculer
les moyennes exactement. Mais on voudrait au moinsg comprendre les propriétés
d’universalité.

L’idée alors est de sommer sur les spins S; & moyenne sur un sous réseau
de maille 2¢ fixée. Par exemple sur un réseau carré on regroupe les spins sur
des carrés disjoints et fixe la moyenne sur chaque carré (fgure 2). Aprés cette
sommation Ia fonction de partition est donnée en sommant sur des configurations
de ces spins moyens (qui prennent plus de deux valeurs) sur un réseau de maille
double. A ces spins correspondent une nouvelle énergie de configuration effective
H24(S5). On peut itérer cette transformation, aussi longtemps que la maille du
réseau reste petite comparée a la longueur de corrélation, c’est & dire 'échelle
des phénomeénes macroscopiques gu’on veut décrire,

Hana(S) = T [Han-14(S)] .

On espére que 'application répétée de cette transformation produira asympto-
tiquement une interaction effective dont la forme serait indépendante dans une
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large mesure de linteraction initiale, justifiant de cette maniére 'universalité
restante. Un tel espoir est basé sur I'existence possible de points fizes ou de
surfaces fixes de la transformation 7,

H*(S) — HaralS), H(S)="T[H"(5)].

Te—>00

Ce fut Wilson (1971} qui transforma une idée a l'origine un peu vague, en un
cadre précis et opérationnel, passant en particulier en variables de Fourier, unifi-
ant finalement le groupe de renormalisation de Kadanofl et celui de la théorie
des champs. Les idées essenticlles nouvelles sont les suivantes: on remplace
la notion d’intensité fixe des interactions par la notion d’interaction effective
dépendant de Péchelle des phénomenes considérés. Le groupe de renormalisa-
tion relie alors de facon itérative 'intensité & une certaine échelle de distance a
I'intensité & une échelle voisine légerement différente, comme dans l’équation
de flot (1.2). Ceci conduisit & une compréhension de 'universalité, comme
conséquence de I’existence de points fixes de longue distance du groupe de renor-
malisation général. Il devint possible de développer des méthodes de calcul
précises des quantités universelles, avec I'aide de techniques déja partiellement
préexistantes de la TQC (Brézin—Le Guillou—Zinn-Justin 1973).

Limite continue et théorie quantique des champs. En premier licu, il est clair
que dans le modgle d’Ising, aprés beaucoup d’itérations, la variable de spin ef-
fective, qui est une moyenne locale de beaucoup de spins, prend un continuum
de valeurs. De méme, la taille du résean initial devient de plus en plus petite par
rapport & la maille du réseau itéré. On peut donc remplacer la variable de spin
effective par un champ continu S{z) de 'espace continu. La somme sur les spins
devient une intégrale sur les champs, ou intégrale fonctionnelle,(généralisation de
Pintégrale de chemin) formellement analogue & celle qui permet de calculer les
observables physiques en théorie quantique des champs, mais avec une interaction
de forme tres générale.

Le point fize gaussien. Une propriété qui devient alors apparente est que le
modele gaussien est un point fixe du GR (ce qui n’est pas sans rapport avec le
théoréme central limite de la théorie des probabilités). A 7., dans la limite de
grande distance, il prend la forme d’une théorie quantique de champs (scalaires)
libres et sans masses De plus le modéle gaussien perturbé reproduit tous les
résultats connus de la TCM. Le groupe de renormalisation de la TQC apparait
ainsi comme une forme limite du groupe de renormalisation général a la Wilson—
Kadanoff.

Ce qui est frappant dans cette approche, c’est 'apparition naturelle d’une
TQC renormalisable comme théorie effective pour décrire la physique de grande
distance des phénomenes critiques.

Il devient alors difficile de résister a la tentation d’appliquer les mémes idées
4 la théorie quantique des champs qui décrit la Physique des Particules.
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1.8 Théories quantiques des champs effectives

La condition que les Interactions Fondamentales devaient étre décrites par des
théories renormalisables a été un des principes de base dans la construction
du Modeéle Standard. Du succes de ce programme, il pouvait étre conclu que
le principe de renormalisabilité était une nouvelle loi de la nature. Ceci im-
pliquait évidemment que toutes les interactions incluant la gravitation devaient
&tre descriptibles par de telles théories. L’incapacité d’exhiber une version renor-
malisable de la théorie de la gravitation quantique a donc jeté un doute sur le
programme lui-méme. En effet, si le Modeéle Standard et ses extensions naturelles
possibles n’étaient que des théories approchées, il devenait difficile de comprendre
pourquoi elles devaient obéir & un principe aussi abstrait.

La théorie des phénoménes critiques, et 'apparition naturelle de théorie des
champs renormalisables, a procuré une interprétation beaucoup plus simple et
plausible. On peut maintenant imaginer que les Interactions Fondamentales sont
décrites & 1’échelle microscopique (bien sir microscopique, comme la longueur
de Planck, par rapport aux échelles de distance actuellement accessibles), ou
a trés grande énergie, par une théorie finie qui n'a pas la nature locale d'une
théorie quantique des champs. Bien que cette théorie ne fasse intervenir que
I’échelle microscopique, pour des raisons qui restent & étre comprises, elle engen-
dre, par Deffet coopératif d’un grand nombre de degrés de liberté, une physique
de grande distance avec interactions entre particules de trés faible masse. Dans
les Phénomenes Critiques c¢’est expérimentateur qui ajuste la température a sa
valeur critique pour faire diverger la longueur de corrélation. Dans la physique
des Interactions Fondamentales ceci doit se produire naturellement, sinon on est
confronté au fameux probléeme de ['gjustage fin. Comme la masse de Planck est
au moins de l'ordre de 102 fois 1la masse de la particule de Higgs, dont 1’existence
est conjecturée par le modele Standard, il faudrait qu’un parametre de la théorie
soit par accident proche de sa valeur critique avec une précision analogue.

Quelques mécanismes possibles sont connus, qui engendrent des particules de
masse nulle, les symdétries brisées spontanément avec bosons scalaires dit de Gold-
stone, les particules au coeur des interactions de jauge tel le photon, la symétrie
chirale qui produit des fermions de masse nulle {mais aucun schéma n’est actuelle-
ment établi}.

Alors, comme conséquence de Iexistence d’un point fixe de longue distance,
la physique de basse énergie, de longue distance, de faible masse, peut étre
décrite par une théorie des champs effective. Cette théorie des champs est munie
naturellement d’un cut-off, réflexion de la structure microscopique initiale, et
contient toutes les interactions locales permises par le contenu en champs et les
symétries. Si la théorie des champs libres (c’est & dire la TCM) n’est pas une
trop mauvaise approximation (le point fixe est suffisamment proche du point fixe
gaussien) les interactions peuvent étre classées par la dimension des couplages
correspondants. Ainsi les interactions de type non-renormalisable, qui apparais-
sent dans la présentation traditionnelle de la T'QC comme trés dangereuses, sont
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automatiquement supprimées par des puissances du cut-off (cest sans doute le
cas de la gravitation d’Einstein). Les interactions renormalisables qui sont sans
dimension n’évoluent que trés lentement (logarithmiquement) avec 'échelle et
survivent & longue distance. Ce sont elles qui déterminent la physique a basse
énergie. Les interactions super-renormalisables {ceci inclut aussi les termes de
masse), qu'on jugeait inoffensives car elles engendrent le moins de divergences,
doivent étre naturellement absentes ou tres faibles car elles croissent a longue
distance. La théorie nue est alors une version de la théorie effective dans laquelle
toutes les interactions non-renormalisables ont déja été négligées. Elle n’a nul
besoin d’étre physiquement cohérente & trés courte distance ot elle ne constitue
plus une approximation valable, et oll on peut la modifier de facon largement
arbitraire pour la rendre finie.

Bien sfir cette interprétation n’a aucune influence sur la maniére dont les
calculs perturbatifs sout effectués, et donc on pourrait se demander si le probleme
n’est pas de nature quasi philosophique. Pas tout a fait!

Nous avons mentionné ci-dessus que prendre la théorie nue au sérieux conduit
en particulier & confronter le probléme de ’'ajustage fin des masses des particules
scalaires (ceci s’applique donc au boson de Higgs), et donc force & chercher des
solutions (supersymétrie, état lié de fermions plus fondamentaux).

Il résout le probléme de la frivialité: des interactions renormalisées décroissant
logarithmiquement avec le cut-off sont acceptables parce que le cut-off est fini.
Reprenons l'exemple de la QED et utilisons 'argument de Gell-Mann-Low en
sens inverse. A charge nue maintenant fixée, la charge effective a la masse p tend
vers zéro comme 1/In(A/u), ce qui est acceptable pour toute valeur raisonnable
du cut-off A si u est de Uordre de grandeur de la masse de I'électron. Ceci peut
méme expliquer la faible valeur de la constante de structure fine.

Il suggere la possibilité d'une découverte d’interactions non-renormalisables,
bien qu’elles soient trés faibles. Un mécanisme possible est le suivant. Des
exemples peuvent é&tre trouvés dans les phénomenes critiques dans lesquels la
théorie réduite aux interactions renormalisables a plus de symétrie que la théorie
compléte (la symétrie cubique du réseau conduit & une symétrie de rotation &
grande distance). Alors de treés petites violations de symétries pourraient étre le
signe d’interactions non-renormalisables (et comme nous I'avons déja mentionné
la gravitation quantique est déja peut-étre un exemple).

Donc ce point de vue moderne, profondément basé sur le groupe de renormali-
sation et la notion d’intensité des interactions dépendant de I’échelle d’observation,f
non seulement procure une image plus cohérente de la théorie quantique des
champs, mais également un cadre dans lequel de nouveaux phénomenes peuvent
étre discutés.

Il implique aussi que les théories quantiques des champs sont des structures
temporaires, qui ne sont pas nécessairement cohérentes a toute distance, et des-
tinées & &tre finalement remplacées par une théorie plus fondamentale de nature
radicalement différente.
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Chapitre 2

Valeurs moyennes gaussiennes. Méthode du col

Dans ce premier chapitre, nous rappelons un ensemble de résultats et de notions
mathématiques utiles, et parfois indispensables, pour comprendre le reste de
Iexposé.

Nous ferons un grand usage des intégrales et valeurs moyennes gaussiennes.
Elles apparaissent naturellement en théorie des probabilités parce que les moyennes§
d’un grand nombre de variables stochastiques indépendantes obéissent & des lois
gaussiennes. Dans la théorie des transition de phase et phénomenes critiques
des considérations quelque peu analogues conduisent au modeéle quasi-gaussien
dont on vérifie qu’il reproduit tous les résultats de 'approximation de champ
moyen ou de la théorie de Landau. Dans une limite oti le nombre de variables
d’intégration diverge, les intégrales gaussiennes jouent un réle essentiel dans tous
les aspects quantitatifs de ’analyse des fluctuations critiques.

Il est commode pour des raisons techniques de rappeler d’abord la notion
de fonction génératrice. Nous calculons ensuite des intégrales gaussiennes et
démontrons le théoreme de Wick pour des valeurs moyennes gaussiennes, un
résultat simple mais d’un grand intérét pratique.

Nous expliquons ensuite la méthode du col, une méthode d’évaluation asymp-
totique, dans certaines limites, d’intégrales réelles ou complexes. En effet, la
méthode du col nous sera directement utile et raméne le calcul d’intégrales au
calcul d’'intégrales gaussiennes.

Notation. Dans ce qui suit nous utilisons des caracteéres gras pour indiquer des
matrices ou des vecteurs, et les caractéres italiques correspondants pour indiquer
Ies éléments de matrice ou les composantes de vecteurs.

2.1 Fonctions génératrices

Soit Q(z1,xa,...,%,) une mesure positive ou une distribution de probabilité
définie dans tout R™ et normalisée. Nous notons

(Fy = f d"z F(x)0(x),
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ottd™z = [}, dx;, la valeur moyenne d’une fonction F(zy,...,1,). Par définitiong
(1) = 1.
Tl est souvent commode d’introduire la transformée de Fourier de la distribu-

tion
Z{b) = <exp (Z b1$1)> = fd”:c exp (z bq;a:@-) £2(x), (2.1)

i=1
oll b; est imaginaire. Pour certaines distributions, la fonction génératrice est
une fonction entidre et peut done étre prolongée a toutes les valeurs des b; com-
plexes. Dans ce cas il est parfois plus commode de partir des b; réels plutdt
qu’imaginaires, parce que l'intégrant est alors encore une mesure positive.

La fonction Z(b) est une fonction génératrice des moments de la distribution,
c’est 3 dire des valeurs moyennes de polynomes. En effet on reconnait, apres
développement de l'intégrant en puissances des variables by, la série

oo T

Z(b) = Z T Z bklbkz . -bkg (mklwkz o -fﬂkg) .

£=0 " k1,kz,... ke=1

f'%|;_t

Les valeurs moyennes peuvent done étre obtenues en dérivant la fonction Z(b)
par rapport A ses arguments. Dérivant les deux membres de 'équation (2.1) par
rapport a bg, on obtient

aibkz(b) = /d”:r: T CXP (Z; bimi) Qx). (2.2)

Dérivant de fagon répétée et prenant la limite b = 0, on trouve donc

a 0 o
. = Z{b
(mklmkz q"ke) [abkl 8bk2 8bkg ( )i|

Cette notion de fonction génératrice est trés utile et sera étendue plus tard a la
limite ot le nombre de variables est infini.

(2.3)

b=0

2.2 Valeurs moyennes gaussiennes. Théoréme de Wick

A cause du théoréme de la limite centrale, les distributions de probabilités gaussi-

ennes jouent un réle important en théorie des probabilités comme en physique.

De plus elles ont des propriétés algébriques remarquables que nous rappelons

maintenant. Comme la plupart de ces propriétés algébriques se généralisent a

toutes les intégrales gaussiennes, nous nous plagons dans ce cadre plus général.
Considérons d’abord 'intégrale gaussienne

T

Z(A) = fdn’L‘ eXp | — Z %LEZ‘AZ'J:CEJ' 3 (24)
i, §=1
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oli la matrice A d’éléments A;; est une matrice symétrique complexe dont la
partie réelle a des valeurs propres non négatives, et qui n’a pas de valeur propre
nulle:

ReA >0, a;#0.

Diverses méthodes permettent de démontrer
Z(A) = (2m)™?(det A)~1/2, (2.5)

Nous démontrons ici ce résultat pour des matrices réelles. Comme le résultat est
laracine carrée d’une fonction algébrique, on comprend facilement que le résultat
se généralise & des matrices complexes, & condition de préciser la détermination
de la racine.

2.2.1 Matrices réelles

Nous partons de l'intégrale simple (a > 0)

‘E_OO 2 2
f dg e~ /240w — | for jqeb /20 (2.6)

— 0

Toute matrice symétrique réelle peut étre diagonalisée par une transformation
orthogonale, et donc la matrice A peut étre écrite

A = 0DO7, (2.7)
ou la matrice O est orthogonale et la matrice D d’éléments D;; diagonale:
OTO = ]., D'b'j = a¢5ij .

Changeons alors de variables, x — vy, dans 'intégrale {2.4):

2 Oyy; = Z A = Z riOikar Oz = Z aiyf ,
i
dont le jacobien est J = | det O}] = 1. Nous sommes alors ramenés 4 une intégrale

factorisée
n
= Hfdyi emaivi/2,
i=1

La matrice A est positive; ses valeurs propres a; sont donc positives, chague
intégrale converge et se déduit du résultat (2.6). Nous concluons

Z(A) = 2m)*(a1as . .. an) " V? = (27) 2 (det A) V2,
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2.2.2 Intégrale gaussienne générale

Considérons maintenant une intégrale gaussienne générale

n n
Z(A,b) == /dﬂ;c exp | — Z %ﬁ?iAijwj ‘|’Ebzmz . (28)
£, =1 i=1

Pour calculer Z(A,b), on cherche le minimum de la forme quadratique:

8 n T T
a—mk Z %:CiAijSEj — Zb@ﬂ:@ = ZAkj.’Bj — bk- = (.
i=1 j=1

4, 3=1

En terme de la matrice inverse de A:

A=A1
la solution peut s’écrire
T
i = ZAijbj . (2.9)
i=1
Apres le changement de variables x; — ¥,
T
€Ty — ZA”IJJ + 1y, (210)
j=1
I'intégrale devient
T n
Z(A,b) = exp Z %bZA”bj /dny eXp | — Z %yiA,;jyj . (2.11)
ij=1 4,j=1

Ce changement de variables réduit le calcul & lintégrale (2.4). On en déduit

Z(A,b) = (22 (det A)ml/2 exp Z ThiAibj | (2.12)
ij=1

Remarque. 1’intégrale gaussienne a une propriété remarquable: si l'on intégre
I'exponentielle d’'une forme quadratique sur un sous-ensemble de variables, le
résultat est encore 'exponentielle d’une forme quadratique. Cette stabilité struc-
turale explique la stabilité des distributions de probabilité gaussiennes et est
reliée aussi & certaines propriétés de Poscillateur harmonique qui vont étre dis-
cutées en section 5.1.2.
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2.2.3 Valeurs moyennes gaussiennes et théoréme de Wick

Dans le cas ou la matrice A est réelle et donc positive, nous pouvons considérer
la fonction gaussienne comme une mesure positive sur R™ ou une distribution de
probabilité et calculer des valeurs moyennes de fonction des variables x;:

(F(x)) =Nfd”cc F(x)exp | — Z sz | (2.13)
ig=1
ol la normalisation N est choisie de telle sorte que (1) = 1:
N =Z"1A,0)=(2r) "?det A.

La fonction (2.8) est alors une fonction génératrice des moments de la distri-
bution, c’est & dire des valeurs moyennes gaussiennes de polyndémes (cf. section
2.1). En effet

Z(A,b)/Z(A,0)= <(~3po bm> .

Les valeurs moyennes peuvent donc étre obtenues en dérivant 'expression (2.8) parf
rapport aux variables b;:

a 0 a
. = —n/2 ANY/? Z(A
(Bratrg i) = (0m) 2 et )2 |Gz
et, remplacant Z{A, b} par son expression explicite (2.12),
d 9] ~
(:Ckl cas 33@) - (91)—];;1 T Bbke cXp .';Zl Ebz’Aijbj . (2.14)
b= b=0

De fagon générale, si F/(x) est une série entiére dans Uensemble des variables z;,
nous trouvons l'identité

(F(x)) = F (%) exp Z 1b,A450; : (2.15)

b=0

Théoréme de Wick. L'identité (2.14) conduit au théoreme de Wick. Chaque
fois qu'une dérivée agit sur 'exponentielle du membre de droite, elle engendre
un facteur b. Une autre dérivée devra agir ultérieurement sur ce facteur, sinon
le terme correspondant s’anmulera dans la limite b = 0. Nous en concluons
que la moyenne du produit xg, ...xx, avec le poids gaussien exp(—%a:iA@-ja:j)
est obtenue de la maniére suivante: on considere tous les appariements possibles
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des indices k1,..., ks (£ doit donc étre pair). A chaque paire kyk, on associe
I'élément Ay, g, de le matrice & = A1, Alors
(g, - gy = z A"’Pll"Pz . 'Akpgu1kpg , (2.16)

tous les appariements
possibles P de {ki...ke}

= > (Thp, Thmy) - - - (T, Thpy) - (2.17)
tous les appariements
possibles P de {k1...k¢}
Les équations (2.16,2.17) sont des propriétés caractéristiques de toute mesure
gaussienne centrée ((z;} = 0). Elles sont connues sous le nom de théoreme de
Wick et sont, dans une forme adaptée & la mécanique quantique ou a la théorie
quantique des champs, la base de la théorie des perturbations. La simplicité du
résultat ne doit donc pas cacher sa grande importance pratique. Notons aussi
que la démonstration est purement algébrique et s'étend donc aux intégrales
complexes. Seule I'interprétation des fonctions gaussiennes comme mesure ou
distribution de probabilité disparait alors.

Ezemples. On trouve alors successivement:
(ﬂjhx%’z) - Ahiz )
(Tiy BiyBigBig) = DiyigDigia + Birig Digig + Digis Diai-
Plus généralement, la valeur moyenne d’un produit de 2p variables est la somme
de (2p —1)(2p — 3)...5 x 3 x 1 termes distincts.

Une identité utile. Considérons maintenant la valeur moyenne gaussienne du
produit z; F(x):

T
{m; F(x)) :N/dnm x; F(x)exp | — Z 2x; ALk | - (2.18)
k=1
Nous notons
TV a n
r;eXp t — Z %LBjAjk.’Ek; = _ZAM@ exp | — z %.’EjAjk:Ek
jk=1 ‘ k=1

Nous utilisons alors cette identité dans (2.18) et intégrons par parties:

n

n aF
(z:F(x)) :N;Awfd Texp | — Z %mjAjkak Fret

k=1
ce qui se résume dans une identité qui peut se démontrer aussi en appliquant le

théoréme de Wick: -
(e b'(z)) = ; (zi%e) <3—:}373> - (2.19)
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2.3 Mesure gaussienne perturbée. Countributions connexes

Méme dans les cas favorables ou le théoréme de la limite centrale s’applique,
la mesure gaussienne n’est qu’une distribution limite. Il est donc intéressant
d’étudier les corrections & la distribution gaussienne.

2.3.1 Mesure gaussienne perturbée

Nous considérons une distribution plus générale normalisée e~ 405A) /Z(X) ot la
fonction A(x, M) est la somme d’une partie quadratique et d’un polynome AV (x)
dans les variables z;:

1 T
A(X,)\) = 5 Z SC.,;A@jSEj + AV(X), (2.20)
ij=1
le parametre A caractérisant 1’amplitude de la déviation a la distribution gaussi-
enne.
La normalisation Z(A) est donnée par I'intégrale

20 = f g o= AGA) (2.21)

Pour la calculer, nous développons l'intégrant en série formelle de A et intégrons
terme & terme:

W
>

!
NE
?}f\

_ Wk n
]) fd”a: V’“(x) exp | — Z %:ciAija:j
1,5=1

—z0)Y CEN° (yr ), | (2.22)

ol (e), signifie valeur moyenne gaussienne avec la mesure exp[— ., ;5 Tidiiz;/2].
Chaque terme du développement, qui est la valeur moyenne gaussienne d’un
polyndme, s’obtient alors en utilisant le théoréeme de Wick (2.16).

Utilisant 1'équation (2.15) avec F = e~*Y nous en déduisons aussi une repré-
sentation formelle de la fonction (2.21): '

Z(X)/Z(0) = < exp {ﬁ)\v (%)] exp Zn: 1b:0;5b; . (2.23)

4,j=1 b=0

Exemple. Considérons la perturbation

V(x) = % > (2.24)



(DRAFT du 9/7/3 14:51) 33 (DRAFT du 9/7/3 14:51)

A Tordre A? on trouve (AA =1)

Z(\)/Z(0) —1——)\2( 21(4r )\222(33 ), + OO
- _—)\ZA +128A22A ZA

+ A2 (e uldyi A + ﬁAffj) +O(\). (2.25)
tj
Une vérification simple des facteurs est obtenue en spécialisant au cas d'une seule
variable. Alors

Z(N/Z2(0) =1~ I+ 302 00%),

Notons aussi que les deux premiers termes de Pexpression (2.25) s’exponentient
de telle sorte que In.Z n’a plus que des termes conneres, c’est a dire des termes
qui ne peuvent pas se factoriser en un produit de sommes:

In Z()\) —In Z(0) = AZM F A (HAGAG AL + g5A%) +O().

ij

2.3.2 Diagrammes de Feynman. Contributions connexes

Il est possible d’associer & chaque contribution perturbative un graphe appelé
diagramme de Feynman. Chaque monéme contribuant & V'(x) est représenté par
un point (un vertex) d’olt partent un nombre de lignes égal au degré du monodme,
et chaque appariement est représenté par une ligne joignant les vertex auxquels
appartiennent les variables correspondantes.

Nous venons d’introduire la notion de contribution connexe. A cette notion
correspond une propriété des graphes. Une contribution connexe est une contri-
bution correspondant & un diagramme connexe. Nous utilisons ci-dessous Uindice
¢ pour indiquer la partie connexe d’une valeur moyenne. Dans ces conditions par
exemple

V) = V), (V)= (), + V)
(V3(x)) = (V3(x)), + 3 (VHx)) (V (), + (V)

De facon générale & 'ordre & on trouve
L{VE(x)) =} (V¥(x)),+ termes non connexes .
Un terme non connexe est un produit de la forme

(VR (x)) (VE(x)),...(VF(x)),, kithat -k =k,
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avec un poids 1/k! venant du développement de I’exponentielle multiplié par un
facteur combinatoire correspondant & toutes les facons de regrouper k objets en
sous-ensembles de £y -+ko +- - -+ &y, objets, si tous les k; sont distincts. On trouve

D B
R kel kL kalkal..

Si m puissances k; sont égales, il faut diviser par un facteur combinatoire supplé-
mentaire 1/m! car le méme terme a été compté m! fois.
On remarque alors que le développement perturbatif peut étre récrit

W) =InZ(\) = 2(0) + > (_ﬁ)k (Vi) . (2.26)
k

2.4 Valeurs moyennes. Fonction génératrice. Cumulants

Nous calculons maintenant les valeurs moyennes de polyndémes avec la distribu-
tion e~ 42 /Z(A) oft A(x, A) est le polynéme (2.20):

Alx, M) = > lzidyz; + AV (x).
i, j=1

Les valeurs moyennes {x;, &;, ...Z;, ), que nous appellerons aussi fonctions a £
points, sont données par le rapport

(@i, iy Tiy)y = 2 (N Ziyign e (A,
Zirig..ip(A) = /d”m Ty Xy - . T, €XP [—A(x, A)] .

2.4.1 La fonction & deux points

Considérons, par exemple, la fonction & deux points (z; z;,),. Il faut calculer
Iintégrale

Zil‘iz (A) = /dﬂw Ti, Ly, €XP [7A(X1 A)} .
Dans 'exemple (2.24) & ordre A2, nous trouvons

’-':112( )/Z( ) A’-'31’6'2 ’)‘A’Ll’bz <‘T’z IAZATM AzzAmg

21 4' 21{ 412 ZA“TZ <CE‘ 2‘4] ZA‘L’LlA’L'LAHZ <£C4>0

+A2> (4 AMAWAQ Aji+ mmAMAS
ij

+%A11%AJ’L2A A AJ.?)+O()\3)
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Nous devons encore calculer le rapport

(i i)y = Zii(A)/Z(A).

Dans la division des deux séries les termes non connexes disparaissent et nous
trouvons

(@0, Tip)y = Diia — 3A D Dy Dii sy + A7) (§80,3 0, Ay AsiA 5
i i
30 Ay AL A + %AiliAjvizA?j) +O0(A%). (2.27)
En termes de diagrammes de Feynman, la contribution d’ordre A est représentée

par le diagramme de la figure 3 et les diagrammes de la figure 4 représentent les
contributions d’ordre A2

FIG. 3 — Lo fonction ¢ deux points & Uordre A.

0

/ N

FIG. 4 — Contributions d’ordre A* a la fonction & deux points.

Nous pourrions calculer de méme la fonction & quatre points, c’est a dire les
valeurs moyennes des monomes de degré quatre. Nous trouverions un grand
nombre de contributions. Mais les résultats se simplifient notablement si nous
calculons directement les cumulants de la distribution. Pour cela il est commode
de définir d’abord une fonction génératrice des valeurs moyennes <:r;z-1 Tiy - - - Ty > X

2.4.2 Fonctions génératrices. Cumulants

Nous généralisons la fonction (2.8) de exemple gaussien sous la forme

Z(b,A) = Z(\) {exp [3 bizi] ), = / d™z exp (—A(x, A) + be) . (2.28)
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La fonction Z(b, A)/Z(A) est la fonction génératrice des valeurs moyennes {sec-
tion 2.1)

o 0 0
i i e Ty )y = 21 Z(b, A 2.29
(.’E 1T T £>)\ Z ()‘) abh abzg abig ( H ):| b0 ( )
Introduisons maintenant la fonction
Wi(b,A) = InZ(b, \). (2.30)

Dans l'interprétation probabiliste, W(b, A) est la fonction génératrice des cumu-
lants de la distribution. Comme conséquence de équation (2.26), le dévelop-
pement perturbatif des cumulants est beaucoup plus simple puisqu’il ne contient
que des contributions connexes.

Remarques.

(i) Dans le cas de la mesure gaussienne, W(b) se réduit & polyndme du second
degré dans les variables b;, et ¢’est 14 une propriété caractéristique.

(it) Dans le cadre de la physique statistique, les valeurs moyennes (z;, Z;, - . . Z;,) 0
sont appelées fonctions de corrélation a £ points et les cumulants

0 4 d
%1’.':g...’l:£ = 81)11 8()12 e 81}22 W(b7 A):I

H

b=0

fonctions de corrélation connexes.

Ezemples. Développant la relation (2.30) en puissances de b, on trouve que
les fonctions & un point sont identiques

Wz'(l) = (w?l))\ .

Pour les fonctions & deux points, on trouve

Wi = (@i i)y — (@) @)y = (@i — @i)y) (@5 — @a)3)), -

C’est donc la fonction & deux points de la variable & laquelle sa valeur moyenne
a été soustraite.

Dans le cas d’une perturbation paire V{x) = V{-x) (comme dans '’exemple
(2.24))

W‘{z) = (3%137:'2))\ 3

i113

4
Wz-(l@)g@m = (@4, Tiy Tiy Ty )y — (Tiy Tig )y (TisTig)y — (Tay L)y (TinTig )y

- <$i1$i4>A <$’£3$'f32>)\ . (231)

La fonction connexe & quatre points, qui s’annule exactement pour une mesure
gaussienne, donne une premiére évaluation de I’écart a la mesure gaussienne.
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Dans exemple (2.24), on trouve alors 4 Pordre A%:

W = Z AgyilhiyiBigiDgi + A2 Z Ay iligiling DAY

10434
S 14
A2 ST AL AL DG AL AT EXES T A AL A A AT
5 f1iidigiiRdn fi2ig 3 11252848205 A2 0 ) g
iJ iJ

-+ %)\2 Z (AiiAiinlfiAészisjAuj 4+ 3 termes) + O()\g) . (232)

ij

2.5 Méthode du col

Pour évaluer des intégrales de-contour dans le domaine complexe, on peut par-
fois utiliser la méthode du col, qui réduit leur évaluation & une somme (infinie)
d’intégrales gaussiennes.

Nous décrivons d’abord la méthode dans le cas d’une intégrale réelle puis
complexe. Nous généralisons ensuite & un nombre quelconque de variables.

2.5.1 Intégrale réelle

Considérons Uintégrale

b
(N = f dz e~ AEA (2.33)

ol la fonction A(z) est une fonction réelle, analytique dans un voisinage du
segment (a,b), et A un parametre positif. Nous voulons évaluer cette intégrale
dans la limite A — 0. Dans cette limite I'intégrale est dominée par les maxima
de I'intégrant et donc les minima de A(z). Deux cas peuvent se présenter:

(i) Le minimum de A(z) correspond & un bord du domaine d’intégration. On
développe alors A(z) au voisinage du minimum et on intégre. Ce n’est pas le cas
qui nous intéresse ici.

(i) La fonction A(x) a un, ou plusieurs minima sur Uintervalle (a,b). Les
minima correspondent & des points z¢ caractérisés par

A'(z%) =0,

ot génériquement A”(z¢) > 0 (les cas ou A”(z°) = 0 exigent une analyse
séparée). Pour des raisons qui apparaitront plus tard ces points sont appelés
des cols (cf. exemple (ii)). $il y a plusieurs solutions, la contribution dominante
sera donnée par le minimum absolu de A(z).

Par ailleurs, si nous négligeons des corrections relatives d’ordre exp[—const./A],
nous pouvens restreindre intégration & un voisinage fini (z° — &,z% + ) de
z¢, mais avec &£ arbitrairement petit. En effet, pour ¢ suflisamment petit, les
contributions hors de cet intervalle sont bornées par

e~ AN s (b q) o= A (@) /20,
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ou nous avons utilisé la propriété ¢ < 1 de sorte que
Afz) — A(z®) ~ A" (z°) (z — 2°)° |

et done d’ordre e ¢/*, avec C' > 0, plus petites que la contribution dominante.
En fait, le domaine qui contribue est d’ordre v/A. Il est donc commode de changer
de variables, z — y:
y = (z—z%)/VA
Le développement de la fonction A &’éerit alors
AN =AY/ + 22 A7 (2°) + 2VAA (29)y® + EAAW (29" + 00?2,

On voit qu’a Vordre dominant il suffit de garder le terme quadratique. A cause
du caractere négligeable des contributions loin du col, on peut alors intégrer sur
[—00, +00]. On est ramené & une intégrale gaussienne:

T(N) ~ /2N AV (x2) e~ ALz} A (2.34)

Pour calculer les corrections d’ordre supérieur, on développe 'exponentielle en
p ; PP p
puissances de A et on intégre terme & terme. Par exemple, a 'ordre suivant

[ 270 s 1/ A" A®
I(\) = T © (z)/ [Hﬂ(ﬂw =357 | A OO

Remargques.

(i) Le développement formel engendré par la méthode du col en général diverge
pour toute valeur de A et n’est que le développement asymptotique d’une fonction
pour A — 0., c’est & dire satisfait

S MK)\KJrl':

TI(A) =Y I

k=0

o >0,{Mg}: VK et 0, <A< A

ol les termes My, génériquement croissent comme k!, Pour comprendre 1'origine
de cette propriété, il suffit de changer le signe de A dans l'intégrale.

(i1} Fréquemment U'intégrale & calculer prend la forme plus générale

I()\) = /d’E p('[;) e_A(-T)/)\’

Dans ce cas, pourvu que ln p(xz) soit holomorphe au voisinage du col, il n’est pas
nécessaire de prendre en compte la fonction p(z) dans Péquation de col. En effet,
la modification de la position du col est d’ordre A et la contribution & I'intégrale
provient d'une région d’ordre v/A > X autour du col.

On peut encore développer autour du col solution de 4’(z) = 0. A lordre
dominant on trouve alors

T(A) ~ /2N A7 (w0) p(z,) e A=)/



(DRAFT du 9/7/3 14:51) 39 (DRAFT du 9/7/3 14:51)

2.5.2 Exemples

Fonctions de Bessel. Evaluons la fonction de Bessel modifiée

1 ™
I{)(S) m g\/. d@eSCOSG,

—T

(= Jo(is)) pour 8 — oo (la fonction est paire).

Cette intégrale a la forme canonique pour 'application de la méthode du col
(s = 1/X), et l'intégrant est une fonction entiere.

Les cols sont donnés par

sinf=0=6=0 (modm).
Pour s — 400 le col dominant est § = 0. Nous développons au voisinage du col
scosf =s— 380° + £ 80* + O(6%).

La région contribuant & 'intégrale est d’ordre § = O(1/4/s). Donc

1 & 2
To(s) = _es/ a0 o012 (1 4 Ls6%) + O(e* /%)

2w oo
1 1 1
= e{1+—+0| 5]
V27s 8s 52
Justifions, sur cet exemple, 'appellation méthode du col. Pour cela il faut ex-
aminer la fonction cos@, qui apparait dans U'intégrant, dans le plan complexe
au voisinage du col 8 = 0. Les courbes de module constant de I'intégrant sont
les courbes Recosf constant. Nous notons que ces courbes se croisent au col

(cf. figure 5) et le module de lintégrant a donc une structure de col au sens
géographique.

Fonction T. Un autre exemple classique est 1'évaluation asymptotique de la
fonction

F(s)—/ dez® te™
0

pour s — 00,

T’intégrant est singulier & = 0 mais le voisinage de la singularité contribue
de facon négligeable dans cette limite ce qui permet d’appliquer la méthode du
col. L’intégrale n’est pas directement sous la forme canonique (2.33), mais un
changement de variable linéaire la Iui donne: z = (s—1)2’, et on pose s—1 = 1/A.
Alors

D(s) = (s — 1)°~ / dz e @@/
0
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~ Imé 7

FIG. 5 — Fonction Io: courbes de niveauz du module de ['intégrant dans le voisinage
du col 6 = 0.

et donec A(z) = z —Inz. La position du col est donnée par
Alz)y=1-1/z=0 = z°=1.

La dérivée seconde au col est A”(xz°) = 1. Le résultat & Pordre dominant est
donc

T'(s) ~ Vom(s—1)""Y2e!=% ~ Vars® V2o, (2.35)

§—00
une évaluation aussi appelée formule de Stirling. Notons que grace & la méthode
du col complexe que nous expliquons maintenant, ce résultat s'étend & s complexe
avec |arg s| < .

2.5.3 Intégrale de contour complexe

Considérons I'intégrale

7)) = jzf d e A@/ (2.36)
C

ot la fonction A{z) est une fonction analytique de la variable complexe z et A un
paramétre réel positif. Le contour C va du point ¢ au point b du plan complexe,
et est contenu dans le domaine d’holomorphie de A. Comine cas limite, on peut
considérer la situation ol les points a et b s'éloignent a linfini dans le plan
complexe.

On veut évaluer I'intégrale pour A — 0. On pourrait penser a priori que
I'intégrale est alors dominée par les points oli le module de I'intégrant est maxi-
mum et donc la partie réelle de A(x) est minimum. Cependant la contribution du
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voisinage de tels points peut se compenser parce que la phase varie rapidement
(un argument gui conduit & la méthode de la phase stationnaire).

La méthode du col consiste 3 déformer le contour C' de toutes les maniéres
possibles dans le domaine d’holomorphie de A (sans évidemment franchir de
singularité ce qui changerait la valeur de Pintégrale) de fagon & ce que le module
maximum de Pintégrant soit minimum, c’est & dire que le minimum de Re A(z)
sur le contour soit maximum.

S’il est possible de déformer le contour €' en un contour équivalent sur lequel
Re A(z) est monotone, alors 'intégrale est dominée par une des extrémités du
contour. Dans le cas contraire la partie réelle passe par un minimum. Sur le
contour optimal le minimum ne peut étre di qu’a une singularité de la fonction
ou enfin, et c’est la situation qui nous intéresse ici, a un point régulier ou la
dérivée de A s’annule:

Al(z)=0.

Un tel point z° est un col au sens des courbes de niveaux de Re A(z) (figure
5). La structure de l'intégrant se comprend mieux si 'on se souvient que les
courbes Re A constant et Im A constant forment deux ensembles de courbes bi-
orthogonales. Les seuls points doubles de ces courbes sont des singularités ou
des cols. En effet développons la fonction au voisinage de z°:

Az) — A(z®) ~ LA"(2°) (z — 2°)* = Re[A(z) — A(z)] ~ LA (@) |(w® - v?),

ol les coordonnées réelles u, v sont définies par

u+iv = (z — 2°) gitrgA” (z)/2

Au voisinage du col on peut choisir le contour déformé pour qu’il suive une
courbe Tm A constant, et donc la phase de I'intégrant reste constante: Il n’y a
plus de compensations. L'intégrale est dominée, & des contributions plus petites
que toute puissance de A prés, par le voisinage du col. A partir d’ici, I’argument
et le calcul sont les mémes que dans le cas réel précédent.

Ezemple. Considérons la représentation intégrale de la fonction de Bessel

Jo(s) = Lj{ dz gs(z—1/2)/2
2w Jo %
ot Ie contour C est un contour fermé simple contenant 1’origine & son intérieur
et parcouru dans le sens positif. Evaluons par la méthode du col I'intégrale pour
s réel tendant vers +oo.
Posons

Alz) ={(1/z—=2)/2.
L’équation des cols est

1
2A/(z) =~ ~1=0 = z=i.
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Par ailleurs,

Re A(2) = Rez(1/|z]? —1).

On voit que les deux cols contribuent. Pour le col z = i posons z = 4 + ¢3/4 g,
Alors
A(z) = —i+ 82 /2 + O(s%).

La contribution du col est

1 e oo 2 1 .
= ezsﬁm/élf ds e %8 /2 _ ezs—zrr/dl
2m oo V2rs

Le deuxiéme col donne une contribution complexe conjuguée. On trouve alors

Jo(s) e \/;i;cos(s - m/4).

2.6 Méthode du col a plusieurs variables. Application aux
fonctions génératrices

Nous généralisons d’abord la méthode du col au cas de n variables, et 'appliquons
ensuite au caleul de fonctions génératrices.

2.6.1 Méthode du col a plusieurs variables

Considérons 'intégrale générale sur n variables
n 1
I(A) = | d"z exp —XA(ml,.‘.,wn) , (2.37)

ol pour simplifier nous supposons que la fonction A est entiére et que 'intégration
porte sur tout R™.
Dans la limite A — 0, 'intégrale est dominée par les cols solutions de:

%A(m‘l’,mg,m;) =0 Vi. (2.38)
Dans le cas ou il existe plusieurs cols, il faut classer les cols par la valeur de Re A.
Le col dominant sera souvent celui qui correspond & Re A minimum. Toutefois,
tous les cols ne contribuent pas nécessairement et il faut procéder par déformation
du domaine d’intégration initial. Dans le cas de plusieurs variables, il peut ne
pas étre simple de reconnaitre quels cols contribuent.

Pour calculer la contribution dominante du col x°, nous changeons de variables,
posant

x =x°+yVA. (2.39)
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Nous développons alors A(x) en puissances de A (et donc de y):

1 1 1« 82A(x°)

A (717 A (X)+2! i Oy, Yill
oo )\k:/2—1 akA(xc)

Apreés le changement de variables, le terme quadratique en y est indépendant de
A. L'intégrale devient

c 1 82 A(x°)
T - yn/2 —Ax )/Afdn o ST Ly 9 41
(A)=A""e yexp | o . Baids, viy; — R(y)|  (2.41)
o0 k/2-1 akA(Xc)
M= T 2 (242

Nous développons alors intégrant en puissances de v/A: & chaque ordre le caleul
est ramené & une moyenne gaussienne de polynomes. A l'ordre dominant on
trouve

_1/2 c
T(\) ~ (2mA)/2 [det A<2)] e~ AGI/A (2.43)

~
—0
ot A® est la matrice des dérivées partielles secondes:

9? A(x°)
8:1:%-6:(:3- .

I

(A

2.6.2 Fonction génératrice et méthode du col

Nous introduisons la fonction génératrice des valeurs moyennes (2.28)
Z(b) = / drg o AL b (2.44)

ol A(x) est maintenant une fonction réguliere des x;. Définissons
N =1/Z(0).

Les valeurs moyennes de polynémes avec le poids e A

(Th, Thy « - Thy) = N/d":c T, Thy - - - Ty €4, (2.45)
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peuvent étre obtenues A partir de dérivées de Z (cf. équation (2.29)):

o o )
Obg, Oby,  Obp, z (b)}

($k1$k2 . .3:}%) :N

b=0

Méthode du col. Calculons les contributions des deux premiers ordres de la
méthode du col & Pintégrale (2.44). L’équation du col est

_0A
Nous développons A(x) autour du col x° comme expliqué en section 2.6.1 et util-
isons le résultat (2.43). Introduisons maintenant W(b), la fonction génératrice

des cumulants de la distribution qui sont aussi les fonctions de corrélation con-
nexes (équation (2.30)):

b;

W(b) = In Z(b).
Utilisant le résultat (2.43) et identité
Indet M =trlnM

valable pour toute matrice M, nous trouvons

W(b) = —A(x.) +b-x— Jtr In A% (2.460)
by = 2A0x) (2.46b)
BIET;
avec 5 A ()
@, = S AKX
[A ]%.? o 83:%8:15'3 '

Les dérivées successives par rapport & b (se rappelant que x, est une fonction de
b & travers I'équation (2.46b)) calculées & b = 0 sont les fonctions de corrélation
connexes.

Exercices

FErxercice 2.1

Soient deux variables aléatoires x, y corrélées dont on suppose la loi de probabilité
gaussienne. On trouve les cing valeurs moyennes suivantes

() =(y) =0, <$2>:5, {xy) =3, <y2>:2.

En déduire les valeurs moyemmes (z%), (z3y), (22y?), (zy®), (¥°), (z*y®) (on
utilisera le théoréme de Wick).
Quelle est la distribution gaussienne qui conduit & ces valeurs?

Solution.
75,45, 28,180,120, 432.
La distribution gaussienne est

e (@ —3zy+5y°)/2
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Frercice 2.2

Soient trois variables aléatoires x, v, z corrélées dont on suppose la loi de proba-
bilité gaussienne. On trouve les neuf valeurs moyennes suivantes

(@) ={y) =(2) =0, (%) ={")=(") =0,
(zy) =b, (z)=(2y) =
En déduire en fonctions de a, b, ¢ les valeurs moyennes (z*), (z%), (z%y), (z%y*),
{z?yz).
Quelle est pour a = 2,b = 1, ¢ = 0 la distribution gaussienne qui conduit & ces
valeurs?

Solution.
(z*) = 3a%, (%) =154d°, (2®y)=3ab, (z%®)=d®+ 207,
{zyz) = ac+ 2bc.
Pour @ = 2,b =1, ¢ = 0 la distribution gaussienne qui conduit & ces valeurs est
exp [— 35 (40 4+ 4y® + 32° — day)] .

Fxercice 2.3

Démontration du résultat (2.5) par méthode itérative. Le déterminant d'une ma-
trice complexe quelconque A™ n x n, d’éléments Ag?) peut étre calculé de fagon
récursive en soustrayant & toutes les lignes un multiple de la derniére ligne de
fagon & annuler la derniére colonne (supposant Ai{i} # 0, sinon il faut prendre une
autre ligne et colonne). Cette méthode conduit & la relation entre déterminants

det A" = AM™ det ATY)
ott A1 est une matrice (n — 1) x (n — 1) d’éléments

ALY = AR AR ATI AR =1 -1 (2.47)

n 3
Utiliser le résultat (2.6) pour retrouver cette identité.

Solution. Nous considérons maintenant 1'intégrale (2.4). Nous intégrons sur la
variable x,, (supposant Re A, > 0), utilisant le résultat (2.6):

2w 1 = AinAn;
dx, exp mm ngAnz;Cz =47 exp | 5 Z 1 T
TN ?"le T

L’intégrale gaussienne restante devient une intégrale sur n — 1 variables:

n_1 n—1
nn i=1 6 =1

J=

Comparant avec I'identité (2.47), nous remarquons que nous sommes en train de
calculer 1/+/det A. Nous concluons

Z(A) = (2n)™?(det A)1/2. (2.48)
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Exercice 2.4

Evaluer par la méthode du col I'intégrale suivante

1
I(e) = /0 dezo™ (1 z)™,

avec f=1—a, >0, 8> 0, dans la limite n — oc.

Solution. Le col est z, = «, et donc

In(@) ~ v/2ra{1 — @) /na™¥(1 — )1 79,

Exercice 2.5

On consideére 'mtégrale

s feren (£ 6]

oll le vecteur q a deux composantes ¢4, gz. Calculer cette intégrale pour g — 0
par la méthode du col. On vérifiera d’abord gue la méthode du col & deux vari-
ables n’est pas justifiée. On pourra alors réexaminer le probléme en coordonnées
polaires.

Solution. Il y a un cercle de cols dégénérés et il faut passer en coordonnées
polaires pour en tenir compte car l'intégrale gaussienne autour de chaque col

diverge. Alors
Z(g) ~ 273/241/ ol/dg

FBrercice 2.6

Les polyntmes de Hermite, qui sont liés aux fonctions propres de l'oscillateur
harmonique, ont une représentation intégrale de la forme

+oo
Ho(z) = ‘/;rf ds e "2 (5 — ig)n.

Evaluer ces polyndmes pour n — oo et z réel par la méthode du col.

Solution. Les polyndmes H,(z) sont pairs ou impairs
Hp(—2) = (—1)"Ha(z).

Nous pouvons donc nous restreindre & z = 0.
Posons

A(s) = 1 —In(z — is).
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Les cols sont donnés par

1
Allsy =5~ =0 = s4=—1lizd1-2%/4

Par ailleurs .

2
L ———
(s +1iz)? o

Al(s)=1+
Il faut alors distinguer les deux cas 0 < z < 2 et 2z > 2 (z = 2 exige un traitement
spécial).
(ii) z > 2. Tl est commode de poser z = 2coshé avec 8 > 0. Alors

+4 A

sy =—iet? = e =exp[Line™ Fnd].

Il est facile de se convaincre en déplacant le contour que le col pertinent est s
(le col s, est un col entre le trou & s = —iz et 'autre col s_) et donc

1
n:oo V1 — 6—29

Au contraire pour |z| < 2, les deux cols contribuent. Posant z = 2 cos #, on trouve

Hn(2) exp [57 e 2 +ng].

—2ip : . ,
ene T /240 o conjugué complexe.

1
Hn(2) oo /1 - o240

FEzercice 2.7
Evaluer par la méthode du col U'intégrale

+oo 2
In(G) - / de e ™™ [2+naz cosh™ z
—00

en fonction du parameétre réel a dans la limite n — oo. On pourra exprimer le
résultat sous forme paramétrique en fonction de la position du col.

Solution. On observe quw’on peut écrire intégrale

o0
I’Fb(a’) = / da: eﬂf{ﬁ'}),
— 0D
f(z) = —2?/2+ ax +Incoshz.
La position du col est donnée par

f'(z)=0=—z+a+tanhz,
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et
F(x) = — tanh?(z).

Cette équation a donc une solution unique z{a) pour tout a. Il est commode de
paraméirer le résultat en fonction de z(a). On substitue

a—x —tanhz.

Au col
f(z) = 2?/2 — ztanhz +Incoshz,

et donce ( )1/2
27
T — M enflE)
n() | tanh x| ©

On note que la méthode du col ne s’applique pas pour ¢ = 0 o f(x) s’annule
au col. Il faut alors développer f(z) jusqu’a Pordre z* et intégrer directement.
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Chapitre 3
Universalité et limite continue

Nous abordons maintenant deux des sujets principaux de ce cours, les questions
lides A’universalité et de limite continue macroscopique.

Nous allons d’abord expliquer les notions d’universalité et de limite continue
3 I'aide d’exemples classiques simples, le théortme de la limite centrale de la
théorie des probabilités et les propriétés de la marche au hasard sur réseau.

Ces exemples ont en commun les caractéristiques suivantes: ce sont des proces-
sus aléatoires déterminés par des lois de probabilité dont les déviations par rap-
port & la valeur moyenne décroissent rapidement avec I’écart. Par ailleurs, nous
nous intéressons & des propriétés collectives d’un nombre de variables aléatoires
tendant vers P'infini.

De I'étude de ces premiers exemples émergera 'importance des distributions
gaussiennes, ce qui justifiera les développements du chapitre 2.

3.1 Théortme de la limite centrale des probabilités

L’exemple le plus simple d’universalité nous vient de la théorie des probabilités:
¢'est le théoréme de la limite centrale, dont nous démontrons ici une version forte
avec des hypothéses assez restrictives, mais bien adaptées aux questions que nous
voulons étudier par la suite.

Considérons une variable aléatoire réelle g dont la distribution de probabilité
est caractérisée par une fonction p(g) > 0. Nous notons (f) la valeur moyenne
d une fonction f(g):

+o0 oo
n= [ wsar@. W=/ dip=1. (3.1)
0 -0

Nous choisissons, pour des raisons de simplicité technique, p{g) d'une des deux
classes qui apparaitront fréquemment par la suite: p(q) est une fonction (et non
une distribution) positive, dérivable par morceaux & dérivée sommable, et a vari-
ation bornée:

[aalw@l <o, [lapl <ce. (:2)
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Plus loin nous évoquerons 'autre situation qui nous intéresse, le cas d’une
distribution discréte ou g ne prend que des valeurs entiéres.

De plus, nous supposons p(g) bornée a décroissance exponentielle, c’est & dire
qu’il existe deux constantes positives M, u telles que

pla) < Me P4, >0, (3.3)

Dans ces conditions les grandes valeurs de |g| sont trés peu probables.

Avec ces hypotheses {assez restrictives du pur point de vue du théoréme de
la limite centrale), on démontre que la distribution asymptotique de la valeur
moyenne de n variables aléatoires indépendantes de méme distribution p, quand
n — 00, est une distribution gaussienne.

3.1.1 Transformation de Fourier

Pour démontrer le théoreéme, il est commode d’introduire la transformée de
Fourier p(k) de la fonction p(q), qui est aussi une fonction génératrice de mo-
ments de la distribution, ainsi que la fonction w(k) = In 5(k) qui est la fonction
génératrice des cumulants.

Transformée de Fourier. La transformée de Fourier

50) = [ da e pia) = p@) = 5 [ dk o™ (k) (3.4)

*

de la distribution p(q) satisfait (* note ici la conjugaison complexe)

prk) =p(=k), pk=0)=1, [pk)| <1,

et de plus, avec nos hypotheses, |p(k)| = 1 n’est possible que pour k = 0.
Avec la borne (3.3), 'intégrale définissant p(k) converge aussi pour k complexe
dans le domaine
| Im k| < pt.

La fonction (k) est, de plus, dérivable dans cette bande et est donc holomorphe.

Les transformées de Fourier analytiques dans une bande correspondent aux
distributions & décroissance exponentielle,

Cette propriété illustre la dualité entre décroissance d’une fonction et régularité
de sa transformée de Fourier. Elle va jouer un réle trés important dans notre
étude de 'universalité et de la limite continue.

En particulier, p{k) admet un développement en série de Taylor convergent
pour |k| < p. Elle est également la fonction génératrice des moments de la
distribution p(q) puisque

=1+ 8 oy

p=1 P
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avec
2M

(@) =/.dqqpp(Q)= @) <

Enfin les propriétés de dérivabilité de p(q) et les hypothéses (3.2) entraine que
p(k) décroit comme 1/k pour |k| — oo.
Il est également commode d’introduire la fonction

w(k) = Inp(k) = > (“;!)p wpk?, (3.5)

(notons w*(k) = w(—k)}) qui est une fonction génératrice des cumulants de la
distribution:

wy=(g), wy={(a®)—({0))’, ws=(a"y—3{(*){a)+2((®)°-..
La fonction w satisfait
w(0) =0, Rew(k)<0pourk#0.
Notons que le coefficient wy qui peut aussi s’écrire

wy = (g~ (a))*) >0,

(le carré de 1’écart quadratique moyen) est positif, sauf pour une distribution
certaine que nous excluons; que dans le cas d’une distribution gaussienne tous les
cumulants w, avec p > 2 sont nuls puisque §(k) est aussi une fonction gaussienne.

La fonction analytique w(k) a comme singularité les singularités de g(k) et ses
zéros. Comme (0) = 1, il existe un cercle centré a I'origine sans zéro dans lequel
w(k) est analytique.

3.1.2 Théoreme de la limite centrale et conséquences

On considére maintenant n variables aléatoires indépendantes ¢; avec la méme
distribution p(q), ou n tirages de la méme variable (mais physiquement c’est la
premiére situation qui nous intéresse).

Distribution de la somme de n tirages. La distribution de la somme de n tirages
est donnée par

Pa@ =(m+at+ag) avec S a=0Q
f==1

Elle satisfait & ’équation de récurrence

n+1
Poi(@ = (@1 +aat+dntani1) avee » a=Q
i1

— / AQ p(@)P.(Q - Q). (3.6)
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C’est une équation de convolution qui se simplifie donc aprés transformation de
Fourier. Posant

Pu(k) = f dq ¢4 P, (q),

on trouve ~ _
Pryi (k) = plk) Po(K)
et donc B
Py(k) = (k) = e™®). (3.7)
On en déduit
— i JRQ _ i/ thkQ-+nw (k)
Pal@) = o f ak o9 Py (k) = o [ dk e . (3.8)

La fonction P, (k) décroit donc comme 1/|k|™ pour |k| — oo, de sorte que Py, (Q)
est n — 1 fois dérivable.

Comme Rew(k) < 0 pour k& # 0, la contribution du voisinage de & = 0
domine l'intégrale (3.8) & des corrections décroissant exponentiellement en n.
Dans la limite n — co, nous pouvons donc restreindre intégrale a un voisinage
|k|/n < &, £ > 0 mais arbitrairement petit. Comme dans la méthode du col, on
peut done remplacer la fonction analytique w(k) par les premiers termes de son
développement en série de Taylor (3.5):

P.(Q) = % / dk exp (iQk — inwrk — tnw.k® + O(K%)}) . (3.9)

L’intégrale gaussienne donne

Po(Q) = e e=@/m=2) 202 (1 4 O(1 /), (3.10)

v 2Ty

ol nous avons négligé des termes décroissant exponentiellement en n.
AQ fixé, la probabilité tend exponentiellement vers zéro pour tout wq # 0.
Par contre, la variable aléatoire @ = (g1 + ¢2 + -+ + ¢n)/n, valeur moyenne
des n variables, a comme distribution

n —n{Q—w1)? 2w
R (Q) = nPpy(nQ) ~ oros © (@-w1)?/2ws

La moyenne de n variables est donc une variable aléatoire qui tend vers une
valeur certaine qui est la valeur moyenne

i

(Q) = %Z(%) = {g) = w1 . (3.11)
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Enfin, la variable aléatoire

_ (% S —wwl) Jn, (3.12)

et donc (X) = 0, a comme distribution

( ) \/_PTL(HTU1+X\/—) \/2_17?‘_ sz/szz .

Universalité. La distribution asymptotique de la moyenne de n variables indé-
pendantes de valeur moyenne nulle est une distribution gaussienne, indépendam-
ment de la distribution initiale (dans une certaine classe); en particulier elle
ne dépend que du seul paramatre we = {{g — (g))?}. Cette indépendance dans
la distribution initiale est un premier exemple d’universalité. Elle traduit les
propriété collectives d’un nombre inifini de variables aléatoires non corrélées.

11 est facile de calculer les corrections & ce résultat asymptotique. Si wg # 0
on trouve

X7 /2w,

L”(X):W 1+ (X3/6 — wy X/2) \/—Jro(l)l

Les cumulants wy, p > 2 caractérisent alors 'approche a la distribution gaussi-
enne limite, le premier cumulant non-nul donnant la correction dominante. Ils
modifient la gaussienne par des corrections relatives polynomiales.

Remarque. Comme des termes décroissants exponentiellement avec n ont été
négligés, numériquement la forme asymptotique n’est une bonne approximation
pour n grand mais fini que si

| X| <« +v/n pour n>1.

Cumulants de la distribution. La transformée R, (k) de la distribution R,(Q) se
déduit de I’équation (3.8), qui implique

Ry (k) = eretkin) (3.13)

Les cumulants de la distribution R,,(Q) se déduisent donc simplement des cu-
mulants (3.5) de la distribution p(g),

. (—i)” 1-
In Rn(k) =) . kP, Q= nl"Pu,.
pzz]

Cette expression montre que pour n — oo tous les cumulants de R, (Q) avecp > 1
tendent vers zéro, ce qui correspond A la propriété que la valeur moyenne @ = (@)
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devient certaine. Notons que le comportement des moments de la distribution
R, est beaucoup moins simple.
De méme, la représentation de Fourier de la distribution L, (X) peut s’écrire

EaX) = Y0 [ ak g )

Apres le changement de variable k = k+/m, nous reconnaissons la transformée de
Fourier Ly, (k) de L,(X):

(—i)g Wy 3

3 pl/2

. 1
In Ly, (£) = nw(k/v/n) + iw ky/n = —§TU2!'132 +

4
% We 4 4o,

et donc la fonction génératrice des cumulants de la distribution de X. Les cu-
mulants convergent vers les cumulants d'une distribution gaussienne universelle.
Les moments se déduisant des cumulants de fagon algébrique, la méme propriété
s’applique pour les moments. Notons que cette convergence n’exige que des hy-
pothéses plus faibles.

_l_.

Exemples.

(i) La distribution uniforme sur le segment [—1,+1] et nulle en dehors du
segment, est centrée en zéro, et satisfait aux conditions du théoréme de la limite
centrale

plg) = L(sen(g+1) —sgu(g—1)), = (@) =0, (@) =14,

Sa transformée de Fourier est

Développons la fonction w(k)

w(k) = In(sink/k) = 1k* + k" + O(K°).
Le coefficient de &% caractérise la déviation dominante par rapport a la distribu-
tion gaussienne asymptotique. Cet exemple montre bien que la forme gaussienne
n’est pas une bonne approximation pour |X| > 4/n ol la distribution exacte
s’annule.
(ii) La distribution
plg) = jpe#d,
satisfait également & nos hypotheses. Sa transformée de Fourier est

2

_ 1
k)= —.
pk) k? + u?
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(iii) Par contre, une distribution qui ne satisfait pas aux conditions du théoreme
de la limite centrale, méme dans sa forme la plus faible, est par exemple

(g) = 1 1
)= 714 g2

Cette distribution n’a pas de second moment puisque intégrale [ g?p(g)dg di-
verge. Sa transformée de Fourier

pk) = 371,
n’est pas dérivable a & = 0. Nous remarquons

Bk/m)]" = 3,

et done R(Q) = p(Q). Cette distribution est la distribution asymptotique d’une
autre classe duniversalité.

3.1.3 Variables aléatoires & valeurs entieres

Le théoreme de la limite centrale se généralise au cas d’'une variable aléatoire
g qui ne prend que des valeurs entitres. Les intégrales sont remplacées par des
sommes et les transformées de Fourier deviennent des séries de Fourier.

Nous supposons de nouveau que les probabilités correspondantes plg) > 0
satisfont la méme borne exponentielle (3.3).

On introduit maintenant la série de Fourier convergente

. i I ika ~
plk) =Y e p(q), plg)= o | dke " p(k),
qEZ o

et la fonction w(k) = In p(k).
Avec la borne (3.3) la fonction p(k) périodique, de période 2, est aussi holo-
morphe dans la bande | Imk| < f.
Par ailleurs
p(k)| < 1,

et si nous supposons de plus que 27 est la plus petite période de p(k}, alors dans
Vintervalle —7 < k < 7 le maximum 5(k) = 1 n’est atteint que pour k& = 0. La
série de Fourier a donc les propriétés qui ont permis de démontrer le théoreme
de la limite centrale.

La distribution de la somme de n variables indépendantes,

P(@= . [Jlel@) ave an::Q,

(Il:QZJ"'aQnEZ %
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satisfait la forme discréte de ’équation de récurrence (3.6):

Pa(@) =Y p@)Pu(Q - Q). (3.14)

QeZ

La série de Fourier correspondante

P =Y e R0, P =5 [ akete B,

q€L -r

gatisfait & I’équation de récurrence
Pria(k) = (k) Pah),

et donc

Po(k) = p™(k) = ™)

En représentation de Fourier, on est ramené a la situation précédente. La variable
aléatoire (g1 +g2+- - -+, /n tend vers une valeur certaine, la moyenne wy = (g).
Les cumulants de la distribution de la variable aléatoire

X = (%Zq@——wl) v, (3.15)

tendent vers les cumulants d’'une distribution gaussienne universelle caractérisé
par le parametre wy.

Notons, par contre, que la distribution L, (X) n’a pas de limite au sens des
fonctions, puisqu’elle n’est non nulle que sur un ensemble discret, mais seule-
ment au sens des mesures. Par contre, au sens des mesures, le caractére discret
initial n’est pas important, et dans la limite n — oo on obtient la méme limite
gaussienne.

Du point de vue physique, on peut interpréter X comme une variable macro-
scopique, moyenne d'un grand nombre de variables microscopiques, qui n’est
mesurée gqu’avec une précision finie AX. D’une part, le concept de convergence
au sens des mesures est alors approprié. Par ailleurs, dés que 1/4/n > AX le
caractére discret des variables ¢ ne joue plus de rdle. Nous pouvons alors con-
sidérer X comme une variable continue. Nous introduisons donc la notion de
limite continue, la fonction continue vers laquelle les points de L, (X) conver-
gent. La distribution gaussienne, considérée comme une fonction continue, est la
limite continue de Ly, (X).

FExemple.
plg) =3 pour g=+41.

Alors
p(k) = cosk, w(k)=Incosk=—3k*— Lk*+ O(k%).
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3.2 Universalité et points fixes de transformations

Nous allons maintenant démontrer la propriété d’universalité, a savoir Pexistence
d'une distribution gaussienne limite indépendante de la distribution initiale, de
fagon trés différente. 11 va étre simple de supposer que nous partons de 2™ vari-
ables indépendantes. Nous moyennons alors ces variables deux par deux de fagon
itérative, diminuant le nombre de variables d’un facteur deux & chaque itération.

Cette méthode va nous fournir un premier exemple, élémentaire, de 'application§
des méthodes de groupe de renormalisation pour démontrer des propriétés d’uni-
versalité et va nous permettre de définir un langage adapté.

La distribution de la valeur moyenne de deux variables est obtenue par une
transformation 7, qui sur la distribution p(g) a une forme compliguée,

(Te)g) = 2/dQ’ p(d)p(2q — d'),
mais sur la fonction w(k) devient une application linéaire qui s’écrit simplement
(Tw)(k) = 2w(k/2).

Notons que le choix du facteur k/2 correspond & une anticipation du résultat
que c’est la moyenne et non la somme qui a une distribution limite. Notons aussi
que la transformation est indépendante de m. Dans le langage des systémes
dynamiques, son appplication répétée définit un processus markovien.

La fonction génératrice des cumulants de la moyenne des n = 2™ variables
s’obtient en itérant la transformation:

In R, (k) = (T™w)(k).

3.2.1 Cas générique
La distribution asymptotique est nécessairement un point fixe de cette transfor-

mation. Elle correspond donc & une fonction w.(k) (ol la notation . n’est pas
reliée & la conjugaison complexe) qui satisfait

(Tw (kY = 2w, (k/2) = w. (k).

Nous cherchons une solution dans la classe des fonctions régulieres & £ = 0.
Développant les deux membres en puissances de k, nous trouvons que les solutions

sont de la forme
wy (k) = —iunk,

et forment une famille & un paramétre wy qgui peut étre absorbé (si wy # 0)
dans une normalisation de la variable aléatoire ¢. Elles correspondent bien a des
distributions certaines ¢ = (g) = w1. En effet

1 tkg—iw
pla) =5, f di e = §(g — wr),
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ou ¢ est la distribution de Dirac.

Convergence et stabilité du point fize. On peut maintenant étudier la conver-
gence d'une distribution initiale quelconque vers ce point fixe.

Pour une transformation génerale non linéaire, il est souvent impossible de
faire une analyse globale. On ne peut souvent que linéariser la transformation au
voisinage du point fixe et faire une étude locale.

Ici cela n'est pas nécessaire puisque la transformation est linéaire. Posons

w(k) = we(k) + dw(k).

Alors
Tw(k) = Tu (k) + Tow(k) = wi (k) + Tow(k).

Cherchons les vecteurs et valeurs propres T de la transformation 7. Il est clair
que les vecteurs propres sont de la forme kP, ol p est un entier positif car w(k)
est holomorphe et w(0) = 0:

TEP = 7pk? avec 7, = ol-p,

Dans la mesure ol & chaque itération le nombre de variables est divisé par deux,
on peut relier les valeurs propres au comportement en fonction du nombre n de
variables. On définit I’exposant associé

ly=In7,/In2=1-p.
Apres m itérations, une composante sur kP a été multipliée par n':
Tmgp = 2m-Plpp — ploppp,

Examinons les différentes valeurs de p:
(i) p =1= 7 = 1, I, = 0. Si nous ajoutons un terme dw proportionnel au
vecteur propre k & w, (k), dw(k) = —idwk, nous changeons le point fixe

’wls—>w1+5w1.

Remarguons que ce changement peut s’interpréter comme une simple transfor-
mation linéaire sur k& et donc sur la variable aléatoire gq.
De fagon générale, ’existence d’un vecteur propre associé a la valeur propre 7 =
1, et done I = 0, est la conséquence de lexistence d’une famille & un parametre
de points fixes. En effet soit « un tel parametre et supposons que, quel que soit
a,
TWe = Wy,

et que w, soit une fonction dérivable de «. Alors,

T Jw ow

da ~ da’
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Dans le langage du groupe de renormalisation ot de telles transformations (mais
plus linéaires en général) apparaissent, un vecteur propre correspondant a la
valeur propre un, et donc un exposant nul, est appelé marginal.

(ii)p>2=m = 2177 < 1, I, < 0. La composante de dw sur un tel vecteur
propre tend vers zéro quand n ou m — 00.

Daus le langage du groupe de renormalisation, de tels vecteurs, qui correspon-
dent & des valeurs propres plus petites en module que un, et donc a des exposants
négatifs (ou plus généralement & partie réelle négative), sont appelés inessentiels
(irrelevant en franglais).

Enfin pour étudier le comportement d™une variation arbitraire dw(k), il suflit
de la développer sur la base des vecteurs propres, c’est & dire de la développer
en série de Taylor. '

L'universalité dans ce formalisme est lide d la propriété que tous les vecteurs
propres, sauf un nombre fini, sont inessentiels.

3.2.2 Distribution centrée

Pour une distribution centrée, w; = 0, la solution est w(k) = 0 sauf si nous
modifions la transformation en introduisant une transformation linéaire de g,
g — Ag (une renormalisation), avec A réel positif pour I'instant arbitraire et
donc k — k/X:

(Tyw) (k) = 2u(k/A).

L’équation de point fixe devient
ws (k) = 2w, (k/X).

Développant de nouveau les deux membres, et utilisant w; = 0, wy > 0 nous
trouvons
_ 2
Wa = 2’11)2 / AL

Cette équation a une solution non-triviale si A = V2

On trouve donc une distribution gaussienne. Comme dans cette transformation
le nombre n de variables est divisé par deux, cette valeur de A correspond au
facteur \/n dans la transformation (3.12).

Stabilité du point fire. La valeur de A et donc la transformation 7 étant
déterminées, il est facile de faire de nouveau une étude de stabilité du point
fixe. Posons

w(k) = w. (k) + dw(k),

et cherchons les vecteurs et valeurs propres de la transformation

Téw = 26w(k/v2) = Téw(k).
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Les vecteurs propres sont évidemment toujours de la forme
Sw(k) = kP = 7, =217P/2,
Exn termes du nombre n de variables, cette valeur correspond & des exposants
lp=Int,/In2=1—p/2.

Examinons les différents cas.

Dp=1=mn=+v21,= %. Ceci correspond a une direction d’instabilité,
une composante sur tel vecteur tend vers l'infini quand m — oo.

Dans le langage du groupe de renormalisation, une perturbation correspondant
a un exposant [ positif est appelée essentielle. Chaque itération éloigne du point
fixe méme si la composante est initialement arbitrairement petite. On ne reste
pas dans un voisinage du point fixe (& la différence du cas marginal).

[’interprétation est ici simple, une composante sur £ viole la condition wq = 0
et on est ramené & I'étude des points fixes de la section précédente.

(iil)y p=2= 1 =1, Iy = 0. Une valeur propre nulle caractérise une per-
turbation marginale. Ici c’est le cas de p = 2 qui ne fait que modifier la valeur
de wy. Ceci peut de nouveau s’'interpréter comme un changement linéaire sur la
variable aléatoire.

(i) p>2=7, =272 <1, [,=1-p/2 <0. Enfin toutes les perturba-
tions p > 2 correspondent & des directions stables en ce sens que leur amplitude
tend vers zéro quand m — 00 et sont inessentielles.

Remarques.

(i} Dans les cas ci-dessus, les perturbations marginales correspondent & de
simples changements de normalisation de la variable aléatoire. Dans nombre de
problémes, cette normalisation ne joue aucun role. On peut alors considérer que
tous les points fixes correspondant & des normalisations différentes ne doivent
pas étre distingués. Dans ce cas il n’y a qu'un point fixe, et la valeur propre
nulle n’est plus appelée marginale mais redondante, en ce sens qu’elle ne change
qu’une normalisation de toute fagon arbitraire.

(ii) I est facile en changeant la valeur de A de trouver aussi des points fixes
de la forme |k]%, 0 < @ < 2 (o > 2 est exclus car le coeflicient de k? est
strictement positif). Mais ces points fixes ne sont des fonctions régulieres de k et
correspondent & des distributions moins concentrées autour de la valeur moyenne.
En particulier, ces distributions n’ont pas de second moment {(g?).

Dans le langage du groupe de renormalisation, elles correspondent & d’autres
classes d’universalité. Il faut dans chaque cas caractériser l'ensemble des distri-
butions qui convergent vers ces points fixes.

Variables aléatoires entiéres. Dans ce cas la fonction initiale w(k) est une
fonction périodique de périodes 2x. A chaque itération la période est multipliée
par A, et les valeurs possibles de la variable aléatoire g sont divisées par A. Le
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point fixe w, (k) correspond & une fonction qui n’est plus périodique et donc une
variable aléatoire ¢ prenant des valeurs réelles. Cela refléte la propriété qu’il n’y
a convergence qu’en mesure.

3.3 Marche au hasard et mouvement brownien

Nous considérons maintenant un processus de marche au hasard, en temps dis-
crets, d’abord dans R?, ensuite sur réseau.

Il est entitrement spécifié par une distribution de probabilité Py au temps
initial n = 0 et une probabilité de transition p(q, q’) du point ¢’ vers le point g,
indépendante du temps n.

En particulier, le processus est markovien, c’est & dire que le déplacement au
temps n ne dépend que de la position au temps n mais pas de 1’histoire antérieure
qui a conduit & ce point.

Notre but est de montrer, d’abord dans le continu, ensuite sur le réseau,
qu’asymptotiquement dans le temps, pour une classe de marches au hasard, on
retrouve de nouveau des lois asymptotiques gaussiennes universelles.

Nous introduisons aussi les notions de limite continue et d'intégrale de chemin.

3.3.1 Marche dans P’espace continu

Soit P,,(q) la probabilité pour le marcheur d’étre au point g au temps n. La prob-
abilité P, (q) satisfait & I"équation d’évolution ou de récurrence (parfois appelée
équation maitresse)

Pria(q) = f ' pla, o) Pa(el). (3.16)

La conservation des probabilités implique les conditions
/ddqpo(q) =1, /ddqp(q, qdy=1 = fdqun(q) =1. (3.17)

Symétries de translation. Nous avons déja supposé que la marche est invari-
ante par translation du temps en choisissant p indépendant de n. Nous supposons
maintenant, de plus, que les probabilités de transition sont invariantes par trans-
lation d’espace et donc

p(a,q) = pla—d). (3.18)

Dans ces conditions ’équation de récurrence prend la forme d’une équation de
convolution

Poyal) = f 8% plq— q)Palel), (3.19)

généralisation de ’équation (3.6).
Localité. Nous nous limitons aussi aux fonctions de transitions qui généralisent
les distrbutions de la section 3.1, c’est & dérivable par morceaux pour chaque
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variable et A variation bornée, et satisfaisant une propriété de décroissance expo-
nentielle appelée ici propriété de localité, a cause de l'interprétation de marche
au hasard: les déplacements trop grands ont une probabilité trés faible. Nous
supposons donc que les probabilités de transition p(q) satisfont une borne du

type (3.3),
plq) < Me#dal M u>0. (3.20)

De plus, nous supposons que la distribution initiale Py(q) est aussi locale, c’est
A dire satisfait la méme borne exponentielle, du moins pour |g| assez grand:

Po(g) < Me (3.21)

Représentation de Fourier. 1’équation (3.19) est une équation de convolution
qui se simplifie aprés transformation de Fourier. Nous introduisons donc

Pl = [ e ap @ = P = P10, Pk=0)=1, (322
ainsi que
519 = [l e p(a) = 709 = (-0, H0) =1, (3.23)

ol les propriétés (3.17) ont &été utilisées.
Prenant le module de I’équation de définition, nous trouvons la borne

latk)| < L. (3.24)

De plus, la borne n’est atteinte qu’a l'origine k = 0. Enfin la condition de
décroissance (3.20) implique que fonction (k) est une fonction analytique holo-
morphe dans |Imk| < p.

Posons
plk) = 3 = w* (k) = w(-k), w(0)=0. (3.25)

La régularité de p et la condition 5(0) = 1 impliquent que w(k) a un développementf
régulier pour |k| — 0. Nous posons

d
1
wik) = —iwy -k~ 5 ;1[w2]abkak,, + O(Ik).

Identifiant les coeflicients du développement de w avec les moments de la distri-
bution p(q), nous trouvons

['Ufz]gb = ((Qtz - <Qc1>) (QG - <Q'a>)) )
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ol nous avons utilisé la notation

(@) = f dq f(@)p(a). (3.26)

La matrice wq est définie positive, sauf pour une distribution certaine que nous
excluons. En effet,

ZXwazab_<[ZX )r>>0,

ab

comme valeur moyenne d'une quantité strictement positive.
La décroissance de Py et FPp(0) = 1 implique que In Py(k) est holomorphe &
k = 0. Nous posons aussi

In Py(k) = —igg - k + O(k|?),

ol qg est la position moyenne initiale.

Distribution asymptotique. Apres transformation de Fourier, 'équation (3.19) s’écritf]

Poa(k) = (k) Palk) = FPu(k) = 5" (%) Po(k).
Par conséquent,

1

i / dl; e 7 (1) Py (k). (3.27)

}%(Q)::
Nous cherchons maintenant & déterminer la distribution P,(q) pour n — co.
Avec nos hypothéses nous sommes ramenés & un probléme tres voisin de celui
du théoréme de la limite centrale. Pour n — oo, intégrale (3.27) est dominée
par le voisinage de k = 0 et donc

d

1 : . _ n
P,(q) ~ (2m)d /ddk: exp |iq -k —iqy -k —inwy -k — 3 Z [walapkaks

afd=1
(2m /n)3/? 1 -
= — a 3.28
s O |3 2 Qull (3.29)
avec

Q=q qp-—nw;y.

De nouveau les termes négligés sont de deux types, des corrections multiplicatives
d’ordre 1/4/n et des corrections additives décroissant exponentiellement avec n.
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La probabilité de trouver le marcheur est donc concentrée autour de la trajec-
toire rectiligne uniforme
Qn = do +NW1,

et w1 a un interprétation de vitesse moyenne.
La variable aléatoire qui caractérise la déviation par rapport a la trajectoire
moyenne,

X =Qvn,

a une distribution gaussienne asymptotique universelle:

(2m)4/?

n—oo 1/det wo

Ln(X) exp [—% > X, [wz]gblxb] . (3.29)
ab

Seule linterprétation est ici un peu différente de celle du théoréme de la lim-
ite centrale, car n a une interprétation de temps. Ce résultat implique que la
déviation moyenne par rapport a la trajectoire moyenne augmente comme la
racine carrée du temps. C’est une propriété caractéristique du mouvement brown-
ien.

3.3.2 Limite du temps continu

Pour simplifier la discussion, nous supposons maintenant wi = 0, et nous faisons
un changement affine de coordonnées tel que

» 1
> Qalwa Qe o,
ab w2

ol wy est un nombre positif.
La distribution gaussienne limite prend la forme

d/2
2T 2
Pr{q) ~ (m”2> e~ q"/2nws

En faisant un changement d’échelle de temps, on peut définir par continuité un
processus de diffusion ou mouvement brownien associé en temps continu.
Soit t et & deux réels positifs et n entier tel que

n = [t/e], (3.30)

o le] dénote la partie entiere. On prend alors la limite ¢ — 0 & ¢ fixé et donc
n — 00,

Si le temps ¢t est mesuré avec une précision finie Af, des que At > ¢, le
temps peut étre considéré comme une variable continue pour toutes les fonctions
continues du temps.
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On fait aussi un changement d’échelle de distance

q = x/Ve. (3.31)

Comme la fonetion gaussienne est continue, la distribution asymptotique prend
la forme
2w 4/2 2 joy
e"4?pP (q) ~ T(t,x) = () o X /2twa (3.32)
g—+0 th
(Le changement de variables sur ¢ entraine un changement de normalisation. )
Clette distribution est la solution d’une équation aux dérivées partielles de la

forme d’une équation de diffusion ou équation de la chaleur:

%H(t, x) = swa VaIL(t, x).
Dans la limite n — o0, et dans des variables macroscopiques adaptées, on ob-
tient done un processus aléatoire qui peut entierement étre décrit dans un temps
continu.

La distribution asymptotique II(, %) conduit & une loi d’échelle, 1a loi d’échelle
du mouvement brownien. Les moments de la distribution satisfont

(x*>") = /dda: x*MII(t, x) oc ™,

La variable x/1/% a des moments indépendants du temps. Comme Uindique aussi
le changement (3.31), on peut donc attribuer au vecteur x une dimension 1 /2
en unité de temps (ce qui correspond aussi & attribuer au chemin brownien une
dimension de Hausdorf deux).

3.3.3 Corrections a la limite continue

11 est simple d’étudier comment des perturbations a la distribution gaussienne
limite décroissent avec ¢.

Nous supposons toujours que w; = 0 et que nous avons choisi un systeme de
corrdonnées tel que le développement de la fonction réguliere w(k) définie en
(3.25) en puissances de k s’écrive

w(k) = ~~w2k2 -+ Z Z ,E;) i ?',1 .. -k‘ir .

r— 3’:‘,],

Nous choisissons aussi une condtion aux limites certaine,

Py(q) = 6““(a— qo),

ot 6D (q) est la distribution de Dirac.
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Dans ces conditions (équation (3.27))

1 Xeqn
Pu(q) = Gy f dk eedgrwll)

Nous faisons alors les changements d’échelle (3.30,3.31), ce qui sur les variables
de Fourier correspond & k = k+/2. Nous trouvons

nw(k) = tw(k),
Wz 2 2—1 i
w(m) = *gﬁl + ZET/ Z ﬁw'gl,)...,irﬁ’il R THI
) r=3 B1yenyfp
On voit que les contributions décroissent d’autant plus vite que les puissances
de k sont élevées quand ¢ = t/n tend vers zéro.
La distribution dans la limite continue prend la forme

H(t, X) — / dd!{, e—’.';fi-x etw(fﬁ),

1
(2m)¢

ou l'intégrale sur x n’est plus restreinte & une période. Dérivant par rapport au
temps t, nous voyons que II{t,x) satisfait & équation aux dérivées particlles
linéaire

0 w i 0 0
E%H(tvx) = 2—,2v32c - ZET/Z_l . Z ;Tw%(:n,),zra_xz: B 1(¢,x),
r=3 B2 yeenyr v
ol nous avons utilisé la propriété que la multiplication par « de la transformée
de Fourier correspond & la dérivation par rapport & x de la fonction. Nous remar-
quons que les contributions qui contiennent le plus de dérivées, tendent le plus
vite vers zéro, puisque chaque dérivée supplémentaire est affectée d’un facteur

VE.
3.3.4 Marche sur réseau

En général les marches au hasard sont formulées sur un réseau. Nous considérons
donc le réseau & d dimensions formé par les points de coordonnées entieres g =

(g1, -+ qa)-
Soit alors P, () la probabilité au temps n d’étre au point q. Les probabilités

P,(q) satisfont I'équation de récurrence
Poa(a) = Y pla,d)Puld). (3.33)
qfezd
La conservation des probabilités implique les conditions

SoR@=1, > pla,q)=1= > Pg=1. (339

qczd qeZd qezd
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Symétries. Nous nous limitons de nouveau aux probabilités de transition in-
variantes par translation d’espace, et donc

pla,d') = pla—q). (3.35)
Alors I'équation de récurrence prend la forme d’une équation de convolution
Poyi(@) = > pla—da)Puld),
g’ €z
généralisation de I’équation (3.6) dans sa forme discréte.

Nous supposons de plus que les probabilités de transition ont la symétrie du
réseau, c’est & dire sont invariantes par le groupe a 2%d! éléments engendré par

{p(QI: coea Gip1y gy .- ':Qd) = p(QIa coey @ g1, - .,Qd) vi. (336)

p(_QIa sy Qd) = p(“Ql: e >Qd):
Ce groupe est un sous-groupe fini du groupe orthogonal O(d) (rotations—réflexionsf
dans Rd). Il admet le groupe symétrique ou groupe des permutations g; — gp(;)
engendré par les transpositions comme sous-groupe, ainsi que toutes les réflexions

q; = —q;. Toutes les directions sur le réseau sont donc équivalentes. Par exemple,
pour le réseau carré, on trouve les huit éléments

(€191,€2g2) et (eagn, €1q1),
avec €] = &1, €5 = £1.
Localité. Nous nous restreignons aux probabilités de transition p(q) ayant une
propriété de localité, c’est & dire satisfaisant une borne du type (3.20):

pl@)< Me#al M u>0.

Ceci comprend 'exemple classique ot les seuls déplacements possibles correspon-
dent aux voisins sur le réseau.

De plus, nous supposons aussi que la distribution initiale Py(q} est aussi locale,
c’est a dire satisfait & la méme borne exponentielle:

Un cas particulier est une position de départ certaine q = qg, et donc

PO(CI) = 5qqo '

Dans ces conditions on démontre que dans la limite asymptotique n — oo, la
distribution P, (q) tend de nouveau vers une distribution gaussienne du type

1 exp | — (a4 — qo)?
(2mwen)4/2 2wan |
o1 qo dépend de la distribution initiale au temps n = 0, et ws de la probabilité
de transition.

La démonstration du résultat est une généralisation simple de la démonstration
de la méthode de la section 3.3.1.

Folq) ~ (3.37)
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3.3.5 Séries de Fourler

Dans le cas d’une probabilité de transition invariante par translation, la distri-
bution P,(q) peut se calculer par transformation de Fourier. Nous posons

Puk)y=> e ™aP(q) = Pi(k)=Pu(-k), Plk=0)=1, (3.38)

mn
qcZs

ainsi que

plky= Y o ™9p(q) = §*k) =p(-k), p0)=1, (3.39)

ou les propriétés (3.34,3.35) ont été utilisées. Les fonctions P, and § sont des
fonctions périodiques des composantes k; du vecteur k, et ces composantes peu-
vent donc é&tre restreintes & —7 < k; < 7 (un domaine appelé en physique une
zone de Brillouin).

Prenant le module de I’équation de définition, on trouve la borne

pk) < 1. (3.40)

De plus, si pour chaque composante k;, 27 est la plus petite période, alors dans
la zone de Brillouin la borne n’est atteinte qu’a ’origine k = C.

La borne exponentielle (3.20) implique de nouveau que fonction j(k) est une
fonction analytique holomorphe dans | Imk| < w. Posons

plk) = e @M = ¥ (k) = w(-k), w(0)=0. (3.41)

La régularité de p et la condition 5(0) = 1 impliquent que w(k) a un dévelop-
pement convergent a4 k = 0.

On vérifie que, parce que k-q a la forme d'un produit saclaire, la fonction (k)
est invariante par le groupe des transformations (3.36) appliquées au vecteur k.
Cette symétrie (3.36) entraine que la fonction p(k) est symétrique et paire dans
toutes composantes du vecteur k et, en particulier, réelle. Aucun terme impair
en k ne peut étre pair dans toutes les composantes du vecteur. Un seul terme
quadratique est symétrique, le carré scalaire du vecteur. La fonction w(k) admet
un développement en série de Taylor & k = 0, que nous paramétrons comme

w(k) = wk?/2+ O(k*), w2 >0, (3.42)

la positivité de wy résultant de I'inégalité (3.40).
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3.3.6 Comportement asymptotique. Limite continue

Apres transformation de Fourier, 'équation (3.33) s’éerit

Brir(l) = 5 Pa(k) = Pulk) = 57 (1) Po(k).

Par conséquent,

P(q) = ! / d?k ™9 57 (k) Py (k). (3.43)
(27

Pour n — 00, I'intégrale (3.43) est dominée par les valeurs maximales de | (k)| et
donc le voisinage de k = 0. A cause de la forme (3.42) de w(k), pour k — 0, seules
les valeurs de k d’ordre 1/+/n contribuent & l'intégrale (3.43). Nous pouvons donc
négliger les termes d’ordre &* dans w(k).

De plus, avec 'hypothese (3.21) In Py(k), ol Py(k) est la séric de Fourier
associée & la distribution initiale, est réguliere et nous posons

Py(k) = exp [~ik - ao + O(k?)]

ol qo est la position initiale moyenne. Les termes d’ordre k? ou plus sont
négligeables.

Pour les mémes raisons que dans la méthode du col, dans la limite n — 0o, on
peut intégrer dans (3.43), dans 'approximation gaussienne, sur toutes les valeurs
de k réelles sans restriction & une période (1a zone de Brillouin). On en déduit la
forme agymptotique

1 (a - qo)?
P, ~———— BXP | — | . 3.44
n(a) (2mwgn)4/? P { 2wan (3-44)
Nous sommes ramenés i un situation trés semblable & la celui de la section 3.3.1.
Pour n — o0, la probabilité P,(q) prend une forme gaussienne universelle qui
de nouveau ne dépend que de propriétés générales de p(q — d').

Remarques.

(i) De méme que dans le cas du théoréme de la limite centrale des probabilités
discuté en section 3.1.3, la convergence vers la loi gaussienne n’est valable qu’au
sens des mesures. "

(it) La distribution asymptotique a une symétrie de rotation — elle ne dépend
que du module du vecteur ¢ — gop — et admet donc un groupe de symeétrie plus
grand que la fonction de transition p(q) qui n'a que la symétrie du réseau.

(iii) Cette forme gaussienne asymptotique est valable a temps grands et pour
des distances |q| < n.

Limite continue. Faisons un changement d’échelles de temps et de distance

t=ne, x=(g- CIO)\EJ (345)
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oll nous prenons une limite £ — 0 & ¢ et x fixés, et donc n = O(1/¢) (plus
précisément n et les composantes de q—qg sont les parties entiéres des expressions
correspondantes).

Comme nous l'avons déja noté, si les variables macroscopiques t et x sont
mesurées avec une précision finie, du point de vue de toute fonction continue
elles peuvent étre congidérées comme des variables continues. La distribution
agsymptotique, définie pour toute variable réelle par continuité, devient

1 2 .
I{t,x) = ———— e /2wat, 3.46
( ’ ) (27rw2t)d/2 ( )

Le temps ¢ et les coordonnées x sont les variables qui décrivent & 1’échelle macro-
scopique le mouvement brownien engendré par la dynamique microscopique (3.33).8
L’universalité a permis de définir une limite continue, dans la mesure oi la struc-
ture de résean et les détails du processus élémentaire ont disparu.

Enfin, la distribution (3.46) est solution d’une équation du type diffusion ou
de la chaleur isotrope dans espace continu R%

OII(¢t, x)

Exemple. On vérifiera les propriétés démontrées dans cette section sur 'exemplel
de la marche au hasard avec déplacements limités aux proches voisins sur le
réseau. Dans cet exemple, p{q) g’annule sanf si g est un des vecteurs de coor-
données (0,...,0,£1,0,...,0). Dans ce dernier cas p(q) vaut 1/2d. Donc

d
ey — b _ _ 12 4
plk) = d;coskz, wik) = k*/2d 4+ O(k*),

ol k; est une composante du vecteur k. On prendra comme condition initiale un
point de départ certain g = qg, et donc

Po(q) = 0q,q0 = 150(1{) = gt

3.3.7 Dilatation de ’échelle des temps et points fixes

Puisque nous nous intéressons aux propriétés asymptotiques a grand temps de
P.(q), nous pouvons essayer de démontrer des propriétés d’universalité en im-
itant la stratégie utilisée en section 3.2 dans le cadre du théoréme de la limite
centrale.

Ici I'idée naturelle est de faire un changement d’échelle de temps d’un facteur
deux. Autrement dit, on part de n = 2™, et on remplace & chaque itération p
par Tp:

To)a—-d)= > pla—q")p(a” —d).

q.r.' Ezd
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Ceci correspond en transformée de Fourier dans une transformation
(Tw)(k) = 2w(k).

Développant en puissances de k, on vérifie qu'une telle transformation n’a avec
nos hypothéses qu'un point fixe trivial w(k) = 0. Mais 'exemple 3.2 montre
qu’une plus grande classe de points fixes devient accessible si la transformation
est généralisée. Nous considérons la transformation

(Tw){k) = 2w(k/Xx), A>0,

oll A est un paramétre réel positif & déterminer.

Notons & nouveau qu’a chaque itération les périodes des fonctions w(k) dans
chaque composante k; sont multipliées par A, ce qui du point de vue de 'ensemble
des valeurs des variables q correspond & un réseau dont le pas a été divisé par A.

Cherchons maintenant les points fixes w, de cette transformation

2w, (k/X) = w. (k).
Pour |k| — 0, cette identité entraine
2ws /[ 2 =wy.
Pour A = \/Q, on trouve les points fixes non triviaux
w, (k) = —Lwok?

qui correspondent & une probabilité de saut gaussienne.

De plus, comme 3 une transformation d’échelle d’un facteur 2 du temps corre-
spond une transformation d’échelle d'un facteur v/2 des distances, on en déduit
la {oi d’échelle T \/m

Enfin, suivant 'exemple de la section 3.2 dans le cas des distributions a
valeurs moyennes nulles, on peut étudier la stabilité du point fixe, et le taux
de décroissance des perturbations dans le temps. La seule différence notable est
que les vecteurs propres sont des polynémes homogenes pairs de d variables,
invariants par le groupe cubique. Par exemple, en dehors du terme marginal as-
socié & un changement de ws, les termes inessentiels les plus importants sont des

polyndomes de degré quatre
Yok, )



(DRAFT du 9/7/3 14:51) 72 (DRAFT du 9/7/3 14:51)

3.4 Mouvement brownien et intégrale de chemin

Si nous ne nous intéressons qu’a la distribution asymptotique, dont nous avons
montré qu’elle est indépendante de la probabilité de transition initiale, nous
pouvons I'obtenir avec des probabilités de transition gaussiennes, dans le continu,
de la forme (nous supposons invariance par rotation}

1 2
— —— emq /2'&!}2 .
Dans le cas d’un point initial certain q = gg = 0, l'itération de 'équation de
récurrence (3.33) conduit alors &

1 —
P,(q) = W fddql ddqz ---ddQn—l e S(q0,92,--,9n) (3.47)
avec
n 2
Qe — Qe
S(QO,Q2,...,qn) = (2—1)
=1 Wa
et qn, = q.

Introduisons les variables de temps macroscopiques
T =F, Th,=ne=t,

et un chemin x(7)} continu linéaire par morceaux (figure 6)

T — Ti-1
x(7) = e |ger + —— (qe — qe—1)1 pour 741 <7< 78,
Te — Ti—1

On vérifie que § peut 8'écrire alors (x(7) = dx/dr)

S(x(7)) = — [ (x(=))7ar (3.48)

avec

x(0) =0, x(t)=+eq=x.

n—1
da(e) \ __sx(my)
Pula) = (27rw2 (2mwg) 42 / (H (27Tw26)d/2) e : (3.49)

Prenons maintenant la limite continue & — 0, n — oo avec  fixé dans expression
(3.49). Nous obtenons alors une représentation de la distribution de la limite
continue

De plus

II(t,x) ~ E’d/QPn(q)
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a(r)

: E i E ! s
&
Te—t T TetlV \\Tn—2 Tn-—1 t

F1G. 6 — Un chemin contribuant & Uintégrale (3.47) (d = 1} avec x¢ = x(7¢).

sous forme d’une intégrale de chemin, que nous notons symboliquement
T(t, x) = / [dxc(r)] S | (3.50)

oit [{dx(7)] veut dire somme sur tous les chemins continus qui vont de l'origine
au temps 7 = 0 & x au temps t. Cette représentation du mouvement brownien est
initialement due & Wiener, et donc est parfois aussi appelée intégrale de Wiener.

Calcul de Uintégrale de chemin. Nous avons introduit la notion formelle d’intégralef
de chemin. On pourrait craindre que tout calcul nécessite un retour & sa définition
comrne limite d’intégrales avec des temps discrets. Heureusement cela n’est pas
le cas. BEn dehors d'un facteur de normalisation, le calcul peut étre mené sans
faire référence au processus limite. C’est ce que nous allons illustrer ici.

Pour calculer 'intégrale, nous faisons un changement de variables x(7) + r(7)
{(une translation):

x(7) = £(1) +r(7),

ot f(7) est la solution de I'équation variationnelle

0S8 1., .
dx(T) a _w—zx(T) =0

satisfaisant aux conditions aux limites x(0) = 0, x(¢) = x. Elle correspond au
mouvement rectiligne uniforme qui joint 'origine au point x, dans le temps £:

f(r)=x71/t.

Le chemin r(7) satisfait alors aux conditions aux limites



(DRAFT du 9/7/3 14:51) 74 (DRAFT du 9/7/3 14:51)

La translation conduit a

2

§= {X +2f; dr i(7) -x/t+f; (i‘(’r))zdfl .

- 2’&02 t

Le terme linéaire en r s’'intégre explicifement et s’annule & cause des conditions
aux limites. On en déduit

II(t, x) = Ne*xz/z“’?t,

ol la normalisation A est donnée par l'intégrale de chemin
N = /[dr('r)] e~ S(r(7))

avec 1(0) = r(t) = 0. Cette normalisation ne dépend plus de x et est donc une
fonction de ¢ déterminée par la conservation des probabilités.

L’intégrale de chemin permet donc de calculer la distribution dans la limite
du continu, par des méthodes du continu.

Remarque importante.

(i} La notation %X semble suggérer que les chemins contribuant & U'intégrale de
chemin sont dérivables. Il n’en est rien. Dans la limite du continu nous savons
que

{Ix(r) = () o< 7 — 7).

Nous voyons que les chemins typiques sont continus puisque le membre de gauche
s’annule pour 7 — 7'. Par contre, pour calculer la moyenne de la dérivée au carré,
il faut diviser par (r — 7')? et faire tendre 7 vers 7. Le membre de droite alors
diverge. Les chemins typiques du mouvement brownien sont continus mais pas
dérivables, ils ne satistont qu’une condition de Holder d’ordre 1/2:

(1) = x(r")| = O(|r —'|'/2).

Néanmoins la notation x est utile car les chemins qui donnent les contributions
dominantes & 1'intégrale de chemin sont dans un voisinage des chemins dérivables.

(it) Comme 'expression (3.49) le montre, dans le symbole |dz(7)] est cachée
une normalisation indépendante de la trajectoire, mais dont il est difficile de
tenir compte dans la limite continue. C’est pourquoi on calcule toujours, comme
ici, le rapport de l'intégrale de chemin et d’une intégrale de chemin de référence
dont le résultat est conmu.
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Exercices

Exercice 3.1

On considére une marche au hasard markovienne sur un réseau carré bidimen-
sionnel. A chaque pas de temps, le marcheur, soit reste immobile avec probabilité
1 — s, soit se déplace d'une maille de réseau dans une des quatre directions pos-
sibles avec la méme probabilité s/4.

Enfin, au temps n = 0 le marcheur est au point g = 0. Trouver la distribution
asymptotique de la distance parcourue par le marcheur aprés n pas, n — oC.

Solution. L'étude générale a montré que pour une telle marche au hasard il
faut introduire la série de Fourier associée & la probabilité de saut

p(k) =1—s+ Lscosky + scosks.

Alors
w(k) = Inp(k) = —1s (k¥ + k3) + O(K").

On en déduit la distribution gaussienne asymptotique (¢ = |q|)

|
Rn(Q) . %e q*/ns

Fxercice 3.2

On considére une marche au hasard markovienne sur un réseau cubique, c’est
A dire dans Z®. A chaque pas le marcheur, soit reste immobile avec probabilité
1— s, soit se déplace d'une maille de résean dans une des six directions possibles
avec la méme probabilité s/6.

Trouver la distribution asymptotique de la distance parcourue par le marcheur
apres n pas, 1. — 00.

Solution. La série de Fourier associée & la probabilité de saut est maintenant

p(k) =1— s+ s5cosky + sscosky + tscosks.

Alors,
w(k) =Inplk) = —1s (k2 + k5 + k3) + O(k").

On en déduit la distribution gaussienne asymptotique

3/2
Rn(Q)N( 3 ) o3 /2ns

2mns
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Ezxercice 3.3

Ftudier la stabilité locale du point fixe gaussien, correspondant & la loi de
probabilité
1 eiq2/2

palq) = NG

par la méthode de la section 3.2, mais appliquée directement a I’équation

[Zxpl(q) = A / dg'p(q"Yo(Ag — ¢'). (3.51)

On déterminera d’abord la valeur de A pour laquelle la loi de probabilité gaussi-
enne est un point fixe de 7.

Posant p = pg + dp, on développera Iéquation (3.51) au premier ordre en §p.
On montrera que les vecteurs propres de I'opérateur linéaire agissant sur dp sont

de la forme N
o0 = (55 ) e p>0.

On en déduira les valeurs propres associées.

Solution: Quelques éléments. On retrouve X = /2. On lindarise I’équation. On
note que la conservation des probabilités entraine

1= [dape) = [dalos +ip@l =1+ [dasola) = [ dasotay=o.

Posons
[T3(pc + 8p)] = pc + L5p + O (|6p1?)

o1 'action de 'opérateur linéaire £ sur une fonction dp est donné par

[L6p](q) = 2A / dq’ pa{g)dp(rg — ¢').

On vérifie alors que les vecteurs propres de £ ont la forme proposée en intégrant
un certain nombre de fois par parties.

Exercice 3.4

Marche au hasard sur le cercle. Pour illustrer les propriétés quelques peu différentes
de la marche au hasard sur des variétés compactes, on se propose d’étudier la
marche au hasard sur le cercle. Nous supposons toujours invariance par transla-
tion. La marche au hasard est alors spécifiée par une fonction de saut p(g — ¢')
ol g et ¢’ sont deux angles correspondant aux positions sur le cercle. La fonction
plq) est, de plus, supposée périodique et continue. Déterminer la distribution
asymptotique du marcheur partant de ¢ = 0 au temps n = 0.
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Solution. Comme nous avons supposé invariance par translation, ’équation
d’évolution est encore une convolution, qui se simplifie en transformée de Fourier.
Mais, comme la fonction p(q) est périodique et continue, elle admet un dévelop-
pement en séries de Fourier:

pla) =) "
leZ
avec
1 7

— _'bql
pl —_

dg €™ p(q),

et donc
po=1/2r, | <1/2r pour [#0.

Donc au temps n, la distribution du marcheur s’écrit

P.(q) = Zeiql P

IcZ

Pour n — 00, la somme converge exponentiellement vers la contribution [ = 0 et

donc
1

Pula) = ——

n—oo 27’
ce qui est la distribution uniforme sur le cercle.

La valeur maximum de |7} pour I # 0, qui donne la correction dominante,

définit un temps
1

T =max ————,

0 In|p
caractérisant la décroissance exponentielle des corrections, appelé temps de re-
laxalion.
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Chapitre 4

Mécanique statistique classique & une dimension

Nous étudions maintenant, dans le cadre de la mécanique statistique classique,
des modeles sur réseau unidimensionnel. Bien que du point de vue de la physique,
certains des modéles que nous allons décrire soient quelque peu artificiels, ils
ont une utilité pratique en tant que versions simplifiées de modeles & plusieurs
dimensions d’espace et nous rapprochent donc peu & peu de la physique que
nous voulons décrire. Par ailleurs, leur étude va nous permettre d’introduire un
certain nombre de définitions et concepts nécessaires pour la suite.

Ces modgles sont définis de la maniére suivante. A chaque site du réseau, nous
associons une ou plusieurs variables aléatoires a valeurs réelles. Les modeles sont
alors spécifiés par un poids de Boltzmann, ¢’est a dire une mesure de probabilité
fonetion de 'ensemble de ces variables aléatoires.

Les quantités qui nous intéressent sont la fonction de partition et surtout les
fonctions de corrélations qui sont les valeurs moyennes de produits de variables
aléatoires en des sites différents.

De nouveau, la notion de localité, dont nous donnerons une définition plus
précise dans les chapitres suivants, va jouer un role essentiel: les corrélations
directes induites par le poids de Boltzmann entre sites différents doit décroitre
suffisamment vite avec la distance.

Dans ce chapitre, nous étudions 'exemple local le plus simple: celui de modeles
qui ne comportent que des interactions de proches voising sur le réseau.

Pour de tels modeles, les fonctions de corrélation peuvent étre calculées par
un formalisme de matrice de transfert.

Nous présentons donc d’abord quelques propriétés générales des matrices de
transfert dans le cadre de modeles unidimensionnels. Nous nous servons de ce
formalisme pour établir certaines propriétés des fonctions de corrélations, comme
le comportement a grande distance de la fonction a deux points, et introduisons
la notion trés importante de longueur de corrélation.

Nous utilisons ce formalisme dans le cas d’un poids de Boltzmann gaussien, que
nous étudions en détail. Nous calculons la fonction de partition et les fonctions de
corrélation explicitement. Nous observons que dans la limite de basse température
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la longueur de corrélation tend vers Uinfini, ce qui permet de définir & nouveau
une limite continue.

Nous montrons que les résultats de la limite continue peuvent étre reproduits
directement en résolvant une équation aux dérivées partielles dans laquelle toute
trace de la structure initiale de réseau a disparu.

Enfin, nous exhibons une classe un peu plus générale de modéles qui ont la
méme propriété: longueur de corrélation qui diverge et limite continue.

4.1 Interactions de proches voisins. Matrice de transfert

Nous considérons donc le réseau unidimensionnel des points de coordonnées
entieres de la droite réelle. A chaque point k € Z du réseau sont attachées une
ou plusieurs variables réelles g (par exemple la déviation d’une particule de sa
position d’équilibre}. Dans la suite nous nous limiterons & une variable réelle par
site, mais la généralisation & plusieurs variables est simple.

Le modele statistique est alors spécifié par un poids statistique (une densité
de probabilité) que nous écrivons sous la forme particuliére

pla) = 271 e 5@, (4.1)

ol g dénote 'ensemble des variables g et Z est une normalisation, appelée
fonction de partition, qui est déterminée par la condition

/HkoP(Q):l-
k

La fonction S(q) peut souvent &tre écrite comme la somme de termes indépendantsf
w(gx) qui spéeifient la distribution des variables g en 'absence d’interaction, et
d'une énergie de configuration ou interaction £(qg) qui corrélent les sites:

S(a) =Y wlge) +E@)/T, (4.2)
k

le parameétre T étant physiquement la température.

Nous supposons aussi que £(q) est invariant par translation sur le réseau, c¢’est
3 dire invariant dans la substitution ¢; — ¢;11, et local. Un exemple d’interactions
locales est celui des interactions de portée finie. Alors £(q) peut s’écrire

Ela) = ZE(%,%JA, oy Qhtm), m>0.
k

Nous considérons dans un premier temps un systéme sur un réseau fini de taille
n, imposant par cominodité des conditions aux limites périodiques. Notre but,
cependant, est d’étudier la limite du systéme infini, n — oo, appelé aussi dans
ce contexte limite thermodynamique.
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4.1.1 Interactions de proches voisins

Nous considérons maintenant une fonction S(q) de la forme particuliére

S{a) = Z S(ak—1,9x) (4.3)
k

avec 5(¢",¢') = S(¢’,q"). On parle alors d'interaction de proches voisins puisque
chaque variable g n’est directement corrélée qu’aux variables attachées aux sites
voising sur le réseau.

Nous supposons, par ailleurs, S(g, ¢') continue par morceaux, et de plus pour
assurer la convergence des intégrales nous imposons

S(g,q') > pllgl +1d'D), p >0, (4.4)

Cette restriction est un peu forte, mais commode pour les systémes que nous
voulons étudier.

Nous discutons d’abord un systéme sur un réseau fini de taille n, &k € [0,n],
imposant par commodité des conditions aux limites périodiques: ¢, = gg, ce qui
donne au réseau une structure de cercle.

La fonction de partition g’écrit alors

z, = / (ﬁ qu) e~ Snla) (4.5)

avec

Sula) = S(ae 1, ax)- (4.6)
k=1

4.1.2 Matrice de transfert

Pour discuter la physique des modeles statistiques classiques sur réseau dans le
cas d’interactions de proches voisins, un outil se révele trés utile: la matrice de
transfert.

Notons que le formalisme de la maftrice de transfert, que nous allons intro-
duire, se généralise & des systémes statistiques clagsiques sur réseau en dimension
d’espace arbitraire, avec interaction de portée finie (avec un nombre fini de sites
directement corrélés).

Nous introduisons 'opérateur T associé au noyau symétrique réel

[T)(q",q') = e @), (4.7)

Iopérateur T est appelé la matrice de transfert du modele statistique. Cette
dénomination provient des exemples ot la variable ¢ ne prend quun nombre fini
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de valeurs et donc T est une matrice. Ici, au contraire, ¢’est un opérateur intégral
qui agit sur les fonctions par

T4)(q) = / aq' IT)(q, @)(d)-

Dans cette représentation, le produit de deux opérateurs O1(q¢’,q) et Oa(¢’,q)
s’écrit

0:01¢0) = [ 44" Oald', O, 0). (18)
La trace est définie par

trO Equo(q, q), (4.9)

une définition dont on vérifie en la combinant avec la régle de produit (4.8),
qgu’elle satisfait bien & la condition cyclique tr Q201 = tr 0105,

On vérifie alors qu’avec la borne (4.4), les traces de toutes les puissances T
existent.

De P'existence de tr T? on déduit que, si f appartient & I’espace de Hilbert £2
des fonctions de carré sommable, Tf est de carré sommable, et de plus dans £2
Popérateur T est borné.

L'opérateur T est symétrique réel. Il est diagonalisable dans ’espace £? des
fonctions de carré sommable, son spectre est réel et ses vecteurs propres réels et
orthogonaux. Comme la trace de T? est fini, le spectre de plus est discret et les
valeurs propres ont zéro comme seul point d’accumulation.

Dans la suite, nous notons 1, (q) les vecteurs propres normalisés de T, associés
aux valeurs propres (toutes réelles ) 7o > |71| > [72]..

/ dq' [T1(q, ¢ )b (") = Tupu(q), /dqwf(Q) =1.

Enfin, [T](g,q¢’) peut alors s’exprimer comme une combinaison linéaire de pro-
jecteurs sur les valeurs propres sous la forme

[Tl(a,¢) = > _ nwu(@)u(d). (4.10)

Opérateur position. Pour la suite, il est utile d’introduire également 1’opérateur
Q, analogue de 'opérateur position de la mécanique quantique, qui agit par
multiplication:

[Qyl(a) = qv(q). (4.11)

Le noyau correspondant peut s’écrire
[Ql(q.q") = d(a — q'),
o 6{q) est la distribution de Dirac.
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4.2 Fonction de partition. Fonctions de corrélation

Fonction de partition. En terme de la matrice de transfert, la fonction de partition
(4.5) peut g’écrive (g = ¢n)

Zp = / T dax[T](gh-1, qx) = tr T™
k=1

Fonctions de corrélation: définition. Nous définissons maintenant les fonctions
de corrélation des variables g;. Dans la suite la notation (e}, signifiera valeur
moyenne de e par rapport au poids statistique Z, ' ¢~*. Avec cette notation,
nous définissons la fonction de corrélation & p points comme le moment de la
distribution (go = ¢n)

Z'lglp) (811’827 ey Ep) = (Q’Bl% e q;;p)n = Z‘n_1 / (H qu) Ge, Qe - - .qep e*Sn{Q) .
s=1
(4.12)

4.2.1 Fonction de corrélation 4 un point

La fonction de corrélation & un point, qui est la valeur moyenne de gg, est donnée

par
ZN () = (), = Zr[{l] (H dqs) qee 5@,

5=1
L’intégrale peut se récrire

n—1

f (H dQS) Qe e—Sn(Q) = /QedQIZ dQ'n/ ﬁ dQ3 H [T] (qSJ Q's+l)

s=f+1 s=Ek
£—1 £

X /H dqs H[T](qsfl,%)-
s—=1 s=1

Introduisant maintenant 'opérateur (4.11}, nous notons

QT (g¢, ge+1) = qe[T] (e, ger1)-

L’intégrale se raméne alors & la trace d’un produit d’opérateurs. La fonction a

un point devient X
ZW(H =z TNQ. (4.13)

Invariance par translation. L'expression (4.13) montre que la valeur moyenne
est indépendante du point £. C’est en fait une conséquence directe de deux pro-
priétés: la matrice de transfert est indépendante des points sur le réseau; nous
avons choisi des conditions aux limites périodiques qui ont donné au réseau une
structure de cercle. Ceci induit une invariance par translation sur le réseau.
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4.2.2 Fonction de corrélation a p points

De la méme manictre, la fonction de corrélation 4 deux points, valeur moyenne
du produit des valeurs de g en deux points £4, £3 du réseau, est donnée par

n
Z,,{.E) (Eh'g?) = (qgl Q£2>n = Z.;l / (H dQS) e, qes e"Sn(Q) )

5=1

La fonction Zy (2 )(fl,ﬂg) est symétrique dans Péchange £, «» £y3. Supposons par
exemple 45 > £1. La méme méthode permet alors d’établir I'identité

Z@ (0, 8,) = Z7 e QTR0 Qe th, (4.14)

De nouveau, comme conséquence de 'invariance par translation, la fonction a
deux points ne dépend que de la distance entre les deux points sur le réseau.
Plus généralement, si nous supposons les points ordonnés £1 < £5 < ... < 4,

ZP(lr b2y ) = (et -G8, ),

T
=z / (H dQ'S) Qe ey - - - Qp, €@
g=1

=Z QT &1 Q.. ThshQTe QT 5th,

4.3 Limite thermodynamique

Nous évaluons maintenant Ia fonction de partition et les fonctions de corrélation
dans la limite thermodynamique. De fagon générale, pour un modele statistique,
la limite thermodynamique est la limite de volume infinie. A une dimension, le
volume se réduit a la longueur du réseau n.

4.3.1 La fonction de partition

La limite thermodynamique fait jouer un réle essentiel au spectre et aux vecteurs
propres de Popérateur T dans l'espace £? des fonctions de carré sommable.

Valeur propre dominante de la matrice de transfert. Pour les systémes uni-
dimensionnels que nous étudions ici, on démontre que 7y, la valeur propre de
module maximum de T, est positive ef non dégénérée ou simple, et que o(qg)
est une fonction de signe constant, qu’on peut donc choisir positive (cf. appendice
A1.4.7).

Limite thermodynamique. La fonction de partition peut alors s’exprimer en
termes des valeurs propres:

—trT”—ZT
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Pour n — o0, la fonction de partition est dominée par la valeur de module
maximum 7g de la matrice de transfert et donc

Z’n"!. n:oo TO N
La quantité
W,=ThzZ,, (4.15)

que, dans le contexte de la physique statistique, on appelle énergie libre, est donc
proportionnelle au volume n et W,,/n a une limite finie:

1
lim EW” =Tlnm. (4.16)

—r 00

Dans ce qui suit nous omettrons le plus souvent le facteur de proportionnalité T,
nécessaire a 'interprétation physique, mais qui ne jouera en général aucun role.

Plus généralement, la propriété que Iln Z soit proportionnel au volume est une
conséquence directe de la portée finie des interactions.

4.3.2 Fonction de corrélation 4 un point

Nous utilisons maintenant ’expression (4.13) pour évaluer la valeur moyenne de
g. Dans la limite thermodynamique n — oo, la matrice T™ est dominée par ses
valeurs propres les plus grandes. Alors, du développement (4.10) on déduit

[T™)(q,d') = 75vo(@)vo(d) + O()

n—00
et donce
tr QT" o~ T f dg qwg (g).

La valeur moyenne de g; a une limite finie donnée par
(a) = 2000 = Jim 2, 1 QT" = [ dgui(a)

Brisure de symétrie. La valeur moyenne {gy} n’a, en général, pas de signification
particuliere, puisqu’il suffit de faire une translation pour la supprimer:

qe = g = qr — {qe) -

Le seul cas intéressant est celui out le point ¢ = 0 est privilégié pour des raisons
de symeétrie, par exemple le systéme est invariant par la réflexion g — —g. Dans
ce cas une valeur moyenne non-nulle a un sens de brisure spontanée de syméirie
{cf. chapitre 7).
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Cette situation se rencontre si I'interaction satisfait
S(q”,q’) — S(*qﬂ, _qn’) :> [T](q”, qn’) —_ [T](*q”, ‘“q’)-

A une dimension avec interaction de proches voising (ou de courte portée), une
telle brisure spontanée de symétrie est impossible. L’argument est le suivant:
Pour que

(@) = / dq 4 2(a)

soit différent de zéro, il faut que la fonction ¥p(g) ne soit pas symétrique, c’est
8 dire ne soit ni paire ni impaire. La valeur propre 7y est alors dégénérée (ici
double) car l'état symétrique 1o(—g) est un vecteur propre indépendant:

To = / dgdq’ volq’)[T)(¢, a)tbo(q) = f dgdq’ o(—¢")T{d', a)bo(—q)-

Ceci est contradictoire avec le résultat général qui affirme que la valeur propre
Tp est non dégénérée.

Comme la symétrie de réflexion ne peut pas étre brisée spontanément, une
transition de phase avec ordre est exclue.
4.3.3 Fonction A deux points et longueur de corrélation

Limite thermodynamique. Pour la fonction & deux points, avec le méme argument
on trouve

Z@(1y, ) = "|Tzl’e1_ f dg dg’ ¥o()[QT"*~1Q(g, ¢')vho(a’). (4.17)
T

0

Comportement 4 longue distance. Examinons maintenant le comportement de
la fonction & deux points & grande distance £ = [£4 — £2| — oo (supposant pour
simplicité |5} < |71} Utilisant le développement (4.10),

T(0,¢)_=_tolaio(d) + H1(@)in(g) + O0E),

on obtient
Z3(0) = () + A2(r1/m0)" + O ((m2/70)")
avec

A= f dg g1 ()b a).

Le terme dominant est une constante, le carré de la valeur moyenne de g. Comme
noté plus haut, il peut étre éliminé en redéfinissant les variables gy:

QG — ¢ = gk — (@)
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ainsi que

Q=Q—(g.
La fonection & deux points de ¢’ décroit alors exponentiellement pour £ — oo
(supposant Aq # 0 sinon il faut prendre le terme suivant):

(q90) = A3(T1/70)" + O ((2/70)") .

Omn caractérise de fagon générale cette décroissance par la longueur de corrélation

£ qui est définie par ,

= lim - ——m— . .
=Y (4.18)
On trouve ici
£ =1In(mo/71). (4.19)

Limite continue. Supposons que la matrice de transfert dépende d’un parametrel
tel que, dans une certaine limite de ce parametre, la longueur de corrélation tende
vers I'infini. Alors, comme nous allons le montrer explicitement, dans Vexemple
gaussien, il est possible de définir une limite continue, et les fonctions de corrélationsf
de la limite continue peuvent étre calculées a partir d’une équation aux dérivées
partielles ou d’une intégrale de chemin (cf. chapitre 5).

A la différence de la dimension un, en dimensions d’espace supérieures, il est
possible de trouver des modeles ol la longueur de corrélation diverge pour une
valeur finie de la température. A cette température 1y = 79, c¢'est a dire que
la. valeur propre maximale est dégénérée (au moins double). Mais comme nous
Pavons discuté en section 4.3.2, si la valeur propre maximale de la matrice de
transfert est dégénérée, il est possible d’avoir une brisure spontanée de symétrie.
A cette température, on observe donc en géneral une transition de phase.

Cet argument, établit donc un lien entre existence d'une transition de phase et
possibilité de définir une limite continue.

4.3.4 Variable moyenne et limite thermodynamique
11 est instructif d’étudier le comportement des moments de la variable aléatoire

moyenne
1 n
Q= g BEI 7]

dans la limite thermodynamique n — oo.
D’abord, par invariance par translation,

(@ = (@)

Le second moment est lié a la fonction a deux points, et donc & deux points
connexe, en effet

@hm 5 e~ L5 o 0+ 1 o

£y ,Ea £ £
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Dans la limite thermodynamique, la fonction a deux points connexe décroit
exponentiellement pour |£] — oo d’une fagon déterminée par la longueur de
corrélation. Si la longueur de corrélation est finie. la somme sur £ converge. Le
second cumulant <Q2>C tend alors vers zéro comme

(@)~ 3 {aoar),

£

(Quand la longueur de corrélation est finie, les variables gp, bien qu’elles ne soient
pas indépendantes, ont une moyenne dont les moments ont le comportement
prédit par le théoréeme de la limite centrale .

4.4 Fonctions connexes et propriété d’amas

La fonction a deux points de ¢’ est aussi la fonction & deux points de g & laquelle
le produit des fonctions a4 un point a été soustraite:

<q21 q22> == <q€1 qu) - (qh) ((Mz) .

La combinaison ainsi obtenue, qui est le deuxiéme cumulant de la distribution,
est appelée fonction a deux points connexe et sera notée

(Ge: 905 )0 = (98, 00,) — {Ge,) {Qe,) -

(Cest cette fonction connexe qui décroit & grande distance dans la limite ther-
modynamique.

Cette propriété se généralise a la fonction & p points. Utilisant, en particulier,
les techniques de la section 2.4.2, on introduit une fonction génératrice des fone-

tions de corrélation
Z(b) = <€XPZ beq£> :
14

Alors
W(b) = In Z(b),

la fonction génératrice des cumulants, est la fonction génératrice des fonctions
de corrélation connexes.

Notons qu’elle est aussi ’énergie libre d’un systéme oli un terme couplé linéaire-
ment a g a été ajouté a Pénergie de configuration.

Propriété d’amas. Une propriété trés importante des fonctions de corrélation
connexes est la propriété d’amas (cluster en anglais).

Notons <q€1q€2 . ..Qgp>c la fonction & p points connexe. Séparons alors les p
points £1,43,..., £, en deux sous-ensembles non vides disjoints I et J. Appelons
distance D entre ces deux sous-ensembles de points la quantité

D= min |4 —{;|
E@EI,QJ'GJ
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Alors
DlEIloo <qE1Qg2 PN (_Mp)c = (. (420)

Avec les hypothéses de ce chapitre, on peut montrer plus précisément que la
fonction de corrélation décroit au moins comme e 2/¢, ot € est la longueur de
corrélation (4.19).

4.5 Exemples

Avant d’aborder le cas gaussien, qui va nous intéresser plus particulierement,
nous allons illustrer I’analyse précédente par quelques exemples simples.

(i) Température infinie ou variables indépendantes. Considérons I'expression
(4.2). Quand Iénergie de configuration £ est nulle ou la température 7' infinie,
les variables en sites différents sont indépendantes. La matrice de transfert se
factorise (dans la notation):

[T](q,q) = e~ @/ e~(a)/2,

et prend donc la forme d'un projecteur sur le vecteur e~“(@/2, Donce la valeur
propre correspondant & ce vecteur est positive et toutes les autres valeurs propres
s’annulent. La longueur de corrélation est nulle.

(ii) Systémes invariants par translation. La limite opposée correspond a pren-
dre S{q,q’) de la forme

S(¢,q') = BE(q—¢')/T,

olt F(g) est donc une fonction paire.

Nous reconnaissons alors une version de la marche au hasard étudiée en section
3.3, & une dimension dans 'espace continu, la matrice de franstert jouant le
role de la probabilité de transition. Dans cet exemple la borne (4.4) n’est pas
satisfaite, et nous la remplagons par

E(q) = plq|-

La matrice de transfert se diagonalise par transformée de Fourier:
T)() = [ ag etaForT,

La matrice de transfert a donc un spectre continu. La limite thermodynamique
est dominée par le voisinage de & = . On peut définir alors une limite continue
qui est directement reliée au mouvement brownien.

(iii) Limite de basse température. Considérons maintenant 'exemple

S(g,d) = $la—d)?/T + % (w(g) + w(d)).
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ot T' est physiquement proportionnel & la température et la fonction w(g) est une
fonction réguliere (par exemple un polyndme) positive avec un minimum unique
a ¢ =dqo:

w(g) = swalg — Q) +0 ((¢— w)°) .
Pour 7' — 0, la configuration dominante & la fonction de partition correspond &
tous les g égaux. La fonction & p points se réduit a

(qp)n - /dqqp e~ nw{q) /f dg o wiq)

Alors, pour n — oo, seul le voisinage de la configuration ¢ = qg contribue et
{g"),, — 5. Pour le calcul des fonctions connexes, on peut introduire la fonction
génératrice

Zn(b) = (ebq>n

La limite n — oo reléve de la méthode du col. On peut donc approximer w(g)
par twoq?. La fonction génératrice est donnée par

Zn(b) o /dq e—nwz(q—QG)2/2+bq o ebqo+b2/2nw2,

et done la fonction génératrice des fonctions connexes
Wi (b) = bgy + b%/2nws,

un résultat analogue au théoréme de la limite centrale. En particulier, puisque
la fonction & deux points est constante, la longueur de corrélation est infinie.

Enfin, pour étudier le voisinage de T' = 0, on peut aussi remplacer w(g) par
I’approximation quadratique. On est alors conduit & une distribution gaussienne
que nous discutons maintenant en détail.

4.6 Le modele gaussien

Nous étudions maintenant de facon plus détaillée un modeéle ol la fonction
S(q,q") est une forme quadratique, correspondant & un poids de Boltzmann
galssien.

A chaque point & € Z du réseau est attachée une variable réelle 2, (par exemple
la déviation d’une particule de son point d’équilibre) et un poids statistique

pla) =2 te 5,
olt nous choisissons la fonction S(z) de la forme particuligre

J 1
S(z) =) {ﬁ (zr — ze1)” + §w2:ci , w,d >0. (4.21)
k
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Dans 'interprétation physique, la constante J caractérise la force de I'interaction
entre proches voisins, le parameétre positif 7" est la température et w caractérise la
distribution pour 7" = 400, qui peut étre engendrée par un potentiel harmonique
V(z) = fw?z? correspondant & une force de rappel & 'équilibre.

On g'attend & ce que les comportements collectifs apparaissent a basse tempé-
rature, ol la corrélation entre points voisins est la plus forte. En effet, pour T' —
0, la configuration dominante est obtenue en minimisant 1’énergie et correspond
a tous les xy égaux.

Il est commode, pour ce qui suit, de changer de normalisation, posant

T = '\/‘EQka

ol le paramétre

e =/T/J

est proportionnel & v/1'. La limite de basse température T' — 0 correspond alors
a la limite e — 0.
Dans ces nouvelles variables, la fonction S (équation (4.2)) devient

S(q) = % > [(q;c — qe—1) Je + swzq,%] . (4.22)
k

Dans la notation (4.6), |

/ 1 ne , &9l oa
$a,d)=(¢—d)V +— (¢ +47) (4.23)
2€ 4
Nous calculons d’abord les quantités qui nous intéressent pour un réseau fini
k € [0,n], imposant des conditions aux limites périodiques: g, = qo, et étudions
ensuite la limite du systeme infini, n — oo.
11 est aussi commode de changer de normalisation de la fonction de partition

et d’écrire la densité de probabilité

pla) = Zn,T) 2ne)T? (4.24)

avec

Sn(a) = Z S(qr-1,k)- (4.25)
k=1

La fonction de partition est alors donnée par

_ {17 e B
Z(ne) = | [] vl (4.26)
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4.6.1 Matrice de transfert: Propriétés algébriques

La matrice de transfert T est maintenant associée au noyau {pour plus de détails
cf. section 4.1.2):

[T)(a,d") = exp [-1(g— ) /e~ je® (@ +d7)] . (427)

1
Vare
L’opérateur T est symétrique réel. On vérifie de plus qu’il est positif (cf. section
4.8). Le noyau [T] satisfait la borne (4.4) et donc toutes les traces des puissances
de T existent. Son spectre est discret. Ses valeurs propres sont réelles positives
et bornées, et ses vecteurs propres orthogonaux.

Il est commode d’introduire la paramétrisation

we = 2sinh(#/2), € =sinhf/e = wcosh(8/2). (4.28)

En termes des parametres (4.28), la matrice de transfert s’écrit

Q Q0
"N _ _ 2 2 90| | _
T1(@:4) =\ 97 sinn g &P { Teimng (@ +47) cosht = 24q) (4.29)

Dans ce qui suit, nous utilisons directement les notations et résultats de la section
4.3. En particulier, nous notons ¥, les vecteurs propres de T correspondant aux
valeurs propres 7,. Nous introduisons aussi 1’opérateur position Q, défini par
Péquation (4.11), et qui agit de fagon multiplicative:

1Qv¥l(a) = ¢¢(q).

Pour des raisons qui seront explicitées plus loin, les vecteurs et valeurs propres
de T peuvent &tre déterminés par une méthode algébrique inspirée de la solution
de Poscillateur harmonique quantique.

Opérateurs d’annihilation et de création. Dans le langage de la mécanique
quantique, I'opérateur  est I'opérateur position. On introduit aussi opérateur
impulsion P, qui agit sur le sous-ensemble dense des vecteurs différentiables de
I'espace de Hilbert par

- 1 dap
P = -—. 4.30
Pyl = 5 (430

On vérifie la relation de commutation {(avec la notation [U, V] = UV — VU)
QP =i1,

o1 1 est I'opérateur identité. Utilisant la notation t pour indiguer la conjugaison
hermitienne, nous remarquons

~ ~

Q=q7, P=pf, T=1"
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On définit alors deux opérateurs
A=iP+0GQ, Al=—iP+0QQ, (4.31)

appelés, dans le langage quantique, opérateurs d’annihilation et de création,
respectivement.
Leur commutateur est

A,AT =201, (4.32)

Matrice de transfert et opérateurs A, AT, Utilisant la forme explicite (4.27),
on vérifie d’abord I'identité

[% g+ (b%r - Qq’)} [T](g,9") = 0.

Faisant alors agir les opérateurs AT et TA sur un vecteur 1 arbitraire, on obtient
— ! a ! !
[AT¢|(q) = [ dg (aq + QQ) [T](q, 4"y (q")
_ 0
=’ f dg' ¥(q") (ﬂq’ - a—q,) [THg,4q")
2,
—o [ 131000 (5, 1 90 90o) = <7 [TAVI@),

apres une intégration par parties. On en déduit les relations de commutation

AT =e "TA = AT =¢’TAT, (4.33)

4.6.2 Matrice de transfert. Vecteurs et valeurs propres

Les relations de commutation permettent de déterminer le spectre et les vecteurs
propres de la matrice de transfert.
En effet, si v, est le vecteur propre de T associé a la valeur propre 7,

A'Ty, =, Ay, = TAlY, .

Donc, si A4, est de carré sommable et ne s’annule pas, ATy, est aussi un
vecteur propre, associé & la valeur propre e %7, < 7,.
La solution de I'équation

[ATy,)(q) = =" (g) + Qgy{g) = 0

st )
¥(g) oc /2,
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qui n’est pas de carré sommable. Donc il n’existe pas de vecteur ¢ dans £? tel
que Aty =0.
Le méme raisonnement, appliqué a A, donne

ATy, = 1,A¢, =e ' TAY, .

Donec, si A, est de carré sommable et ne s’annule pas, A, est aussi un vecteur
propre, associé & la valeur propre ¢ 1, > 7.

Mais comme 'opérateur T est borné, il existe nécessairement une valeur propre
maximum 7g. Le vecteur propre correspondant g est donc tel que

Ay =0. (4.34)
Explicitant ’équation (4.34), on trouve I'équation différentielle

¥ (q) + Qqy(q) =0,
dont la solution ,
o(q) o e /2

est bien de carré sommable.
On en déduit que les vecteurs

¥ o (AN 4y,

dont on vérifie qu’ils sont bien normalisables, sont les vecteurs propres de T

associés aux valeurs propres

= "1y,

Calculant la trace de T de deux fagons différentes, on trouve enfin

e 8]

1 1 70
! / ¢/Tl(a,0) we  2sinh(0/2) DZ_OTV 1—e?
On en déduit
7, = e 0 HL/2) (4.35)
ce qui confirme que Vopérateur est défini positif.
Opérateur hamiltonien. L’opérateur
H=1ATA +10 (4.36)

que, par analogie avec la mécanique quantigue, nous appelons hamiltonien, com-
mute avec la matrice de transfert et a donc les mémes vecteurs propres. Pour
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déterminer les valeurs propres correspondantes, nous faisons agir ATA sur un

vecteur propre:
ATA(AT .

Commutant Popérateur A systématiquement avec les opérateurs AT placés & sa.
droite au moyen de la relation (4.32), et utilisant finalement I'équation (4.34),
nous en déduisons

He, = Qv+ b, . (4.37)

La matrice de transfert T peut donc s’exprimer en fonction de H par
0
T = exp _ﬁH : (4.38)

Enfin, notons que H, exprimé en termes des opérateurs Q et P, s’écrit

H=1P%+102Q2. (4.39)

[

4.6.3 Fonction de partition. Fonctions de corrélation

Fonction de partition. La fonction de partition peut s’écrire (section 4.1.2):

a—no/2
Z(ﬂ, 5) = {r T = Zef‘TLQ(Vle/Q) == m (440)
F74

Fonction de corrélations. Comme la mesure est gaussienne, il suffit de calculer
les fonctions & un et deux points, les autres s’obtenant par le théoreme de Wick.
Le calcul explicite repose sur quelques identités. D’abord, utilisant les relations
de commutation (4.33) et la cyclicité de la trace, on trouve

tr T"A™ = tr T"AT™ =0 pour m >0.
Avec les mémes ingrédients, on obtient
tr AATT™ = e tr ATAT™.
La relation de commutation (4.32) permet alors d’en déduire

2Q)

trATAT™ =
ent —1

tr'T™.

Enfin, des définitions (4.31) nous tirons

5 b ,
Q=55(a+al. (4.41)
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Fonction & un point. La fonction & un point est proportionnelle a
tr QT" o tr(A + ANHT" = 0.
C’est un résultat qui découle, en fait, directement de la symétrie [T|(gq,¢") =
[T](~q,-¢).

Fonction & deux points. La fonction & deux points est donnée par (équation
(4.14))

{goge) = 27 (n,e) tr T QTG

Utilisant les relations de commutation (4.33) et les relations exhibées ci-dessus,
on obtient le résultat explicite

1 cosh((n/2_ |£|)0)
(w0ae) = 55 sinh(né/2)

Limite thermodynamigue. Dans la limite thermodynamique (limite de volume,
ici en fait longueur, infini) n — oo, la fonction de partition Z(n,e) devient

Z(n,e) ~ e /2,

et donc I’énergie libre par unité de volume (ici de longueur) W/n est (nous
omettons le facteur de température proportionnel 3 2 sans intérét ici} a une
limite finie: i g 0
lim - W=-InZ=—-.
n

n—0o0 1 2

Dans la limite de basse température & — 0, les relations (4.28) entrainent 8 ~ ew

et done | N
lim W~ —=gw.
n—oo 1 2

De méme, la fonction 4 deux points devient

1
{qoqe) ~ 20 e 0l (4.42)

En conséquence, la fonction & deux points décroit exponentiellement & grande
distance. On caractérise cette décroissance par la longueur de corrélation (définie

en (4.18))
I3 1 1

€= gli%*1n(|<q0q,g)|) T In(ro/m) 6

A basse température, c’est & dire pour £ — 0,
£=1/0r~1/we

et donc la longueur de corrélation diverge.
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4.7 Modeéle gaussien: limite continue

Puisque pour € — 0 la longueur de corrélation diverge, nous introduisons la
longueur macroscopique 3 = ne et nous prenons la limite n — oo, ¢ — 0 a
ne = 3 fixé. Ceci correspond a fixer la longueur du systéme en unités de longueur
de corrélation, en effet n ~ wBg. Alors

el /2
Z(H,E) ~ m
Cette limite est appelée limite continue, dans la mesure ot pour les quantités
définies & ’échelle de la longueur toute trace du réseau initial a disparu.

4.7.1 Limite continue et hamiltonien quantique

Dans la limite continue Q — w et Vopérateur hamiltonien (4.39) devient
H = 1P? + 1,°Q7, (4.43)

qui est Phamiltonien de 'oscillateur harmonique quantique de fréquence w.
La fonction de partition quantique est donnée par

e—w,@/Z

Z(8) =tre FH = [l (4.44)

ou 3 est Vinverse de la température, dans un systéme d’unités ou A, la constante
de Planck, est égale a 1. Elle coincide avec la limite continue de la fonction de
partition classique.

De facon plus générale, la relation (4.38) montre que dans la méme limite

T" — ¢ FH

e—0, ne=g fixé

Enfin, 'expression explicite (4.42) de la fonction a deux points montre, de plus,
que dans la limite € — 0, £ — oc avec fe = ¢ fixé, la fonction a deux points tend
vers une limite finie:

{q(0)q(t)) = % COSh.(w(ﬁ/ 2— 1) (4.45)
w  sinh(w3/2)

Cette limite correspond de nouveau a fixer la distance entre les deux points en

unité de longueur de corrélation: £ ~ wit€.

Ainsi, fonction de partition et fonctions de corrélation ont une limite dans
laquelle toute trace du réseau initial a disparu, appelée donc limite continue.
Il n’a été possible de définir une limite continue que parce que la longueur de
corrélation tend vers 'infini.
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Enfin, les éléments de matrices de 'opérateur quantique U(t) = e " (la ma-
trice densité & 'équilibre thermique & la température 1/t), dans la représentation
ou Popérateur Q (I’opérateur position de la mécanique quantique) agit par mul-
tiplication, est solution d'une équation aux dérivées partielles dans une variable
t continue:

1 o2 5 o

00N == (~goz =) UN@a)

avec la condition aux limites

[U(0)}(g,¢") = (¢ — ).

(C’est une équation de Schrodinger en “temps” imaginaire (en fait une équation
de type diffusion ou chaleur).

Divergence de la longueur de corrélation et limite continue. Nous venons d’ob-
server le premier exemple de limite continue associée a la divergence de la
longueur de corrélation. Toute limite continue correspond aussi a des propriétés
d’universalité. Dans la limite ¢ — (ici basse température), les propriétés macro-
scopiques du modele statistigue sont indépendantes de la forme détaillée de la ma-
trice de transfert. Nous aurions pu compliquer quelque peu le terme d’interaction
de proche voisin et la distribution en chaque site et obtenir la méme limite con-
tinue. Enfin le résultat s’exprime en fonction de la solution d'une équation de
diffusion dans ’espace continu, ot toute trace du réseau initial a disparu.

Mécaniques statistiques classique et quantique. Nous avons trouvé, dans la lim-
ite continue, une relation entre mécanique statistique quantique a zéro dimension
(une seule particule) et mécanique statistique classique & une dimension. En ef-
fet, dans la limite £ — 0, ne = 3 fixé, la fonction de partition classique tend,
& une normalisation triviale prés, vers la fonction de partition d’une particule
quantique. Ce type de relation n’est pas particulier & ’exemple gaussien, s'étend
a certaines fonctions de corrélations et se généralise aux dimensions supérieures:
la mécanique statistique quantique a d — 1 dimensions d’espace a des liens, dans
Ia limite de basse température, avec la mécanique statistique classique & d di-
mensions.

Limite thermodynamique. La limite thermodynamique du modele de mécanique
statistique classique est obtenue pour F — oco:

1 W
lim =InZ(8) = ——,
gm 2 (B) = —3
c’est & dire dans la limite de température nulle du modeéle quantique. Dans cette
limite, la fonction de partition quantique est dominée par la valeur propre Ia plus
petite, c’est & dire ’énergie du fondamental, du hamiltonien. I.’étude de la limite
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thermodynamique du systéme classique est done reliée a I'étude du fondamental
du systéme quantique.
Dans cette limite, la fonction & deux points se réduit alors a

(a(t)a(0)) = i (4.46)

W

4.7.2 Décimation et limite continue

Considérons de nouveau la matrice de transfert [T](q, ¢’} (équation (4.27)). Pour
e — 0,

Q=w+ %ezwg +0 (54)

0 = we (1 — Zw?e?) + O ().

De la représentation (4.38), on déduit que, a {2 fixé,
T(O)T(0) =T(0+ 0,

olt T(0) est I'opérateur de noyau [T|(g, ¢’) et parameétre ¢, un résultat qu’on peut
vérifier directement par calcul explicite.

Pour calculer la fonction de partition, on peut alors utiliser une méthode dite
de décimation qui consiste & regrouper les sites du réseau deux par deux de fagon
itérative. C’est ’analogue, pour ce probléme, des transformations discutées en
section 3.2. Ceci induit sur la matrice de transfert la transformation

T(T) = T
Dans le cas gaussien, cela conduit a
T(T(6)) = T(26).

Le parametre {} est invariant, et le parameétre 6 se transforme en 20. Un point

fixe doit satisfaire
T(26) = T'(9),

ce qui n’a que la solution # = 0 et T = 1, et donc € = 0. C’est la situation limite
de température nulle oll toutes variables aléatoires sont égales et la longueur de
corrélation infinie, que nous avons discutée dans P'exemple (iii) de la section 4.5.

Notons maintenant que pour £ > 0 la longueur de corrélation, qui est finie,
est divisée par deux & chaque itération et tend donc vers zéro. Les itérations
éloignent du point fixe qui correspond & une longueur de corrélation infinie et
le parametre ¢ est donc associé & une direction d’instabilité, c¢’est a dire a une
perturbation essentielle.

Une universalité réduite au seul point € = 0 est d’un intérét physique limité.
1l existe en réalité une forme d’universalité asymptotique dans le voisinage d’un
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point fixe, ici pour 0 < £ < 1, dont nous allons décrire le principe. Elle va jouer
un role important par la suite.

L’idée est de faire un nombre m d’itérations tel que 2™ > 1, mais 2™e < 1,
c’est & dire que la longueur de corrélation apres m itérations est encore grande
par rapport & la maille du réseau. Une facon de réaliser cette situation est de
multiplier par 2™ la longueur de corrélation initiale. Ceci est réalisé en substitu-
ant

g2

et en itérant ensuite m fois la transformation. Ces transformations combinées
impliquent pour des paramdtres 2,8, dans la limite m — oo,

Oy =w + %wSEQZ“Qm + 0 (2_4"”)
Oy = 20 = we (1 — %w2522“2m) +0 (2_4”’“) .

De Dexpression (4.38), on déduit alors qu’asymptotiquement pour m — oo, la
matrice de transfert converge vers 'opérateur e ¥, ot H est Ihamiltonien quan-
tique (4.43) qui caractérise la limite continue.

Clette facon d’ajuster amplitude initiale d’'une perturbation essentielle de telle
sorte que I'amplitude itérée reste finie, a un analogue en théorie quantique ou
statistique des champs, ot elle prend la forme d’une renormalisation.

4.8 Généralisation

Les résultats obtenus dans le cas gaussien se généralisent, dans la limite € — 0,
a la classe particuliére des fonctions

S(d,q) = (g ¢')?/2e + eV () + 5eV (d), (4.47)

ot V(q) > 0 est, par exemple, un polyndme.
Nous définissons la matrice de transfert par

T 0) = s

La fonction de partition {toujours avec conditions aux limites périodiques gy =
) est donné par

=50, (4.48)

Zple) =trT".

En utilisant, en particulier, I'identité

1 "2 / ey 2
exp,—(q — %] = [ dp ePle—2)—eP"/2
e pi—(g—4¢')"/2] P
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on peut montrer que opérateur T peut aussi s’exprimer en terme des opérateurs
(4.11,4.30). On trouve

T — efEV(Q)/z efEP2/2 efEV(Q)/zj

ol encore

T =UUl, U=eVQ/2cP/4

ce qui montre aussi que 'opérateur T est positif.
La trace de T est finie si V(g) tend vers V'infini assez vite pour |¢| — cc. En
effet

trT = f dq [T){g, q) = / dge Vi@

Donc la somme des valeurs propres 7, de T (qui sont positives) est bornée, ce
qui entraine qu’elles s’accumulent & zéro

tr'T = E TE < 00 = Tkkﬂ 0.
—r OO
k

Puisque T est positif, on peut définir Popérateur hermitien InT (il a les mémes
vecteurs propres que T et comme valeurs propres In 7).

Limite continue £ — (0. Pour ¢ — 0, T tend vers 'opérateur identité, et donc
InT — 0. Pour obtenir le comportement dominant de In'T, il suffit d’estimer
T — 1. Développant le produit, on trouve

T-1-—|3P2+V(Q)] +0(?).
On en déduit

1 A N
H=-lim - InT=3P*+V(Q) =T= o SHIOE)
£t
L’opérateur quantique H est I’hamiltonien d’une particule de masse unité soumise
au potentiel V(¢) (dans un systéme d'unité ot & = 1). Dans la limite ¢ — 0 a
ne = 3 fixé, on trouve donc

Z(B) =tre

De nouveau ce systéme statistique classique a une limite continue reliée a la
fonction de partition quantique d’une seule particule. Cette limite continue est
associée a la divergence de la longueur de corrélation £. En effet

¢ =In(rg/m1) ~ e(Ey — Ey),

o Fg < Fy sont les deux valeurs propres les plus petites de H.
Puisque & chaque hamiltonien quantique est associé une limite continue, cela
montre que le point fixe T = 1 a un nombre infini de perturbations essentielles.
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Exercices

Ezercice 4.1
Le segment. Nous considérons une fonction S(¢—¢') (équation (4.6)) de la forme

S(q,q)=la—d|/T.

oll q varie sur le segment [—1,1] et 7" un parametre positif qui, du point de vue
physique, s’interpréte comme la température.

Les vecteurs propres 1(g) de la matrice de transfert correspondant & une valeur
+ satisfont alors

+1
f d eI (o) = Tpla). (4.49)

—1

(i) Déterminer les vecteurs propres et valeurs propres de la matrice de transfert.
On pourra penser a dériver I’équation.
(ii) En déduire la longueur de corrélation. Que peux-t-on dire de la limite I" — 0.

Solution. Les vecteurs propres sont des fonctions paires ou impaires.
Dérivant une premiere fois 'équation (4.49), on trouve

+1
/_ dg g~ )T lg) =TT (0)

ol €(g) est la fonction signe de ¢: (¢ > 0) =1, (g < 0) = —1.
Pour ¢ = 1, on peut relier les valeurs de la dérivée et de la fonction. On
trouve

g=1: »1)=-T¢'(1), q=-1: »(-1)=Ty¢(-1). (4.50)

Dérivant & nouveau, et utilisant ’équation {4.49), on obtient 1'équation difléren-
tielle

—2T9(q) +79(a) = TT"9" ().
Il est commode de poser
o_2 1 T
Tr 172 1+ k207
Les solutions satisfaisant aux conditions aux limites (4.50) sont
.(q) = coskq avec kl'tank=1,
¢¥_(q) =sinkq avec tank= KT
Combinant les deux équations, on trouve la condition spectrale

2KT

t&H(Qk) — _]_—ZWW .
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La situation intéressante est I’ — 0 ol les corrélations sont les plus grandes.
Alors (m entier positif)

2T
1+ T2%m2x2/4

k=1lmn(l-T)+0(IT?%), m>0, = 7,= +o(Th.

On en déduit la longueur de corrélation

4
3272’

La longueur de corrélation tend vers 'infini pour 7' — 0. Le spectre complet
dans cette limite prend la forme

£~

—In(7,,/2T) ~ m*z?T? /4.

La divergence de la longueur de corrélation permet de définir une limite continue
et une intégrale de chemin de type marche au hasard, mais avec des conditions
de réflexion sur deux parois situés a ¢ = =1.

Ezxercice 4.2

Le cercle. Nous considérons maintenant la situation ol la variable aléatoire ¢
appartient & un cercle de rayon 1 et la matrice de transfert est une fonction
périodique définie par

S(a,q") = —cos(q—¢')/T.

(i) Déterminer les vecteurs propres et valeurs propres de la matrice de transfert.
(ii) Ex déduire la longueur de corrélation. Que peux-t-on dire de la limite 7' — 0.
(iii) Dans ce contexte, il n’est pas naturel de considérer les fonctions de corrélationsf
de la variable g qui n’est définie que modulo 27. On calculera donc les valeurs
moyennes des produits de fonctions périodiques e pour un ou deux points,
d’abord & taille finie, ensuite dans la limite thermodynamique.

Solution. Les fonctions propres sont de la forme ™9 //2m avec v entier. En
effet, ces fonctions diagonalisent la matrice de transfert:

1 [ i

P S (g—a'y /T : 7
gr_ dqdq’ gtva—iv'g eco&a(q q)/ :51”/,/ dg ewqecosq/F’

—1 —
et donc les valeurs propres sont
+ ]
Ty =T, = [ dg ot ecosq/T )
o —1r

La matrice de transfert peut alors s’écrire

0. 0) = 5 Ym0
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Dans la limite 77 — 0, 'intégrale peut étre calculée par la méthode du col, le col
étant & ¢ = 0. On trouve

2 : 2 2
T, ~ el/T/dq e q /2T +ivg /Zﬂ_Tel/T e~ T % o o~ TV /2 )

(ii) Dans la limite de basse température 7' — 0, la longueur de corrélation
(équation (4.19})
1 2

fm o —
In(rp/m) T
diverge. On peut alors définir une limite continue qui correspond aussi au mou-
vement brownien sur le cercle.
Notons enfin que ce spectre est le spectre exact d’une autre matrice de transfert
sur le cercle qui peut g’écrire

Thg,q) = 3 e ame’/er.

mez
Alors
+x ) {(2m4-1)m ' 2
| daemie =3 dq 11T
-7 mez” (2m— 1y

+
— / *® dq e'i.uq—qz/2T — /27TT67TV2/2 )

-0

(iii) L’invariance par translation implique d’une part
<eﬂ:'i.Q'g> =0

et d’autre part que la seule fonction & deux points non nulle est (e*%1 e~ ).
Utilisant expression (4.14), on trouve (£ = |1 — £3])

Z2(0) = 27 '@ Tt 71 T

— 1 . - - M e . L —ant
mznlm dgdg’ ZT:U’ ¢ piv/(a=0) gia 7L gv(d'—0) =10

_ *1§ : n—4E,_£
— Zn Ty 1Ty
v

!
v, v

Dans la limite thermodynamique

Z@(0) = (r /)t =75,
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Exercice 4.5

Modéle gaussien. Dans le cas du modéle gaussien, la fonction de partition est
donnée par une intégrale gaussienne qui peut donc étre calculée directement.
Pour ce calcul, il est suggéré de commencer par trouver les valeurs propres de la
forme quadratique,

Solution. L’intégrale (4.26) est gaussienne. Appelant A;; la matrice telle que
Pexpression (4.25) 8’écrive

1 T
Snlq) = o Z Aijq:q5

i,5=1
on trouve
Z(n,e) = (det A)71/2.

On peut calculer le déterminant comme produit des valeurs propres A de la
matrice A. L’équation aux valeurs propres s’écrit

n
ds
E Ajkqr = 6_8(: = (2+we)gj — @11 — ¢-1 = Mgy,
k=1 J

avec la condition ¢, = qp. A cause de la symétrie de translation sur le réseau avec
conditions aux limites périodiques, les vecteurs propres sont de la forme g; = r*
ol la constante r satisfait v =1 et

A=2+4+¢e%w% —r—pr7 L

24ml/n

Le parametre r est une racine de Punité, r = e , et donc

A =2(1-cos(2ml/n) +w?e?, 0<l<n.
On en déduit la fonction de partition

n—1 ~1/2
Z(n,e) = H 2(1 — cos(2me/n}) + *w? . (4.51)
=0

Il est possible de calculer le produit explicitement. Utilisant la paramétrisation
(4.28), on trouve lidentité

n—1
H 2(cosh § — cos(2n4/n)) = 2 (coshnél — 1) = 4sinh?(nd/2).
=0

(On compare les racines et la normalisation des deux polynémes dans la variable
cosh@.) On retrouve alors la forme explicite (4.40) de Z(n, ).
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Chapitre 5
Limite continue et intégrale de chemin

Nous avons étudié au chapitre 4 des modeles sur réseau a une dimension. Nous
avons montré, en section 4.7, dans le cadre du modele gaussien, que dans la limite
ot la longueur de corrélation diverge, il est possible de définir une limite con-
tinue & condition de ne considérer que des quantités définies & une échelle de dis-
tance proportionnelle & la longueur de corrélation. Les quantités caractéristiques
de la limite continue peuvent alors étre calculées dans un formalisme de type
mécanique quantique, dans lequel toute trace de la structure du réseau initial a
disparu.

Par exemple, la fonction de partition associée & la fonction (4.25) converge,
dans la limite £ — 0, ne = 3 fixé, vers une fonction de partition quantique.

Nous montrons maintenant que, comme dans le cas de la marche au hasard, on
peut associer a la limite continue une intégrale de chemin qui généralise Uintégrale
de chemin (3.50) du mouvement brownien.

5.1 Intégrale de chemin gaussienne

On associe aux positions & sur le réseau les valeurs d’une coordonnée continue ¢
avec
th=ke, tp=ne=0.

Remarquons que si € — 0 & t = ke fixé, alors k est proportionnel a £ oc 1 /e, c’est
5 dire que les positions t; sur le réseau sont proportionnelles & la longueur de
corrélation.

On introduit alors la fonction

1
g{t) = g1+ g(t —ti 1) {gr = qr—1) pour tp_1 <t iy,

qui interpole linéairement entre les points ¢, comme dans I’exemple de la figure
6.
Alors

1 (gr — gr—1)? 1fﬁ 5
LRl L DA R R (O]
2; . FALEC
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De plus,
Zz:f [(0)+ 52(0)

La matrice de transfert du modele gaussien g’exprime en termes de la fonction

(4.22):
- 1 (Qk _Qkfl)Q 3 9
s =y 3o [t g

qui peut donc s’écrire

J
S@) = [t [+ BP0+ 0]

Dans la limite formelle du continu, € — 0, ne = 5 {ixé, S, tend donc vers

B
So(a) = limSe(a) = [ at [0 + e (). .1)

La. fonction de partition est alors donnée par une intégrale de chemin:

Zo(8) — [ da(e) expl-Sola) (5.2)

avec ¢(0) = g(B) (conditions aux limites périodiques), ol la notation [[dg(¢)]
signifie somme sur tous les chemins.

La quantité Sp(g) qui est, au signe du potentiel prés, Paction classique de
Poscillateur harmonique d’hamiltonien (4.43), est aussi appelée, dans le cadre de
la physique quantique, action euclidienne.

Cette représentation par intégrale de chemin se généralise au noyan associé a
I'opérateur statistique e~?H pour des hamiltoniens quantiques plus généraux du
type considéré en section 4.8.

Remarque. Ici, comme dans 'exemple de V'intégrale de chemin (3.50), la no-
tation ¢ pourrait laisser supposer que les chemins contribuant & V'intégrale de
chemin sont dérivables. Pour les mémes raisons il n’en est rien. Pour ¢ — 0 les
chemins typiques qui contribuent satisfont

[a(t+€) —a(t)]*/e = O(1),

comme les chemins browniens. En particulier, [dg(t)] ne représente pas une
mestre sur les chemins. Le facteur exp[—1 [ ¢°] fait partie de la mesure et spécifie
I'espace des chemins qui contribuent a ’'intégrale.

Néanmoins la notation est utile car les chemins qui donnent les contributions
dominantes & 'intégrale de chemin sont dans un voisinage de chemins classiques
qui eux sont dérivables.
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5.1.1 Fonctionnelle génératrice. Dérivée fonctionnelle

Comme dans le cas des variables discrétes, nous introduisons d’abord la notion
de fonction (ici fonctionnelle) génératrice des fonctions de corrélations.

Soit {FM™(t,...,t,)}, n = 0,1,..., une suite de fonctions symétriques de
leurs arguments. Nous introduisons une nouvelle fonction d'une variable f(t) et
considérons la série formelle en f suivante:

F(H=) % /dtl...dtn FO Ut ot ft) . ). (5.3)

On appelle F(f) fonctionnelle génératrice de la suite de fonctions Fn),

En fait, nous admettrons pour les F®) plus généralement aussi des distribu-
tions. Dans ce cas la fonction f(t) doit appartenir & la classe des fonctions test
correspondante, et donc étre considérée implicitement comme continue ou méme
indéfiniment différentiable.

Par la suite nous calculerons, par exemple, des fonctions de corrélation du type

Z (b1, ) = {q(t1) - q(tn))

ol g(t) est la valeur de la variable aléatoire g au point t, et (e} veut dire
valeur moyenne. Nous introduirons alors la fonction génératrice de fonctions de
corrélation

Z(H=>. $ / dty...db, 20 by, b)) F(B) - f(tn)

- i' / dbr ...ty (q(t1) . - q(tn)) F(t2) - F(tn)

- <_exp [ / dt 4(1) f(t)D . (5.4)

Dérivée fonctionnelle. Pour calculer une fonction F'*) & partir de F(f), nous
avons alors besoin de la notion de dérivée fonctionnelle 5/3f(t).

La dérivée fonctionnelle est définie par les propriétés qu’clle satisfait aux regles
algébriques habituelles de toute dérivation:

3 5 5
gf_(ij[fﬂf)%—.ﬁ(f)] :mfl(f)+mf2(f)’ -
0 4 5 5.5

et de plus
O 56

5f(u)
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ol 6(t) est la fonction (plus exactement distribution) § de Dirac.
La dérivée de F(f}, par exemple, est

5 S 1 n41
Wf(f):;a/dtl...dtnﬁ*( T uty, .t F () Ft). (5.7)

Si Pon dérive maintenant p fois et prend la limite f = 0, on trouve

0= { (L)

Remarque. Ce formalisme s’applique aussi lorsque les F'™ ne sont pas des
fonictions au sens strict mais sont des distributions. Par exemple

f=0

§ df(t)y o d I
Of(w) dt 5f(u)dtfd 8t = 2)f(2)
d

Ainsi, il est possible d’obtenir les équations du mouvement classique associées
a un lagrangien en annulant la dérivée fonctionnelle de ’action. Considérons, par
exemple, 'action

S = [ ot [4(a)* - v (a))].

Sa dérivée fonctionnelle est

&s oo d , ., '
540 = /dt {q(t)—(ﬂd(t — 1) = V'{q(t))o(t — r)} = —4(r) — V'(q(7)).

L’équation 68/d¢(7) = 0 est donc 'équation du mouvement.

5.1.2 Fonctions de corrélations gaussiennes

Nous avons introduit la notion formelle d’intégrale de chemin. En section 2.2,
nous avons montré que I'intégrale gaussienne avec un terme linéaire était une
fonction génératrice de valeurs moyennes de polyndémes avec poids gaussien. Nous
généralisons maintenant cette méthode & I'intégrale de chemin.

Il va étre commode de remplacer Uintervalle [0, 3] par [—3/2,5/2], ce qui
correspond a un simple changement de variable sur le temps ¢ — ¢ — 3/2, mais
qui rend la limite thermodynamique plus transparente.

Nous considérons donc 'intégrale de chemin

%@m=/ (dg ()] exp[~Sa (g, )] (5.8)
. g(B/2)=¢q(—3/2)
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avec ﬁ/2
selat)= [ O+ 0 -], (5.9)

dont le résultat est une fonctionnelle de b(t).

La fonction Zq(b, 8) est la fonction génératrice des fonctions de corrélation
(généralisant la fonction génératrice (2.1)). En effet, si on applique I'identité (la
définition de la dérivée fonctionnelle a été donnée en section 5.1.1)

55((51:1) exp [ / dt b(f)q(t)} =q(t1)exp [ / dt b(t)q(t)] ,

& l'intégrale de chemin (5.8), on obtient

5
3b (t1)

2a(6,6) = [ ldala(t2)expl=Sa (@)

et plus généralement, par dérivations successives,

P

15

Zg,(bﬁ H Yexp [ Salg,b)].
= [ jaa]

Dans la limite b = 0, il est ainsi possible d’engendrer toute fonction de corrélation.

5.1.3 Calcul de l’intégrale gaussienne

Généralisant le calcul du mouvement brownien, nous montrons maintenant gue
Iintégrale de chemin gaussienne (5.8) peut étre calculée sans faire référence au
processus limite, & une normalisation pres.

Pour éliminer le terme linéaire en g dans Sq (g, b), nous faisons le changement
de variables g(t) — r(¢) (translation):

g(t) = q(t) +7(t),  4e(8/2) = qc(—B/2) = r(8/2)=r(-B/2),  (5.10)
ot la fonction g.(t) va étre déterminée ci-dessous. Alors

B2
Sc(g,b) = So(r) + Salge, b) + /_}m dt [#(£)de(t) + w?r(t)ac(t) — b(E)r(t)] -

Dans le terme linéaire en r, nous intégrons par parties:

B2 B/2
f A (E)4e(8) = r(8/2)6e(B/2) — 1(=B/2)de(—B/2) - [ A0

—B/2
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Tenant compte des conditions (5.10), nous voyons que le terme linéaire en r
s’annule si la fonction g.(t) est la solution de I’équation du mouvement classique

~Ge(t) + wiqe(t) = b(¢)

avec les conditions aux limites (5.10} et ¢.(8/2) = ¢.(—B/2).
L:a solution peut g’écrire
B/2
ge(t) = At — w)b(u)du, (5.11)
—B/2

ol la fonction A(t) est aussi solution de I'équation
A+ WA =6(1)
avec les conditions aux limites périodiques
A(B/2) =A(=8/2), A(B8/2)=A(-p/2).

L’équation (5.11) est analogue continu de ’équation (2.9), et le noyau A(t —
u) linverse de l'opérateur différentiel —d? | w? avec conditions aux limites
périodiques.

La solution de I’équation est

1
T ow sinh(w3/2)

A(t) cosh(w(3/2 — |t]}), (5.12)

ol nous reconnaissons la fonction & deux points (4.45).
On en déduit alors

8/2
Sc(ge, ) = /_ﬁ/z dt [362(t) + 3w (1) — b{(£)ge(t)]

8/2
- / dt ge(t) [~ 3de(t) + 1w?q.(t) — b(2)]

—A/2
1 [B/2 1 rB/2
=5 [ dawne = / dtdu b{E)A(E — w)b(u).
J_p/2 —B/2

L’intégrale résiduelle sur le chemin r(¢),

N = / [dr(t)] exp[—So(r)],
Jr(B/2)=r(~p/2)
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ol Sy est la fonction (5.1), est égale A la fonction de partition Zy(5) de 'oscillateur
harmonique (équation (4.44)) et donc

Za(b, B) = Zo(B) ¢ Fela=?)

572
_ 2o(8) exp [; L |, wdva(- u)b(’u)b(u)} L (5.43)

Limite thermodynamique. La fonction A(t) se simplifie dans la limite thermo-
dynamique, c’est & dire quand 8 — oo. On trouve alors

1 +o00 eiﬁ.t
—2m— e_ulbl — dﬁ}ﬁ (514)
w 2m f _ oo ke 4w

At) =

5.2 Corrélations gaussiennes. Théoréme de Wick

Dérivant deux fois 'expression (5.13), on trouve la fonction de corrélation a deux

points
0a) = 2746) 5o 2 A)| = AG-w.  (G15)

b=0

En général

f dg] [Hq }eXp ~So(@)]  (5.16a)

= Zo(8) {a(tr)altz) - - q(tp)) - (5.160)

{H b)) } Zc(b, 8)

=0

Dans le membre de droite de ’équation (5.16b), nous remplagons maintenant
Za(b, B} par le résultat explicite (5.13) et obtenons

(g(t1)a(t) f[ s exp F f dudy Ay — u)b(v)b(u)}

b=0

La dérivée fonctionnelle en agissant sur Pexponentielle de la forme guadratique
fait apparaitre un facteur b:

5525151) exp [; / dudv Afv — u)b(v)b(u)] = fdul Aty — u1)b(us)

X eXp E jdu dv A(v — u}b(v)b(u)] .
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Les arguments de la section 2.2 s’appliquent de nouveau. Les seuls termes qui
survivent dans la limite & = 0 correspondent & des appariements de toutes les
dérivées fonctionnelles. C’est une propriété générale de la mesure gaussienne que
toutes les autres fonctions de corrélation s’expriment en termes de la fonction a
deux points, ce qu’exprime le théoreme de Wick:

{g(t)g(t2) - .. q(te)) = > Altp, —tp,) ... Alte,_, —tp,)

tous les appariements
possibles P de {1,2,...£}

- > (a(tp)altr)) .- (alte,_,)atr,)) -

tous les appariements
possibles P de {1,2,...£}

(5.17)

5.3 Mesure gaussienne perturbde

Dans différentes situations, nous serons & amener a étudier effet d’une pertur-
bation sur une mesure gaussienne. Par ailleurs, nous avons indiqué en section 4.8
comment des limites continues plus générales pouvaient étre engendrées.

Ainsi, la fonction de partition avec conditions aux limites périodiques, corre-
spondant dans la limite continue & I’hamiltonien quantique

H = 3P? + 3w’ Q° + VH(Q), (5.18)
est donnée par l'intégrale de chemin
B/2
Z(B) = f[dq] exp {—/ 1162 () + L@ (1) + Vi(q(1))] dt} (5.19)
~B/2
avec ¢(—B/2) = q(8/2).

Dans ce qui suit nous supposons que la perturbation

Vilg) =) vnd”

n=1

est un polynéme dans la variable ¢, méme si certains résultats se généralisent au
cas de toute fonction développable en puissances de gq.
Lintégrant (5.19) peut étre développé en puissances de Vi(q), ce qui conduit A

z —1) F

S <[ [ itaw)] >

- Z(‘k_—%)k /dtldtz...dtk Vila(t1)) .- Vilg(ts) )y »
k=0 )
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ou {e), signifie moyenne par rapport & la mesure gaussienne e5° (équation

(5.1)) avec conditions aux limites périodiques. Les arguments donnés en section
2.2 s'appliquent immédiatement ici aussi. Si Vi(g) est un polynome, les termes
successifs du développement peuvent étre calculés systématiquement en utilisant
le théoreme de Wick (2.17) sous la forme (5.17). Ceci fournit la base de la théorie
des perturbations.

Développement perturbatif et minimum du potentiel. L'intégrale de chemin ne
dépend en realité que de la somme

Vig) = tw’¢® + Vi(a),

appelée potentiel dans le contexte quantique. A toute décomposition d’une fonc-
tion V(g) en une somme d’un terme quadratique et d’un reste Vi(g) est associé
un développement perturbatif. Toutefois, 'intégrant est maximum dans le voisi-
nage des chemins qui minimisent Vaction. Clairement, les fonctions périodiques
qui minimisent 1’action sont les fonctions constantes g() = go, pour minimiser
le terme [ ¢, dont la valeur go minimise le potentiel V{g) et donc

V’(qo) = 0, V”(Q'(]) > 0.
La décomposition optimale consiste alors a poser

V(g) = Via) + 1V" (@) (¢ — @) + Vi(e),

Des probleémes particuliers sont associés & la dégénérescence du minimum du
potentiel V(g).

Fonction génératrice. La fonction génératrice des fonctions de corrélation cor-
respondant & la mesure gaussienne perturbée est alors donnée par I'intégrale de
chemin

20,0 = [ dq(t)] expl—S(g, b (5.20)
q(B/2)=q(—5/2)
avece ﬁ/z
S(a,b) = /_ e (1620t + V(a(t) - b(B)a(®)] - (5.21)

De nouveau la fonction

W(b, B) = In 2(b, 5)

engendre les fonctions de corrélation connexes qui ont des propriétés d’amas
(section 4.4) dans la limite thermodynamique 3 — oo.
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5.4 Calculs perturbatifs: Exemples

Calculons d’abord la fonction de partition

2(8,%) = [lddexp -S(a)

avec 5/
s@= [ @40 +120+ ), (5.22)
~B/2
a l'ordre A?, et dans la limite 8 — co. Nous faisons le calcul avee des conditions
aux limites périodiques.
L’algebre est la méme qu’en section 2.3. Appliquant le théoreme de Wick, a
Pordre A, on trouve

Z(B,2) = Zo(B) [1 = (A/24) x 3 x BA%(0)] + O(N?)

1 2 2
— W [1 — B()1/32) (Cotanh (ﬁ/Z))] +0 ()\ ) 5

ol nous avons utilisé ’expression (5.12) de la fonction & deux points gaussienne.
Dans la limite thermodynamique, on peut négliger tous les termes qui décroissentfg
exponentiellement pour 8 — oc et I’ expression se simplifie beaucoup:

2Z(8,0) =e P2 (1 LBA) +0(\?).

En particulier,

Jim %mzw, N =1 2at003).

A l'ordre suivant on trouve

B/2
Z(B,0)/Z0(f) =1 LABA%(0) + LgA2B2A40) + LBN2A%(0) [ dt A2(1)
J—gj2

+ 48’\%],@/2 dt A*(t) + O (\%), (5.23)

ol la périodicité de A(t) a été utilisée.

Pour [ — oo, on peut remplacer la fonction A par sa forme asymptotique
(5.14) car les corrections sont exponentiellement petites. De plus on peut intégrer
sur ¢ € (—o0,+00) avec de nouveau des erreurs exponentielles car A(f) décroit
exponentiellement pour £ — oo. On trouve

Z(B, N2 =1— Lpx+ 2 322;6 AT+ s BAT + 55 BN + O(A%)
=1— LA+ L1507 + ;L8237 + O(N°).
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Cette expression contient des termes d’ordre 3 et d’ordre 3% (3 est le volume). Le
terme proportionnel & 32 correspond & une contribution non connexe. Prenant
le logarithme des deux membres, on voit que le terme en 3% se compense comine
attendu, et on obtient
: 1 7
Jim —Bmzm, N) =4+ SA gm0,

La fonction & deuz points. Nous calculons maintenant la fonction & deux points
{q(t)g(u)), correspondant & la mesure spécifiée par la fonction (5.22), & Yordre
), et dans la limite 3 — oo. Nous faisons le calcul avec les mémes conditions aux
limites périodiques.

L’algebre est la méme qu'en section 2.4.1. Le développement a ’ordre A peut
g’écrire

Z3(t,u) = (g(t)a(u))y
Z(8,0) /ﬁ/ i s
= 2D A —u) — A dr {g{t)glu)qg” (T + O(A?
2o at—w g [ ar(aiatuia* )| + 002,

ott la fonction de partition Z(8, A) a été calculée & cet ordre plus haut et A(t)
est donnée en (5.12).
I application du théoréme de Wick entraine

{g®)q(u)q* (1)), = BA(t — w)A2(0) + 12A — 7)Au — 7)A(0).
Nous reconnaissons dans la premigre contribution le produit de la fonction & deux

points gaussienne par la correction & la fonction de partition. Ce terme disparait
dans le rapport

Z@(tu) = 1 1A8A%(0)]
a/2
w | A —w) (1 = 1A8A2(0)) - 1AA(0) /_ A=A )
et donc
ZO (1, 0) = Alt—u) - lm(())f ar A(t - )A(r —u) 1+ O(A?).

Dans la limite § — oo, on trouve
| 2@t uy = Le vl [1— AL+ [t — u))] + O(N). (5.24)
On a montré de facon générale en section 4.3.3 que, pour |t —u| — oo,
Z(z)(t, u) o~ Aelt—ul/g

[t—u]—oo

On en déduit
€71 =1+ 32+ 00\,

On conclut que la fonction & deux points peut, a cet ordre, s’écrire
Z@(t,u) = 11— tx) e A LO(N?).
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Exercices

Exercice 5.1

On considére la mesure déterminée par la fonction

B/2
S(g) = / U0 30 a0 + D)

oll v une constante arbitraire. Déterminer 'énergie libre par unité de longueur
dans la limite thermodynamique (qui est Uopposée de 1'énergie du fondamental
de I'hamiltonien quantique correspondant) & I'ordre A2,

Solution. .
lim -3 InZ(3) =1+ 1(3 - 114227 + O(\%).

f—ro0

Fzercice 5.2

Déterminer 1'énergie libre par unité de longueur dans la limite thermodynamique
a Pordre A2 pour

B/2
s@= [ oo o).

Solution. )
lim 3 InZ(8) = 1 + ¥x+0(?).

fi—oo

Frercice 5.3

Méme question avec
or 1.2 1.2 1y (232
s@= [ aae et - e,

otl q dénote le vecteur & deux composantes g1, gs et q* le carré scalaire.
H

Selution.

o0

lim —% InZ(B)=1+A/2+0()\?),
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Chapitre 6

Systémes ferromagnétiques. Corrélations

Nous généralisons maintenant un certain nombre d’outils et de concepts que
nous avons développés dans les chapitres précédents & des modeles de physique
statistique classique (c¢’est & dire non quantique) plus généraux, en particulier,
en dimension d’espace arbitraire.

Le concept de fonctions (ou fonctionnelles) génératrices de fonctions de corré-
lation sera de nouveau tres utile. Ce chapitre contient donc quelques rappels tech-
niques sur différents types de fonctions de corrélation et les fonctions génératrices
correspondantes.

En section 4.4 nous avons déja mentionné que les fonctions de corrélation con-
nexes, en une dimension d’espace pour des systémes avec interaction de portée
finie, ont une propriété d'amas. Cette propriété se généralise en dimension arbi-
traire pour des systémes avec interactions de courte portée (une notion que nous
expliciterons plus loin).

Il est particulierement commode, pour 'éfude des transitions de phase, d’intro-
duire aussi la transformée de Legendre de la fonction génératrice des fonctions
de corrélation connexe. La transformation de Legendre correspondante généralise
la relation entre deux quantités thermodynamiques, 1'énergie libre et le poten-
tiel thermodynamique. A cette transformée de Legendre sont associées des fone-
tions dites fonctions de vertex ou fonctions 1PI (pour une particule irréductible).
Les transformées de Fourier de ces fonctions ont a des propriétés de régularité
bien meilleures que celles des fonctions de corrélations connexes dont elles se
déduisent, ce qui en fait des objets d’étude priviligiés.

A partir de maintenant nous adoptons, par commodité, un langage ferro-
magnétique, méme si beaucoup de systemes physiques, auxquels ces toutes con-
sidérations §’appliquent aussi, n’ont rien de ferromagnétigue.

6.1 Systémes ferromagnétiques: définition

Nous considérons des modeles statistiques définis sur réseau, nous limitant au
résean 7% des points de coordonnées entidres (la généralisation des réseaux carré
et cubique) de 'espace a d dimensions.
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A chaque point (ou site) du réseau sont associées une ou plusieurs variables
aléatoires réelles, appelées maintenant spins (mais non quantiques) et notées
S; ou lindice ¢ caractérise un point du réseau (i est une écriture symbaolique
pour les d coordonnées entieéres). Nous notons £(5) Uénergie de configuration
des spins en champ nul, 8 Pinverse de la température et p(S) la distribution de
spin (normalisée} qui pondeére les configurations de spin & chaque site.

L’énergie de configuration contient des termes d’interaction qui corrélent les
spins sur des sites différents. Nous supposons que les interactions sont a courte
portée ou locales, une notion que nous préciserons plus tard, mais dont les inter-
actions de proches voising fournissent 'exemple le plus simple.

Par ailleurs, nous supposons I’énergie de configuration invariante par transla-
tion sur le réseau.

Dans ce qui suit toutes les expressions sont écrites pour une variable par site
du réseau, mais la généralisation & plusieurs variables est simple.

La fonction de partition, dans un champ magnétique uniforme H et pour un
sous-réseau fini C (typiquement un carré, cube ou hypercube) contenant 2 sites,
g’écrit alors

Z(H) = / 11 0(5:)ds; exp [-ﬁg(g) +HY s%] , (6.1)
ieC i
ou la variable H de champ magnétique inclut un facteur de température, SH —
H.
Nous supposons que le poids statistique est tel que la fonction de partition
existe, sur un réseau fini, pour toute valeur de H. Alors, la fonction de partition
Z(H) est une fonction entiére en H.

6.1.1 Distribution de spin moyen et énergie libre

Sur un réseau fini & {2 sites, les moments de la distribution du spin moyen o sur
le réseau,
1
g = ﬁ E S@,
T

sont alors donnés par

OnZ(H
0"y =0"Z 1(H)(8T()n)’
oll valeur moyenne (e), signifie valeur moyenne en présence du champ H. La
valeur moyenne (o), est I'aimantation.

L’énergie libre par unité de volume W (H ) correspondante {notre définition de
I’énergie libre différe ici et plus tard par une facteur de température, pour nous
sans importance, des définitions usuelles) est définie par

1

W(H) = 5 In Z(H). (6.2)
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A cause de la positivité de la fonction de partition, la fonction W () aussi est
indéfiniment différentiable sur un réseau fini. Ses dérivées sont proportionnelles
aux cumulants de la distribution de spin moyen.

Positivité. Notons que la dérivée seconde &?W/(0H)?* de W (H) est strictement
positive. En effet la dérivée seconde peut &tre écrite

o*W i 8z YN A%
G =2 e =0 (27 )

=2((e - (@), (6.3)

La dérivée seconde ne s’annule que pour une valeur de o certaine, situation
triviale que nous excluons.

6.1.2 Transformation de Legendre

Comme nous le montrons au chapitre 7 dans I'étude des transitions de phase,
il est plus commode de travailler 4 aimantation fixée qu’a champ magnétique
fixé. Cela correspond & passer de 'énergie libre au potentiel thermodynamique
G(M). Les deux fonctions W (H) et G(M) sont reliées par une transformation de
Legendre, une transformation qui sera discutée de fagon plus générale en section
6.2.

Le concept de transformée de Legendre apparait dans d’autres domaines de la
physique, comme la mécanique analytique ott elle relie hamiltonien et lagrangien,
et la, mécanique statistique. Les variables conjuguées sont alors le vecteur vitesse
q(t) et le vecteur impulsion conjuguée p(t):

L(g,q) + H(p,q) = p(t)i(t), »plt)= 5%—

Potentiel thermodynamique. Soit W(H) une fonction de H, partout définie et
admettant une dérivée bornée. On appelle transformée de Legendre de W(H),
la fonction G(M), définie de la maniére suivante

W(H) + G(M) = HM, (6.4a)
_ ow(m
M= (6.4b)

Cette transformation est involutive. En effet, la premigre relation entraine

aG(M)y . OH 9
o AT anoen

[HHM — W(H)].

L’équation (6.4b) entraine alors que le deuxieme terme s’annule. Donc

_ 0G(M)
T aM

T
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Notons, cependant, qu’a la différence de W(H), la fonction G(M ) n’est pas néces-
sairement définie pour toute valeur de M.

Autre propriété. Une propriété algébrique importante de la transformation de
Legendre est la suivante: supposons que W (H} dépende de fagon dérivable d’un
parameétre €. Alors

B [ —wn)
_OW(H) 0H 0

=T T 5. o HM - WH)]

et donc & cause de (6.4b)

OW(H)  0g(M) _
5 T g =0 (6.6)

En particulier, supposons que W () soit développable & & = 0:

W(H) = Wy(H) +eWi(H) + O(?).
Soient Go(M) la transformée de Legendre de Wo(H) et H(®) (M) sa dérivée. Alors
G(M) = Go(M) — eW1 (HO (M)).

Application. Dans le probléme qui nous intéresse, la variable M est la valeur
moyenne du spin, ou aimantation:

M = (o). (6.7)

Parce que la dérivée seconde W' (H) de Vénergie libre est partout définie et
positive, la transformation de Legendre, dans son domaine de définition, est
toujours bijective.

De la transformation de Legendre on déduit une relation entre dérivées secon-
des. Dérivant équation (6.4b) par rapport & M et utilisant I’équation (6.5), on
trouve

W 6%G
(BH)* (0M)?

La dérivée seconde du potentiel thermodynamique G(M) est donc aussi positive.

=1. (6.8)

Limite thermodynamique. Dans le cas d’interactions locales, dans la limite du
volume 2 infini (ou limite thermodynamique), I’énergie libre par unité de volume
a une limite finie, une propriété qui généralise le résultat obtenu & une dimension.
La fonction W (H) est reliée & la fonction génératrice des cumulants {¢"*}_ de la
distribution du spin moyen. On trouve

7L
(O_'n,>c — Ql—-na W(H) ]
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En particulier, le spin tend vers une valeur certaine {c),. De plus, pour les
valeurs de H pour lesquelles les dérivées de W (H) sont finies, les cumulants de
la distribution de ¢ ont le comportement prédit par le théoréme centrale, méme
si les spins ne sont pas des variables indépendantes.

Nous avons vu {section 4.3.4} que pour n = 2 cette condition implique que la
longueur de corrélation soit finie.

Cette question a un rapport direct avec 'inversibilité de la transformation de
Legendre et est intimement liée au problémes de transitions de phase. Si en effet
la dérivée seconde de W (H) diverge pour certaines valeurs de H (en particulier
si la longueur de corrélation diverge), G”(M) s’annule et la relation (6.5)

0G(M)

H=
oM '

n'a plus nécessairement une solution unique en M.

Une autre situation peut &tre réalisée ou la dérivée de W(H) a des disconti-
nuités, et le domaine de définition de G(M) n’est pas connexe. Alors la trans-
formation de Legendre n’est plus bijective: c’est la situation réalisée dans les
systémes ayant une transition de phase, dans la région & plusieurs phases.

6.2 Fonctions de corrélation

Nous considérons & nouveau la fonction de partition Z(H) d'un systéme fer-
romagnétique classique du type défini en section 6.1 (équation (6.1)), mais en
champ magnétique variable, c’est & dire dont 'amplitude varie de site en site,

ﬂmﬂfHM@%N@FMWHEFW4: (6.9)
ieC i
ol S; est un spin classique sur le site ¢ d’un réseau, £(S) I'énergie de configuration
des spins en champ nul, 3 Uinverse de la température et p(S) la distribution de
spin (normalisée) en chaque site. Nous supposons que le poids statistique est tel
que la fonction de partition existe pour toute valeur de H.

La fonction de partition Z(H) en champ magnétique arbitraire variable dans
I'espace est une fonction génératrice des fonctions de corrélation de spin:

o™ Z(H)
OH; 0, ... 0H;,

(85, Siy - --8i,) = Z7HH)

En prenant la limite H; = H on trouve les fonctions de corrélation en champ
uniforme, et pour H; = 0 en champ nul.
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6.2.1 Fonctions connexes et propriété d’amas
L’énergie libre associée W(H) (nous rappelons que notre définition de I'énergie
libre differe par une facteur de température, pour nous sans importance, des
définitions usuelles)

W(H) = In Z(H)
est alors la fonction génératrice des fonctions de corrélation connexes W™
(ef. section 4.4)

W e« ‘ B O™ W(H)
W’?’:l?’a..-‘in —_— (S’Ll S?,z . S’J.n>connexe - aH’l.laH'n‘,z . 8Hzn

Fn champ constant la fonction W(E) differe de la fonction W(H) définie en
section 6.1 par un facteur de volume.

Propriété d’amas. Nous considérons maintenant la limite thermodynamique,
c’est & dire de volume infini: ¢ — Z%. Dans la fonction & n points connexe
Wz'(;gl...in’ n > 1, nous séparons les points i1iy...4, en deux sous-ensembles
disjoints non vides E, E’. Nous définissons la distance D entre ces sous-ensembles
par

D= min |i—7|
i€F 1 EE!
olt nous avons noté |i — ¢ la distance entre les points ¢ et . Alors la corrélation
tend vers zéro quand la séparation D tend vers l'infini:

: (n) _
Dh_IPOO Wiig.in = 0-
En 'absence de transition de phase, ou bien dans la phase de haute température
au- dessus de la transition de phase, la décroissance est exponentielle quand la
séparation tend vers l'infini: on appelle longueur de corrélation I'inverse du plus
petit taux de décroissance. En terme de la fonction & deux points connexe
1 In| (SS,)

. |
— = max Hm e Conn. © 6.10
3 li—j|—o0 i — jl (6.10)

Ala température de transition et dans la région a plusieurs phases la décroissance
peut n’étre qu’algébrique.

6.2.2 Invariance par translation et représentation de Fourier

Dans ce qui suit nous supposons que la limite thermodynamique a été prise. Par
ailleurs, il est commode de noter par Ty, zs,... € Z% les points sur le réseau
d-dimensionnel. Nous utilisons maintenant explicitement I'invariance par trans-
lation du modele statistique, ce qui implique que pour tout @ € Z4, la fonction
de corrélation connexe a n points satisfait

W 2y +a,... 0 +a) = W (21, .., @)
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Nous introduisons sa transformée de Fourier

FP)Npy, ... pn) = Z W™ (xq,. .., 2,) exp Zwy pils

L1 yeryEm

ot la fonction F(™ est périodique dans toutes les composantes des vecteurs p;.
Utilisant 'invariance par translation, nous prenons comme arguments xj et
Yyi = x; — &1 pour i > L

W(n)(ﬂ?]_,ﬂfg, ‘e ,mn) - W(n)(o,ﬂiz =LYy Ly :El) == W(")(O,yg,. . .,’yn).

Aprés ce changement, de variables la somme devient

F(")(pl,...,pn) = Z E W(")(U,ym---,yn)

1 Y2,--n
T

X exp | @ E Yj - pj T iTy - E Dj
j=2 g=1

Au sens des distributions

Z e™? = 275(8),

nei
olt ici 8(6) est la distribution de Dirac sur le cercle, concentrée a 6 = 0 mod (2m).
En d dimensions

Z vt P = (27)45' D (P) avec P = ZPia

SE].EZd
ot la fonction § signifie pour chaque composante P(u de P que P.u = 0 mod (2).

Nous factorisons alors la distribution de Dirac ¢ d) (p1 +p2+- -+ pn), qui est
donc une conséquence directe de 'invariance par translation, et posons

F™ (pr,...,pn) = (2m)46 (Zp) W™ (p1,...,pn),

ot la fonection

W (py,...,pn) = Z W (0, 22, ..., Zn) exp ZJ;J p;i |, (6.11)

T2,..Tn

n’est définie que pour ), p; = 0.
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Comme un point est fixé, la fonction connexe W™ (0, z5. . ., 2,,) déeroit quand
z; tend vers Vinfini et W(“)(pl, ..., Pn) a des propriétés de régularités dans les
variables p;.

Enfin, la relation entre fonction & n points et sa transformée de Fourier peut
se récrire

(27T)d6(d) (Z p'b) W(n) (p17p21 e 7p'n.)

=1

= Z W(”)(ml,xz,...,zn)exp z'zg:j pi |- (6.12)
i=1

L1yl 2 4000y m

6.3 Transformation de Legendre et fonctions de vertex

Il est utile de généraliser la transformation de Legendre au cas du champ magné-
tique ou de 'aimantation variable spatialement, et donc de définir la transformée
de Legendre pour un nombre quelconque de variables. Cela permet, en particulier
de définir des fonctions de corrélation généralisées appelées fonctions de vertex
qui role technique important en théorie statistique ou quantique des champs &
cause de leurs propriétés de régularité.

6.3.1 Transformation de Legendre: généralisation

Soit W(H) une fonction des variables I;, partout définie et admettant des
dérivées partielles bornées. On appelle transformée de Legendre de W(H) la
fonction I'(M), définie de la manitre suivante,

WH) +T(M) = > HM; (6.13a)
M; = a}évfgﬁ) . (6.13b)

On vérifie immédiatement que cette transformation est involutive. En effet la
premiere relation entraine

orM) OH,;

Utilisant (6.13b) on trouve que le deuxidme terme s’annule. Donc

_ or(M)
Hi= 5 (6.14)




(DRAFT du 9/7/3 14:51) 125 (DRAFT du 9/7/3 14:51)

Notons cependant qu’s la différence de W(H), 1a fonction I'(M) n’est pas néces-
sairement définie pour toute valeur de M.

Stationarité. La propriété algébrique (6.6) de la transformation de Legendre se
généralise sans difficulté. Supposons que W(FH) dépende de fagon dérivable d'un
paramétre €. Alors

OW(H) or(M)
_|_
Oe Oe

= 0. (6.15)

6.3.2 Matrice des dérivées secondes et inversibilité

Nous ajoutons maintenant "hypotheése supplémentaire que W(H) a des dérivées
partielles secondes continues et que la matrice

a*W

(2)
Wiy () = OH;0H;

(6.16)
est positive:
VX avec |X| >0 ZXiWi(f)(H)Xj >0.
ij
Avec cette hypothése la transformation de Legendre, dans son domaine de défini-
tion, est toujours bijective.

En effet, supposons que deux valeurs H et H' correspondent a la méme valeur
de M. Nous en déduisons I'identité

/dz W( ())dH()WO’

OH;0H; dt

avec
H(0)=H, H(l)=H.

Spécialisant a
H(t) =H+t(H —-H),

et prenant le produit scalaire avec (H' — ), on trouve
/ dtz (! — H) WP (H() () - Hy) =0,

ce qui impossible puisque W( )( H) est une matrice positive.

De la transformation de Legendre on déduit une relation entre dérivées secon-
des. Dérivant I’équation (6. 13b) par rapport & M; et utilisant 1'équation (6.14),
on trouve

Z 84T
6H 8H x OMROM;

= bij . (6.17)



(DRAFT du 9/7/3 14:51) 126 (DRAFT du 9/7/3 14:51)

La matrice des dérivées secondes de I'(M) est donc aussi positive.

Physique statistique. Sur un réseau fini toutes les hypothéses précédentes sont
satisfaites. La fonction W(H) est indéfiniment différentiable. Par ailleurs, la fonc-
tion & deux points connexe, obtenue & partir de I'expression dans 'exemple (6.9},
peut étre écrite (cf. aussi section 3.3)

3?2
OHOH,;
= ((Si — (5:)) (55 — (57))) ,

olt valeur moyenne (e) signifie valeur moyenne en présence du champ H;. Prenant
la valeur moyenne de cette matrice symétrique dans un vecteur X; on trouve

STXXWIH) = < [Z X (8 — (Sz'>)} > >0, (6.18)

I'égalité n’étant possible que pour une valeur de § certaine, situation triviale que
nous excluons. La matrice W;gz)(H) est donc définie positive, ce qui équivaut a
dire que toutes ses valeurs propres sont positives.

La relation (6.17) montre que, dans I'exemple statistique (6.9), la dérivée sec-
onde de T'(M) est la matrice inverse de la fonction & deux points connexe.

La matrice des dérivées secondes de I'(M) est donc aussi définie positive.

0Z 02
OH; 11,

W (H) = 27 (H) Z7%(H)

Limite thermodynamique. Dans la limite thermodynamique la question devient
plus subtile et est intimement liée au problemes de transitions de phase. En

effet VVZEQ)(H) peut avoir des valeurs propres qui s’accumulent & l'infini pour
certaines valeurs de H. Dans ces conditions §*I'(M)}/OM;0M; peut avoir des
valeurs propres nulles et la relation (6.14)

_orm)
Hi = oOM; '

n’a pas nécessairement une solution unique.

Une autre situation peut étre réalisée ol les dérivées partielles de W(E) ont
des discontinuités, et le domaine de définition de I'(M) n’est pas convexe. Alors
la transformation de Legendre n’est plus bijective: c’est la situation réalisée dans
les systémes ayant une transition de phase dans la région & plusieurs phases.

6.3.3 Fonctions de vertex

Les coefficients du développement du potentiel thermodynamique dans I'aiman-
tation variable

ron) =Y % PO (a1 g, )M (57) M (23) . M () (6.19)
n=>0

T1,L24---,Tn
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sont appelés fonctions de vertex ou fonctions de corrélation un-irréductibles (pour
des raisons qui seront précisées dans le chapitre 12).

Dans des modgles & interactions de courte portée (c’est & dire les modeles
statistiques qui nous intéressent) ces fonctions ont de meilleures propriétés de
décroissance que les fonctions de corrélation connexes et donc, pour des systémes
invariants par translation, leurs transformées de Fourier

(271_)(15 (Z p?) f(n) (pla L 5pn) = Z F(n) (351 amn GXp Z LiDj

i=1 T1yeesrn
(6.20)
ont de meilleures propriétés de régularité.

Fonctions ¢ deuz points. Dans un systéme invariant par translation, appliquant
la relation (6.11) au cas n = 2, on trouve

w3 (p ZW@ (0,2) &P, (6.21)

oli le deuxieme argument —p est généralement omis.
La condition de positivité devient simplement

w3 (p) > 0.

De méme
T (p) = ZI‘@) (0,z) &P, (6.22)

La relation entre les transformées de Fourier est alors algébrique:
WA ETA(p) =1. (6.23)

Remargue. Cette propriété se généralise & la fonction a n points. Dans un
systéme invariant par translation, en représentation de Fourier les relations entre
fonctions connexes et fonctions de vertex sont algébriques.

Ezemple gaussien. Considérons la fonction de partition donnée par l'intégrale

gaussienne
- f []dS:exp )+ Hﬁ-sﬁ-]

avec

G(8) =) 6;SiS; (6.24)
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ol la matrice G;; est définie positive. Alors

WIED) — W(0) = In(2(H)/2(0)) = { S H: &7, B

I’aimantation locale M; devient

OWH) 1 —
M; = a1, :izj:[G 1]inj = H«;:2;67;ij.

Enfin le potentiel thermodynamique est donné par
T'(M) = -W(0) + > M;&;; M.
&5

La transformée de Legendre d’une forme quadratique est aussi une forme quadra-
tique. De plus nous notons, qu’a une constante additive prés, nous avons retrouvé
la forme quadratique initiale (6.24), puisque

I'(M) = —W(0) + G(M).

6.4 Transformation de Legendre et méthode du col

La relation entre transformation de Legendre et méthode du col explique en
grande partie le réle important joué par le potentiel thermodynamique.
Considérons la fonction de partition en champ externe H;:

Z(H) = / (H dSv;) o—SE+Y HiS:

ou &, comme fonction des variables S;, a des propriétés d’analyticité telles que
la. méthode du col soit applicable au calcul de 'intégrale.

Les fonctionnelles W(H) et I'(M) peuvent alors étre développées & tous les
ordres dans la méthode du col:

WH) = 5 Wi(H),
£=0

P(M) = > Ty(M).
£=0

Nous verrons en section 12.5 que, du point de vue des diagrammes de Feynman,
£ compte alors le nombre de boucles des diagramimes.
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Le col est donné par (cf. section 2.6.2)

06

o, = 55,

(6.25)

L’ordre dominant est obtenu en remplacant S dans l'intégrant par sa valeur au
col. On trouve

W(H) = Wo(H) = —6(8) + Y _ HS;, (6.26)

oil § est une fonction de H & travers ’équation du col. Nous observons que la
relation entre & et W est une transformation de Legendre. Par ailleurs

oW
o

M; — S,(H)

et donc
(M) = To(M) = &(M).

Le deuxieme ordre de la méthode du col est ensuite donné par l'intégration
gaussienne (équation (2.46)). Négligeant les facteurs 27 , on obtient

Utilisant la propriété de stationarité (6.15), on en déduit

1 . 826&(M)

' (M) = §tr1n OMOM,

(6.27)

Appliquée A I’exemple gaussien, la méthode du col est évidemment exacte.

6.5 Transformation de Legendre: fonction & quatre points

Nous avons exhibé la relation entre fonction 3 deux points connexe et le coefficient
du terme quadratique dans le développement du potentiel thermodynamique en
aimantation inhomogene. Etablissons, comme un exercice qui sera utile pour la
suite, la relation entre fonction & quatre points et les dérivées quatriemes du
potentiel thermodynamique dans le cas de distributions de spin invariantes par
réflexion: S; — —5;.

On part de l'identité obtenue précédemment

> T PwW o
—~ OM;0M}, OH 01 o
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On dérive par rapport a M;

RN %Y 0%r W 9T
2. +> —0, (6.28)
- OMOM,OM,;, aHk(?Hj Py OM;O M, aHm(?HkSHj OM,, M,
ou nous avons de nouveau utilisé
oo oM, 2L
H, = — = ;
™= oM, . OM, _ OM.,0M,
I’identité (6.28) peut étre récrite
&r . PW YT (6.29)
OM;, OM;,0M;, i s oH; 0H;,0H;, Pl OM;, OM;,
Introduisons la notation
11%2%3%4 3H¢13H~;2 8H13 8Hi4 He0 :
@ o _
RECiche OM;, OM;,0M;, 0M;, | 1o

Nous dérivons & nouveau (6.29) par rapport & M et nous prenons la limite M = 0.
A cause de la symétrie de réflexion, les fonctions de corrélation en champ nul
d’un nombre impair de spins s’annulent dans la phase symétrigue. Nous utilisons
ici cette propriété pour la fonction & trois points. Nous en déduisons

4

(4) _ (4) (2)

F'c‘hizism - E : le_jz_j3_j4 H F’ikj.’c > (630)
J1idzada.g4 k=1

ou de facon équivalente

4
(4) _ {4) (2)
Wj1j2j3j4 - Z Filiziaiti H W’b'kjk )

11,%2,13,14 k=1

Cette identité a une représentation graphique donnée dans la section 12.1 (figure
13).

Fzxemple. En section 2.4 nous avons calculé le développement perturbatif a
P’ordre A2 des fonctions de corrélation & deux et quatre points connexes avec le
poids e~ 6{@)

T

- 1

i,j=1 i=1
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Nous I’avons exprimé en termes de la fonction & deux points A de la limite
gaussienne, inverse de la matrice A d’éléments A;;:

A=A"1

I’application de Videntité (6.30) aux développements perturbatifs (2.27,2.32) des
fonctions & deux et quatre points conduit a

T8 o A6iyigGirinOiria — SN0 0,000 AT 4y — $A2 61105000, A

112213%4 %12:4
= $N8i00is AL, + O(N). (6.31)

Si les indices représentent les sites d'un réseau cubique et si nous supposons
invariance par translation,

Ay = A(z(i) — 2()) = Ay = A() —2(),
cette équation peut se récrire

F(4) (331, Xg, X3, 234) = )\6(331 = 332)5(.’171 - 233)5(381 — 934)
— %)\2(5(581 - $2)5(£E3 - 934)A2(:121 — :1’33)
— %)\25(1'1 — z3)0(z2 — 3:4)A2(q;1 — T4)

— IX*(21 — za)O(22 — z3)A%(x1 — z2) + O(XY) . (6.32)
Introduisant la représentation de Fourier de la fonction & deux points gaussienne:

1 . -
Ma=9) = G f Ak eth E=9) A(k),

(les composantes du vecteur k& varie sur un intervalle 27}, on peut récrire ce
développement en représentation de Fourier

T4 (p1, pg, pa,pa) = A = 222 [B(p1 + p2) + B(p1 + p3) + Blpy + pa)l + O(A?)
(6.33)

avec

B(p) = (27T)dfddk5.(k)[}.(p—k). (6.34)
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Exercices

Frercice 6.1

Fonctions & deux points. Calculer f(z)(p) A Pordre A\? dans exemple de la section
6.5.

Solution. Introduisant la transformée de Fourier de A;; = A(z(2) — z(5)),

Alz —y) =

dy, Ldk(z—y) X
L /d ke Alk),

et done o
A(p)A(p) =1,
on trouve (équations (2.27,6.23))

re) (p) = A:(p) + %(Zi)d

/ddk A(k) +O(\2).
La contribution d’ordre A\? est alors

— ;11(2;)% /ddkﬁ(k)/ddkﬁg(k)
11
6 (2m)2d

f %y A%y A (k) A (ko) A(p — Fr — ).

Ezercice 6.2

Retrouver les expressions des fonctions &4 deux et quatre points en développant
Pexpression (6.27) en puissances de A.
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Chapitre 7

Transitions de phase: Généralités et exemples

Avant de commencer ’étude des propriétés des transitions de phase continues
ou du second ordre dans des systémes classiques (non quantiques), que nous
aborderons ensuite, nous voulons d’abord rappeler quelques subtilités de la no-
tion de transition du point de vue de la mécanique statistique. Nous supposons
dans ce qui suit que la phénoménologic élémentaire des transitions de phase
dans les systémes simples comme les transitions liquide—vapeur ou les transi-
tions magnétiques est connue.

Une premiére remarque importante est que les transitions de phase ne sont
possibles que dans des systémes de volume infini, c’est & dire des systémes ayant
un nombre infini de degrés de liberté. Ceci montre déja que le concept de tran-
sitions de phase n’est en soi pas quelque chose d’évident.

Les modéles que nous examinerons, et qui exhibent des transitions de phase,
ont la propriété suivante: suivant la valeur d’un parametre de controle, en général
la. température, le systéme peut étre dans une région a une ou au contraire a
plusieurs phases. Ses phases se distinguent par des sensibilités différentes aux
conditions aux limites. La région & une seule phase ne garde pas trace de la
manidre spécifique dont la limite thermodynamique, ¢’est & dire de volume infini,
est atteinte. Il n’en est pas de méme dans la région & plusieurs phases ol par
exemple, certaines fonctions de corrélation dépendent de la fagon dont la limite
thermodynamique est prise. Chaque limite distincte correspond & une phase.

Pour les modales simples que nous allons étudier, il est possible de trouver des
observables locales dont les valeurs discriminent entre les phases. Nous appelons
une telle observable paramétre d’ordre. C'est, par exemple, le spin dans 'exemple
de systémes ferromagnétiques.

De plus, dans ces modeles, la transition de phase est associée & une brisure
spontanée de symétrie.

Par exemple, I’énergie de configuration du modéle d’Ising ne change pas quand
on change le signe de tous les spins. On s’attend donc & ce que la valeur moyenne
du spin soit nulie. Si maintenant on ajoute & 'énergie de configuration un terme
qui brise explicitement la syméirie du systéme (un terme de champ magnétique
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pour un systeme ferromagnétique), qu’on prend la limite de volume infini et qu’on
fait tendre ensuite 'amplitude du terme de brisure vers zéro, deux cas peuvent
se présenter: dans la région de parametre &4 une phase unique la symétrie est
restaurée en ce sens que toutes les fonctions de corrélation ont la symétrie du
modele; dans la région de brisure de symétrie spontanée au contraire, la limite
thermodynamique et la limite de brisure nulle ne commutent pas. Dans le cas
des spins, on trouve une valeur moyenne du spin non-nulle, c’est & dire une
aimantation spontanée. Le signe de aimantation spontanée dépend du signe du
champ magnétique.

Une autre caractérisation simple et assez générale d'une transition de phase
est dynamique. On appelle ici espace de phase I’ensemble des configurations
possibles d’un systéme. Par exemple, si nous considérons le modéle d’Ising, un
modele de spins classiques sur réseau on chaque spin ne peut prendre que deux
valeurs, alors l'espace de phase pour N spins est un ensemble de 2V éléments.

Considérons alors une dynamique aléatoire ou déterministe qui admet, comme
distribution asymptotique (on parle de distribution d’équilibre), le poids de
Boltzmann d’un modéle exhibant une transition de phase. Un exemple d’une
telle dynamique est 'equation d’évolution (3.16) de la marche au hasard qui
conduit a une distribution gaussienne (mais qui n’exhibe pas de transition de
phase). Les transitions que nous allons considérer ont alors le caractére suivant:
aussi longtemps que le volume du systéme est fini, tout élément de ’espace de
phase a une probabilité non nulle d’étre atteint au cours de 1’évolution tem-
porelle et cect quelle que soit la température (si le systéme n’est pas discret
comme le modele d’'Ising fout élément doit étre remplacé par élément de volume
de I'espace des phases aussi petit soit-i1) et quel que soit le point de départ. On dit
que le systéme est ergodique. Si le systéme converge alors vers un état d’équilibre
thermodynamique, ¢’est & dire une distribution de probabilité invariante par la
dynamique, les moyennes temporelles tendent vers les moyennes calculées avec
un poids de Boltzmann en sommant sur toutes les configurations de ’espace de
phase.

Par contre, dans la limite du volume infini (& densité fixée pour un systémes
de particules}, suivant les valeurs de la température, le systéme peut soit rester
ergodique, ou au contraire subir une brisure d’ergodicité. Dans ce dernier cas,
Pespace de phase se décompose en sous-ensembles disjoints. Quand le systéeme est
préparé initialement dans un de ces sous-ensembles, il y reste. Par exemple pour
un systeme de type Ising en dessous de la température critique, les deux sous-
ensembles correspondent aux deux valeurs possibles de I’aimantation spontanée.

Notre but est d’analyser le comportement de quantités thermodynamiques
dans le voisinage d’une transition, en particulier leurs singularités comme fonc-
tion de la température. Toutefois avant de discuter les transitions de phase par
des méthodes plus élaborées, nous illustrons certains aspects élémentaires des
propriétés générales décrites ci-dessus dans 'exemple de simples systémes ferro-
magnétiques sur réseail.
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Comme l'analyse du chapitre 6 le suggere, il sera souvent plus commode
d’examiner d’abord les propriétés du potentiel thermodynamique fonction de
Paimantation, valeur moyenne du spin que 1'énergie libre correspondante (Péqui-
valent de cumulants d’une distribution) fonction du champ extérieur.

Nous commencons 1’étude des transitions de phase par un modgle simple, mais
un peu pathologique, correspondant suivant linterprétation & une limite de di-
mension d’espace infinie ou de forces & longue portée. Ce modele peut &tre résolu
par des méthodes élémentaires et présente une transition de phase de type chamyp
moyen ayant certaines propriétés du modeéle quasi-gaussien, comme on le verra
par la suite.

Nous mettons en évidence les propriétés universelles des comportements des
quantités thermodynamiques & la transition (dits comportements critiques).

Nous examinons ensuite les propriétés d’un systeme ferromagnéiique avec in-
teraction de proches voisins et dimension d’espace fixé. Un tel systeme n’admet
pas en général de solution exacte. Cependant dans la limite du volume infini, des
considérations de basse et haute température permettent de montrer de fagon
convaincante I'existence de transitions de phase dans des systemes de type Ising,
c'est & dire avec une symétrie de réflexion. En particulier, une matrice de trans-
fert peut étre définie. La limite thermodynamique (de volume infinie) est alors
dominée par la valeur propre la plus grande de la matrice. La possibilité d’une
transition de phase est reliée & la divergence de la longueur de corrélation, et
done A une valeur propre dominante dégénérée (multiple).

Nous étendons ensuite analyse 3 des systémes ferromagnétiques & symétries
continues.

Une conclusion importante qui se dégage des arguments intuitifs (mais qui peu-
vent étre rendus rigoureux) que nous présentons, est la suivante: les transitions
de phase avec interactions de courte portée et brisure spontanée de syimnétrie, qui
nous intéressent particulidrement, ne sont possibles qu’a partir de la dimension
2 pour les brisures de symétrie correspondant a des groupes discrets et 3 pour
des groupes continus.

Modéles ferromagnétiques. Tes exemples que nous étudions dans ce chapitre
appartiennent de nouveau a la classe des modeles ferromagnétiques classiques in-
troduits au chapitre 6. Les variables aléatoires (réelles) sont des spins classiques
S; ot Pindice 3 caractérise le site d'un réseau cubique (i est une écriture symbol-
ique pour les d coordonnées entitres, c'est & dire un élément de 7). La fonction
de partition dans un champ magnétique H (défini en (6.1}) s’écrit

Z(H) = / Hp(S@)dSi exp {—55(8) +HZSZ} , (7.1)

ot Péchelle de champ magnétique inclut un facteur de température, SH — H,
£(S) est 'énergic de configuration des spins en champ nul, 8 linverse de la
température et p(S) la distribution de spin (normalisée) & chaque site.
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Nous supposons, de plus, que le modele en champ nul a une symétrie de
réflexion Zg, et donc £(8) = £(—8) ainsi que p(5) = p(—8). La distribution
de spin p(9) est paire et décroit pour | S| — oo plus vite qu'une gaussienne:

f p(SNdS < Ke 5% 1>0, a>2. (7.2)
N

7.1 Température infinie ou spins indépendants

Pour établir des notations et mettre en oeuvre les concepts théoriques précédents,
nous considérons d’abord un modele & température infinie (8 = 0) ou sans in-
teraction. Nous sommes alors ramenés & un ensemble de spins indépendants et
donc & une situation analogue au théoréme de la limite centrale (section 3.1),
mais dans un cadre plus spécifique.

7.1.1 Modeéle & un site
Il est utile de discuter les propriétés de la distribution en un site. La fonction

#(h) — / ds p(s)e™, #(0) =1, (7.3)

est une transformée de type Laplace de la distribution de spin, fonction génératricel
des moments de la distribution en champ h.
Par exemple, pour le modele d’Ising o1 8 = -1, on trouve

z(h) = cosh h.
Lia condition de décroissance (7.2) impligque que I'ntégrale converge pour tout h

réel ou complexe et la fonction z(h) est donc entigre. Elle est paire, & cause de
la symétrie § — —58 de la distribution, et positive pour h réel. De plus

2'(h) —fds p(s)se” :/dsp(s)ssinh(sh) = hz/(h) > 0.

La fonction z(h} est croissante pour i > 0 et décroissante pour h < 0.
Enfin la borne (7.2) implique que Pintégrale

K\ = fds p(s)erl”
converge pour A < u. Donc

z(h,) = /dS ,()(8) M g Als| M hs < K()\) I?ajxew,\\alaﬂhns\

< K(A) exp (cste |h|a/(o‘"1)) . (7.4)
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Puisque o > 2, on a l'inégalité

af(la—1) <2,
Tl est commode d’introduire aussi la fonction génératrice des cumulants
A(h) = Inz(h), (7.5)

qui est paire et, puisque z(h) est strictement positive, holomorphe dans un voisi-
nage de 'axe réel. Sa dérivée est impaire et s’annule & h = 0. De plus, la remarque
(6.3) implique A”(h) > 0 et la fonction A(h) est donc convexe. Elle est croissante
pour b > 0.

Enfin, comme conséquence de la condition (7.2), pour une grande classe de
distributions p(s), la variable aléatoire s tend vers une valeur certaine s(h) quand
|h| — oo et le second cumulant en champ A”(h) tend donc vers zéro:

|h1|1Hl Ag(h) =0. (7.6)
Nous nous limiterons & cette classe par la suite.

Pour ce qui suit, nous paramétrons le développement de A & h = 0 sous la

forme

A(h) = Z “21’ 2h%, g >0, (7.7)

La valeur m = A’(h) est l’aimantatlon en champ.
En plus de ces fonctions déja introduites en section 3.1, nous définissons aussi
la transformée de Legendre B(m) de A(h):

B(m) + A(h) =mh, m=A'(h), (7.8)
Dans l'exemple du modele d’Ising (s = %1), on trouve
B(m) = (1 +m)n(1+m}+ (1 —m)In(l —m). (7.9)

La fonction B(m} est paire. L’aimantation m a le signe de A.
La relation (6.8) implique
B'(m) = 1/A"(h). (7.10)
Parce que A(h) est une fonction convexe de h, B(m) est aussi convexe. Elle est
analytique dans un voisinage de origine. Nous pouvons donc la paramétrer sous
la forme b
2
B(m)—zng' m?®, by >0. (7.11)
p_...
Les coefficients b, sont reliés aux coefficients (7.7) du développement de A(h).
Par exemple
52:1/(1,2, 54:—0,4/0,3.
Dans le modele d’Ising, on trouve
by=1, ba=2.

Enfin la condition (7.6) entraine soit que |m| est borné soit que B(m) croit plus
vite que m? pour |m| — oo.
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7.1.2 Spins indépendants

Fonction de partition. En Pabsence d’interactions (£ = 0), ou pouwr g =
(c’est & dire &4 température infinie), la fonction de partition (7.1) se calcule
immédiatement:

ZU(H):]HdSip(Si)exp (HZS) fHdS@p (9;) et

=1] / ds; p(8;) efSi = (z(H))”, (7.12)

ot Q est le nombre de sites et z(A) la fonction (7.3).

Energie libre. 1.’énergie libre par unité de volume est alors

Wi (F) = élnzo(ﬂ) — A(H), (7.13)

ol A(h) est définie en (7.5). L'aimantation s’en déduit:
1
=g 8
Potentiel thermodynamique. Le potentiel thermodynamique Gy(M ), transformé
de Legendre de Wy (H), est donné par
Go(M) = MH —Wo(H), M =Wg(H), (7.14)

et donc Go(M) = B(M) (définition (7.8)).

Distribution du spin moyen et potentiel thermodynamigue. 11 est utile de rap-
peler ici le rapport entre le potentiel thermodynamique et la distribution du spin
moyen ou de I'aimantation. Considérons N spins indépendants ayant la distri-
bution p(5), et soit M leur valeur moyenne. Suivant les arguments du théoréme
de la limite centrale (section 3.1), nous introduisons la transformée de Fourier

de la distribution:
ek — /ds pls) e s,

Nous en déduisons la distribution Ry (M) de la valeur moyenne M (équation

( * ))
1 1 M ENw(k/N)
=N ; 1 S; = Rn(M) = _andke ,

ou, changeant k — Nk,

Ry(M) = %/dkexpN[iM!ﬂ + (k)] .
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Dans la limite N — oo, Uintégrale peut &tre évaluée par la méthode du col
(section 2.5). Le col est donnée par 1'équation

iM + @' (k) =0
et donc, & Pordre dominant, la distribution Ry (M) peut s’écrire

1/2
Ry (M) s (—%%) exp N [iMFE + (k)] .

Comparant ces expressions avec les équations (7.3,7.13,7.14), on en déduit un
résultat intéressant:

Ry(M) ~_ [NGU(M)/2r e NG (7.15)

Le potentiel thermodynamique, du moins dans le cas de spins découplés, est
directement 1ié & la distribution du spin moyen dans la limite ol le nombre de
spins tend vers I'infini.

Evidemment, comme la fonction G(M) est convexe, avec son minimum a M =
0, nous retrouvons que la distribution est concentrée autour de M = 0 et peut
donc étre approximée par une distribution gaussienne.

7.2 Transition de phase en dimension infinie

Tl existe un modele simple, mais un peu pathologique, qui peut étre résolu ex-
actement. Dans ce modele tous les spins sont couplés deux a deux. Ce modele a
deux interprétations. A dimension d’espace finie, c’est un modele avec des inter-
actions de portée infinie, c’est & dire trés différentes de celles qui nous intéressent
réellement. Mais il peut aussi étre interprété comme un modéle avec des inter-
actions de portée finie, dans une limite ot la dimension de Pespace tend vers
I'infini. En effet, & dimension infinie, un site sur un réseau a un nombre infini de
voisins.

Dans ce modgle, chaque spin est soumis & Paction d’une nombre infini d’autres
spins. Cette interaction peut étre remplacée par I'action d’un champ magnétique
moyen, et dans un tel modele, I'approximation dite de champ moyen est exacte.

Le modeéle. L'énergie de configuration du modele, en champ nul, est donnée
par

N
v
BES) =~ 3 55,
t,j=1

of1 le parameétre v est proportionnel & 3, I'inverse de la température. Nous choi-
sissons v > 0 ce qui favorise des spins de méme signe: on dit que U'interaction est
ferromagnétique.
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Dans ce modele, la distribution spatiale des spins ne joue aucun réle de sorte
que nous les avons simplement numérotés ¢ = 1,..., N. Par ailleurs, parce que
le nombre de termes qui couplent les spins est d’ordre N2, il faut, pour que la
limite thermodynamique existe, diviser 'interaction par un facteur N.

Nous supposons une distribution de spin en chaque site paire, p(S) = p(—9),
normalisée, et qui a toutes les propriétés décrites en section 7.1, en particulier
qui décroit plus vite qu’une gaussienne pour |§| — oc.

Comme la distribution spatiale des spins ne joue aucun réle, la seule quan-
tité physique intéressante est la fonction de partition Z(H) dans un champ
magnétique externe H que nous allons calculer exactement dans la limite ther-
modynamique N — oo.

7.2.1 Calcul de la fonction de partition

La fonction de partition s’écrit
N
Zn(H,v) = f [ 48: p(S;) exp [—55(3) +HY Si] . (7.16)
i i=1
L’identité
+oa
e FES) — \/N/47rv/ dX exp mN)\2/4‘U~|")\ZSi ,

permet de ramener la moyenne sur les spins dans 'expression (7.16}, & une
moyenne sur des spins indépendants (équation (7.12))

+o00 3
Zn(H,v) = \/m/ dX e~ /‘H’/Hdsi p(S;) exp

~+00 2
= +/N/dnv / dx e NA /4 2Ny 4 |,

A+H) S%-]

Introduisant la transformée (7.3) de la distribution et son logarithme (équation

(7.5)),
z(h) = fds p(s)e™,  A(h) =Ilnz(h),

on peut récrire la fonction de partition (cf. équation (7.12))

—+o0

Zn(H,v) = \/N/élﬂ"uf dA exp [-N¥(A)] (7.17)

—00

avec
LAY = A% 4o — A+ H).
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La propriété A(\)/A? — 0 (équation (7.4)) pour |A| — oo assure la convergence
de Pintégrale (7.17).
Pour [A| — 0, nous utilisons le développement (7.7):

AN = 26227 +O(AY), a >>0.

Limite thermodynamique et méthode du col. Dans la limite thermodynamique
N — oo, Vintégrale peut &tre évaluée par la méthode du col. L’équation du col
est

OYX(A
—EQ)T):A/Z'U—A’(A%-H):D. (7.18)

La contribution d’un col est alors
o= NB(N)

V2us(A)

Sl y a plusieurs cols dégénérés (comme c’est possible), cela ne change le résultat
que d'un facteur entier.

Reportant la solution dans Pintégrant, on trouve la densité d’énergie libre a
l'ordre dominant

ZN(H:U) ~

W(H) = = 1nZy(H,v) ~ =E(N).

1
N
La valeur moyenne M du spin, ou aimantation, est alors (utilisant I'équation
(7.18))

M= Z (S5 = W/(H) = A'(r + H) = A2, (7.19)

Le potentiel thermodynamique G(M), transformée de Legendre de W(H), s’en
déduit:
G(M) = HM — W(H) = —vM?* + (H + \)M — A(X + H)
= —uM? + B(M), (7.20)

ol B(m) est la transformée de Legendre (7.8) de A(h), c’est & dire le potentiel
thermodynamique des spins indépendants (équation (7.14)).
L’aimantation M, ou valeur moyenne du spin, est aussi solution de

oG
H=="2 = 2vM+B .
Y vM + B (M), (7.21)
appelée équation d’étal.
Enfin, utilisant (7.19) et I'équation de col (7.18), on trouve
0 A"+ H 1
OH 1—-20A"(A+H) —2v+ B"(M)
Nous analysons maintenant les solutions de I'équation de col et discutons leur
interprétation physique, en fonction des deux paramétres v et H.
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7.2.2 Limites de basse et haute température
Haute température (v — 0). La dérivée seconde au col est donnée par
03] 1

B =2 A"+ H).

La fonction A”(X) est positive, continue, et tend vers zéro quand |A| — co. Elle
est donc bornée.
Pour v — 0 {c’est & dire & haute température du point de vue physique) et
plus précisément pour
v < m):m 1/A"(N),

la dérivée seconde est toujours positive et I’équation de col a une solution unique,
qui correspond au maximum de l'intégrant.

Pour f1 = 0, elle se réduit & la solution triviale A = 0. Pour H — 0, la position
du col devient (dans la paramétrisation (7.7))

22 g1 o).

AelH) = 1/2v — as

On en déduit Vaimantation

aizﬂ_,_o(}ﬂ),
2

M= (Sz) = )\C(H)/Q’U = 1 — 2va

qui donc s’annule en champ nul. Notons que les limites H — 0 et N — oo
cominutent.

Basse température. Pour H = 0, la solution A = 0 reste un maximum local de
Pintégrant aussi longtemps que

V<V, Ue=1/2ag,

mais, pour v > v, cette solution devient un minimum. Au voisinage de A = 0
la dérivee seconde est donc négative. Par contre, pour |A| — oo, A”"(A) tend vers
zéro et la dérivée seconde est toujours positive. Donc pour v > v,, 2L(N)/(OA)?
a au moins un zéro et comme c¢’est une fonction paire elle en a au moins deux.
Une paire de zéros opposés correspond & un maximum de U'intégrant. Il y a deux
cols dominants dégénérés +X. qui donnent la méme contribution & Z.

Pour H # 0, les deux solutions -+A, sont déplacés, mais le point essentiel est
que les deux cols ne sont plus 4 la méme hauteur aussi petit que soit |H|. Pour
N — 00, un seul col contribue et 'on trouve une valeur moyenne non-nulle pour
S;. Prenant ensuite la limite H — 0, on trouve

. _ o . OW(H) |
I%TLLILOM = (8;) = I?{I}ﬂ A}gnoo oy~ siene (H)|Ac|/2v.
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Cette fois les limites ne commutent plus puisque les limites prises dans ’ordre
inverse conduise & une valeur nulle par symétrie.

Les conditions physiques du probléme privilégie le résultat non trivial: en effet
le point symétrique est I’équivalent d'un point d’équilibre instable en mécanique
rationnelle. N'importe quelle brisure de symétrie, aussi faible soit-elle, choisit une
des deux solutions non-nulles.

Ce modsle présente donc une transition de phase qui a Heu pour une valeur de
v < v, entre une situation avec une phase unique et symétrique, et une situation
A deux phases différentes symétrigues 'une de Pautre. On parle, dans ce dernier
cas, de brisure spontanée de symétrie.

Notons que dans cette situation la fonction G(M ) apparemment n’est pas con-
vexe, en contradiction avec les résultats généraux (6.3,6.8). En réalité la fonction
n’est pas définie pour les valeurs de M telles que G (M) < 0. En eflet

oM _ *W
0H  (6H)?

Par conséquent |[M(H)| > |[M(0)| et les valeurs intermédiaires [M| < [M{0}| ne
peuvent pas étre atteintes.

Avec cette restriction, toute I’étude plus détaillée des propriétés physiques du
moddle peut dtre menée & partir de la fonction G(M) (équation (7.20)) et de
Péquation d'état (7.21) qui donne I'aimantation (la valeur moyenne du spin 5:)
en fonction du champ H et de la température qui est proportionnelle a 1 fv.

>0.

7.2.3 Potentiel thermodynamique et transitions de phase

En champ magnétique nul, ’aimantation spontanée est donnée par un extremum
du potentiel thermodynamique. De plus, puisque la fonction de partition en
champ nul est exp|~ NG(M)], dans la limite thermodynamique la fonction de
partition est dominée par les minima de G(M).

&
G(M) , > T,

FIG. 7 — Potentiel thermodynamique: transition de phase du premier ordre.
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Trouvons maintenant les minima de G(M) quand la température, et donc
aussi v, varie. La propriété (7.6) implique que pour |M{ assez grand, G(M) dans
I'équation (7.20) est une fonction croissante. Pour v faible (haute température)
vM? est négligeable, et le membre de droite de I'équation (7.20) est convexe. Le
minimum de G{M) est M = 0; Paimantation s’annule. Quand v croit, en général
on rencontre une valeur de v pour laquelle d’autres minima locaux apparaissent
qui ensuite deviendront des minima absolus de G(M). Quand cela arrive, la
valeur de 'aimantation M saute de facon discontinue de zéro a une valeur finie
correspondant a ces nouveaux minima absolus. Le systéme subit une transition
de phase du premier ordre. Les fluctuations autour du col sont gouvernées par la
valeur de la dérivée seconde du potentiel au minimum. Dans cette situation la
dérivée seconde est strictement positive.

Bien que les transitions de phase du premier ordre soient communes, elles ne
nous intéressent pas particulierement ici. En méme temps Papproximation de
champ moyen ou modele quasi-gaussien (chapitre 8, et plus particulierement la
section 8.10) qui partage nombre de propriétés avec ce modele en dimension
infinie, donne une description qualitative satisfaisante de la physique.

Au contraire, si aucun minimum absolu wWapparait a4 une distance finie de
Porigine, finalement & une critique température T, correspondant & la valeur v,
de v:

2, = B"(0), (7.22)

Porigine cesse d’étre un minimum du potentiel, et au dessous de cette température
deux minima s’éloignent continfiment de Porigine. Puisque Paimantation reste
continue a v,, la transition de phase est appelée continue ou du second ordre.

)
g(M)

FIG. B — Potentiel thermodynamigue: transition de phase du second ordre.

C’est la situation que nous analysons systématiquement maintenant.
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Remarque. Dans cette situation, exactement a la transition, la méthode du
col simple ne s’applique plus puisque la fonction £(X) est d’ordre A%, Mais ceci
n'affecte pas la fonction G{M) & Pordre dominant pour N — co, mais seulement
les corrections.

7.3 Universalité en champ moyen

Nous examinons maintenant le comportement de quelques quantités thermody-
namiques importantes quand la température T' s’approche de T, c’est a dire v
s’approche de v.. Puisque la transition est continue, l'aimantation tend vers zéro
pour T — T, et H - 0. Dans cette limite nous pouvons donc développer G(M)
(6quation (7.20)), qui comme B(M) est une fonction réguliére paire, en séries de
Taylor en M. Nous introduisons la paramétrisation (7.11):

b
2pg2 4 Pty (7.23)

G(M) = —vM? + o 2

La convexité de B(M) implique que by est positif. Le parametre by est aussi
génériquement positif, parce que nous avons supposé qu’aucune transition du
premier ordre n'a eu lieu & des températures plus élevées (la limite by = 0 mais
avec bg > 0 demande une analyse particuliére et correspond a un point dit
tricritique).

Pour v proche de v, et champ magnétique appliqué H uniforme et faible, les
premiers termes contribuant & Péquation d’état (7.21) sont

H =2(ve —v)M + 16, M° + O (M®) . (7.24)

Aimantation spontanée. Pour v > ., en champ nul, apparait une aimantation
spontanée M:

L%S‘J/\f) -0 = M~[12(v— vc)/b4]1/2 pour |v—ug| — 0. (7.25)

Prés de la température critique 7., Paimantation a donc un comportement en loi
de puissances avec un exposant magnétique [3:

M~ (T,-TY, pB=1/2. (7.26)

La valeur 3 = % est appelée valeur de champ moyen ou “classique” de I'exposant.

Susceptibilité magnétique. I'inverse de la susceptibilité magnétique x (c’est a
dire la réponse de 'aimantation & un changement de champ magnétique) est
donnée par

oM\ ™" 0H
= (an) = a1 = 2ve —v) 357+ OMY).
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En champ nul on trouve

X;;1:2(’UC—U) T>Tc1

t | (7.27)
X— :4('0_'00) T <T,,

ou Péquation (7.25) a été utilisée en dessouns de 1. La susceptibilité magnétique
diverge donc & T, avec des exposants de susceptibilité ~, v

x4 ~C(T-T)77, =1,

, (7.28)
X-~C(T=T)7, v =1,
et le rapport des amplitudes des singularités a la valeur universelle
Cy/C_=2. (7.29)

Equation d’état. Revenons 3 'équation générale (7.24). A T, (v = v,) pour
H — 0, on trouve
Hox M?, (7.30)

On caractérise, plus généralement, le comportement de H a T, pour M — 0 par
I'exposant critique J:

H o MY, (7.31)
Ici
8=3, (7.32)
qui est la valeur de champ moyen ou “classique” de I'exposant.
Plus généralement, pour H,T —1, — 0 et donc M — 0, apres un changement

de normalisation de champ, température et aimantation, ’équation d’état peut
étre mise sous une forme d’échelle universelle

H=Mf(T - T)M~Y5), (7.33)

ce qui signifie que le rapport H/M? n’est pas fonction des variables T' et M
indépendamment, mais seulement. de la combinaison (T — T.)/M /8.
La fonction f(z) est simplement:

flo) =1+ (7.34)

La valeur x = —1, ou H g’annule avec M non nul, correspond a la courbe de
coexistence dans la région a deux phases, et redonne 'aimantation spontanée.

Chaleur spécifigue. Fn champ nul la dérivée de 'énergie libre par unité de
volume par rapport & 3 (I'inverse de la température) donne 1’énergie moyenne.
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Comme v est proportionnel & 3, on peut dériver par rapport a v (un change-
ment d’unité de température). Nous avons démontré (équation (6.6)) pour tout
paramétre, et donc cela s’applique & v, la relation

dG(M) | OW (i) _

v v 0.
On en déduit SW(H
OW(H) = M?*(H = 0).
v Heo

On trouve qu'au dessus de 7, I'énergie moyenne s’annule et au dessous de 1, elle
est proportionnelle au carré de Paimantation spontanée. La dérivée de I'énergie
moyenne par rapport 3 la température est la chaleur spécifique C. Calculant la
dérivée par rapport & v & v, on obtient un résultat proportionnel a la chaleur
spécifique. Utilisant Uexpression (7.25), on trouve

C(T —To)=0, C(T »Tp)=12/bs. (7.35)

Dans ce modéle, comme dans I'approximation de champ moyen, la chaleur spéci-
fique a donc une discontinuité & T dont la valeur n’est pas universelle.

Autres modeles. D’autres modeles peuvent tre résolus en dimension infinie
par la méme méthode. Par exemple, le spin peut étre un vecteur dans R”
et le modele invariant par les transformations du groupe orthogonal O(v) des
rotations—réflexion de Pespace & v dimensions. On vérifie que la plupart des pro-
priétés d’universalit¢ reste inchangée. En champ moyen, les quantités universelles
ne dépendent pas du groupe de symétrie.

7.4 Transformations, points fixes et universalité

Comme nous ’avons fait dans les chapitres précédents, nous associons main-
tenant les propriétés d’universalité aux points fixes d’une transformation.Comme
toutes les propriétés des modeles sont déterminées par le potentiel thermody-
namique T'(M), nous pouvons exprimer la transformation sur I' directement.
Nous procédons de la maniére suivante, nous regroupons les spins deux par deux,
et pour chague paire nous intégrons sur un spin, la moyenne des deux étant fixée.
Nous utilisons la représentation (7.17) qui raméne la fonction de partition a une
intégrale sur un modele de spins indépendants. Nous avons déja noté que, dans
ce cas, la fonction génératrice des cumulants avait une transformation simple (cf.
section 3.2). Ici on trouve

T: N—N/2, ve2v, AN} 24()/2).

La transformée de Legendre B(M) de A est alors multipliée par un facteur 2.
On en déduit la transformée du potentiel thermodynamique

[TG(M) = 2G(M).
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Comme en section 3.2, nous combinons cette décimation du nombre de variables
aléatoires avec une dilatation de l'aimantation: M +» (M, et la transformation
générale devient

[TG](M) = 2G{{M).
L’équation de point fixe est donc

Point fize gaussien. Comme la fonction G{M) est holomorphe & M = 0, elle
est développable en série de Taylor. Identifiant les coefficients de M2, on trouve

v —by/2 = 2(v — by /2)C2.
Pour v # v, = by /2 et choisissant { = 1/4/2, on touve le point fixe
G (M) = (ba/2 ~ v)M?,

La distribution de spin correspondant a ce point fixe est une distribution gaussi-
enne, qui est une limite singuliere des distributions que nous avons supposées. Par
ailleurs, le point fixe n’est pertinent que pour v < v,, domaine o1 I'aimantation
spontanée s’annule.

Ce point fixe est stable en ce sens que le coefficient b, du terme d’ordre M2P
est multiplié par 2177 < 1 pour p > 1.

Point fixe a la température critique. Pour v = v, il faut développer jusqu’a
I'ordre 4 et pour ¢ = 274 on trouve le point fixe

ba
4]
Notons que dans les deux cas { < 1, ce qui permet de comprendre pourquoi le
point fixe correspond au premier terme du développement en puissances de M.
Le coeflicient by, devient

Thyy = 2177/2p,,,

L’analyse de stabilité montre donc:

(i) Un terme en M? est une perturbation essentielle.

(ii) Un terme en M* est redondant.

(iil) Tous les autres termes sont inessentiels.

Par ailleurs si nous interprétons le systéme comme un modele de spin en dimen-
sion d avec interaction de portée infinie, alors le nombre de spins est proportionnel
& L% ot L caractérise la dimension linéaire du réseau. Diviser le nombre de spins
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par deux correspond a diviser L par 2l/d 1] est alors commode d’exprimer le com-
portement des différentes variables en inverse d’unité de longueur (pour que la
dimension des variables essentielles soit positive). Dans cette unité, 'aimantation
a une dimension d/4 et v — v, a dimension d/2.

Universalité dans le domaine critique. Suivant une stratégie qui a déja utilisée
en section 4.7.2, il est possible d’établir des propriétés d'universalit¢ en dehors
du point fixe de la maniére suivante. On itére la transformation T m fois mais
partant d’une valeur initiale v,, du coefficient du terme d’interaction de la forme

U = Vo + (v — vg)27™/2,

Dans ces conditions, quand m — oo, le coeflicient de M 2 garde une valeur fixe
alors que les coefficients des termes inessentiels tendent vers Z6ro:

G(M) = (v, — v)M* + %M4.

Ceci conclut Vanalyse pour H = 0.

Transformation en champ H # 0. Il faut rajouter a I’énergie libre le terme
HM qui devient 2(HM et donc

TH=2CH=2"*H,

Le champ magnétique est donc essentiel. Il a une dimension 3d/4. De nouveau,
en prenant un champ initial en 2-3m/4 if aprés m transformations on trouve une
contribution fixe.

Fnfin, prenant en compte les dimensions de H,v—v., M, la propriété d’échelle
(7.33) de I'équation d’état s’interpréte comme résultant d’une analyse dimen-
sionnelle.

7.5 Interactions de portée finie: le modele d’Ising

Nous examinons maintenant le probleme des transitions de phases pour des
modbles avec interactions de portée finie. Comme il n’est plus possible de résoudre
en général exactement, nous utilisons d’abord des arguments de basse et haute
température pour établir I'existence de transitions et en déduire quelques unes
de leurs propriétés.

Nous considérons d’abord un systéme sur un résean fini dans lequel, en dimen-
sion d > 1, nous distinguons une direction que nous appelons direction de temps
par commodité, quand aucune confusion n’est possible. Le réseau correspond
alors aux points de coordonnées entitres r = (1, p) avec

0<t<l, 0<p, <L pourl<pu<d—1.



(DRAFT du 9/7/3 14:51) 150 (DRAFT du 9/7/3 14:51)

Il est commode de prendre des conditions aux limites périodiques dans les d — 1
dimensions transverses.

Matrice de transfert. Lorsque les interactions sont de portée finie, il est pos-
sible d’utiliser le formalisme de la matrice de transfert, que nous avons déja
introduit en section 4.1.2 dans le cas particulier de modgles statistiques & une
seule dimension d’espace.

Nous définissons la matrice de transfert dans la direction de temps. La fonction
de partition, en dimension d arbitraire, avec condition aux limites périodigues
dans la direction de temps, peut alors s'écrire

Z(4, 1) = tr T, (7.36)

oll T est la matrice de transfert. Dans la suite, pour illustrer le formalisme par
un exemple concret, nous considérons le modele d’Ising avec une interaction de
proches voising sur le réseau, mais les résultats que nous obtiendrons seront plus
généralement valables pour tout systéme avec une symétrie de réflexion § —
—S et interactions de portée finie. L’isotropie des interactions nous permettra
toujours de choigir une matrice de transfert symétrique.

7.5.1 Modele d’Ising: Matrice de transfert

Dans Pexemple du modele d’Ising & d dimensions avec interactions de proches
voisins (en anglais nearest neighbours, n.n.), la partition fonction s’écrit

2= > exp(ﬁ > SrSrf), (7.37)

{Sr — :]:1} r,r'n.n.

ol 3, I'inverse de la température, inclut aussi un facteur caractérisant I'intensité
de Vinteraction supposée ferromagnétique.
Les éléments de la matrice de transfert correspondante sont

[T](S',S) = exp [ﬁ (E 5,5, + ; S (SpSy + 8;,3;,,))} , (7.38)

0,0 1.

ol p est la position sur le réseau transverse &4 d — 1 ditnensions et S représente
I’ensemble des spins du réseau transverse. Un vecteur est associé & une distribu-
tion de spins dans ’espace transverse qui a d — 1 dimensions. Pour un réseau de
taille transverse L, Pespace vectoriel est de dimension oLe™t

Symétrie Zo. Le modele d’Ising est caractérisé par une symétrie discréte Zsg,
une réflexion, correspondant & changer le signe de tous les spins. Agissant sur
I’espace vectoriel précédent, la réflexion est représentée par une matrice P, dont
les éléments de matrice, dans la notation (7.38), sont

P)(8',8) =]]0s,,-s; - (7.39)
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Elle satisfait P? = 1 et ses valeurs propres sont 4-1.
La matrice P commute avec la matrice de transfert,

[T:P] =0,

et donc P and T peuvent étre diagonalisés simultanément. Les vecteurs propres
de T peuvent aussi étre choisis vecteurs propres de P.

Notons 74 ,, les valeurs propres de T correspondant aux vecteurs propres Y1 n
tels que

P ")bﬂ:,n = :tw:lz,n ’ T wﬂ:,n = Ti,n@[):t,n .

La fonction de partition peut alors s’écrire
Z(0,L,8) =Y (tlat7ia)- (7.40)
n=0

Il est utile pour la discussion qui suit de considérer aussi la fonetion de partition

Z4 L8 =uPT = (), - .). (7.41)

n=0

Elle correspond & imposer des conditions aux limites anti-périodiques dans la
direction de temps.

Parameétre d’ordre. Le spin S, au site ¢ du réseau transverse est, d’aprés la
définition donnée dans introduction, un parametre d’ordre. En effet la matrice
correspondante S, dont les éléments de matrice entre deux configurations de
spin sont

S.1(8",8) = 5, [ [ 45,5, » (7.42)

est impaire par réflexion:
P18, P=-S,. (7.43)

Limite L fini, £ — oo. Aussi longtemps que la dimension transverse du réseau
reste finie, I'analyse générale de la section 4.1.2 reste valable. Le vecieur propre
unique de la matrice de transfert associé a la plus grande valeur propre est
symétrique

Pt o="1v%4+0-

En effet le vecteur propre 44 o a toutes ses composantes positives et I’équation
(7.39) montre que P ne change pas le signe des vecteurs de base.
En conséquence, la valeur moyenne du spin est nulle:

(S) = (140,801 0) = —(¥1,0, P 'SPty 0) = — (%40, Sothy0) =0. (7.44)

La symétrie § — —8 n’est brisée & aucune tempeérature.
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De plus, aucun croisement de niveaux ne peut se produire et I’énergie libre W,
qui dans la limite £ — 0o est donnée par:

W ~ Ell’i’ﬁr,g s (745)

est une fonction réguliere de la température 7' = 1/8 pour T' > 0. On conclut
de cette analyse que dans un modéle de spin avec interactions de portée finie
et symétrie de réflexion aucune transition de phase n’est possible méme sans
brisure de symétrie; I’énergie libre est une fonction réguliere de la température,
et la longueur de corrélation £ ne peut diverger qu’d température nulle. Ces
résultats se généralisent & toutes les interactions de courte portée.

7.5.2 Limite de dimension transverse infinie: transitions de phase

Quand la dimension transverse L tend vers I'infini, de nouveaux phénomeénes
peuvent se produire que nous examinons sur 'exemple du modéle d’Ising. Nous
étudions pour cela les limites de haute et basse températures.

Haute température. A haute température {8 — 0), les spins sur des sites
différents se découplent. A température infinie les spins sont des variables indé-
pendantes; tous les éléments de matrice de T deviennent égaux et T devient
un projecteur sur le vecteur propre ¥y qui a des composantes égales sur toutes
les configurations de spin. Toutes les valeurs propres sauf une s’annulent. La
longueur corrélation est donc nulle également. Ces propriétés sont indépendantes
du volume et donc les résultats précédents restent vrais méme pour L infini. A
haute température on trouve, comme attendu, une phase désordonnée o1 (S) =0
et la symétrie de réflexion n’est pas brisée.

Basse température. A basse température, c’est & dire pour 8§ — oo, les contri-
butions dominantes & la fonction de partition correspondent aux deux configu-
rations ou tous les spins égaux soit & +1 soit & —1:

S=8==£1 Vvr.

On en déduit s
Z(6,L,8) = tr T! ~ 2P4L7 (7.46)

ol le facteur 2 correspond aux deux configurations.

A basse température, les contributions dominantes & la fonction de partition
avec conditions aux limites anti-périodiques (7.41) correspondent & une région
avec spins +1 séparée de spins —1. Par rapport aux contributions uniformes
qui dominent Z(¢, L, 8), la variation d’énergie est proportionnelle  1'aire de la
surface qui sépare les deux régions. L’aire minimale est une surface plane t = ¢,
avec 1 <y < 4. Le rapport Z,/Z est alors

trPTY  Z,(¢0,L,3) g BLA
tr Tt Z(L, L, ) ’

r(f, L) = (7.47)
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ou le facteur ¢ correspond 3 toutes les positions possibles de la surface de sépa-
ration.

Pour ¢ — oo, les fonctions de partitions sont dominées par les valeurs propres
les plus grandes de la matrice de transfert. L’expression (7.46) montre que deux
valeurs propres dominent la somme (7.40). Comme 2, (£, L, 3) est plus petit que
Z(4, L, 3), ces deux valeurs propres sont asymptotiquement égales et correspon-
dent & des vecteurs propres pair et impair. Donc

CZe L8 Tio—-Thy
’T'(E,L) — Z(Q,L,)@) ~ 1—_5;_,0 _I_TE’O . (748)

En terme de la longueur de corrélation £, = 1/ In(7} 0/7- 0},

™o 4 . L
T—,0 £r—+o0 &7,

et done

{ -1
P& L) ~ g~ geBLT

On en déduit o
g, ~ 1Pl (7.49)

Partant des configurations o1 tous les spins sont alignés, et prenant en compte des
configurations oli un nombre fini de spins a été retourné, on peut ensuite obtenir
les valeurs et vecteurs propres comme un développement de basse température.
Mais les comportements ne sont pas modifiés qualitativement.

Transitions de phase. Aussi longtemps que L reste fini, la longueur de corré-
lation ne diverge qu’s température nulle, comme & une dimension. Toute transi-
tion de phase est impossible.

Par contre, pour d > 1, & température suffisamment basse fixée, la longueur
de corrélation diverge dans la limite L — oo, et la valeur propre maximale de
la matrice de transfert est double. La limite thermodynamique dépend alors
des conditions aux limites. En particulier, une brisure infinitésimale de symétrie
sélectionne non pas un vecteur propre pair mais un des vecteurs propres corre-
spondant & des spins alignés. Dans ce cas, 'aimantation est différente de zéro.
Les deux phases possibles correspondent aux deux valeurs possibles opposées de
Paimantation.

Clairement dans la limite du volume infini, il n'y a pas de prolongement analy-
tique possible entre une région & une phase & haute température et a une région
a4 deux phases & basse température, et donc les quantités thermodynamiques
doivent avoir au moins une singularité en 8 & une valeur finie ..

Notons que la longueur de corrélation &, n’a de sens qu’en volume fini. En
effet elle suppose qu’on moyenne sur toutes les configurations possibles. Or si
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le systéme se trouve dans une des phases de symétrie brisée (une phase pure),
on doit calculer la fonction de partition en ne sommant que sur une partie des
configurations, les configurations d’aimantation de signe donné. La divergence de
£, est un précurseur de la propriété que la fonction de corrélation a deux spins
en volume infini ne tend plus vers zéro a grande distance, mais vers le carré de
I’aimantation spontanée.

Remargues

(i) Cette analyse de la limite du volume infini est qualitativement correcte
dans tout la phase de basse température. A 3. la situation change; un nombre
infini de valeur propres s’accumule a la méme valeur 7y g.

(ii} Nous avons vu que le rapport (7.47) fournit un critére de de brisure spon-
tanée de symétrie. Cette analyse peut étre généralisée a d’autres groupes de
symétrie. On considére le rapport

: . trPT*
ry = lim

Jm = (7.50)

ou P est un élément du groupe de symétrie.

Dans la phase symétrigue le vecteur propre dominant de la matrice de transfert
est invariant par les transformations du groupe de symétrie, et donc r7, = 1.

Au contraire, si la symétrie est brisée spontanément, P échange les vecteurs
propres dégénérés et donc ry, s’annule dans la limite du volume infini.

Comme nous le montrons ci-dessous, une autre limite de ce rapport est intéres-
sante, r(L, L) pour L — oo. Elle correspond & la limite thermodynamique qui
est prise en faisant tendre toutes les dimensions vers infini de la méme maniére.
On est alors ramené & calculer le rapport de deux fonctions de partition sur un
réseau & d dimensions de dimension linéaire L avec des conditions aux limites
différentes: le dénominateur correspond & des conditions aux limites périodiques
dans la direction de temps, le numérateur correspond a des conditions aux deux
bords qui difféerent par des transformations du groupe de symétrie. Dans des
systemes de type Ising le seul élément du groupe est la réflexion P, et donc
ces conditions aux limites sont anti-périodiques. Cette limite fournit, & basse
température, un critére direct de brisure spontanée de symétrie.

7.5.3 Brisure d’ergodicité

Il est facile de construire des dynamiques probabilistes qui admettent la dis-
tribution correspondant au modeéle d’Ising comme limite asymptotique. Chaque
configuration est alors visitée au cours du temps avec une probabilité correspon-
dant au poids de Boltzmann. La propriété importante, qui est vérifiée par toutes
les dynamiques dites locales, est que la probabilité d’aller d'une configuration &
une autre configuration de plus haute énergie est, a basse température, de 'ordre
de e=PAE oit AE est la différence d’énergie.

(’est pourquoi, a basse température, si la configuration initiale correspond
a tous les spins égaux par exemple & +1, la probabilité de créer une bulle de
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FIG. 9 — Bulle de spins — dans un environnement de spins +.

spins -1 est proportionnelle a e —BA ofi A est laire de la surface de la bulle
(comme la figure 9 Pillustre pour la dimension 2). A d dimensions une bulle
d’aire minimale est une sphére. Si nous a,ppelons L son rayon, Vaire est d’ordre
L% 1 ot la probabilité est d’ordre e —o L7 , oil o est la tension de surface et &
basse température o o< § = 1/T.

Dans la limite thermodynamique, pour pouvoir passer & une configuration ou
les spins sont majoritairement —1, il faut que cette probabilité reste finie quand
L — oo.

Pour d = 1, le systéme reste donc ergodique, et aucune transition de phase
n’est possible.

Pour d > 1, cette probabilité tend vers zéro pour L — co et donc, & basse
température dans la région & deux phases, une brisure d’ergodicité apparait.

Une autre facon d’obtenir ce résultat est de noter que pour passer, dans
un cube, d’une configuration initiale ot les spins sont majoritairement égaux
4 1 A la configuration de spins opposés, il faut passer par une configuration
intermédaire symétrique. La probabilité est alors d’ordre

L
r(L, Ly = ——/7— ~¢" , (7.51)
¢’est & dire de nouveau le rapport de deux fonctions de partition dans le cube.

7.6 Symétries continues

Discutons bridvement maintenant une famille de modéles qui ont une symétrie
continue, pour exhiber quelques différences importantes avec le cas des symétries
discretes.

Nous considérons de nouveau un systéme de spins classiques, mais les spins
S, sont maintenant des vecteurs & v composantes de longueur unité qui ont des
interactions & deux spins ferromagnétiques de proches voisins.

La fonction de partition s’écrit

/ HdS 5 (82— 1) exp [-BE(S)] (7.52)
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avec

E8)=— > 8, S,

r,r'n.n.

Le modele a alors une symétrie continue correspondant au groupe orthogonal
O(v) des rotations-réflexions de l'espace & v dimensions.

Matrice de transfert. Ici aussi nous pouvons écrire la fonction de partition
(7.52) en fonciion d'une matrice de transfert T, dont les éléments sont

> (8,8, +8,- s;,,))}, (7.53)

[T](S',8) = exp [ﬁ (Z S, 8+ %
4 0,0 n.n.
ou p est la position dans 'espace transverse & d — 1 dimensions,

A haute température (8 — 0), comme dans le cas du modsle d’Ising, le vecteur
propre de la matrice de transfert correspondant & la valeur propre maximale a
des composantes uniformes sur toutes les configurations et est donc invariant par
les transformations du groupe O{v).

Pour discuter la phase de basse température, instruit par exemple du modele
d’Ising, nous introduisons la généralisation du rapport (7.47). L’opération de
symétrie est ici une rotation R{a) d’angle «. Nous définigsons

Z(ew 4, L, B) = tr R(a)T* (7.54)

avec un choix de conditions aux limites périodiques dans toutes les directions
transverses. Nous examinons le comportement du rapport

Z(e, 8, L, )

r(a, 6, L) = _Z(O,E, )

(7.55)

pour 3> 1 dans la limite L — oc.
La fonction de partition Z(w, £, L, 3) est la fonction de partition sur un réseau
a d dimensions, avec conditions aux limites modifiées dans la direction de temps
ol 'on impose
Si—t,p * Sy=0,, = COSCL. (7.56)

A basse température, les configurations d’énergie minimales correspondent a
prendre tous les spins alignés dans d — 1 dimensions, et tournant d'un angle a/#
entre deux sites adjacents le long de Paxe de temps. Ceci doit étre contrasté avec
le cas d'une symétrie discrete, ou la transition entre les configurations imposées
par les conditions aux limites se passe entre deux sites (ou plus généralement un
nombre fini de sites) seulement.

Lia variation d’éncrgic AE due a la rotation est alors

AE = £ x L% x [cos (a/f) — 1] (7.57)
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et donc
r{a, £, L) o« exp [ﬁﬁLd_l (cos (a/2) — 1)] .

Pour £ > 1, on peut développer
r{a, £, L) oc exp [—%ﬁL‘imlaz/ﬁ] . (7.58)

Ce résultat est le méme que pour un modéle O(r) & une dimension, & basse
température, avec 8~ BLI L. L’exercice 7.2 présente le calcul de la longueur
de corrélation correspondante. On trouve ici

/Bdel

éLNQ(i/—l)'

(7.59)

Un calcul équivalent consiste & remplacer, & basse température, tous les spins
S, et les spins S;J dans la matrice de transfert par deux spins constants. Le
résultat est de nouveau la matrice de transfert du modéle unidimensionnel, avec
une interaction 8 — BLE1.

Ce résultat semble indiquer, de nouveau, que la longueur de corrélation diverge
& partir de la dimension 2, comme dans le cas discret. Ce résultat n’est correct
qu’en dimension plus grande que 2.

En dimension 2, ’estimation prédit que la longueur de corrélation croit comme
L, c’est & dire que &1/ L reste constant. C’est un cas assez subtil oli les fluctu-
ations autour des configurations constantes influent sur le calcul méme & basse
température et qui doit étre étudié avec des arguments plus fins. En fait, ce
résultat n’est valable que pour v = 2 (cas ol le groupe des rotations SO(2) est
abélien). Pour » > 2 la longueur de corrélation ne diverge qu’d température nulle.

Par ailleurs, méme pour v = 2, bien que la longueur de corrélation diverge,
parce que £7,/L reste fini 'aimantation dans la phase de basse température est
nulle, {8) = 0, et la symétrie O(2) n’est pas brisée. On trouve une phase de
basse température caractérisée par une décroissance algébrique des fonctions de
corrélations connexes (phase dite de Kosterlitz—Thouless). Ainsi que 'argument
ergodique le suggere, pour que la valeur moyenne soit différente de zéro, il faut
que &1/ L — oo pour I — 0.

Ergodicité. On peut définir des dynamiques probabilistes qui conduisent dans
des temps physiques (pour distinguer du temps fictif correspondant & la matrice
de transfert) asymptotiques aux distributions de type (7.52),

Pour comprendre la structure des phases de basse température, on peut alors
évaluer la probabilité maximum pour que dans une configuration de spins alignés,
une sphere au centre de laquelle les spins sont tournés d’un angle a soit créée.
De fagon équivalente, on peut utiliser le rapport des fonctions de partition (7.58)
pour £ = L. On trouve

(e, L, L) o< exp [— 3 LY 0] (7.60)
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Alpsi, dans le cas d’une symétrie contimue, il est plus facile de passer d’un mini-
mum de Pénergie & un autre. Cette propriété a comme conséquence directe qu'il
est plus difficile de briser la symétrie et que des modes de Goldstone apparaissent
dans la phase de symétrie brisée (voir section 8.8). Pour d < 2, r{a, L, L} a une
limite finie et la symétrie n’est jamais brisée. Ce résultat, pour lequel nous avons
donné des arguments heuristiques, peut étre démontré rigoureusement (théoréme
de Mermin-Wagner—Coleman).

Pour d > 2, au contraire la symétrie est brisée & basse température. Il existe
une température finie T, ol une transition de phase a licu.

Exercices

FErercice 7.1

Le modéle d’Ising: une dimension. Dans le cas du modele d’Ising & une dimension
avec interaction de proches voisins, et en présence d'un champ magnétique h, la
fonction de partition s’écrit

Zi= Y expl BES)] (7.61)
(S=t1}

avec une énergie de configuration

¢
E(S)=—> J8iSiy1 —hSi, J>0. (7.62)
i=1
Résoudre ce modéle par la méthode de la matrice de transfert. Calculer la
longueur de corrélation.

Solution. La matrice de transfert est une matrice 2 x 2 qui peut étre écrite
[T)(S',S) = exp [B(JSS + 1h(S+ 57)]. (7.63)

La limite thermodynamique correspond 4 faire tendre £ vers I'infini. Comme nous
I'avons déja expliqué, la fonction de partition est relide & la plus grande valeur
propre de la matrice de transfert. Les deux valeurs propres sont

Ty = e’ {cosh(,@h) -+ 1/sinh®(Bh) + e 487

La longueur de corrélation est elle liée au rapport des deux valeurs propres (les
plus grandes, mais il 0’y a que deux)

(sinh? 8h + e“lﬁj) /2
cosh Bh

£t =1In(ry /7_) = 2tanh ™! (7.64)

La longueur ne diverge qu’en champ nul, & température nulle: & o &2V,
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Frercice 7.2

Le modéle O(v): une dimension. Dans le cas du modele de spins avec symétrie
O(v) et interaction de proches voisins, la fonction de partition & une dimension
peut 8’écrire

2 - / [T as:8(s? — 1) exp [-6(S)] (7.65)

(S appartient & la sphere S,_1) avec une énergie de configuration
£
ES)=-J> 8;-Sij1, J>0. (7.66)
i=1

Trouver les deux valeurs propres dominantes de la matrice de transfert & basse
température.

Solution. Le vecteur propre correspondant & la valeur la plus grande est invari-
ant par le groupe O(v) et donc une constante. La valeur propre correspondante
est (posant v = 3J)

1 iy
To = —/ df(sin§)? 2 ev s,
T Jo
ol cosf =85 -8

Pour v — oc, cette intégrale (reliée aux fonctions de Bessel) s'évalue par la

méthode du col 1égeérement adaptée. On trouve

(r—1)/2
n) el (G =0) (2) = L= ) 06/

La seconde valeur propre correspond a un vecteur propre propotionnel au vecteur
S. On en déduit la valeur propre

ri(v) = ;Tl_jg d6(sin )" 2 cos 6 ¥ 7 = 7y(v)

=70 [1 = 3(v = 1)/ ++0(1/v*)] .

Cela permet d’obtenir le comportement de la longueur de corrélation:

v
gv:m 2(v — 1) '
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Erercice 7.3

Modéle avec syméirie O(v) en dimension infinie. Généraliser I’étude de la section
7.2 & un modele avec des spins S appartenant de nouveau a la sphére S, _1 avec la
méme distribution isotrope que dans I'exercice précédent, mais avec une énergie
de configuration

N
PES) = Y SiS;, v>0,

t,j=1

et un terme de champ magnétique
H-) S;.
i

On généralisera 'identité gaussienne en introduisant un vecteur A & v com-
posantes.

Solution. Quelques éléments. L’identité utile est maintenant

v/2
Ly v -

qui permet de ramener la moyenne sur les spins & une moyenne sur des spins
indépendants (équation (7.12)):

N \"/? 2
Zn(H,v) = (R) fwd",\ e VA /4”/Hdsi5(s§ -~ 1)

X exp [()\ + H) - ZS%]

N\ . :
— (%) / dv) e VA /4'uefNA /4w ZN()\+H),

ou z(h) est la fonction de partition & un site:
1 i
#(h = [b]) = -/ 4 (sin B)7 2 ko5t |
T Jo

En terme de A(h) = Inz(h), on peut récrire la fonction de partition

Zn(H,v) = (ﬂ-)y/z / "X exp [-NE()] (7.67)

dmv

avec

S(A) = A2/ — A(|X + H)).

Pour N — oo cette intégrale peut de nouveau étre calculée par la méthode du
col.
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Chapitre 8

Approximation quasi-gaussienne: universalité et
dimension critique

Dans ce chapitre, nous continuons 1'étude des transitions de phase commencée
dans le chapitre 7. Nous utilisons encore le langage ferromagnétique. Ceci n’est
partiellement qu’une restriction de langage. En effet, comme conséquence de
la propriété d’wniversalité des phénomenes critiques, une propriété que nous
allons décrire et analyser, les résultats que nous allons obtenir s’appliquent a
de nombreux autres systémes physiques qui n’ont rien de magnétiques, comme
la transition liquide-vapeur, les transitions de démixion des mélanges binaires,
la transition superfluide de 'Hélium efc.... A cette liste il convient d’ajouter un
probléme qui ne semble pas, & premiére vue, relever des phénoménes critiques, les
propriétés statistiques des polymeéres, ou du point de vue théorique des chemins
aléatoires sur réseau, sans intersection ou auto-évitant {SAW ou self-avoiding
walk).

Pour des raisons que nous avons déja évoquées, nous ne nous intéressons
quaux transitions de phase du second ordre, au voisinage de la température
de transition. Pour ces transitions la longueur de corrélation, qui caractérise la
décroissance & grande distance des fonctions de corrélation connexes, diverge au
point de transition (la température critique par exemple). Ainsi une échelle de
distance, grande par rapport 4 'échelle des des longueurs microscopiques (portée
des forces, maille de réseau), est engendrée dynamiquement. Alors une physique
macroscopique ou de grande distance apparait qui a des propriétés d universalité,
c’est & dire des propriétés indépendantes dans une large mesure des détails des
interactions microscopiques.

Nous avons déja montré qu’aussi longtemps que la longueur de corrélation
reste finie, c'est & dire dans la phase de haute température, les quantités macro-
scopiques, comme I’aimantation moyenne, ont le comportement prédit par le
théoreme de la limite centrale; & volume infini, elles tendent vers des valeurs cer-
taines avec des fluctuations gaussiennes. Ce résultat se comprend dans la mesure
o les degrés de liberté microscopiques peuvent étre remplacés par des spins
moyens indépendants, attachés & des volumes ayant la longueur de corrélation
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comme dimension linéaire. Dans un premier temps nous étudions donc les pro-
priétés des modeles gaussiens.

A la température de transition 7%, et en dessous de 1%, ces arguments ne sont
plus valables. Néanmoins, on peut se demander si la mesure gaussienne asymp-
totique peut étre simplement remplacée par une mesure gaussienne perturbée
c'est a dire si les corrélations résiduelles enfre des spins moyens peuvent étre
traitées perturbativement. Une telle approximation peut étre qualifiée de quasi-
gaussienne. L’ approximation quasi-gaussienne conduit a des propriétés de longue
distance remarquablement universelles, indépendantes dans une large mesure de
la géométrie, de la dimension d’espace... Pour les quantités homogenes, elles
coincident avec celles du modele en dimension infinie gue nous avons étudié en
section 7.2. Mais on trouve, de plus, que le comportement singulier de fonctions
de corrélation pour 7" — T, et en faible champ est également universel.

Dans la premiére partie de cette étude, nous nous limitons & des modeles
avec symétrie discréete. Cependant, en dessous de 1. ou en champ magnétique,
les modeles avec symétries continues ont des propriétés particulieres, dues en
particulier & 'apparition de modes de Goldstone, qui nécessitent une discussion
spéciale.

Un calcul systématique des corrections a I'approximation quasi-gaussienne per-
met de vérifier sa cohérence et son domaine de validité. Mous mettons ainsi en
évidence le role de la. dimension 4, qui sépare les dimensions supérieures, ou
Papproximation est justifiée, des dimensions inférieures ot elle ne peut pas étre
valable.,

La description la plus ancienne et la plus simple des transitions de phase
est la théorie du champ moyen (TCM). On suppose que l'infinité de degrés de
liberté microscopiques peut étre remplacée par un petit nombre de degrés de
liberté macroscopiques, les effets résiduels pouvant étre traités de fagon pertur-
bative. L’approximation de champ moyen peut étre qualifiée de quasi-gaussienne,
en ce sens gu'elle prédit les mémes résultats universels. L’approximation de
champ moyen peut étre introduite par plusieurs méthodes: sommation partielle
du développement de haute température, principe variationnel, ordre dominant
de la méthode du col. Cette derniére méthode permet de calculer les corrections
a I'approximation de champ moyen et donc de discuter son domaine de validité,
qui en effet est le méme que celui de 'approximation quasi-gaussienne.

Systémes ferromagnéliques de type Ising. Nous considérons de nouveau un
systéme de spins classiques 5; sur le réseau d-dimensionnel des points de co-
ordonndées entiéres, ¢ dénotant un site du réseau. Nous imaginons que les spins
classiques sont en réalité des spins moyens dans un volume physique grand &
I’échelle des interactions microscopiques, mais petit & I'échelle des phénomeénes
que nous voulons étudier. Ceci conduit & admettre aussi des sping ayant une
distribution continue. Par ailleurs, nous supposons que les spins fluctuent peu
autour de S = 0 et donc que la distribution de spin p(5) en chaque site satisfait les
conditions de la section 7.1 et décroit pour |S| — oo plus vite qu'une gaussienne
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(condition (7.2)). Nous supposons enfin que le systeme a une symétrie de réflexion
(de type Ising) § — —8. La distribution de spin est donc paire, p(S) = p(—95).
Comme dans les exemples (7.16,7.37), nous choisissons une interaction & deux
spins ferromagnétique avec I'énergie de configuration de spins plus générale,

—BE(S) = ViiSiS;, (8.1)
&

caractérisée maintenant par une matrice V;; & coefficients positifs, invariante par
translation, de courte portée.

La fonction de partition (6.9), dans un champ magnétique local H; qui brise
la symétrie expliciterent, s’écrit alors

Z(H) = / (H p(S@-)dS’i) exp [#5 £(8) + ZHS} : (8.2)

oi1 de nouveau H inclut un facteur 8.
Gréce A la condition de décroissance (7.2) la fonction de partition est définie, au
moins dans un volume fini, pour toute interaction de paires et toute température.

8.1 Interactions A deux spins de courte portée

Dans le modele 7.2 espace ne joue aucun rdle, I'interaction ayant une portée
infinie. En réalité les systémes qui nous intéressent ont des interactions a courte
portée, une notion que nous précisons ici dans le cas d’interactions 4 deux spins,
et dont nous décrivons quelques propriétés.

Nous ne considérons que des interactions dites ferromagnétiques, c’est a dire
telles que V;; = Vj; > 0. Nous supposons que Pinteraction de paires Vj; est
invariante par translation:

Vr}j EV(ri—rj) = V(I‘j ——I‘z') >0,

oil r; et T; sont les vecteurs joignant les sites ¢ et j a Porigine.

Nous définissons maintenant plus précisément ce que nous entendons par in-
teraction de courte portée: les interactions décroissent exponentiellement quand
la séparation entre les spins tend vers I'infini. Pour l'interaction & deux spins cecl
implique

Vir) < Me "M

ott M, k sont deux constantes positives.
Il est communode d’introduire le parametre

v=> V(r)>0, (8.3)
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qui est proportionnel a 3, l'inverse de la température (dans ce qui suit nous
caractériserons la température par la valeur de 1/v) et la fonction

Uty =V{(r)/v. (8.4)

Nous nous limitons & des potentiels ayant la symétrie du résean (définie en
(3.36)), parce que c’est plus simple. Le potentiel normalisé, ¢’est & dire la fonction
U(r), appartient done & la classe des probabilités de saut de la marche au hasard
3.3.4. Cette hypothese de symétrie n’est cependant pas essentielle; la symétrie
par réflection V (r} = V(—r} suflit puisqu’il est toujours faire des transformations
[inéaires sur les coordonnées.

Le potentiel étant invariant par translation, il est naturel d’introduire sa trans-
formée de Fourier

Vik) = Z V(ryexp(ik-r). (8.5)

rezd

La fonction V (k) est paire et périodique dans toutes les composantes k, du
vecteur k. On peut donc restreindre ces composantes & ce qu'on appelle une
zone de Brillouin: |k,,J| < 7. Le vecteur k est parfois appelé vecteur impulsion en
analogie avec la mécanique quantique ol position et 1mpu1310n sont liées par la
transformation de Fourier.

Puisque le potentiel Vj; est & courte portée, les transformées de Fourier V(k)
et U(k) sont holomorphes pour | Tmk| < . La positivité du potentiel de paires

entraine, de plus,
T <> U@ =00)=1. (8.6)
rezd
La fonction l':r(k) admet alors, pour k — 0, un développement de la forme
Uk) =1—ak*+ 0O (k*), (8.7)
ol k% est le carré de la longueur du vecteur k, et a une constante positive.

Exemple: interaction de proches voisins. Calculons la fonction V (k) dans le
cas d’'une interaction de proches voisins sur le réseau. Appelant e, les d vecteurs
unitaires correspondant aux liens du réseau, nous pouvons écrire

d
1
Vir) = o > (Brien +0r-e,)
p=1
ou o est ici le symbole de Kronecker. Donc

Vi(k Z V(r)exp (ik-r) = ZdZ exp (ik - e,) +exp (—ik - e,)]

rEZd

:chosku,
u=1
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ol k,, sont les composantes du vecteurs k.
Pour |k| — 0,
k2 ;

_ k
1 h 6
Uk)=1 2d+ 24d+0(k:)

Développement de haute température. Il est possible de calculer la fonction
de partition et les fonctions de corrélation en développant ’expression (8.2) en
puissances de l'interaction V;; et en évaluant les termes successifs (développement
de haute température). Le développement s’exprime en fonction des moments de
la distribution locale (section 7.1)

1) =) (1) =), (59)

Comme dans le cas des perturbations & la mesure gaussienne, I'énergie libre a
un développement plus simple que la fonction de partition car les contributions
“non connexes’ se compensent

W(H) — va b S VisVa (SiS S8, + -+ (89)
ikl

oll par exemple

S Vig Vet (SiS39k81) g = Y Vag Vi [(S5;5151) — (Si55) (SkSi)) -

ijkl 17kl

Dans la différence tous les termes avec les quatre indices 4, j, k, [ différents se
compensent. Cette propriété est liée & 'extensivité de I'énergie libre.

Le développement de haute température dwerge a la température critique ol
les fonctions thermodynamiques sont singuliéres. A condition d’étre capable de
caleuler assez de termes du développement, on peut I'utiliser, combiné avec des
méthodes numériques d’analyse de séries (méthode de rapports, extrapolation
par table de Neuville et ses généralisations, approximants de Padé logarithmique,
approximants différentiels,...) pour obtenir des informations quantitatives sur le
comportement critique.

Remarque. 1l est techniquement commode dans le cadre du développement de
haute température comme de Papproximation de champ moyen (cf. section 8.10)
de supposer que V;; s’annule {par invariance par translation Vj; est indépendant
du site i), une telle contribution & un site pouvant étre incluse dans la mesure

p(S).
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8.2 Le modeéle gaussien: la fonction a deux points

Considérons d’abord les systémes ferromagnétiques dans la phase désordonnée
T > T,. Comme nous 'avons déja expliqué, parce que la longueur de corrélation
est alors finie, on s’attend & pouvoir décrire leurs propriétés macroscopiques en
termes de spins classiques o, qui sont déja des moyennes des spins microscopiques
dans des petits volumes. On peut esperer, dans I'esprit du théoréme de la limite
centrale, que les fluctuations des spins ¢ sont faibles et que leur distribution
est en premiere approximation gaussienne. Cette idée nous conduit au modele
gaussien que nous présentons maintenant.

Une mise en oeuvre formelle plus précise de cette idée sera présentée en section
8.10.

Modéle gaussien. Comme dans la phase désordonnée les spins fluctuent autour
d’une valeur moyenne nulle par symétrie ¢ — —o, une distribution gaussienne
en chaque site a la forme

plo) = e 229%/2 py 50,
L’interaction & deux spins de type (8.1} est directement quadratique. Elle peut

étre considérée comme le premier terme d'un développement en puissances de o.
Avec cette interaction la fonction de partition gaussienne s’écrit

Z(H) = fHdav; exp | —6(c) + ZHz-crq;] , (8.10)

S(o) = Zgz’jfrz‘f}'j , By = 3baby — Viy. (8.11)
ij

Le modéle n’est défini que si la matrice &;; est définie positive.
Nous pouvons alors utiliser les résultats de la section 6.3. Le potentiel ther-
modynamique est simplement

— ba 2
T(M) =T(0) + - Z M? - Z MM,V . (8.12)
[ if

8.2.1 Quantités homogenes

En champ magnétique uniforme ff; = H, aimantation M est uniforme. La
fonction I'(M) est alors proportionnelle au nombre de sites €2, et nous posons

Q7 (M) —T(0)] = G(M) = 1(b2 — 20)M?, (8.13)

ott [a définition (8.3) a été utilisée.
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On note la valeur particuliere
Ve = b2/2 (814)

Pour v < w., G(M} est minimum & M = 0, et donc P'aimantation s’annule en

champ nul:
M = {o3) g = 0.

La phase de haute température est une phase désordonnée.

Pour v = v,, 'aimantation est indéterminée, et & plus basse température le
modgle n’a plus de sens car ['(M) n’est pas bornée inférieurement.

L’équation d’état est linéaire

H=¢G(M)=(vo—v)M.

La susceptibilité magnétique y est la dérivée de I'aimantation par rapport au
champ magnétique:

oM 1

X = —— = .

oH ve—w
Ta susceptibilité magnétique diverge donc pour v = v, qui peut étre interprété
comme un point de transition correspondant & une température critique T.. Le
comportement

X & (T - TC)_la

coincide avec celui obtenu en champ nul dans le modgle avec interactions a longue
portée en section 7.3.

On ne s'attend, en général, & une telle divergence qu’en champ nul mais, dans
le modgle gaussien, la susceptibilité ne dépend pas du champ appliqué.

8.2.2 Fonction & deux points
La fonction & deux points en champ nul, pour v < g,

_ O*W(H)

Aij = (0105) = (0i%)) conn. = OHOH; |y
i =0

est P’inverse de la matrice 2X:

ZA%;‘; [bg6kj - ZV,tcj] = (5«;_7‘ . (8'15)
k

A cause de Iinvariance par translation, a la fois V;; et Ay; ne dépendent que de
r; —T;, oll I;, T; sont les positions des sites ¢ et j. L’équation précédente est donc
une équation de convolution qui devient simple apres transformation de Fourier.
La transformée de Fourier

Afl) =Y "™ A(r)

r
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est donnée en termes des transformées de Fourier (8.5) par

. . -1

Ak) = [bg - 2V(k)] . (8.16)

Pour v < ., le dénominateur ne s’annule pas dans un voisinage de I’axe réel. La
fonction A(k) reste donc analytique dans une bande et la fonction A(r) décroit
exponentiellement pour |r| — oo, confirmant que la longueur de corrélation est
finie.

Par contre, pour v = v, (c’est & dire & la température de transition T = T,),
le dénominateur se comporte pour |k| — 0 comme (utilisant la paramétrisation

(8.7)) )
2v.(1 — U(k)) = 2v.a®k* + O(k*).

C’est le seul point d’ailleurs ot le dénominateur peut s’annuler (4 cause de la
borne (8.6)). La longueur de corrélation est infinie, en accord avec I'interprétation
de ce point comme associée & une ternpérature de transition. La fonction A(k)
est singuliere,
~ D
A

1) g D=1/, (5.17)

et cela conduit & une décroissance algébrique de A(r) pour d > 2.
Pour d = 2 et v = v, I'intégrale

1
(2m)?

diverge & k = 0 et donc le modele gaussien ne peut pas décrire le point de
transttion T' = 1, en dimension 2.

Ar) = / &k e T A(k)

8.2.3 Le comportement critique

Bien que certaines propriétés du point de fransition v = v, soient un peu
pathologiques, examinons le comportement de la fonction & deux points

A(Ar) =

pour d > 2, au point critique v = v, quand A — +oo. Le calcul explicite de
Iintégrale est présenté en section 8.4.3, mais le comportement peut étre obtenu

par des arguments simples.
Aprés le changement k + k/A, Pintégrale devient

1

A(Ar) = 2n)

A2—d / Ak e~k T XA"2A(Kk/N),

out maintenant les composantes k, du vecteur k varient dans l'intervalle —An <
k. < Aw.
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A cause de la régularité de A(k) pour k # 0, on peut prendre la limite A — oc
dans Pintégrant et les bornes d’intégration, et donc

1 A4 padg
A(AF)A:oo (27)d 2vca2/ K2 © '

L'intégrale a une propriété importante: elle n’est fonction que de r = Ir[. On en
déduit

A(r) 'r':\rolcﬂoo rd—2°
La fonction & deux points a une décroissance algébrique et la longueur de corré-
lation est infinie.

De plus, asymptotiquement, A(r) a une symétrie de rotation O(d) (celle de
'espace continu), plus étendue que les symétries discrétes du réseau (une pro-
priété analogue a été obtenue pour la marche au hasard en section 3.3.6).

On suppose en général que la transformée de Fourier de la fonction a deux
points & la température critique 7' = 1, se comporte, pour k — 0, comme

Afk) o< 1 [T, (8.18)

ce qui correspond & un comportement a longue distance

Alr) o 1) ]e]*72. (8.19)

x| o0
Tci, de la forme (8.17) de la fonction & deux points, on déduit
n=20, (8.20)

qui est Ia valeur gaussienne ou classique de exposant 7.

8.2.4 Comportement au voisinage de 7,

Pour v < v, mais v, - v — 0 et k d’ordre (v, — c)}/?, le terme dominant de
1/A(k) est

2, — 200 (K) = 2(ve — v) 1 2veak® + O(k*, (v — v.)k?), (8.21)

et donc N .
Ak) ~ 3 (ve—v+ vea’k?)

A cause du développement (8.7), dans cette limite aussi A(k) a la symétrie de
rotation O(d), plus étendue que les symétries du réseau.

De plus, dans cette limite, la fonction & deux points a une forme d’Ornstein—
Zernike ou de champ libre (voir section 8.4).
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On en déduit que A(r) décroit exponentiellement (équations (8.36,8.38)) avec
le comportement asymptotique

1
A —r/¢
), %X @z ®

ol la longueur de corrélation diverge pour 7" — 1, comme

¢ ~ a(l—uv/v) Y2 (T —T,)"Y2

VU,

En général on postule

§(T) o (T To)™. (5.22)

Oun trouve ici v = 1/2, qui est la valeur gaussienne de 1’'exposant.

Dans le cadre restreint de la théorie gaussienne sur réseau, nous avons obtenu
des comportements universels de la fonction & deux points & grande distance a 7T,
et prés de T, quand la longueur de corrélation est grande par rapport a ’échelle
microscopique, ainsi que la singularité universelle de la longueur de corrélation.

Tous les comportements universels ainsi obtenus sont également ceux qu’on
retrouvera dans approximation quasi-gaussienne (section 8.5}, qu’on déduit des
hypotheses générales de la théorie de Landau (section 8.7), ou qui apparaissent
trds généralement dans 'approximation de champ moyen (section 8.10).

8.3 Modeéle gaussien et marche au hasard

Montrons, a titre d’exercice et parce qu’une telle propriété a des généralisations,
comment la fonction & deux points gaussienne peut étre reliée & un processus de
marche au hasard, tel qu’il est défini en section 3.3.4.

Nous partons de I'expression (8.16):

Afk) = [20. — 200 (K)| -

que nous développons en puissances de v:

Alk) = -2—?1; 2 (vi) 7 (k). (8.23)

Inversant la représentation (8.5), nous remplacons maintenant ) (k) par sa trans-
formée de Fourier _ _
Uk)= > e ™ U(r).
rezd
Alors,

) Z U(rl) e U(I‘n) e””":k'(rlw{w,.._i_rn) .

BIFEEETY o
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Nous introduisons maintenant un point initial qo arbitraire sur le réseau et
changeons de variables, posant

=q—qe1, 1<E&<n.

L’expression devient

A= 3 (2) X v w) U e S (520

2v v
c n:O C

Nous avons déja noté que la fonction U{r) a toutes les propriétés des fonctions
de saut de la marche au hasard invariante par translation. Définissons alors le
processus correspondant (équation (3.33)) par I'équation d’évolution

Py = Y, U(d —a)Pui(a),
q'ezZ

ou P,(q) est la probabilité pour le marcheur d’étre au point g au temps n, avec
le point de départ qo au temps 0.
I’itération de cette équation donne

Polq) = > U@ gn-1)U{(dn 1 — dn-2) ... UldL — Qo)-
g1, 9n—2:9n~1

1’expression (8.24) peut donc s'écrire (g, — q)

Alk) = 21),: Z ( ) ZP e~k (a=q0) | (8.25)

Le coeflicient de v est donc une fonction génératrice des moments de la distri-
bution au temps n. De fagon générale, le comportement de la distribution P, (q)
pour n — oo est 1ié & la singularité de A(k), comme fonction de v, la plus proche
de Vorigine. Ici, comparant avec I'expression (8.23), on obtient directement

— Z Pn(q) e*ik'(Q"QD) .
q

On peut ensuite développer en puissances de k. Par exemple, le second moment
est lIe coefficient de k?:

— LY Pu@) (k- (g a)’

et donc,
S” Pal@)(a— qo0)a(a— ao)s = 206”85 -
q

Comme nous Pavons déja démontré, la distribution asymptotique de  — qo est
isotrope et {q — go)? croit en moyenne linéairement avec le temps.
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8.4 Modele gaussien et intégrale de champ

Au chapitre 5, nous avions montré que les propriétés de longue distance de
modéles sur réseau unidimensionnel, pouvaient étre décrites, quand la longueur
de corrélation diverge, par une intégrale de chemin. En dimension arbitraire, les
propriétés universelles du modele gaussien sur réseau peuvent étre déduites d’une
théorie statistique des champs (qui remplacent les configurations de spin) dans
I’espace continu et isotrope.

Soit o{z) un champ dans I'espace continu R et H{x) un champ magnétique ar-
bitraire. Nous considérons I'intégrale de champ, ou intégrale fonctionnelle, gaussi-
enne

2(H) - / [dor ()] exp [_5(0) + / diz J(@)H(:ﬂ)]

avec

d
S(0) = % / dy [Z(B‘ua(m))z +m202(:1:)] , (8.26)
. =
(O = 8/0z,) ot m > 0 est un paramétre 1ié & la déviation & la température
critique, comme nous le vérifions plus loin. La fonctionnelle S{o) est souvent
appelée hamiltonien dans ce contexte (une dénomination empruntée & la théorie
statistique des gaz classiques).

L’intégrale de champ généralise & d dimensions l'intégrale de chemin, et le
symbole {do(z)] signifie qu’on intégre sur tous les champs o(z). Le cas gaussien
correspond, dans le cadre de la théorie des interactions fondamentales, & une
théorie de champs libres. La forme quadratique dans les champs (8.26) est alors
appelée action euclidienne et le parameétre m est la masse de la particule associée
au champ .

Comme dans le cas du réseau, quand cela s’avére nécessaire, nous définissons
la limite de volume infini ou thermodynamique en partant d’un cube avec des
conditions aux limites périodiques.

8.4.1 Maximum de Vintégrant et fonction & deux points

Le calcul de I'intégrale gaussienne est une généralisation simple du calcul de
Pintégrale de chemin (5.9). On cherche d’abord le maximum de l'intégrant et
donc le minimum de

S(o, H)=S8(o) — /ddﬂs o(xz}H(z). (8.27)
Pour cela on pose
o(x) = o.(x) + e(x), (8.28)

ol la fonction o.(z) est déterminée par la condition que le terme linéaire en ¢
g’annule:

d
—/ddm [Z 0,0c(x)d,e(x) + mio,(z)e(x)

=1

-I—fddme(:n)H(a:) =0.
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On intégre le terme linéaire en 8,¢(x) par parties (par rapport a Zy):

/ddw 28 o.(z)0,e(x) fdd:c Z oe(z).

Les termes tout intégrés ’annulent A cause des conditions aux limites périodiques.
On trouve alors ’équation

(=V3 +m?)oe(z) = H(z),

oit V2 est le laplacien & d dimensions:
_ 2
~S a2
i
La solution peut s’écrire

oolz) = ] d%z Az — y)H (),

olt A{z—y) est aussi la fonction & deux points gaussienne en champ nul (équations

(2.9,2.16)):
(o(x)oW)) goo = Alz — 1)
Elle satisfait
(=V3 +m*)A(z) = 8(z),

ol § est la distribution de Dirac, comme on le vérifie en appliquant —V2 4 m?
4 o,. Cette équation se résout par transformation de Fourier. Dans la limite du
volume infini, on trouve

Al) = (271r)d / alk ew A (k) (8.29)
Alk) = + imz’ (8.30)

comme on le vérifie en appliquant —V2 +m? & A(z) ([ d%k eF® = (2m)%5(x)).
Enfin, la fonctionnelle (8.27} pour ¢ = o, apres une intégration par parties,
prend la forme

S(oe, H) = /ddm oe(x) [—%Vi + %mz — H(a:)] oo(x)

= m% / dz o.(z)H ()

_ _% / dz dty H(z)Ale ~ y)H(y). (8.31)
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8.4.2 Intégration gaussienne

On fait maintenant le changement de variable (8.28), o(x) — e(z). La fonction-
nelle (8.27)} devient
S(o,H) = S(o., H) + S(e},

et donc

Z(H) = ¢ StoetD) / de(z)] e 5

[’intégrale gaussienne résiduelle sur £(z) donne une constante,

2(0) - [[e@]e ),

indépendante de H.
La fonction génératrice des fonctions de corrélation connexes est donc (équation
(8.31)) '

W(H)=mZ(H)=W(0)+ é fdda: d%y H(z)A(z — ) H(y). (8.32)
En champ uniforme, la densité d’énergie libre devient
W(H) = 1H? /dda: A(z) = 1H*A(0) = 1H? /m?,
d’ol1 'on déduit la densité de potentiel thermodynamique

G(M) = tm* M2 (8.33)

Comparant ces expressions avec la partie asymptotique universelle des expres-
sions sur réseau, par exemple G(M) avec expression (8.13), on identifie le

parametre m?:
m? ~ 2v, —v) o< T — T (8.34)

8.4.3 Calcul explicite de la fonction & deux points

Nous calculons maintenant la fonction a deux points dans I'espace continu ex-
plicitement.
A T,, il faut évaluer

ddk e’ik-r
(2m)d k2

A) = % = Afr) = (zi)d

/ Ak A(k) T =

Pour calculer cette intégrale, nous utilisons 'identité

1 oo —-Lk2
_}{,'—2 _/0 dt e
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Iintégrale sur & devient alors gaussienne. Aprés intégration

1 © At 24
BE) = Gyars fo an®

Aprés le changement de variables u = r2/4t, l'intégration sur « donne

20372

Afr) = WP

(df2— 1);;—_5 . (8.35)

Pour la fonction 1/(k? -+ m?} la stratégie est la méme. On trouve alors

1 > dt —r? fdt—m2t __ 2
Al) = (47r)d/2/o Fdrz e WKl—d/z(mT)’

ol K, (r) est appelée fonction de Bessel de troisidme espece. Cette fonction peut
étre évaluée pour |r| — oo par la méthode du col. Le col ¢, est donné par

2

2 _
m —Z%—O,i thT/Qm.

Développant autour du col et faisant I'intégrale gaussienne, on obtient

1 (m)(d—l)/2 e ™M

A(r) o @12

e (8.36)
La constante £ = 1/m qui caractérise la décroissance exponentielle de la fonction
4 deux points est la longueur de corrélation.

Remarque. Pour avoir une idée de la classe des champs typiques qui contribuent
A I’intégrale fonctionnelle, on peut évaluer la fonction & deux points dans la limite
des points coincidants:

242 1

(X))~ Alx—ym=0)= D(d/2-1)

=10 (4m)e/? [ — yld=2"

On voit que cette classe de fonctions est si singuliére que la valeur moyenne
de o?(x) diverge, et ce d’autant plus vite que la dimension d’espace d est plus
grande. Cette singularité de la mesure gaussienne correspondant a Iaction eucli-
dienne (8.26) ne manquera pas de poser des problémes par la suite.
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8.4.4 Réseau et limite continue

Nous étudions maintenant comment, quand la longueur de corrélation est grande,
la fonction a deux points sur le réseau converge, a grande distance, vers la fonction
du continu.

A T, la fonction sur le réseau s’écrit

1 dig etk
A(r) = 5 ./|kﬂ|§7r (27T)d Ve — ‘?(k) (837)

d o0 -
— 1f ﬂ eik‘r/ dt e"t[UC"V(k)] .
2 Jik, <n (2m)2 0

Si nous restreignons V'intégrale sur ¢ & un intervalle fini ¢ < £,,, la fonction
trna.x o~
/ EPR . %)
0

est analytique dans une bande et suivant I'analyse de la section A1.3.2, sa trans-
formée de Fourier décroit exponentiellernent pour x| — co. Donc le voisinage de
t = 00, qui engendre la singularité a k = 0, donne la contribution dominante &
grande distance. On se retrouve alors dans la situation de la méthode du col. Te
col se trouve & k = 0. On développe donc v, — V(k) pour k — 0, et le terme
dominant est proportionnel & k2. De plus on peut intégrer sans restriction sur k.
On retrouve donc le résultat du continu (8.35).

L’analyse se généralise & la situation |v — v.| < 1. Aprés le changement de
variables k = (1 —v/v.)*/?k’/a et donc (équation (8.21))

2ve — 20U (k) = 2(ve — v)(1 + &%) + O ((ve —v)*),

U'intégrale (8.37) devient

1 d?g eter/t
. _ d/2—-1__ + N
Ak, (B vfve) ™ g /ﬁms Nk (8.38)

ol nous avons posé
A=ma(l—v/v) 2, €=a(l—v/v,) V2 (8.39)
Quand v — v, la borne A — o0 et on peut donc intégrer sans restrictions sur les

composantes du vecteur k. Le calcul devient alors identique au calcul du continu
et £ s'identifie bien & la longueur de corrélation.
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8.5 Approximation quasi-gaussienne

En dessous du point de transition, le modéle gaussien n’est certainement plus
valable puisque la forme quadratique (8.11) n’est plus positive et donc 'intégrale
gaussienne (8.10) n’est plus définie. On remarque aussi que le potentiel thermo-
dynamique dans cette limite quadratique n’est plus borné inférieurement.

Cependant, méme dans le cadre du théoreme de la limite centrale, la distri-
bution gaussienne n’est qu’asymptotique. L’analyse du modele gaussien montre
qu’en dessous du point de transition, les corrections & la distribution gaussienne,
c’est & dire les termes de degré plus élevé dans la distribution effective de spin,
meéme si elles sont petites, ne peuvent plus étre négligées.

Modéle effectif. Pour aller au dela du modele gaussien, nous considérons donc
une distribution en chaque site plus générale

plo) =72

oll, suivant Panalyse en fin de section 7.1.2 (cf. équation (7.15)), nous choisissons
une fonction B(eo) de la forme (7.11), c’est le potentiel thermodynamique d’un
modele a un site. Nous avons montré qu’une telle fonction est analytique et nous
paramétrons son développement & ¢ = 0 sous la forme

b2p o 2P
Zzp[ , by >0, (8.40)

Nous supposons aussi by > 0 puisque nous voulons étudier des transitions con-
tinues.
La fonction génératrice des fonctions de corrélation s’écrit alors

Z(H) / H do; exp

~8(o) + Z H.,;ai] (8.41)

avec

Approzimation quasi-gaussienne. Comme Dintégrale (8.41) n’est plus gaussi-
enne, elle ne peut plus &tre calculée exactement. Mais puisque B(o) est analy-
tique, nous pouvons évaluer 'intégrale sur les spins par la méthode du col. Si
nous supposons que les fluctuations autour du col restent faibles, nous pouvons
approximer I'intégrale par la contribution dominante, une approximation qu’on
peut qualifier de quasi-gaussienne. Une telle hypothése implique, en particulier,
que les spins ; sont la somme d’une valeur moyenne M; et d’une partie fluctu-
ante faiblement corrélée. Cette hypotheése va au-dela d’une idée de théoreme de
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la limite centrale en ce sens que la valeur moyenne M; n’est plus liée seulement
a la distribution en chaque site mais est aussi un résultat des interactions.

Méthode du col. Le maximum de U'intégrant dans Uintégrale (8.41) est donné
par une solution de ’équation de col

oS

” 80'7;

H;

(8.43)

et, a lordre dominant,

ol o est une fonction de H a travers (8.43).

Comme nous avons déjd noté, W(H ) est la transformée de Legendre de S(o).
En conséquence, le potentiel thermodynamique I'(M), transformé de Legendre
de W(H), est simplement

U(M) =8(M) == Vi M;M; + > B(M;). (8.44)

Dans le cas des modeles invariants par translation que nous étudions, I’aiman-
tation en champ uniforme est uniforme. La densité de poteuntiel thermodynamique
est alors

G(M) =Q7 ' (M) = —vM? + B(M), (8.45)

oll v est le parametre (8.3).
[’équation d’état, la relation entre champ magnétique, aimantation et tempé-
rature, s’en déduit:

H = 5—]\?} = —2vM + B'(M). (8.46)
Nous retrouvons exactement les expressions (7.20,7.21) du modele en dimen-
sion infinie, et la discussion du comportement universel des quantités homogeénes
est identique & celle présentée en sections 7.2,7.3. Cependant, dans le cadre de
Iapproximation quasi-gaussienne, et & la différence du modéle en dimension in-
finie, nous pouvons étudier aussi le comportement des fonctions de corrélation &

la transition.

8.6 La fonction & deux points: Universalité

Divergence de la longueur de corrélation et transition continue. Une transition
continue est caractérisée par la propriété
8%G
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et donc la divergence de la susceptibilité x = §?W/(8H)? en champ nul. Par
ailleurs,

oW () _

oH  8H;

H,—H

- >
Hi=H 7

N 2 . . . 3 . .
ol W%(j ) est la fonction & deux points connexe. A cause de Pinvariance par trans-
lation en champ uniforme

et donc
BZW(H ) . W
(oH)?

W@(jz) =WP(r; —r),

oll r; et r; sont les vecteurs joignant les points ¢ et 7 & 'origine. Donc
2

Nous introduisons maintenant les transformées de Fourier de la fonctions connexe
et de la fonction de vertex

W (k) = Z W@ (r) exp (ik - 1),

@k = Z T®(r)exp (ik - 1) .

r

Alors

BE;TI/‘[IH ) Z W@ (r) = W (k = 0) = 1/T@ (k = 0), (8.48)

ott la dernidre équation découle de I’équation (6.23).

La somme ) W (r) ne diverge que si la longueur de corrélation diverge. La
condition de transition continue (8.47) entraine donc la divergence de la longueur
de corrélation en aimantation nulle.

La fonction ¢ deux points. De fagon générale, de I'équation (8.44) on déduit la
relation entre champ magnétique et aimantation locales
or

Hi= gni =2 ZJ: Vi; M; + B'(M;). (8.49)

En dérivant & nouveau, on obtient la fonction de vertex a deux points & aiman-

tation fixée .
= T

—2V;; + B"(M)d;

=M
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ou en notation plus explicite
T@(r) = —2V(r) + B"(M)d(r). (8.50)
Sa transformation de Fourier est donnée par
F@(k) = B"(M) — 2V (k). (8.51)

La transformée de Fourier de la fonction & deux points connexe s’en déduit
(équation (6.23)):

W (k) = 1/ (k) = [B”(M) - 21”/(1{)} . (8.52)

En champ nul, au-dessus de T, 'aimantation s’annule et ’on retrouve la forme
(8.16) du modéle gaussien
W (k) = Lo, — V(&) 7, (8.53)

oll v, = ba /2. Si la transition est du second ordre, cette expression reste valable
jusqu'a v = v, (I' = T,) ol la longueur de corrélation diverge parce la dérivée
seconde de I'(M) s’annule, et ¢’est la source de propriétés d'universalité spatiales.
En particulier, on retrouve les valeurs gaussiennes ou classiques des exposants
(définitions (8.18,8.22)), n =0, v = 1/2.

Plus généralement pour |v — v/, [kl, M < 1 (ce qui implique aussi champ
magnétique faible), dans la paramétrisation (7.11), on trouve

WP(K) ~ [2v, + 1b,M% — 20(1 — a®k%)] . (8.54)

La fonction de corrélation garde une forme d’Ornstein—Zernike ou de champ
libre. Les équations (8.38,8.39) se généralisent immédiatement, et la longueur de
corrélation pour M = 0 s’en déduit:

S

2u.a?

(2ve — 2v + FbaM?) . (8.55)

En champ magnétique nul, utilisant en dessous de 7, Pexpression (7.25) de
Iaimantation spontanée, on trouve

£ =a2(1—v/v.) pour 1'>1T,

&.56
£72 =202 (v/ve — 1) pour T <T.. (8:56)

Introduisant en général aussi un exposant de longueur de corrélation v/ pour
T — T,_, et définissant les amplitudes critiques f. pour |T'— T.| — 0 par

Epm fo (T—T) ", &~ f(T.-T), (8.57)
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on déduit de la relations (8.56) la valeur quasi-gaussienne de I'exposant

/
v = ,

1t

et le rapport d’amplitudes
e lf =2, (8.58)

Notons qu’on définit parfois la longueur de corrélation a partir du second mo-
ment £2 de W«;(ﬁ) qui est proportionnel & £% et qui a donc les mémes propriétés
universelles

£ (40 = [ (10 T T®(0) (14 K22 1 OR?)) . (8.59)

Il y a encore d’autres rapports d’amplitudes universels. Par exemple, si pour
v = ¥, H — 0, on pose

x ~ C°/HY?, = 30° = (6/b1)"'7,

et en champ nul
M ~ MQ(’U — ’Uc)l/z, = Moz = 12/[)4,

on trouve que la combinaison
R, =CYMZ(3CH) P =1
et est donc universelle.

8.7 Approximation quasi-gaussienne et théorie de Landau

Les résultats universels que nous avons obtenu dans le cadre de I'approximation
quasi-gaussienne découlent également de la théorie de Landau que nous rappelons
ici. La théorie de Landau est basée sur des hypotheses trés générales concernant
les propriétés des systémes avec interactions a courte portée, dont nous avons
utilisé certains aspects pour justifier Papproximation quasi-gaussienne.

Nous supposons qu’en champ nul le systéme physique est invariant par transla-
tion d’espace. La théorie de Landau prend alors la forme de plusieurs conditions
de régularité du potentiel thermodynamique fonction de la température et de
'aimantation locale (plus généralement d’un paramétre d’ordre local):

(i} Le potentiel thermodynamique I'(3) est développable en puissances de M
autour M = 0.

(ii) Les coeflicients du développement sont des fonctions régulieres de la tempé-
rature pour T proche de T., la température a laquelle le coefficient de M 2
g’annule.
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(iii) Considérons le potentiel thermodynamique I'(M) en aimantation variable
dans Pespace (engendré par un champ magnétique variable). Nous introduisons
la transformée de Fourier de I'aimantation locale M (r):

M(r) = / dik &% 7 (k).

Nous développons alors le potentiel thermodynamique I'(M) en puissances de
M (k) (cf. les définitions sur réseau (6.19,6.20))

T(M)y=>" $ / A%k .. A%, M(kq) ... M(k,)

x (2m)%5¢ (Z ki) L™ ki, k),

ott les fonctions § de Dirac sont la conséquence directe de 'invariance par trans-
lation qui implique que la somme des variables de Fourier doit s’annuler.

Alors les fonctions de vertex f‘(”), qui apparaissent dans ce développement,
sont régulieres a k; = 0.

Notons enfin une condition nécessaire pour que la transition soit du second
ordre: il faut que T# (0,0, 0, 0) soit positif.

Ces conditions sont motivées par quelques hypothéses générales: les spins ef-
fectifs sont des moyennes de variables microscopiques faiblement couplées dont
les fluctuations peuvent étre traitées de fagon perturbative. Ceci conduit & un
découplage des différentes échelles de physique, et a la conclusion que les phéno-
menes critiques peuvent étre décrits, a 'ordre dominant, en termes d’un nombre
fini de variables macroscopiques effectives, comme dans la théorie du champ
moyen.

Ces remarques rendent encore un plus troublante la constatation empirique que
les résultats universels du champ moyen sont en désaccord quantitatif (et parfois
méme qualitatif) avec les résultats expérimentaux et ceux, exacts ou numériques,
provenant de modeles sur réseau. Un examen des corrections principales & la
théorie gaussienne va nous fournir quelques indications sur les origines de cette

difficulté.

8.8 Symétries continues et modes de Goldstone

Si la variable initiale de spin S; est un vecteur & N composantes, et si & la fois
I'interaction et la distribution de spin ont une symétrie continue (associée & un
groupe de Lie compact), les résultats précédents restent largement inchangés.
Cependant, 'existence de plusieurs fonctions et longueurs de corrélation quand
I’'aimantation est différente de zéro, induit quelques propriétés nouvelles. En par-
ticulier en champ nul, & toute température au dessous de 1, certaines longueurs
de corrélation, associées a des modes appelés modes de Goldstone divergent.
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Nous illustrons ces remarques par 'exemple de modeles ayant une symétrie
orthogonale O(N) (N > 1), c’est & dire invariant par le groupe des rotations—
réflexions de ’espace & N dimensions agissant sur les N composantes du vecteur
S. Nous considérons ci-dessous /¥ arbitraire et sans lien avec la dimension 4 de
Pespace.

8.8.1 Modes de Geoldstone: symétrie O(N)

Rappelons d’abord brigvement, dans ce contexte, la généralité du concept de
modes de Goldstone, dans la phase ordonnée, en champ nul.

La symétrie orthogonale O(N)} implique que la densité de potentiel thermo-
dynamique G(M) en champ uniforme n’est qu'une fonction du carré du vecteur
aimantation, et donc peut s'écrire (|M| = M)

G(M) = G(M?*/2).

En conséquence la relation entre composantes H, et M, du champ magnétique
et de 'aimantation, respectivernent, prend la forme

H, = MG (M?/2), (8.60)

et done en module
|H| = H = MG'(M?/2). (8.61)

La fonction & deux points connexe est maintenant une matrice

W (e —r') = (Sa®)Sa () oonn. -

La fonction de vertex, inverse de la fonction & deux points, en représentation de
Fourier, a argument nul, est donnée par

G

£(2)
MPx=0)-=_"7—
ot =0)= 5ar 001,

= Mo MsG"(M?/2) + 305G (M?[2). (8.62)

I.a matrice f‘gg (k = 0) a deux sous-espaces propres correspondant au vecteur
M, et aux N — 1 vecteurs X, orthogonaux a M,:

S PO 0)Mp = M, [M2G"(M?/2) + G (M?/2)]

B
3 EE(0) X5 = XaG' (M2/2).
B

Notant les valeurs propres f‘f), IN‘(T? ), respectivement, nous trouvons

T30y = M2G"(M?/2) + G'(M?/2), (8.63)
() = ¢/(M?/2) = HIM, (8.64)



(DRAFT du 9/7/3 14:51) 184 (DRAFT du 9/7/3 14:51)

ol dans (8.64) nous avons utilisé ’équation (8.61).

Les valeurs propres de la fonction & deux point connexe W@ (k = 0) sont les
inverses de celles de T'(®). La valeur propre transverse de la fonction & deux points
connexe a argument nul est donc

WD (k= 0) = [fﬁf)(k - 0)] ~_ M/H. (8.65)

Modes de Goldstone. Au dessus de T, I'aimantation s’annule linéairement en
H et la fonction a deux points a une limite finie pour H — 0. Au contraire, en
dessous de T, quand H tend vers zéro M tend vers 'aimantation spontanée qui
est non nulle, et donc la fonction & deux points transverse diverge. Ceci implique
la divergence de la longueur de corrélation transverse correspondant a N — 1
modes appelés modes de Goldstone (des particules de masse nulle au sens de la
théorie des interactions fondamentales).

Autre point de vue. Ce résultat peut aussi étre obtenu de la maniére suivante.
En champ nul, au-dessous de T, Paimantation est non nulle alors que le potentiel
est symétrique. Si un vecteur M correspond & un minimum, tout vecteur déduit
de M par une rotation (une transformation orthogonale), correspond aussi & un
minimum. Cela entraine que le potentiel thermodynamique, par symétrie, a une
sphére de minima |M| = M. Une rotation infinitésimale correspond & 1’addition
a M d’un vecteur tangent & la sphére et donc orthogonal & M. Appelons X un
tel vecteur, |X| < 1. Alors, développant la condition d’extremum au premier
ordre en X, nous obtenons la condition

aG( M+X
0= e, ZaM aM,[3

Nous retrouvons les N —1 vecteurs propres de valeur propre nulle, correspondant
aux modes de Goldstone.

Note mathématique. De fagon plus générale, considérons un modele ayant une
symétrie correspondant & un groupe continu (groupe de Lie) &, et tel que cette
symétrie soit brisée spontanément par une valeur moyenne non-nulle M du
parametre d’ordre. Soift § le sous-groupe de & qui laisse le vecteur M invari-
ant (le groupe de symétrie résiduel). Dans Pexemple précédent, & = O(N) et
£ = O(N — 1). Enfin, soit g le nombre de générateurs de Palgébre de Lie de &
et h celui de . Une généralisation simple de 'argument précédent montre qu’il
existe g — h modes de Golstone, associés aux générateurs de & qui ne sont pas
dans $. Dans I'exemple orthogonal

g=iN(N-1), h=1I(N-1)(N-2) = g—h=N-1.
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8.8.2 Approximation quasi-gaussienne

11 est facile d’examiner les propriétés de 'approximation quasi-gaussienne dans ce
cas plus général. Le potentiel thermodynamique a la méme structure générale que
précédemment, & la différence prés que 'aimantation locale M, est maintenant
un vecteur a N composantes et que le potentiel thermodynamique est invariant
par les transformations orthogonales agissant sur le vecteur M;.

L’invariance par le groupe O(N) implique que le potentiel thermodynamique
s’exprime en termes de produits scalaires et donc peut g’écrire

POV = - 3 ViM; M 4 3 B(M), (5.60)

i

ol la fonction B est une fonction développable de M? avec des propriétés sem-
blables & la fonction (7.11):

b b
B(X)ZEZX—I—ﬁXz—F--- avec by > 0,

otl 'hypotheése de transition continue implique aussi by > 0.

Fquation d’état. En champ uniforme, la densité de potentiel thermodynamique
g’écrit alors
G(M) = —vM? + B(M?).

L’équation d’état s’en déduit:

_ o6M) _ g2
Ho = gy = Ma(~20+ B'(M%)).

Prenons le module des deux membres, on obtient une forme analogue & la forme
(7.24):
H = M(-2v+ B (M?)), (8.67)

ou H, M sont maintenant les longueurs des vecteurs H, M.

La discussion de I’existence d’une transition de phase continue & v, = by/2
et des propriétés universelles correspondantes de l'équation d’état est alors en
tout point identique a la discussion déja donnée en section 7.3 dans le cas de la
symétrie de réflexion Zs.

Fonetion & deux points. Dérivant une fois Pexpression (8.66), on trouve

NV _ Y VigMa,; -+ 2M, B (M2), (8.68)
f

aMa,i

ot My ; (o =1,...,N) sont les composantes du vecteur aimantation M.
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La dérivée de I’équation {8.68) donne, pour M uniforme, la fonction de vertex,
inverse de la fonction connexe a deux points,

o _ TN
B4 OMa,iBMpg i in.

= (- 2Vi; + 2648/ (M?)) 805 + 40;; Mo MpB' (M?). (8.69)
Apres transformation de Fourier

D2 (k) = (—2V (k) + 2B (M?))dag + 4MaMgB" (M) . (8.70)

La fonction fgﬁ) (k) reste une matrice dans 'espace des composantes vectorielles,

. . . (2 . .
et la fonction de corrélation conmexe ch )(k) son inverse au sens des matrices.
Introduisons un vecteur unité le long de la direction de 'aimantation:

M=Mu avec u®=1.

La matrice f‘fjg a deux sous-espaces propres correspondant au vecteur u et au
sous-espace orthogonal & u. La fonction (8.69) peut alors étre décomposée en
parties transverse et longitudinale:

PC) = waugTE + (Bop — uaus) T, (8.71)

ol f’f), f‘(f ) sont les deux valeurs propres, respectivement. Elles sont données
par

TP = 28 (M?) + 4AM?B" (M?) — 2V (k), (8.72a)
(k) = 2B (M?) — 2V (k). (8.72b)

Les expressions (8.72a) et (8.54) sont similaires. Utilisant Péquation (8.67), on
peut récrire

(k) = H/M +2 {f/(o) - V()| (8.73)

Ce résultat est clairement cohérent avec le résultat général (8.64). Comme ff),

= (2 - . .
I‘r(r) sont les valeurs propres de la matrice I'(?), la matrice des fonctions connexes
a comme valeurs propres les inverses

W0 = [fP0] T, W09 = [FPa0]

A toute température T' < T, le rapport H/M tend vers zéro pour H — 0. Cette
équation montre alors qu’en champ nul dans la phase ordonnée, la fonction de
corrélation & deux points transverse diverge comme 1/k? pour k& — 0, ce qui
cohérent avec le résultat général de la section 8.8 qui implique l'existence de
N — 1 modes de Goldstone.
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8.9 Corrections & Papproximation quasi-gaussienne

Pour décrire la phase de basse température, il a été nécessaire d’aller au dela du
modgle gaussien. Mais I’approximation quasi-gaussienne n’est justifiée que si la
méthode du col est justifiée. Formellement cette condition semble réalisée si tous
les coefficients by, sauf le coefficient b2 du terme quadratique, du développement
(7.11) sont “petits”.

Tl faut cependant que les corrections inévitables au résultat de 'ordre domi-
nant ne changent que les coefficients du développement du potentiel thermody-
namique, sans affecter ses propriétés de régularité.

(est ce que nous voulons vérifier en calculant les premiéres corrections a la
dérivée seconde de la densité de potentiel thermodynamique G”(M) & aimanta-
tion nulle, c’est & dire dans la phase désordonnée au-dessus de T, (v < v.), et en
champ nul.

Nous déterminons d’abord la valeur de v pour laguelle G”(0) s’annule, de fagon
3 trouver la premidre correction & v, et donc a la température critique. La valeur
v, Wétant pas universelle, cette correction ne joue pas de role. Nous en déduisons
ensuite la premiere correction au comportement de G”(0), qui est aussi inverse
de la susceptibilité magnétique x en champ nul, pour v — v, ce qui est le résultat
intéressant.

8.9.1 Calcul de la correction

Dans la phase désordonnée, en champ nul, aimantation M = (o) s’annule et
le col dominant est juste o = 0. La premiere correction & la méthode du col est
alors aussi la premiére correction au modele gaussien.

La dérivée seconde du potentiel thermodynamique est aussi l'inverse de la
fonction & deux points connexe en représentation de Fourler & argument nul.
La premigre correction au résultat gaussien est obtenue en développant et en
calculant la correction d’ordre b4. De plus, comme laimantation est nulle, la
fonction & deux points connexe est égale & la fonction & deux points complete.
On peut donc utiliser le résultat général (2.27) avec A = by

Wi(;,"Z) = (oi05) = Dy — 3ba Z A Dirlgg + O(b]).
p

A cause de Iinvariance par translation, Az, est indépendant de k:
Ay = Alr =0).

L’inverse de la fonction 4 deux points connexe {au sens des matrices) est la
fonction de vertex I‘g-) (équation (6.17)). On trouve ici

— - dd A
T = AL+ sbaA(r = 0)8;; + O(b) = Ay + 3badyy f ﬁ/_\(p) +O(b3)
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ou, en représentation de Fourier,

d?p 9
b — Zf/(p) + O(bg) . ’ (8.74)

T3 (k) = by — 2V (k) + 1bs (271r)d f

Le coefficient de M? dans le développement de la densité de potentiel thermody-
namigue G(M), qui est aussi 'inverse de la susceptibilité magnétique en champ
nul (cf. aussi 'équation (6.17)), est donné par

X HM=0)= (3827%2

9 =
=31 =™k = 0)
M=0 j

. / 4 +0(b3) (8.75)
FT2emt ) bpeavp)

olt nous avons introduit la fonction (8.4).
Alternativement, on peut se servir du résultat général (6.27), qui donne la
premiere correction de la méthode du col, et qui ici prend la forme

F(M) - — Z VLJM.,,Mj —f— Z B(M@) + % ing lIl [*ZVL'J' + B”(MZ)CSU] . (876)
19 i

Si M est constant, la matrice —2Vy; + B"(M)d;;, & cause de I'invariance par
translation, se diagonalise par transformation de Fourier (équation (8.51)). On
obtient alors

d ~
G(M) = —uM? +~ B(M) + % / (‘21;)’({ In (—QV(p) + B”(M))

et pour la dérivée seconde a M = (:

d
X HM =0)=G"(0) = —2v+ by + 2(§i)d / » _dzg(p) +O(b]),  (8.77)

ce qui coincide avec le résultat (8.75).
8.9.2 Discussion
La condition de criticalité est maintenant
ddp
bg — 2v [}(p)

h
G"(0) = —2v + by + 22 df

20m) + 0O =0, (8.78)

ol la paramétrisation (8.5) a été utilisée. Le premier effet du terme correctif est
de modifier la valeur critique v., et donc la température critique. Dans le terme
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d’ordre by nous pouvons remplacer v, par ba/2, sa valeur & 'ordre dominant, et
I'équation devient

by 1 / ddp 2
20, =bg + — = + O(by),
¢ 2 sz (27T)d 1— U(p) ( 4)

Pour p — 0 (équation (8.7)):

1-U(p) ~ a*p".

Nous notons de nouveau le caractére pathologique de la dimension d = 2 on
P'intégrale diverge 4 p = 0. Les transitions de phase continue en dimension 2 ne
peuvent pas étre décrites par le modéle gaussien, et donc gaussien perturbé.

Nous exprimons maintenant G”(0) en terme de cette nouvelle valeur de .
Pour cela nous soustrayons Péquation (8.78) de (8.75) et trouvons

10— afe g o [P L
G"(0) = 2(ve —v) + 2 / (2m)d {1;(v/vc)ﬁ(p) 1”:(7(13)]

=2y, —v Ej‘wvv— 4% a2
= 2(ve —v) + 5 (v/ve 1)/ (2m)d (1 - (v/vc)l?(p)) (1 - lj'(p)),

ol nous avons identifié v, avec by/2 dans le terme d’ordre by.

Si I'intégrale a une limite finie quand v — v, la correction & la contribution
gaussienne est proportionnelle & v — v,. Dans ces conditions G"(0) s’annule tou-
jours comme v — v, ou T — T, seul le coefficient, non universel, est 1égerement
modifiée:

f?
i C) .

v, 1 —v/v, o

by [ 4% Up)
ve J (2m)¢ (1 _ ﬁ(p))

Pour p — 0, le numérateur tend vers 1 et le dénominateur se comporte comme
p*. L'intégrale ne converge donc que pour d > 4. Cette analyse montre donc le
role particulier de la dimension 4:

Pour d > 4, la perturbation & la théorie gaussienne est petite, et ne modifie que
des quantités non universelles. La susceptibilité magnétique continue & diverger
comme 1/(T —T.) et Pexposant critique -y (définition (7.28)) conserve sa valeur
gaussienne: v = 1.

Pour 2 < d < 4, au contraire 'intégrale diverge quand v — v.. Ainsi, aussi
petit que soit 'amplitude b4 du terme correctif & la distribution gaussienne, pour
d < 4 quand la longueur de corrélation £ diverge la contribution d’ordre by finit
par Pemporter sur le terme gaussien.. Donc le développement perturbatif ne peut

5 +O(b3).



(DRAFT du 9/7/3 14:51) 190 (DRAFT du 9/7/3 14:51)

pas &tre valable au voisinage de 1., et les prédictions universelles du modéle
gaussien et du modeéle gaussien perturbé ne sont pas confirmées.

Il est instructif d’évaluer plus soigneusement le comportement de Pintégrale
quand v — v.. Nous voyons que la contribution principale vient du voisinage de
p = 0. Nous pouvons donc approximer 1 — I (p) par a?p:

/ d*pU(p) N f d’p
(1 ~ (0/0)0 () (1= T(p)) v~/ [1= (0/ve) +a®p?ap?

Pour d < 4, I'intégrale ainsi approximée converge a l'infini. Une intégration
jusqu’a l'infini modifie le résultat d'une constante négligeable pour v — v,. Nous
faisons alors le changement de variable p = p’y/v./v — 1/a, ce qui donne

ddp . _ \d/2-2 4 ddP
1= (o) + a?p]app ~ (/) — D7 e / T+

Calculant Pintégrale et introduisant la longueur de corrélation (8.39) a l'ordre

gaussien, £ = a/+/v./v — 1, on en déduit

G"(0) = x ' = 2(ve—v) {1+ bs_T(1 —d/2) (E)M +O®).  (8.79)

1 8uvZad (4m)d/2

Pour d = 4, la correction a une divergence logarithmique:

G'0)=x"t = 2(v. —v) [1 b ln(f/a)} + O(b2).

£1 64m2v2at

En résumé:

(i) Pour les dimensions d > 4, la correction ne modifie pas les prédictions
universelles de I'approximation quasi-gaussienne. On trouve bien des corrections
singulieres mais elles sont sous-dominantes.

(it) Pour les dimensions d < 4, des singularités “infrarouges” (IR) dues au
comportement & grande distance de la fonction & deux points gaussienne (appelée
aussi propagateur), ou & argument nul de sa transformée de Fourier, entrainent
que les prédictions gaussiennes ne peuvent pas étre correctes en général.

Une inspection des corrections d’ordre plus élevé confirme ces résultats. Pour
d < 4, les corrections sont de plus en plus singuliéres quand 'ordre augmente,
alors que pour d > 4 elles le sont de moins en moins, ce qui confirme la validité
de 'analyse du premier ordre.

Les termes perturbatifs responsables de cette difhiculté font intervenir le rap-
port £/a entre la longueur de corrélation et 'échelle microscopique. Ceci donne
une indication sur le mécanisme responsable de Péchec d’approximation quasi-
gaussienne: la physique a ’échelle microscopique ne se découple pas de la physique
a longue distance.
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En effet, pour d > 4, la contribution d’arguments |p| < ¢~1 est négligeable
quand ¢ diverge, ce qui signifie que dans I'espace direct les degrés de liberté
correspondant & des distances d’ordre de la longueur de corrélation ou plus grande
jouent un réle négligeable. Au contraire, pour d < 4, a T, toutes les échelles
contribuent. C'est cette propriété qui met en échec I'idée du théoréme de la
limite centrale, & savoir qu’un petit nombre de degrés de liberté effectit avec
une distribution quasi-gaussienne peut remplacer l'infinité des degrés de liberté
microscopiques initiaux.

(Pest pour résoudre ce probléme de couplage entre toutes les échelles qu’un
outil nouvean est nécessaire, le groupe de renormalisation.

Notons enfin que la premiére contribution singuliére ne dépend que du coeffi-
cient de 0% dans le développement (8.40) et de la forme asymptotique de type
Ornstein—Zernike du propagateur (la fonction & deux points gaussienne). I effet
du réseau s’est limité 3 borner le domaine d’intégration en p & la zone de Bril-
louin.

On vérifie alors que les termes les plus singuliers & chaque ordre du dévelop-
pement de la méthode du col peuvent étre reproduits, dans la hmlte critique,
par une théorie statistique des champs avec interaction de type o4, dans Pespace
euclidien continu. En conséquence, si la somme des termes les plus divergents
suffit pour déterminer les propriétés critiques des modéles que nous étudions,
alors des propriétés de limite continue et d’universalité en découlent puisque
qu'on démontre que la théorie des champs correspondante ne dépend que d’un
petit nombre de parametres.

8.10 Approximation de champ moyen et corrections

Nous présentons maintenant un formalisme systématique qui permet de retrouver
& partir d’un modgéle microscopique sur réseau assez général de type (8.2) avec
I'interaction (8.1) les résultats précédents.

A l'ordre dominant il conduit & 'approximation du champ moyen qui repro-
duit les résultats de Iapproximation quasi-gaussienne. Les termes suivants du
développement permettent une étude des corrections au champ moyen. De nou-
veau les corrections les plus importantes dans le domaine critique ont la forme
exhibée par les corrections & 'approximation quasi-gaussienne.

Nous considérons la fonction de partition en champ variable, ou fonction
génératrice des fonctions de corrélation,

Z(H) = f (Hp ) exp {—[3 E(S) + ZHS} , (8.80)

avec une interaction a deux spins:

—BE(S ZV;JS S,
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Notons qu’ici, comme pour le développement de haute température, il est tech-
niquement commode de supposer que V;; s’annule, une telle contribution a un site
pouvant étre incluse dans la mesure p(S). Dans le cas contraire il est nécessaire
de modifier la méthode qui est expliquée ci-dessous.

8.10.1 Représentation de spins moyens et méthode du col

Puisque la fonction de partition peut facilement étre calculée quand tous les sites
sont découplés, une idée simple est d’écrire le facteur qui dans la somme sur les
configurations couple les spins en différents sites comme une intégrale sur un
poids de Boltzmann de spins découplés. Plus explicitement, nous introduisons la
fonction d, dans sa représentation de Fourier,

1
o= 5 = g [ oMo,

ol l'intégrale sur X; se fait le long de 'axe imaginaire, dans la représentation
(8.80) de la fonction de partition. Remplagant S; par ¢; dans Uinteraction, on
obtient

Z(H) x /Hp(S,;)dSi do;dA; exp

—BS(CT) + ZH@J@ + )\E(SZ — O’Z):| . (8.81)

L’intégration sur les variables 5; est alors immédiate. Introduisant 1'énergie libre
du modele & un site A(h) définie en (7.5) (qui est une fonction analytigue), on
trouve

Z(H) = / Hdaid)\i exp [—ﬁ E(o) +Z(Hi — Xi)os +A(/\t—)] , (8.82)

Meéthode du col. Nous évaluons alors Pintégrale (8.82) par la méthode du col,
malgré 'absence de parameétre associé.
Les dérivées par rapport a A; et o; donnent les deux équations de col

= A'(\y), (8.830)

X =23 Vijo; -+ H;. (8.83b)
J

L’énergie libre, dans Papproximation du champ moyen, est alors

W(H)=InZ(H Z Vijoio; + Z Do+ A(N)),  (8.84)

- ZV”MJ + ZA (Ai), (8.85)
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ol 0y, A; sont les solutions des équations de col (8.83).

Comme Pexpression (8.84) est stationnaire par rapport aux variations de o;
et Ay, aimantation locale M, dans 'approximation du champ moyen est donnée
par la dérivée explicite par rapport & H:

oW

Discussion. Comparant les équations (7.19) et (8.83¢), on remarque que A; a un
sens de champ magnétique effectil. I’équation (8.83b) le détermine alors comme
la somme du champ appliqué et d’'un champ moyen di aux autres spins. Le sens
de cette approximation est que Vinteraction entre spins a été remplacée par un
champ magnétique moyen. Une analyse détaillée montre que cette approximation
devient exacte quand la dimension d d’espace devient grande, de sorte que l'action
d'un grand nombre de sites sur un site donné peut en effet étre remplacée par
un champ magnétique moyen. On retrouve alors un modele limite de type 7.2.

L’avantage de cette formulation algébrique de I’approximation de champ moyen
est qu'elle permet une discussion systématique des corrections, a la différence
d’autres méthodes comme, par exemple, celles basées sur des principes varia-
tionnels.

Potentiel thermodynamique et transition de phase. Des équations (8.84,8.86)
on déduit le potentiel thermodynamique, transformé de Legendre de W(H):

D(M) =" MH; - W(H) = = MVi;M; + Y B(M;), (8.87)

ou B(M) est la transformée de Legendre (7.14) de A(H). Nous reconnaissons
une expression identique & U'expression (8.44). L’approximation de champ moyen
a donc les mémes propriétés que ’approximation quasi-gaussienne, en particulier
les mémes propriétés universelles.

8.10.2 Méthode du col: un parametre de développement

Avant de discuter les corrections & 'approximation de champ moyen, il est utile
d’introduire un parameétre qui caractérise le développement autour du champ
moyen. Remplagons donc les coefficients V;; dans 'expression (8.1) par Vj;/£ et
le spin S; par la somme de £ spins indépendants avec la méme distribution p(S):

Si = fjsgk).

k=1

Le cas £ = 1 correspond a la distribution initiale. Cette modification réalise
I'idée que S; est un spin macroscopique effectif, moyenne locale de nombreux
spins microscopiques faiblement couplés.
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Alors .
fp(s)ds e — {/ p(s)ds th] = 7*(h) = etAh)

Nous imposons la contrainte

| ¢
1
6(8; — Loy) = 2 fd)\i exp [)\i ( E S%-(k) - Eai)} .
k=1

La fonction de partition devient (& un changement de normalisation trivial prés):

Z(H) = / H dodA; exp {wfﬁS(U) + 4 Z (H; — Ai)os + A(Ai)]} . (8.88)

Cette expression montre que la méthode du col semble justifiée a priori dans la
limite £ — 00: le calcul de la fonction de partition par la méthode du col engendre
un développement formel en puissances de 1/£.

Il est commode de définir I'énergie libre par

In Z(H), (8.89)

de sorte que les résultats a ’ordre dominant sont indépendants de £.

Développement perturbatif. 11 est maintenant possible de calculer systéma-
tiquement les corrections au champ moyen en développant autour du col. 11 est
commode de poser

/ O elAN—Ao] _ o—tE(0) (8.90)

L’ordre dominant de la méthode du col fait intervenir la transformée de Legendre
de A. Donc
X(o,f) = Blo) + O(1/£).

A lordre 1 /£ nous trouvons deux types de corrections, d’une part des modifi-
cations aux coefficients by et by qui apparaissent dans I'(M). En particulier la
température critique est modifiée. Mais les propriétés universelles que nous avons
exhibées sont indépendantes de ces valeurs explicites et restent donc inchangées.

Pour calculer les autres corrections nous pouvons remplacer X(o, £) par B(o).
Dans cette approximation

Z(H) = fHdJi exp/ [—H(O’) + Zﬂiai} (8.91)

avece

H{o) = — Z Vijoioj -+ Z B{oy). (8.92)

]
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Nous reconnaissons dans H(o) le potentiel thermodynamique dans I’approxi-
mation de champ moyen, qui est aussi un potentiel thermodynamique qui a les
propriétés postulées dans la théorie de Landau.

Pour £ = 1 nous retrouvons aussi le modele (8.42), que nous avons étudié dans
I’approximation quasi-gaussienne. Pour £ #£ 1, faisant le changement de variables
;i — 03/V/£, nous reconnaissons aussi le modéle (8.42) o la fonction B(o) a des
coefficients modifiés by, — ﬁlfpbzp. Tous les coefficients sauf le terme gaussien
by tendent vers zéro pour £ — oo, ce qui justifie formellement le traitement
perturbatif.

Au-dessus de T, en champ nul, 'aimantation s’annule et le col est ¢ = 0. Le
développement de la méthode du col correspond & la théorie des perturbations
et la correction provient uniquement du terme quartique d’ordre o dans B{o),
traité au premier ordre. Par exemple, expression (8.74) de la transformée de
Fourier I'2} (k) de l'inverse de la fonction & deux points devient

I@ (k) = by — 2V (k) + — bs / (g 3)’ Alp)+0 (612) (8.93)

Pour v proche de v, et 2 < d < 4, la contribution dominante (8.79) & la suscep-
tibilité magnétique est remplacée par
1
e (f) .

ba T(1—d/2) [e\*°
1+8®3adﬂ (4r)d/2 (E)

Xt =2(ve —v)

8.11 Points tricritiques

Jusqu’ici nous avons supposé que nous ne pouvions ajuster quun seul parametre
de controle, la température, et que, done, le coefficient by du terme M*? dans le
développement de ['(M) était générique c’est & dire un nombre d’ordre unité.
Toutefois, il existe des situations ou d’autres parametres physiques peuvent étre
variés, et & la fois les coefficients by et by de M? et M* peuvent étre annulés.
Cela arrive, par exemple, dans les mélanges He®-He? ou certains systémes méta-
magnétiques. Dans les modéles de type Ising que nous avons étudié jusqu’ici cela
peut é&tre obtenu en ajustant la distribution de spin. Si le coefficient bg de M
est positif, on trouve un point appelé tricritique et une nouvelle analyse doit étre
faite. De fagon plus générale, on peut étudier le voisinage du point tricritique,
ol & la fois les coefficients de M? et M* sont petits:

b bg

2 4 a3 rd 6

F( E V%JMM +§ (2]M M +6'M ) (8.94)
i

En particulier pour v = v, = by/2, si & partir d'une valeur positive by décroit,
on trouve une ligne de points critiques ordinaires jusqu’a ce que by s’annule au
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point tricritique. Apres le point tricritique, by devient négatif et la transition de
phase devient du premier ordre.

Les exposants du point tricritique ont des valeurs différentes de celles trouvées
pour un point critique ordinaire, par exemple 3 = 1/4, § = 5.

Les corrections a la théorie tricritique peuvent étre étudiées par des méthodes
similaires & celle de la section 8.9. Analysant le développement perturbatif, on
trouve maintenant qu’au dessus de trois dimensions la théorie du champ moyen
prédit correctement les quantités universelles alors qu’elle n’est définitivement
pas valable en trois dimensions et en dessous: la dimension critique supéricure
est 3. De plus pour d < 3, les corrections les plus singuliéres sont reproduites par
une théorie des champs dans ’espace continu avec interaction ¢°.

Exercices

Frercice 8.1

Le modéle O(2). Déterminer le potentiel thermodynamique du modele & un site
avec symétrie O(2), ¢’est & dire pour un spin 8 & deux composantes appartenant
au cercle 82 = 1 avec une mesure uniforme sur le cercle.

Frercice 8.2

Avec la méme distribution en chaque site et dans le cas d’une interaction 4 deux
spins

—PE(S) =) Vi;Si-S;,
i
calculer le potentiel thermodynamique dans I'approximation de champ moyen.

Frercice 8.3

Calculer dans le méme modele, pour la fonction & deux points dans la limite
T < T.. la premiere correction au champ moyen.

Ezercice 8.4

On considére de nouveau un spin a deux composantes sur réseau. On suppose
que le modele statistique a la symétrie du carré, c’est a dire est invariant par les
trois transformations

51 =51, Sy =8, 5 5.

Montrer que les densités d’énergie libre W{(H,, Hs) et de potentiel thermody-
namique G(My, M2) ont alors les mémes symétries.

Se plagant dans le cadre de 'approximation quasi-gaussienne ou de champ
moyen, écrire la densité de potentiel thermodynamique G(AM;, Ms), en champ
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uniforme, ayant la symétrie du carré, la plus générale, développée jusqu’a l'ordre
4 dans I'aimantation {M;, Mz} pour | M| — 0.
On considére un exemple particulier d'un tel potentiel thermodynamique

G(My, M) = 2r(ME + M3Z) + 1g (M{ + M3 + 2cos 6MPMJ)

avec T x T'—T,, g > 0, —m < 8 < 7. Calculer 'aimantation spontanée en champ
magnétique nul pour 7 < 0. En déduire la matrice des dérivées secondes

892G

Yab =SB,

dans cette situation. On rappelle que la matrice des susceptibilités magnétiques
Xap
o'W
Xol = 5H ., OHg '

est 'inverse de la matrice G, . En déduire la matrice xop en champ magnétique
nul pour 7 < 0. Montrer qu’il existe une valeur de € pour laquelle une des valeurs
propres de Xas diverge pour tout 7 < 0. Que peut-on dire du modele pour cette
valeur spéciale?

Solution. Aimantation spontanée:

T

Ml=M}=—9——.
! 2 g{1 4+ cos )

Matrice des dérivées secondes

Gon — — 2T 1 +cosé
@8 = T cosf \ £cosb 1 .

Les valeurs propres de cette matrice sont

1—cosé

-2 — 22—
T 1-1—|—cost?
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Chapitre 9

Groupe de renormalisation: Fomulation générale

Au chapitre 8 nous avons étudié des systémes de type Ising {et plus généralement
des systémes ferromagnétiques avec symétrie O(N)) avec interactions de courte
portée et déterminé le comportement des fonctions thermodynamiques prés d’une
transition de phase continue, dans le cadre des approximations quasi-gaussienne
ou de champ moyen. Nous avons montré que ces approximations prédisent un
ensemble de propriétés universelles, ¢’est a dire des propriétés qui sont indépen-
dantes de la structure détaillée de I’énergie de configuration ou de ’hamiltonien
microscopique.

Toutefois, diverses observations expérimentales et des résultats venant de sys-
témes modele montrent que de tels résultats ne peuvent pas étre quantitativement
corrects, du moins en dimensions deux ou trois. Par exemple la solution exacte
du modele d’'Ising en 2D donne des exposants comme 3 =1/8 n=1/4ouv =1
clairement différents des prédictions du modele quasi-gaussien.

Fn examinant les corrections a Papproximation gaussienne, nous avons identifié
Porigine de la difficulté. Nous avons trouvé qu’au dessus de quatre dimensions ces
corrections ne changent pas les quantités universelles; au contraire en dessous de
quatre dimensions les corrections divergent & la température critique et donc les
hypothéses qui sont A la base de Papproximation quasi-gaussienne (ou de champ
moyen) ne peuvent certainement pas étre correctes.

Cette analyse de plus indique que le couplage des degrés de liberté correspon-
dant & différentes échelles de physique joue un role essentiel: il est impossible
de ne considérer que des degrés de liberté effectifs macroscopiques. On pourrait
craindre dans ces conditions qu’en dimension d < 4 la physique, méme de longue
distance, ne soit sensible a la structure microscopique détaillée des systémes. De
facon assez surprenante, toutefois, il a été découvert, d’abord empiriquement,
que des propriétés universelles survivent, quoique différentes de celles du modéle
quasi-gaussien. Mais ces propriétés sont moins universelles dans le sens suiv-
ant: Les systémes statistiques qui ont les mémes propriétés dans I'approximation
gaussienne, sont divisés en classes d’universalité caractérisées par la dimension
de I'espace, les symétries et quelques autres propriétés qualitatives.
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Pour expliquer ce phénoméne quelque peu paradoxal, un outil tout & fait nou-
veau, d’abord suggéré par Kadanoff (1966), a 6té développé par Wilson (1971),
Wegner, et ensuite nombre d’autres physiciens, le Groupe de Renormalisation
(GR). Dans lapproche de Wilson, I'idée fondamentale est d’intégrer succes-
sivement sur les degrés de liberté correspondant aux échelles les plus courtes.
On obtient ainsi une suite de poids de Boltzmann qui tous décrivent la méme
physique de longue distance mais dans lesquels la structure de courte distance
est progressivement éliminée. Si cette suite a une limite, ce qui suppose que les
transformations de groupe de renormalisation admettent des points fizes, alors
les propriétés d’universalité sont expliquées: tous les modeles statistiques qui,
aprés ces transformations, convergent vers le méme point fixe, appartiennent a
la méme classe d’universalité.

Nous décrivons d’abord les idées fondamentales du groupe de renormalisation
dans un cadre quelque pen abstrait. La formulation sera plutot imprécise et les
arguments largement heuristiques. Le rdle des points fixes sera souligné.

Dans la pratique, ce groupe de renormalisation est trés difficile & construire
puisqu’il agit dans I'espace de dimension infinie des modeles statistiques pos-
sibles. Seules les mesures gaussicnnes peuvent étre discutées de fagon générale.
Nous identifierons donc le point fixe le plus simple, le point fize gaussien, qui
appartient 3 la classe des modeles gaussiens décrits précédemment. De plus une
analyse locale compléte au voisinage de ce point fixe est possible. Elle permet de
classer les interactions additionnelles en essentielles (relativement au point fixe
gaussien), celles qui introduites, deviennent de plus en plus importantes & longue
distance, inessentielles (c’est le contraire) et marginales dans la situation limite.

Les idées générales de groupe de renormalisation, quoique @ priori un peu
vagues, sont extrémement suggestives, et en effet ont été mises en oeuvre sous
beaucoup de formes approchées et ont induites une grande variété de calculs pra-
tiques. Notre but ici n'est pas de les passer en revue. Toutefois, dans le contexte
plus spécifique de la Théorie Quantique des Champs (TQC), les hypotheses & la
base du groupe de renormalisation ont été clarifiées et vérifiées dans beaucoup de
cas d’intérét physique, confirmant de maniére trés directe les relations profondes,
d’abord reconnue par Wilson, entre la théorie quantique des champs décrivant
la physique des interactions fondamentales a I’échelle microscopique et la théorie
des phénomenes critiques.

9.1 Hamiltonien de Landau général

Dans ce qui suit nous nous plagons directement dans 'espace continu, plutét que
sur un réseau. En effet, nous avons vu que méme pour des modeles initialement
définis sur réseau, les propriétés universelles du modele quasi-gaussien sont liées
3 Dexistence d’une limite continue. Il en est de méme des corrections les plus
singulidres qui ne font intervenir que les propriétés de la fonction a deux points
gaussienne & grande distance. Dans ces conditions les modéles sur réseau peuvent
atre remplacés par une Théorie Statistique des Champs. En fait le réseau n’est
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intervenu que pour borner les arguments des transformées de Fourier dans les
intégrales. Au sens de la théorie statistique des champs, il joue le réle de “cut-oft”,
c’est & dire de facteur de coupure des grandes impulsions.

9.1.1 Théorie statistique des champs effective

Comme dans la théorie des champs gaussienne de la section 8.4, le parametre
d’ordre local est donc un champ, que nous notons o(z) (z € R%), équivalent des
variables sur réseau o; des sections 8.2 et 8.5. La champ ¢ est un spin moyen
local et done une variable continue méme si le spin microscopique initial a des
valeurs discrétes comme dans le modeéle d’Ising.

Le modgle statistique est alors défini par une fonctionnelle locale H{o) du
champ o, généralisation de la forme quadratique (8.26), et de la forme sur réseau
(8.42) du modele quasi-gaussien. La fonction de partition Z correspondante est
obtenue en intégrant sur les champs o(z) avec le poids e~ "“?) (pour plus de
détails voir le chapitre 12). Les fonctions de corrélation peuvent étre calculées
en dérivant (fonctionnellement) la fonction de partition dang un champ externe
variable H(x):

Z(H) = / [do] exp |:—H(O') +/dd$ H(m)a(m)} :

Les fonctions de corrélation complétes sont alors données par

" Z(H)
So(x1)...00(xy)

(o(@1). .. o(an)) = 277(0)

H(z)=0 .

La fonctionnelle H(o) est souvent appelée hamiltonien (une terminologie em-
pruntée & la théorie statistique des gaz) dans le contexte statistique. Elle est
aussi une généralisation de I'action euclidienne, c’est & dire I'action classique en
temps imaginaire, de la théorie des interactions fondamentales.

9.1.2 Hamiltonien de Landau

L’hamiltonien H(o) est une fonction du champ o(z) que nous supposons avoir
les propriétés générales du potentiel thermodynamique de la théorie de Lan-
dau (section 8.7). Il généralise donc 'hamiltonien du modéle quasi-gaussien ou
I'hamiltonien effectif qui conduit & Vapproximation de champ moyen.

Cette hypothése est cohérente avec Ianalyse de la section 8.10. Nous avons
montré que "hamiltonien effectif (8.92) dans P'expression (8.91) a les propriétés
du potentiel thermodynamique du champ moyen, de sorte que celui-ci est 'appro-
ximation dominante de la méthode du col.

Nous supposons donc les propriétés suivantes:

(i) L’hamiltonien H est une fonction réguliere des parameétres thermodyna-
miques comme la température (sauf & température nulle).
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(i) T est développable en puissances du champ o
1
H{o) = Z o /ddasldd:nz .. d%,, H™ (z1,T2, ..., En)o(x1)...o(@xn). (9.1)
n=0

Comime nous ne discutons, en général, que des systémes invariants par translation
H (21, 22, ..., Zn) = H™ (&) +a,2z9+a,...,2n+a) Vae R,

(iil) Par ailleurs, les transformées de Fourier H™) des coefficients (fonctions
ou distributions) H(™), aprés factorisation d’une fonction § de la somme des
impulsions résultant de I'invariance par translation {(cf. chapitre 6),

(27)%8 (sz) HY (pr, ..., pn) = fddazl ... d%, exp injpj
j=1

i=1

x H™ (2,...,24), (9.2)

sont holomorphes dans des bandes du type |Tmp;| < &, ce qui correspond & une
hypotheése de courte portée des forces (avec décroissance exponentielle) ou de
localité au sens de la théorie des champs.

Notons qu’en termes des composantes de Fourier du champ o

o(z) = / % &7 (%),

le développement de ‘H s’écrit

Z ~ fddkl . d%, (2n)%6 (Zk ) H (ky, .. k)8 (k1) - 5 (k).
(9.3)

Remarque. On peut se demander pourquoi tout de suite considérer des hamil-
toniens aussi généraux, alors que nous n’avons pas encore réussi a déterminer le
comportement critique de systémes beaucoup plus simples. Bien siir, il est possi-
ble ainsi de représenter une classe de systémes plus large. Mais c’est surtout parce
que, comme nous le verrons, les transformations du groupe de renormalisation
engendrent de tels hamiltoniens, méme quand ’hamiltonien initial est beaucoup

plus sitnple. Dans ce contexte on parle aussi d’hamiltonien de Landau-Ginzburg—
Wilson
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9.1.3 Fonctions de corrélation connexes

Nous avons introduit en section 6.2.1 la fonctionnelle génératrice des fonctions
de corrélation connexes (qui ont des propriétés de décroissance & longue distance,
dites propriétés d’amas), qui est aussi 1'énergie libre en champ variable W(H) =
In Z(H) (comme précédemment nous omettons un facteur de température dans
cette relation). Dans la suite nous ne considérons que les fonctions connexes

S"W(H)
s (z1) ... 60(Zn) | pyimy=0

W(n) (331>3723 AR wn) = = (O’(.’El) T U(:‘En)>c0nnexe :

(9.4)
Représentation de Fourier. Nous avons supposé que la théorie des champs est

invariante par translation. Cette hypothése implique que pour tout a ¢ R%, la
fonction de corrélation connexe a n points satisfait

W (2 +a,... 2, +a) =W (zq,...,z,).

La relation entre fonction & n points et sa transformée de Fourier peut s'écrire

(2m)?s (i Pz') W (p1,...,pn)

i=1

:/ddxl...ddxn W (g, ..., 2,) exp iijpj , (9.5)
=1

qui est la forme dans le continu de la représentation {6.12). Quand un point
est fixé, par exemple xz; = 0, la fonction W(”)(U,.:cz ..., Zp) décroit quand z;
tend vers 'infini et donc W(”)(pl, ..+, Pn) & des propriétés de régularité dans les
variables p;.

9.2 Le groupe de renormalisation: Idée générale

Nous avons vu dans le chapitre précédent que des propriétés d’universalité émer-
gent dans I’étude du comportement asymptotique & grandes distances de la fonc-
tion connexe a deux points gaussienne au voisinage du point critique. Dans le
cadre d’'un modele général, nous voulons donc explorer les propriétés du com-
portement a grande distance des fonctions de corrélation connexes.

9.2.1 Equations de groupe de renormalisation

Techniquement, nous voulons déterminer le comportement des fonctions & n
points connexes W(”)()\ml, ..., Ay), au point critique, quand le paramétre de
dilatation A > 0 tend vers 'infini.

[’idée du GR est de construire un hamiltonien Hy (o) dépendant du paramétre

de dilatation A, tel que
Haz1(o) = H(o),
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et dont les fonctions de corrélation W}(\”) (z;) satisfont:

W@,y wn) — 27 POW™ Ay, Aa) = B (21, 5m). (9:6)

Pour des raisons qui apparaitront plus tard (mais qui ne sont pas sans rapport
avec la remarque de la fin de la section 8.4.3), il est nécessaire de supposer que
tous les points x; sont distincts.

L’hamiltonien Hj (o) est aussi appelé hamiltonien effectif a échelle A.

Cette équation fait intervenir des fonctions R™) gui ne satisfont qu’une condi-
tion: elles décroissent pour A — oo, par exemple plus vite que toute puissance de
X. En Pabsence d’un tel terme on parle d’'un groupe de renormalisation linéaire.

Les fonctions Z "/ 2(MNW™ (Azy,...,Az,) sont les fonctions de corrélation
connexes du champ o(Az)/+/Z(A): Le facteur y/Z(\) renormalise (change la
normalisation) le champ o(z). On note ici une différence avec les situations que
nous avons rencontrées précédemment, nous admettons a priori des fonctions
quelconques de A et pas uniquement une puissance.

La transformation H(o) — Hx (o) est appelée transformation de GR.

Diverses transformations de GR peuvent différer par la forme des fonctions
R™ et la fonction Z()). Dans les constructions explicites les R™ sont engendrés
par lintégration sur les modes de grande impulsion de o(z). Quand RM™ =Qet
A la fois 'espace et les champs sont des variables continues, la transformation
de GR peut étre réalisée, en particulier, par un changement d’échelle d’espace et
des champs. Toutefois, en dehors des modeles gaussiens, une telle transformation
n’a pas, en général, de point fixe et donc il est nécessaire de considérer des
transformations plus générales. Ci-dessous nous omettrons les termes R™) e
donc les égalités entre fonctions de corrélation devront étre comprises modulo
des termes décroissants plus vite que toute puissance.

L’équation (9.6), aprés transformation de Fourier, s’écrit aussi
O,y pn) = Z7RONTET O (/A /N BT, (9)
ot la puissance de A supplémentaire provient de la mesure d’intégration I d4z;
et de la factorisation de la fonction § de la somme des impulsions p;.

En particulier, négligeant R,

WP (p) = 21 AW (p/N). C(9.8)

Fonetions de verfex. Un peu d’algébre basée sur la transformation de Legen-
dre permet de vérifier quaux fonctions Z~™/2(A\YW (™ (Az;) correspondent les
fonctions de vertex A4 Z7/2(A\)I'") (\z;) et donc

5 (21,0 2n) = Z2 QNI Az, . Az).
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La transformée de Fourier de la fonction de vertex a n points T'{(®) (T1,...,Zn)
est définie par (cf. la définition (6.20))

Th
(2m)%5 (Zpi) T (o, ) = /d:m o da, TON gy 2y)
i=1

i
X exp iZﬂ:jpj . (9.9)
=1

Les mémes arguments que pour les fonction connexes conduisent alors & la rela-
tion 5 .
D (b, -y pn) = 22 ()N (py /A, ., pa/A). (9.10)

En particulier, pour la fonction de vertex & deux points
I (p) = ZOOXT) (p/ ), (9.11)

ce qui cohérent avec la relation (9.8) puisque T'?)(p) est Pinverse de W (p).

9.2.2 Hamiltonien de point fixe

Lies parametres qui apparaissant dans H) sont maintenant toutes des fonctions
explicites de A. Supposons que nous ayons trouvé une transformation de GR telle
que, quand A — oo, 'hamiltonien H (o) ait une limite H*{c), un hamiltonien de

point fixe. Nous notons W,S") les fonctions de corrélation correspondantes. Alors
Péquation (9.6) implique

W (e, Aen) ~ VACEIONY ARTCTI Y (9.12)

Introduisons un seconde dilatation 1 > 0 et caleulons W) (A\uz;) & partir de
'équation (9.12) de deux manidres différentes

W Az, ..., Apzy) ~ Z”/z(A)Wﬂgn)(Mml, ey [T

A—oo
o~ ZM2OWE (24, ... ).

Eliminant W (Auz;), nous obtenons la relation

W™ (s, ..., pan) = 202 (W (24, .. \Tn)

avee

Zu(u) = Jim Z(\n)/Z(N). (0.13)
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L’équation (9.16) étant valable pour p arbitraire, cela. implique immédiatement
que Z.()\) forme une représentation du semi-groupe des dilatations:

Ze(A)Z (A2) = Zu(Aiha). (9.14)

Done, avec des hypotheses raisonnables, Z,{\) a un comportement en loi de
puissances:

Zo(\) = A2, (9.15)

On en déduit le comportement d’échelle
in)(uml, ey i) = )\_”d“W,.Sn)(ml, ey @) (9.16)

Le nombre positif d,, qui caractérise le comportement en loi de puissances des
fonctions de corrélation au point fixe, est appelé dimension du parametre d’ordre
o(x), exprimée en inverse d’unité de longueur.

Retournant maintenant 3 I'équation (9.13), nous concluons que Z{A) a aussi
asymptotiquement un comportement en loi de puissances. [.’équation (9.12) mon-
tre alors que les fonctions de corrélation W ont un comportement d’échelle &
grande distance:

W (A1, ..., Azy) WX )\'”d"W,‘E”)(ml, cey ), (9.17)

déterminé par le point fixe. De plus le membre de droite de ’équation, qui
détermine le comportement critique des fonctions de corrélation, ne dépend que
de I’hamiltonien de point fixe. Donc les fonctions de corrélation correspondant
A tous les hamiltoniens qui convergent aprés des transformations de GR vers le
méme point fixe, ont le méme comportement critique. Cette propriété est appelée
universalité. I espace des hamiltoniens est donc divisé en classes d’universalité.
L universalité, au deld de la TCOM, est lide & Pexistence de points fixes de longue
distance (IR) du groupe de renormalisation dans l'espace des hamiltoniens.

Appliquée a la fonction & deux points, ce résultat montre en particulier que si
2d, < d, la longueur de corrélation £ diverge et donc que les hamiltoniens cor-
respondants sont nécessairement critiques. Les hamiltoniens critiques définissent
dans Pespace des hamiltoniens la surface eritique qui est invariante par le GR.
Dans le cas générique ot € est finie, la longueur de corrélation £ /A correspon-
dant & H), tend vers zéro. Les composantes de Fourier des fonctions de corrélation
deviennent indépendantes des impulsions et donc les fonctions de corrélation de-
viennent des fonctions & dans Pespace direct. Ce point fixe trivial correspond a
2d, = d.
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9.3 Flots des hamiltoniens: points fixes et stabilité

Essayons maintenant d’écrire la transformation du GR, conséquence de I’équation
(9.12), pour I'’hamiltonien lui-méme. Dans ce but nous supposons que X, le
parametre de dilatation, peut étre varié contintiment (c’est ici que nous avons
besoin de ’hypothese d’espace continu, puisque sur un réseau ceci ne peut étre
réalisé qu’approximativement) et faisons une petite dilatation supplémentaire qui
mene de I'échelle X & Uéchelle A (1 4+ dA/A).

Nous voulons contruire des transformations de GR. qui rapproche I’hamiltonien
transformé d’un point fixe. Cette condition ne fait intervenir que H, et non le
chemin qui a conduit de ‘H a H,. C’est pourquoi nous pouvons écrire la trans-
formation de GR sous une forme différentielle en termes d’une transformation 7
de I'espace des hamiltoniens sur lui-méme et d’une fonction réelle D, définie sur
Pespace des hamiltoniens sous la forme

,\%m =T [Ha], (9.18)
AL Z(A) = 2D, [Hy]. (9.19)

dA

La propriété caractéristique de ces équations qui explique bien des résultats qui
vont suivre, est que le membre de droite ne dépend que de Hy (en particulier pas
de A explicitement). Le fait qu’apparaisse la dérivée Ad/dA = d/dIn X refldte le
caractere multiplicatif des dilatations ou changements d’échelle. Comme fonction
du “temps” In A, ces éguations définissent un processus de Markov. Par ailleurs
nous supposons, et ¢’est aussi une hypothese trés importante, que 1'application
7 est suffisamment différentiable (par exemple infiniment différentiable).

9.3.1 Point fixe et flot lindarisé

Un hamiltonien de point fixe H* est nécessairement une solution de I'équation
de point fixe
T[H*]=0. (9.20)

La dimension d, du champ ¢ est alors
de = D,[H*]. (9.21)

Pour comprendre, au moins localement, quels hamiltoniens convergent vers le
point fixe il est nécessaire d’étudier la stabilité du point fixe. Nous linéarisons
donc PEGR, prés du point fixe.

FEGR linéarisées. La transformation de GR étant déterminée, appliquons la
a un hamiltonien H proche du point fixe H*. Posant H) = H* + AH,, nous
linéarisons les EGR: 4

AEXAHA = L* (AH,), (9.22)
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ot1 L* est un opérateur linéaire indépendant de A, agissant sur 'espace des hamil-
toniens. La solution formelle de cette équation est

AHy = A AH; . (9.23)

Supposons que L* ait un spectre discret avec des valeurs propres [;, correspondant
3 un ensemble vecteur propres ;. On voit que pour A — co le résultat va &tre
dominé par les valeurs propres les plus grandes (de partie réelle la plus grande
si elles sont complexes). Développons alors AH )y sur les vecteurs propres O

AHy =) hi(N)O;. (9.24)

La transformation (9.22) devient

d
)\ajhi()\) = l;h; (). (9.25)
L’intégration alors donne
hi(A) = Alhy(1). (9.26)

Aucun résultat général n’implique que toutes les valeurs propres solent réelles.
Néanmoins pour la classe de modgles que nous étudions, il se trouve empirique-
ment quil en est ainsi. Dans la suite nous ne discutons donc que cette situation.

9.3.2 Classification des vecteurs propres

Les vecteurs propres (J; peuvent alors étre classés en quatre familles suivant les
domaines auxquels appartiennent les valeurs propres [;:

(i) Valeurs propres positives. Les vecteurs propres correspondants sont appelés
essentiels (relevant en anglais). Si ‘Hy a une composante sur un de ces vecteurs,
cette composante croitra avec A, et Hy s'éloignera de H*. Les vecteurs associés
a des déviations de la criticalité sont clairement essenticls puisqu’une dilatation
décroit la longueur de corrélation effective.

(ii) Valeurs propres nulles. Les vecteurs propres correspondant & une valeur
propre nulle sont appelés marginauz. Dans la section 9.4 nous montrons que
[ dz o%(z) est marginal & quatre dimensions. Pour résoudre 'EGR (9.18) et
déterminer le comportement de la composante correspondante il est nécessaire
de développer au deld de Papproximation linéaire. Génériquement on trouve

d

A—
dA

hi(A) ~ BhZ(A). (9.27)
Suivant le signe de la constante B et le signe de h;, le point fixe est alors
marginalement instable ou stable. Dans ce dernier cas la solution prend pour

A — oo la forme
hi(A) ~ —1/(Bln A). (9.28)
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Un vecteur propre marginal généralement méne & une approche logarithmique
du point fixe.

Un exemple exceptionnel nous est fourni par le modeéle XY en deux dimensions
(modéle avec symétrie O(2)) qui, au lieu d’un point fixe isolé, a une ligne de
points fixes. Le vecteur propre qui correspond au mouvement le long de la ligne
est évidemment marginal.

(iii) Valeurs propres négatives. Les vecteurs propres correspondant sont appelés
inessentiels (en anglais irrelevant). Les composantes effectives sur ces vecteurs
propres convergent vers zéro a grande dilatation.

Toutes ces valeurs propres, qui sont caractéristiques des points fixes, peuvent
apparaitre aussi dans le développement asymptotique & grande distance des fone-
tions de corrélation correspondant & un hamiltonien presque critique.

(iv) Enfin quelques vecteurs propres n’affectent pas la physique. Un exem-
ple est donné par le vecteur propre réalisant une renormalisation multiplicative
constante des variables dynamiques o(x). Ces vecteurs propres sont appelés re-
dondants.

Classification des point fizes. Les points fixes peuvent étre classés d’apreés leurs
propriétés de stabilité locale, c’est a dire le nombre de vecteurs propres essen-
tiels. Ce nombre est aussi le nombre de parameétres qu’il est nécessaire de fixer
pour imposer & un hamiltonien général d’étre sur la surface qui forme le bassin
d’attraction du point fixe. Pour un point fixe non trivial correspondant & des
hamiltoniens critiques, il est la co-dimension de la surface critique.

9.3.3 Le domaine critique

Dans 'étude du modéle quasi-gaussien nous avons trouvé que des propriétés uni-
verselles émergeaient non seulement 4 la température critique ou la longueur de
corrélation est infinie, mais aussi dans ce qu’on appelle le domaine critique, ¢’est
a dire pres de 1, en faible champ quand la longueur de corrélation est grande par
rapport a ’échelle microscopique. On s’attend qu’une telle universalité apparaisse
aussi pour des points fixes généraux du GR. En effet, si la longueur de corrélation
£ est finie, on peut faire des transformations d’échelle jusqu’a des A d’ordre &.
Apres ces transformations, la longueur de corrélation est ramenée & une taille
d’ordre 1. L’hamiltonien H» transformé n’est plus critique, et le modéle peut
étre résolu de facon perturbative. Mais en méme temps toutes les composantes
de ‘Hy sur des vecteurs propres inessentiels s’annulent asymptotiquement pour
& — 00. Donc H;, ne dépend plus que d’un nombre de paramétres égal au nombre
de vecteurs propres essentiels (cf. aussi les sections 4.7.2, 7.4).

L’universalité est la conséquence de la disparition pour A = O(£} > 1 de toutes
les composantes sur les vecteurs propres inessentiels.

9.3.4 Equations du groupe de renormalisation: Autre forme

L’équation (9.6) peut étre écrite de fagon équivalente (négligeant le reste R,)

ZBNW @1/, @A) = WO (21, ). (9.29)
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Supposons maintenant que 'hamiltonien H, soit paramétrisé en termes de con-
stantes h;(A). Alors on peut changer de notation et écrire

W (@1, 20) = WO (RO ;215 -, 20),

ot ici {h(A)} représente 'ensemble des h;(A). Nous dérivons alors équation
(9.29) par rapport & A. Le membre de droite n'en dépend pas et donc

Ad% (220 W (WA} /A 0 /X)] = 0. (9.30)

Introduisons Popérateur différentiel
D = f:me—@— £ 3 Bi(h) 2+ nD,(h)
—1 8:173 P 8]1@ ’

avec les définitions

Bi(h) = ~As (), (9.31)
2D, () = )\;A In Z()). (9.32)

Cles deux équations sont équivalentes aux équations (9.18,9.19). Leur propriété
markovienne implique que 5; et D, ne dépendent pas de A explicitement, mais
seulernent & travers des h;(A). L'équation (9.30) peut alors étre écrite (par utili-
sation de la propriété de dérivée en chaine)
—n/2 d n/2 {n)
~ 270N [P0 (BB aa/A, - 20/
= DreW™ ({h(M)};21/A, ..., 3a/A) = 0.

Enfin, puisque dans la nouvelle équation A ne joue plus de role explicite, nous
pouvons poser A = 1. [’équation devient une équation aux dérivées partielles
pour les fonctions de corrélation:

ngé-% + Zﬁi(h)ai' + an(h)} W (A} 21,...,2,) =0, (9.33)
£ i 1

autre forme trés fréquente des équations de groupe de renormalisation. Dans
ce formalisme, un point fixe est défini par la solution simultanée de toutes les
équations

Bi(h*) =0,
et 'équation (9.33) implique alors le comportement d’échelle déja obtenu directe-
ment.
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9.4 Le point fixe gaussien

Dans un cadre assez général, nous avons relié apparition de propriétés d’univer-
salité du comportement critique a I'existence de points fixes de transformations
d’un groupe de renormalisation dans I'espace des hamiltoniens. Il reste main-
tenant a construire explicitement ces transformations et déterminer leurs points
fixes. Une analyse globale de ce probléme n’a jamais été faite. Mais, dans les
cas favorables, il a été possible d’exhiber quelques points fixes et d’étudier leur
stabilité locale.

1 existe cependant un sous-espace de 'espace des hamiltoniens qui peut étre
exploré completement et dans lequel les transformations du GR peuvent étre
construites explicitement: le sous-espace des hamiltoniens quadratiques qui cor-
respond aux modéles gaussiens. Dans ce cas on peut prendre R(™ = 0 dans les
transformations de GR.

Les points fixes peuvent étre identifiés: les hamiltoniens critiques convergent
vers le point fixe gaussien dont les prédictions au-dessus de T, coincident avec
I'approximation de champ moyen. Comme nous allons le montrer, la discussion
a beaucoup de points en commun avec celle de la marche au hasard en section
3.3.7. Notons, enfin, qu'une seule fonction de corrélation connexe est différente
de zéro, la fonction a deux points, ce qui simplifie notablement Panalyse.

9.4.1 Le point fixe gaussien

Nous avons montré en section 8.4 que les prédictions universelles du modéle
gaussien pouvaient étre déduites de 'hamiltonien

d
Ha(o) = %/ddm [Z (8”0(3:))2 + mzaz(m)] , m?oT—T,,

p=1

défini dans I’espace continu & d dimensions.
A T, Phamiltonien se réduit &

d
Ho(@)lnmo = 5 [ &2 > (B (@),

et W) (z), la fonction & deux points, est donnée par (équation (8.35))

202 1
et T(d/2 — UW'

W (z) =

Dans une dilatation d’échelle A, la fonction devient

WA \z) = X294 @ ().
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Elle a donc un comportement d’échelle (9.16) caractéristique d’'un hamiltonien
de point fixe. La renormalisation du champ s’en déduit:

Z(\) =1~ (9.34)
ainsi que la dimension d, du champ gaussien critique:
do = 5(d — 2). (9.35)

L’hamiltonien
Ha(o) = Halo)|moo > (9.36)

dont la seule fonction de corrélation connexe non nulle a un comportement
d’échelle, est donc un hamiltonien de point fixe: le point fize gaussien. Il est
invariant dans les transformations d’un groupe de renormalisation ici linéaire:

o 1 0

1 71/2 _ \(2-d)/2 ‘
oz, =3 e o (Ao o, (9.37)

93“}—>)\$M =

comme on le vérifie directement.
Nous avons done identifié le point fixe gaussien, dont les prédictions coincident
aussi avec les prédictions universelles de 'approximation de champ moyen.

9.4.2 Hamiltonien quadratique isotrope général

Nous considérons maintenant un hamiltonien général quadratique en o du type
envisagé en section 8.2. Dans le cas de forces & courte portée, la transformée
de Fourier du coefficient du terme quadratique en o est réguliere et peut &tre
développée en série de Taylor. Dans I'espace direct, cela signifie que le terme
quadratique en o peut étre développé en puissances de 'opérateur dérivée. Dans
’espace continu, un hamiltonien invariant par rotations-réflexions d’espace ne
peut dépendre que du carré scalaire de I'opérateur gradient V, et prend donc la
forme

Ha(o) = % / 4923 u@o(z)(=V2) o (), (9.38)

ol les coefficients ufnz) sont des constantes et le carré scalaire de V, est le laplacien

vz

i
l

d i g
a2 .
; # ; (0xp)?

Un hamiltonien de résean contiendrait aussi des termes ayant la symétrie du
réseau mais non isotrope de type > " a;ﬁ par exemple.
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Les transformations de groupe de renormalisation (9.37), qui ont conduit au
point fixe gaussien, entrainent maintenant

(o) = ;Z(A))\d f 23 PN 0 (2)(~V2) o (x)

=0
1

X / d%gu?)/\z2To-(m)(-v3:)?“a(w).

Cette expression est donc directement un développement sur les vecteurs propres.
Le coefficient du terme avec 2r dérivées est multiplié par

u® s wP () = X272y, (9.39)

Enfin dérivant u7(«2)()\) (équation (9.39}) par rapport & A, on trouve I'équivalent
de I'équation (9.18), qui est aussi I'équation (9.22) car la transformation 7 est
linéaire, sous la forme (9.25):
(2)
,\duzl—)\()‘) = 2 - 2@ ().
Le flot complet du groupe de renormalisation s’en déduit. En particulier, pour
A — 00, ce sont les vecteurs propres avec le moins de dérivées qui dominent.

Vecteur propre essentiel. Le coefficient du terme r = 0 croit ce qui n’est pas
surprenant. Le vecteur propre est essentiel pour le point fixe gaussien car il induit
une longueur de corrélation finie, qui éloigne du point fixe.

Vecteur propre redondant. Le vecteur propre r = 1 est proportionnel a I’hamil-
tonien de point fixe. Il correspond & une simple changement de la normalisation
de o, sans effet physique et est donc redondant.

Vecteur propres inessentiels. Tous les termes avec r > 1 déeroissent pour A —
oo et sont donc inegsentiels.

La conclusion est la suivante: Le point fixe gaussien est stable dans la classe
des modeles critiques gaussiens. Dans la classe générale des modeles gaussiens
il n’y a qu'une seule direction d’instabilité: elle correspond & la déviation de la
température critique.

Brisure de la symétrie de réflexion. Notons enfin que si ’on élargit la discussion
a des termes linéaires en o qui brise la symétrie d’Ising, on peut ajouter un terme
H [d%z o(z). Ce terme de champ magnétique dans une dilatation devient

Hfddmo(m) > HZl/z()\),\d/dda:cr(x) = H)\d/Hl/dda: o(z), (9.40)

et est donc également essentiel avec valeur propre d/2 + 1.

Opérateurs. Dans le cadre de la théorie quantique des champs, aux polyndmes
dans le champ o(z) sont associés des opérateurs quantiques. Pour cette raison on
appelle souvent ces polynémes opérateurs bien qu’ici les champs sont classiques.
Ajnsi on parle d’opérateurs essentiels, marginaux, inessentiels, un langage tradi-
tionnel que nous utiliserons parfois aussi.
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9.5 Vecteurs propres: analyse générale

Nous étudions maintenant les propriétés de transformation de fonctions locales
générales de o paires, c’est & dire ayant la symétrie du modéle d’'Ising. 11 n’est
plus question ici d’étudier le groupe de renormalisation général, mais seulement
la version linéarisée au voisinage du point fixe gaussien.

9.5.1 Vecteurs propres

L’analyse de la section précédente ainsi que la propriété d’interactions de courte
portée nous amene A faire un développement en dérivées. On considére donc une
perturbation AH(o) de la forme générale

M) = 33 3202 (0),

n=2r=0 «

oll les @77 (o) sont des intégrales de mondmes V31" (o) dans o(z) et ses dérivées,
de degré n (pair) en o et avec exactement r dérivées (r également pair):

O (o) = f e VI (0(z), B0 (@), -.)-

L'indice a est 13 pour rappeler qu’il y a en général plusieurs polynémes ho-
mogeénes & n, r fixés.

En plus des termes quadratiques déja étudiés, les termes V »" (o) de degré le
moins élevé sont, par exemple,

ez}, o5(z), o {z) (c%cr(:c))z, o (z)0?o(x) . ..
Appliquant la transformation du groupe de renormalisation, on trouve
O™ (A, ) = ZMAAETORT(6) = x4 MR O (), (9.41)

Nous voyons que les O™7 (o) sont des vecteurs propres que nous pouvons classer
suivant les valeurs décroissantes de I, , = d —n{d — 2)/2 —1r:

(i) Pour n = 2, 7 = 0, lo = 2, et donc le vecteur propre Jo?(z)d%z, est
essentiel, et correspond & une déviation de la température critique.

(ii) T.e vecteur propre quadratique n = 2, r = 2 est redondant; il ne correspond
qu’a une simple renormalisation du champ o.

(iii) Au dessus de la dimension 4, tous les autres vecteurs propres sont inessen-
tiels (irrelevant): sur la surface critique (T = 7.} le point fixe gaussien est donc
stable.

En dimension 4, le vecteur propre n = 4, r = 0, c’est & dire | o*(z)d% de-
vient marginal, et tous les autres vecteurs propres restent inessentiels. L’analyse
linéaire ne permet pas de déterminer les propriétés de stabilité du point fixe
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gaussien. Pour cela il faut construire un groupe de renormalisation qui prennent
en compte les déviations a la théorie gaussienne de fagon a pouvoir aller au dela
de I'approximation linéaire. Si le point fixe gaussien est stable on s’attend & une
convergence logarithmique.

Au dessous de la dimension 4, Iy o = 4—d > 0 et donc f o*(z)d% est essentiel:
le point fixe gaussien est instable. Quand la dimension decrmt, de nouveaux
vecteurs propres deviennent également essentiels. Par exemple en dimension 3,
[ a®(z)d%z est marginal et pour d < 3 essentiel. Il est 1mporta11t de se souvenir
que Cette analyse est spécifique du point fixe gaussien et n’a aucune raison d’étre
valable pour un autre point fixe.

Nous remarquons alors que cette analyse conduit aux mémes conclusions que le
calcul des corrections dominantes a Papproximation gaussienne en section 8.9.2.

Forme différentielle. Une autre fagon d’écrire I’équation (9.41) est de dévelop-
per AH) sur une base fixe, par exemple les vecteurs propres O%" (o), avec des
coefficients variables:

AH (o) =Y > A (00T (0),

n=2r=0 «
oit les coefficients A" (A), comme conséquence de I’équation {9.41), satisfont
h({}n,r) (,\) — \d—n(d—2)/2—r h((}n,'r) (1)

La forme différentielle

d
A=—hv7) = L) =, pln) 9.42
d)\ o ' (07 ( )
avec
lpe=d— 3n{d—2)—r (9.43)

est un exemple de 'équation (9.25).

9.5.2 Représentation de Fourier

Fn passant en représentation de Fourier, on obtient une autre expression des
équations de groupe de renormalisation sous forme différentielle. Introduisons la
représentation de Fourier du champ

o () = f Ak ek (k).

Nous développons AH alors en puissances de & (cf. équation (9.3)):

i fddkl...ddkn(r(kl). & (k) (2m) 6@ (Zk) ()

Sl

(9.44)
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Répétant le raisonnement précédent, on vérifie que P'équation (9.6) mene aux
transformations k; — ki /A et donc

w™ (k;)6¢ (Z k,,) — u(”)(kz—/)\))\dé(d) (z kz) ,

5(k) — ZY2(N)E (k) = 274D 25(k).

ainsi que

On en déduit
u$™ () = X222 (Al (ks /A) = AR (1 /). (9.45)

Dérivant par rapport & A, on trouve I'équivalent de I'équation (9.22), développée
en puissances de &(k). Notant

™ )
'\d)\ RICTRNES E k: u” (k/X),
on obtient

A—dd—)\ (% ( Zk Bk; Ln(d— 2)) u$™ (k). (9.46)

Cette équation est écrite pour la transformation du GR qui admet le point fixe
(9.34,9.36). L'équation aux valeurs propres est alors

Ll (k ( Zk o ;n(d—z)) u{ (k) = WM (k). (9.47)

L’équation {9.47) montre que les vecteurs propres sont des fonctions homogenes

des variables dynamiques o (les ug\") (k) pour différentes valeurs de n ne sont pas
couplés) et des impulsions k; (I'équivalent du nombre de dérivées dans Pespace
direct).

Nous avons supposé que les fonctions w), )(k) sont régulieres (hypotheése de
courte portée des inferactions). Elles peuvent donc dtre développées sur une base

de polynomes homogeénes Pé ™ de degré r en k:
0
kiﬂp(naf‘) k) = rPmr) (k)
3 g P00 = RO
indice o rappelant qu’il y a en général plusieurs polynomes homogeénes de degré

r. Posant )
u™ (k) = 3R (AP (K),

on trouve alors que les coefficients A7) satisfont I'équation (9.42) avec les
valeurs propres I, , donnés par équation (9.43).
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9.6 Au dela du point fixe gaussien: le développement en &

Nous avons montré que le point fixe gaussien est instable pour d < 4. Nous sup-
posons maintenant qu’au moins dans un sens perturbatif du type développement
autour du point fixe gaussien, nous avons le droit de considérer la dimension d
de Pespace comme un paramétre continu {pour plus de détails voir la section
12.6). Nous nous plagons alors dans le voisinage immédiat de la dimension 4,
considérant la déviation ¢ = 4 — d de la dimension 4 comme un parameétre de
développement. Par ailleurs, nous ajustons un parameétre pour que le systéme
que nous étudions reste critique (1" = T,) ce qui a comme effet de supprimer la
composante sur le vecteur propre essentiel n = 2,r = (.

Nous faisons une hypothése supplémentaire, dont nous vérifierons par des cal-
culs explicites au moins la cohérence:

Nous avons déja supposé que Péquation de groupe de renormalisation (9.18)
était développable dans les perturbations au point fixe, et donc ici dans les
déviations a la théorie gaussienne. Nous supposons, de plus, que "équation de
groupe de renormalisation est développable dans le parameétre ¢ = 4 — d.

2.6.1 Points fixes

Nous supposons que P'hamiltonien initial est critique (" = T,) et appartient
a un voisinage du point fixe gaussien tel que pour des petites dilatations A,
I’équation (9.18) puisse étre développée dans la déviation au point fixe gaussien.
Dans ces conditions, le flot est initialement dominé par Papproximation linéaire.
En particulier, les composantes h,(A) sur tous les vecteurs propres inessentiels
décroissent. Seule la composante sur [ d%z o*(z), que nous notons maintenant
g{A), croit. Cependant, pour £ < 1, g(\) ~ g(1)A¢ croit lentement. Tl existe donc
des valeurs de A suffisamment grandes telles que toutes les composantes ho{A)
deviennent négligeables par rapport & g(A) avant que g(A) lui-méme ne devienne
si grand que le développement de I’équation (9.18) ne soit plus utilisable.

Remarquons que pour de telles valeurs de A, g(\) doit étre positif pour que
H(o) soit positif pour o grand et que la mesure sur ¢ soit définie.

Nous pouvons donc développer I’équation (9.18), projetée sur le vecteur propre
correspondant, en puissances de g(A):

dg(A)

)\d)\

= (4 —d)g(A) — B2(d)g*(A) + O(gha, g°), (9.48)

et nous redéfinissons A de telle sorte que pour A = 1 ces équations asymptotiques
soient déja valables. Les termes négligés les plus importants sont le terme d’ordre
g% et des termes quadratiques proportionnels & A,g. Avec nos hypothéses les
termes proportionnels a h,hg sont encore plus petits.

En particulier, si les coefficients h, sout initialement nuls, leurs dérivées sont
dominées par des termes d’ordre g2 ou plus. Les termes négligés gh,, sont donc
au moins d’ordre g°.
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Le coefficient J2 dépend de la dimension d. Nous avons supposé qu'’il était
régulier au voisinage de la dimension 4 et donc, & 'ordre dominant pour € — 0,
nous pouvons le remplacer par sa valeur a d = 4.

Nous remarquons immédiatement que le signe de 35(4) joue un rdle crucial.
Examinons les différents cas:

(i) B2(4) < 0. Dans ce cas, pour d < 4, les deux termes ont le méme signe, la
dérivée de g(\) est positive et le point fixe gaussien est instable. Si initialement
g(1) n’est pas nul g(X) croit avec A jusqu’a ce que le développement g(A) ne soit
plus valable, et on ne peut rien conclure de plus. En dimension 4, cependant, le
flot est plus lent qu’en dimensions supérieures. Si initialement g(1) est voisin de
zéro, g(A) n’augmente d’abord que logarithmiquement:

g(\) = g(1) + [B:(H)] g* () InA + O (¢°(1)) -

Pour d > 4, et donc £ < 0, on trouve un point fixe non gaussien

g* =¢/Ba(4) + O(e%),

qui est un point fixe instable. Si initialement g{1) < g*, g(\) converge vers le
point fixe gaussien. Si g(1) = g*, g()\) = ¢* pour tout A. Si g(1) > g* g(}) croit
et de nouveau nous ne pouvons rien conclure de plus dans ce cadre.

Un cas particulidrement intéressant est g(1) < g* avec g* —g(1) < 1. La
couplage effectif g()\) s’éloigne d’abord trés lentement du point fixe instable.
On trouve dans ces conditions une transition lente (crossover) entre un com-
portement des fonctions de corrélations dominé par le point fixe instable, et un
comportement dominé par le point fixe stable.

(ii) F2(4) = 0. Dans ce cas exceptionnel il vaut aller & Vordre suivant et prendre
en compte le terme d’ordre g3.

(iii) B2(4) > 0. Dans ce cas nous ne trouvons pour d > 4 que le point fixe
gaussien qui est stable.

En dimension 4, [ d*z o*(z) est marginal. Le point fixe gaussien est maintenant
stable car g(1) est positif et I'approche au point fixe est alors logarithmique,

1
g(A) ~ AOESS
en accord avec la discussion générale du groupe de renormalisation.
Ce cas est académique pour le probleme que nous étudions, mais pas pour la
physique des interactions microscopiques fondamentales.
Par contre, pour d < 4, le point fixe gaussien est instable, mais, pour € petit,
nous trouvons un autre point fixe

g* == 5/182(4) 3
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qui lui est stable. En effet si initialement g < g*, alors g(\) croit, et si au con-
traive g > g* alors g(A) décroit. Cette situation est particulirement intéressante,
et permet d’envisager de calculer des quantités universelles sous forme d’un
développement en &. En fait, pour les modeles que nous avons étudiés, les modeles
de type Ising et les modéles avec symétries O(N), ¢’est la situation qui est réalisée
(Wilson et Fisher 1972). On peut s’en convaincre en calculant les premiéres
corrections & la théorie quasi-gaussienne des fonctions & deux et quatre points
(cf. section 10).
Linéarisant I’équation (9.48) au voisinage du point fixe, on trouve

d

A3 (9) = g7) ~ —w(g() — g7), (9.49)

avec (propriété de la parabole)
w=¢+0(?). (9.50)
Donc, au moins pour & petit, w est positif et

gV —g" o AT
A—o0
tend vers zéro pour A — 00, ce qui confirme que le nouveaun point fixe est stable
par rapport & une perturbation de type [ d%z o*(z) & la différence du point fixe
gaussien.

L’exposant w caractérise la décroissance des corrections les plus importantes
au comportement universel prédit par ’hamiltonien de point fixe. C’est aussi une
quantité universelle.

Enfin, dans lapproximation quadratique, I'équation de flot (9.48) s’intégre

exactement: N
d dA g dg’
eg— P2g® A g 29— D29
et done, pour g* x e < 1,
g9’y
g(A) = — .
» g+Ac(g*—g)

Dimension du paramétre d’ordre. Une fois la valeur de point fixe g* déterminé,
on obtient la dimension du parameétre d’ordre d, = D,(g*). Le calcul de la fonc-
tion & deux points au second ordre dans le parametre g montre que la déviation

n(g) =2D,(g9) —d+2 (9.51)

& la valeur gaussienne commence & lordre g2, et donc la correction & la dimension
de champ moyen ou du point fixe gaussien commence a Iordre 2.
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9.6.2 Autres vecteurs propres

Pour 32(4) > 0, nous avons trouvé un point fixe stable avec g* = O(g). Mais nous
avons complétement négligé les composantes sur les vecteurs propres inessentiels.
Les plus importants prés de la dimension 4 sont ceux tels que le total du nombre
de dérivées et de facteurs o est 6, comme [ d%z o®(z).

Nous observons que les équations correspondant aux composantes des vecteurs
propres inessentiels h&n’r) peuvent dépendre de g & partir de 'ordre quadratigue.
Considérons un paramétre h, pour lequel c’est le cas. L’équation d’évolution
prend alors la forme

A (N) = lahal) — g (N) -+ (9.52)

(I < 0) ot les termes négligés les plus importants sont proportionnels a horg. A
'ordre dominant en €, on trouve la solution de point fixe

b = —Ohgre? /B2 /o + O(%),

oll fpgz, P2 eb la valeur propre gaussienne 1, peuvent étre remplacés par leurs
valeurs en dimension 4. Dong les coefficients des termes inessentiels au point fixe
sont au moins d’ordre £2. Revenant & P’équation (9.48), qui prend la forme plus
générale

A3 000 = —5(g, (1),

on remarque que les termes négligés comme g° et gh,, sont tous au moins d’ordre
g3 et donc les corrections & g* ef & la pente w sont d’ordre e2: Le développement
en £ est au moins une procédure cohérente, et le point fixe peut étre déterminé
comme un développement en €.

On note cependant que ’hamiltonien de point fixe ne se réduit en général a une
combinaison du terme gaussien et du terme [ d%z¢*(z) qu'a Pordre dominant
en ¢ puisque les autres coefficients h, ne s’annulent pas au point fixe.

On peut calculer ensuite les valeurs propres correspondant au flot dans le
voisinage de ce nouveau point fixe. On vérifie que les valeurs propres diflerent des
valeurs propres associées au point {ixe gaussien & 'ordre e. Donc pour 0 < e <1,
la, classification des vecteurs propres reste celle du cas gaussien & d = 4 pour tous
les vecteurs sauf un. Un seul vecteur propre est trés sensible au changement de
dimension: le vecteur propre qui & I'ordre dominant est [ d%z o#(z), parce qu’il
est marginal & d = 4. Essentiel du point de vue du point fixe gaussien, il devient
inessentiel pour le nouveau peint fixe.

Groupe de renormalisation perturbatif. Cette analyse suggére qu’il doit étre
possible de déterminer les équations de flot perturbativement, dans une dévelop-
pement autour du modale gaussien, alors que nous savons que c’est impossible
pour les fonctions de corrélation.
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Flot entre poinis fizes. 1l est possible de construire perturbativement la tra-
jectoire du GR qui relie le point fixe gaussien au point fixe stable non gaussien.
Dans ce but on peut éliminer dans les équations de flot des parameétres h, le
parametre de dilatation A au profit de la constante g.

Reprenons 'exemple de 1'équation (9.52). Sur une trajectoire du GR h,, peut
étre considéré comme une fonction de g et donc utilisant la propriété de dérivée
en chaine

d d &

d
A—hg =A——g—ho = —58(g,{h})~h,.
Le membre de gauche de I’équation (9.52) est d’ordre &2 puisque la fonction 3
est d’ordre £2, 8/8g d’ordre 1/¢ et h, d'ordre €2 au moins. A I'ordre dominant
on peut le négliger, et on trouve simplement

ha(A) = *92()‘)/!717’(4) + 0(53)-

La dérivée ne contribue qu’a l'ordre suivant. Il est ainsi possible de calculer
perturbativement les amplitudes des vecteurs propres inessentiels en fonction de
g. Substituant les développements correspondants dans la fonction 3, on trouve
une équation unique pour g(A):

A0 () = B, (9.53)

ol 3(g) est maintenant une série formelle en g seulement. La solution de cette
derniére équation détermine complétement le flot de I'hamiltonien. Cette solution
ne dépend que d’'un parametre puisque les conditions aux limites & A = I pour
les amplitudes des termes inessentiels sont toutes reliées & la valeur de g(1).

Le zéro ¢* de la fonction 8 détermine alors le point fixe et sa dérivée au
point fixe w est une quantité universelle qui caractérise les corrections les plus
importantes au comportement d’échelle.

C’est une stratégie de ce type qui est utilisée dans les calculs pratiques.

9.7 Valeurs propres et dimensions des polyndémes locaux

Ayant déterminé le comportement asymptotique des fonctions de corrélation par
dilatation, on pourrait croire qu’on connait aussi le comportement de valeurs
moyennes de polynoémes locaux dans les champs, comme par exemple o*(z) ou
[Va(z)]?, qu'on peut obtenir en prenant la limite d’un produit de champs, par
exemple

(02 o(e1)..-0(@n) = lim (o(oty)o(w1). .. o(za).

Il n’en est rien car les fonctions de correlation correspondant & I'hamiltonien
de point fixe {(équation (9.16)) sont en général singuliéres quand des arguments
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coincident comme des exemples le montrerons (cf. aussi la remarque de la fin de
la section 8.4.3).

Tl existe cependant un point fixe exceptionnel ot cette propriété est vraie, c’est
le point fixe gaussien que nous avons étudié en section 9.5.

En général les valeurs moyennes de o (y) ne sont pas définies, et il faut sous-
traire au produit o{y)o(y’) une fonction singulitre de y — ¢ pour obtenir une
limite finie (on parle de renormalisation). Cette procédure se généralise & des
puissances supérieures, ou des fonctions locales impliquant des dérivées de o.

En section 9.3 nous avons discuté les vecteurs propres du GR en un point
fixe. L'étude du cas gaussien indique que ces vecteurs propres ont la forme
d’une intégrale d'une fonction locale des champs. En fait, & cause de la lo-
calité de la théorie, il existe aussi des vecteurs propres locaux Oy (o, ) de la
forme de séries en o(z) et ses dérivées. Ils correspondent & des perturbations qui
brisent I'invariance par translation. Leurs intégrales sur tout I'espace redonnent
les vecteurs propres que nous avons discuté. Ces fonctions locales Ofo,x) des
champs ont la propriété suivante: les fonctions de corrélation

Wén) (521, .. 2n) = (O(o,y)o(z1) - - 0(Tn)) conn, »

ont un comportement en loi de puissance pour grande dilatation:
W((Qn}()\y; AZ1,. .., ALy} oc Ao —do W(;(n) (4521, ..., &), (9.54)

ol par définition dp est la dimension de I'opérateur O(o, ).
Considérons alors 'intégrale d’espace

V(o) = ] e O(c, z).
Ses fonctions de corrélation sont obtenues par intégration:
/ Ay W (g1, wa) = (V(0) 0(21) - 0(2n) conn.-

Avec des hypothése raisonnables, mais & vérifier explicitement dans les exemples,
de la relation

/ddy Wén)()\y; AZ1, ., Azn) = A9 fddy Wc(,)n) (Y3 AZ1, -y ATy

on déduit, en utilisant le comportement asymptotique (9.54),

@) (A) . (AT o, o€ AT,
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Le membre de droite est la variation de la fonction & n points au premier ordre
quand on ajoute un terme proportionnel & ¥V a ’hamiltonien:

f [dolo(z1) . .. o(mn) e 0V = /[da]a(ml) oen) e (1 6V +0(6%).

Comparant ce terme au terme d’ordre zéro, nous observons que la perturbation
V a engendré un facteur A% % supplémentaire dans le comportement 3 grande
distance. Ce facteur est donc 1ié a la valeur propre [y, associée au vecteur propre
V. Nous avons obtenu ainsi une relation générale entre dimension d’un opérateur
propre local et valeur propre de la perturbation & I’hamiltonien correspondante:

ly +do =d. (9.55)
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Chapitre 10

Groupe de renormalisation perturbatif: calculs
explicites

Nous avons vu dans le chapitre précédent qu’au moins au voisinage de la dimen-
sion 4, avec certaines hypotheses sur I'existence d’un prolongement dimensionnel
et sur la régularité des transformations du groupe de renormalisation, on peut
ramener, prés de la dimension 4, 'étude du flot d'un hamiltonien général au flot
du coefficient g du terme essentiel: [ d%z o*(z). Nous voulons dans ce chapitre
donner une premiére idée des calculs nécessaires pour déterminer le coefficient
3, du développement de la fonction 3(g) qui gouverne le flot de g {cf. équation
(9.53)), et dont le signe est si important pour établir I'existence d’un point fixe.

Le résultat peut étre obtenu par un calcul perturbatif des fonctions & deux
et quatre points au premier ordre non trivial en g, correspondant a l'intégration
gaussienne dans la méthode du col (cf. Vexpression (6.27)) et donc a des dia-
grammes de Feynman & une boucle.

10.1 Hamiltonien critique et développement perturbatif

On part donc de Phamiltonien, ou énergie de configuration, dans I’'espace continu
ne prenant en compte que la correction indispensable au modele gaussien, qui
est aussi la perturbation dominante pres de la dimension 4:

H(o) = Hg(o) —E—fdda: B’rc(g)a2(x) + %904(3:)] (10.1)
Ha(o) = %fdd;c [Z(Bﬁa(m))z + Zuk“ Z 8,,,0(9:)(——‘(72)1‘“8“0(33)1 .
Iz k=1 I

(10.2)
La fonction r.(g) est déterminée ordre par ordre en g par la condition que le
modele reste critique pour toute valeur de g, c’est a dire

P2 (p=0,9) = 0.
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Nous avons vu en effet qu’un effet trivial de la perturbation quartique est de
modifier la température critique et donc r.(g) = O(g) ou 1. = O(g).

Comportement o courte distance ou & grande impulsion: divergences “ultra-
violettes”. L’hamiltonien (10.2) differe du hamiltonien du point fixe gaussien
(9.36) par l'ajout de termes quadratiques en o avec plus de deux dérivées du
type o(z)V?*o(z), qui sont inessentiels & grande distance. C’est un substitut,
nécessaire dans le continu a la structure de réseau qui borne les composantes
de Fourier du champ & une zone de Brilliouin. En effet, pour pouvoir définir,
alu moins perturbativement, des valeurs moyennes de monomes locaux dans les
champs, il faut que les limites de fonctions de corrélation de produits de champs
a points coincidants existent {cf. la discussion en section 9.7). On vérifie que ceci
implique que Az —y), la fonction & deux points gaussienne appelée aussi propa-
gateur, soit suflisamment régulieére & courte distance, et donc que sa transformée
de Fourier A(g) décroisse suffisamment vite & grande impulsion.

Or, comme nous l'avons déja remarqué en fin de section 8.4.3, le choix corre-
spondant au point fixe gaussien,

1 e
200) = g [ 40

conduit & des singularités de courte distance puisque

2—d
<J(m)o(y)>gaus. x |£II - y[ '

-yl —0
En représentation de Fourier, cette difficulté se traduit par une divergence a
grande impulsion (appelée ultraviolette pour des raisons historiques):

1
()o@, = 37 |

Ce probleme est engendré par le passage au continu puisque, sur le réseau, les
points sont séparés au moins d’une maille et, en représentation de Fourier, les
impulsions sont bornées par la zone de Brillouin.

On choisit donc une fonction & deux points gaussienne de Ia forme

dép
P2

Alz) = (271r)d fddp e'P® A(p) (10.3a)
Atp) ot :L::zukp%, (10.30)

c’est & dire a laquelle des termes négligeables & grande distance ont é6é ajoutés.
De plus, la fonction 1/A(p) doit étre positive pour tout p # 0, pour que I'intégrale
sur les champs existe.
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Pour les calculs perturbatifs qui suivent une décroissance en 1 /p® suffit. Sil’on
veut construire un groupe de renormalisation perturbatif exact, il est nécessaire
de prendre des fonctions & deux points gaussiennes régulicres pour p réel et
décroissant plus vite que toute puissance pour |p| — oo.

La nécessité de considérer des propagateurs ainsi modifiés est un autre signe
du non découplage de la physique aux différentes échelles de distance.

Groupe de renormalisation perturbatif asymptotique. Nous utilisons maintenant
Ianalyse de la section 9.6. De plus, nous exprimons les équations de groupe de
renormalisation en termes des fonctions de vertex en représentation de Fourier
'™ (p1,...,pn). Nous partons donc de équation (9.10), ou nous négligeons dans
le membre de gauche toute dépendance autre que le coefficient g(\) de o* Dans
le voisinage du point fixe gaussien et dans la logique du développement en &,
cela correspond & négliger toute contribution au comportement asymptotique
des termes inessentiels (au sens du point fixe gaussien), c’est & dire qui décroit
au moins comme 1/2% A des puissances de In ) prés, & tout ordre fini en g et €.
L’équation (9.10) se simplifie alors en

P (b1, -, 00) ~ F (o1, 5o gO)
~ 2PN (/A pa/Aig),  (10.4)

fpi|—0

ot les variables p; sont petites comme résultat d’une premiére dilatation qui a
&liminé les termes inessentiels. Par ailleurs (équation (9.32))

dinZ

—A
dA

=2D,(g(\)}. (10.5)

10.2 Détermination du point fixe

Puisqu’il 0’y a que deux fonctions inconnues, 3(g) gouvernant le flot de g(A) et

n(g) =2D,(g) —d+2

(introduit en (9.51)) relié & Z(}), il suffit de calculer deux fonctions de vertex.
Il est commode de choisir les fonctions & deux et quatre points. Plus de détails
sur les calculs perturbatifs peuvent ére trouvés au chapitre 12.

10.2.1 La fonction a4 deux points

Le calcul de la fonction & deux points de la section 8.9 resie valable, & condition
drutiliser le propagateur A(g) du continu et d’intégrer sur les variables de Fourier
sans restriction. On trouve (cf. équation (8.74))

PO (p; g) = p? + O + (re)rg + 2

I oy | 1B +06)
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La premiere correction & la fonction de vertex & deux points I'® est une con-
stante. A 7}, la fonction T?)(p; g) s'annule & p = 0 ce qui fixe la valeur de

(re)r:
(reh = —Qm}ﬂ“&“ / dq A(g). (10.6)

La fonction & deux points garde donc a 1'ordre g pour p — 0 son comportement
gaussien

IC)p; g) = p* + O(p") + O(g?).

Utilisant, pour p — 0, I’équation de groupe de renormalisation (10.4) pour n = 2,
T3 (;9(N) ~ ZWATP (p/X; 9),

qui donne & cet ordre
p* = Z(XP? /N + O(g?),

on trouve que la renormalisation Z(A) garde sa forme gaussienne
Z(\) = X"+ 0(¢g%),

et done, utilisant équation (10.5),
d 2
2D, (g)=d—2+n(g) = *)\a InZ(A\) =d— 2+ 0O(g*).

La, fonction 7)(g) est d’ordre g2.

10.2.2 La fonction a guatre points

Apres un peu d’algebre (théoréme de Wick et transformation de Legendre, cf. sec-
tion 6.5), on obtient la premiére correction & Iapproximation quasi-gaussienne
ou de champ moyen de la fonction a quatre points {en représentation de Fourier):

T (p1, g, p3,pa) = g — 39°(B(p1 + p2) + B(py + p3) + B(p1 + p4)) + O(g%)

avec
1

BO) = s [ A4B@AG+0), (10.7)

Cette expression peut aussi étre obtenue en développant la version continue de
Péquation (6.27) (voir ci-dessous).

La différence de signe entre le terme d’ordre g et le terme d’ordre g° réflete
'alternance de signe dans le développement de 'exponentielle exp[—go?].

A T, pour ¢ — 0, A(q) qui est la transformée de Fourier de la fonction
deux points gaussienne, se comporte comme 1/g%. C’est pourquoi, pour d < 4,
la fonction B(p) tend vers I’infini pour p — 0.
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Aprs le changement de variables ¢ = |plq’:
1/A(g) = *(¢* + 0*), 1/Alp+q)=p*((h+d) +0(),

ot P est un vecteur de longueur unité colindaire a p. Alors, pour < 4, dans la
limite p — 0,
B(p) ~ ble)p” (10.8)

p—0
avec 4
d
) = ma | o5 tar
(27T) (p+q)
ot la limite p — 0 a été prise dans l'intégrant parce que I'intégrale limite est
convergente.
Pour & — 0, b(e) tend vers I'infini & cause de sa divergence de I'intégrale pour
lg] — oo & d = 4. Pour extraire la partie divergente, il suffit donc d’évaluer la
contribution venant des valeurs |q| > 1,

1 ddq
oe) e 0 (2m)< flqi>1 ¢t

Dans Pintégrale on peut introduire une variable radiale g et des variables an-
gulaires. L’intégrale sur le variables angulaires donne l'aire Ag de la sphére a
d dimensions qui par les régles du prolongement dimensionnel (cf. section 12.6)
vaut

(10.9)

o2
I(d/2)

/-oo qd—ldq _ 1
1 g* g’

1

Ag = :27T2+O(6).

Enfin,

Pour £ — 0, on trouve donc

Notons que 'intégrale initiale (10.7) n’est pas divergente & d = 4 pour p # 0,
évaluation (10.8) n’étant valable que pour d < 4. Pour d = 4, on trouve

B(p) o —Kn(p/A), (10.10)

oit la constante A dépend de la forme explicite de A(p) et donc de la structure
de courte distance. Par contre la variation de la fonction B entre deux valeurs p
et Ap a un comportement uniforme quand d — 4, qui est donné par

B(p/N) — B(p) ~ be)(X —1)p ©~KInA+O(e), (10.11)

e—0 p—0
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un résultat indépendant de la forme explicite de A, 4 la différence de (10.10).

Diagrammes de Feynman a lordre d’une boucle. Donnons quelques indications
sur le calcul des fonctions de vertex & partir de la version continue de ’équation
(6.27). La premigre correction & la méthode du col (qui engendre les diagrammes
1-irréductibles & une boucle) devient (cf. aussi I'équation (12.24))

1 827 5?H
= —tr |1 —
(M) =5 tr " Mz oM (ry) SAeM

M (m):[]:l -
Dans la théorie o4, cela donne

[1(M)=trln[1+ 1gAM?]
= 1gtr AM? — L tr(AM?)? + O(g®),

ou A est opérateur associé au noyau Az — y) défini en (10.3), et M? est
'opérateur associé au noyau M?(z)é(z — y). Plus explicitement

tr AM? = A(0) f dia M2(z),

tr(AM?*)? = /ddiﬂ dy M2(2)A%(z — y) M3 (y).

Par dérivées fonctionnelles successives par rapport & M{x), on en déduit les
contributions a4 une boucle aux fonctions a deux et quatre points:

TP (21, 23) = LgA(0)6(z1 — 22),
F§4) (2131, P ,:]34)

—19% [A% (w1 — @2)6(wy — 23)8 (22 — 24) + 2 termes] .

Apres transformation de Fourier, on retrouve les expressions que nous avons
utilisées.

Prolongement dimensionnel. Le prolongement dimensionnel peut étre défini &
partir des intégrales gaussiennes. Ici nous n’avons utilisé que la propriété

fddx eff‘:z o g2,

/dd’m e = Ad/ drrdle ™ = 3 AT (d/2),
0

En eflet

et donc Ay = 272 /T(d/2).
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16.2.3 Point fixe

Nous utilisons maintenant la relation (10.4) entre fonctions de vertex des hamil-
toniens initial et effectif & 1’échelle A dans le cas de la fonction a quatre points:

T® (py, ..., pa;g(V) ~ Z2ANTO (pr/A, - pa/ X 9). (10.12)
Comme nous venons de le voir (section 10.2.1) Z(X) = A*~% 4 O(g?) et donc

T@ (o1, ... pas g(A)) ~ XD (pr /0, . paf/ A 9) 4 O(97), (10.13)

ot Verreur est d’ordre ¢ puisque la fonction I'™® est d’ordre g.
Dans le membre de droite la fonction

T (py /A, pa/A ps/ XN pa/ X 9) =9 — 397 [B((m +p2)/\) + B((p1 + p3)/ )
+B((p1 + pa)/N)] + O(g?),

peut étre réerite pour |p;]| — 0 et £ — 0, en utilisant I'évaluation (10.11}, sous la
forme

T (py /0, pa/A pa/ N pa/ X g) ~ g — $Kg* Inh — 197 [B(p1 + p2) + B(p1 + p3)
+B(p1 + pa)] + O(g°%, g°¢).

Par ailleurs,

r“ (p1,-..,pa;g(A)) = g(A) - %92()\) [B{p1 +p2) + B(p; + p3) + B(p1 + pa)]
+ O(g®).

A Vordre dominant en g, & € fixé, Péquation (10.13) implique
g(A) =Xy,
qui est en effet le flot gaussien (section 9.5).

A Pordre g2, aprés avoir fait passer tous les termes dépendants de B(p) dans
le membre de droite, on trouve

gA) — X (g— 2Kg°In )
=3 (92('\) — Xg?%) [B(p1 + p2) + B(m +p3) + B(p1 +pa)] + 0(g%, 9°%¢).

Dans le membre de droite, le coefficient de B est d’ordre eg? et donc
g\ =X (g— 2Kg°InA) + 0(g°, 9°%=).

T.a dépendance possible dans les variables p; a donc disparu.
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Dérivant par rapport & A, on en déduit

dg(n) _

A =890 — 3Kgt + O(g%, g%)

) + 0PN, P Ne),

=eg(N) ~ 167

ol nous avons de nouveau utilisé la propriété que g(A) — g = O(g?, £g).

En particulier nous vérifions que le membre de droite ne dépend de A qu'a
travers g(A), en accord avec ’hypothese (9.18).

Introduisant la notation traditionnelle (9.53), on définit la fonction

_ ydg(v)
BlaN) = =5~ (10.14)
Alors
Blg) = —eg + T g +0(g%, g%). (10.15)

On se trouve donc dans le cas (iii) envisagé en section 9.6.1: le coefficient de g2 est
positif. Pour d < 4, il existe donc un point fixe non gaussien stable, correspondant
au zéro d’ordre € de la fonction 8(g):

_ 1672
3

*

g

+ O(e%). (10.16)

On peut alors démontrer des propriétés d’universalité des fonctions de corrélation
et fonctions thermodynamiques, et calculer les quantités universelles sous forme
d'un développement en série en £ déduit du développement perturbatif autour
du modele gaussien, suivant la méthode introduite par Wilson et Fisher.

En particulier, la relation (10.4) implique

f‘(n)(pl/)‘: v :pn/)\: g) ~ Aid%ndgf‘(n)(fpl? ce 5p”;g*)’

ol dy = Dy(g*) = §(d—2+n) ne différe de sa valeur gaussienne qu’a Pordre 2.
Dans le cas particulier de la fonction de vertex & deux points, on obtient

D2/ X 9) ~ AT pig7) = TP (pig) o p*77, (10.17)
p —

et donc pour la fonction de corrélation connexe

L — 1
W(z)(.'b) o fddp ep p” 2 oC W

j#|—o0

(10.18)
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10.3 Le domaine critique

Dans la discussion générale du GR, nous avons noté que des propri¢iés d’univer-
salité apparaissent dans le cas de points fixes non seulement pour le hamiltonien
critique mais aussi dans le cas des hamiltoniens critiques perturbés de fagon in-
finitésimale par des opérateurs essentiels. Dans le systéme ferromagnétique que
nous étudions ici, les deux opérateurs essentiels correspondent & [ o(x)dr qui
est couplé au champ magnétique, et brise la symétrie de réflexion o — —a, et a
'opérateur | o?(z)dx qui est couplé 4 la température. Nous considerons ici le sec-
ond exemple et ajoutons & I’hamiltonien critique (10.1) un terme proportionnel

a [ o?(z)da: .
Hi(o) = H(o) + 2 /0'2(:17)dd$ , (10.19)

oll le paramatre t, qui caractérise la déviation & la température critique est in-
finitésimal, dans un sens que nous avons déja expliqué: sa valeur initiale est
telle qu'apres une grande dilatation A sa valeur effective t(A) soit d’ordre 1. Nous
choisissons £ o T'— T, positif, ce qui correspond & la phase de haute température.

10.3.1 Fonction & deux points

La transformée de Fourier de la fonction & deux points connexe gaussienne A(qg, t)
est maintenant donnée par

1/A(g,t) =t +1/A(q) =t + ¢ + O(¢"),

olt Ag) = A(g,0) est la fonction définie par 'équation (10.3b).
A Tordre g, le calcul est presque identique, & la paramétrisation pres, au calcul
de la section 8.9. La fonction de vertex & deux points devient

@ (p) =t +p* + O(p*) + 1gQ(t) + O(g?),

avec

(27::-)03 fddq(A(Q7t) - A(Q,O)),

oll {r¢)1 a été remplacé par sa valeur (équation (10.6)).
Dans l'intégrale nous faisons le changement de variable ¢ = ¢' V't et faisons
tendre t vers zéro. Puisque

Q4 (£} =

1/A(gvE, 1) = t(1 +¢%) + O(t?), 1/A(qv1,0) = tg* + O(t?),

on trouve

Qa(t) ~, —afe)d/ 1 (10.20)

avec

1 d?
ale) = (2w)d/q2(q2(i1)’ (10.21)
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parce que, pour d <. 4, Pintégrale converge pour |¢/ — oo et donc on peut prendre
la limite £ — 0 dans l'intégrant.

A d = 4, 'intégrale diverge pour pour lg| — oo et donc a(e) tend vers Uinfini
pour £ — 0. Le comportement dominant est le méme que celui de b{e) (équation
(10.9)) et donc

1
a(s) E:::O 8';1'25 '

Cependant, pour d = 4, I'intégrale initiale est finie pour ¢ # 0, et expression
(10.20) est remplacée par

Qq(t) ~ —=tn(t/A"?), (10.22)

t—0 16’:’1’

oll, de nouveau, A’ est une constante qui dépend de la forme explicite de A et
done de la physique de courte distance.

Par contre, la variation de (4(%)/t entre deux valeurs de ¢ a un comportement
uniforme:

Qult)/t Dalt) /1~ —ale) (£ #75/%) = 161 In(t/#) + O(e). (10.23)

&yt —

10.3.2 Groupe de renormalisation

A P'ordre dominant en g, il faut maintenant prendre en compte le flot de g et ¢
et donc I’équation (9.11) devient

0P (p) =T@ (p;1(A); 9(N)) = ZAATD (p/X; 15 9). (10.24)
A Yordre g, Z (X\) est gaussien et I’équation de GR devient
B (p; 1(0); 9(N)) = X2F) (o i85 ) -+ O(g?).
A Pordre g° (I'approximation gaussienne),
t(A) +p? =A% (t+p?/2%).

On retrouve donc t(A) = A%, en accord avec 'analyse de la section 9.5.
A Pordre g, pour p = 0, la relation devient

HA) 4 S9(NQa(t(N) = A [t + 39Qu(8)] + O(g?, ge)-

Séparant les termes d’ordre 1 et d’ordre g et utilisant, dans le terme d’ordre g,
g(A) = g+ O(gg), t{X) = tA2 + O(g), nous pouvons récrire cette relation

LAY = A%t = 39 [N*Qa(t) — Qu(tA?)] + O(g% g#)
= 1gtA% [Qa(t) /t — Qa(tA?) /1A?] + O(g?, ge).
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Nous n’avons besoin de la différence dans le membre de droite que dans la limite
e — 0. Utilisant alors I'évaluation (10.23), on en déduit

t(A) = A%t (1 - 169;1'2 In ,\) + O(g?, ge).

Sous forme différentielle cette équation de flot peut s’écrire

g(A)
1672

A0 = ¢ (2 _ 9N 0(92(,\))) .

dA
Le second membre ne dépend donc de A qu’a travers les fonctions g(X) et ¢(A),
de nouveau en accord avec 'hypothése (9.18).

Notons que ’équation de flot est linéaire en ¢ parce que t est le coefficient
d’une perturbation essentielle et nous ne considérons que des valeurs de ¢ in-
{initésimales.

Introduisant la notation traditionnelle

d

A S H0) = 1) [24+ 1 (g))] (10.25)
on trouve
Tal9) = —er3 + O°):
Pour A — oo, g(A) tend vers g* et donc
t(A) o tA%, (10.26)

ot d; est la valeur propre correspondant & I'opérateur propre [ d%zo?(z) (&
Pordre dominant) associé & une déviation de la température critigue:

dy =2 — e+ Of?). (10.27)

Nous remarquons que le résultat est universel, en ce sens qu’il est indépendant
de tous les parameétres du hamiltonien comme les coefficients ug de I'expression
(10.2) et g.
La relation générale (9.55) permet d’en déduire la dimension de Popérateur
a?(z}:
dgr = d — dy = 2 — 2e + O(7). (10.28)

On note, en particulier
dpr — 2dy = e+ O(%) # 0,

ce qui confirme que pour un point fixe non-gaussien les dimensions des polynémes
locaux dans les champs ne sont plus liées de fagon simple & la dimension des
champs (cf. section 9.7).
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10.3.3 Fonction 4 deux points: Comportement d’échelle dans le do-
maine critique

Le résultat (10.26) combiné avec le comportement général attendu (9.15) de
Z(A):
Z(A) oc A7 = \~(d2m)
et 'équation de GR (10.24) pour I'® | entraine
T® (p;t(A); g%) o< A2 TP (p/ At g)
ou, changeant p en Ap,
TP (p/X;6;.9) oc X720 (Ap; ¢(N); 97).

Choisissant le parametre de dilatation tel que

A =1 = Aot /% | (10.29)
(équation (10.26)), on obtient la relation

@ pitig) o F@(p=), (10.30)
t—>0;|p[—>0

F(z)(p) = 12 (censt. x p; 1 9’*)a

et nous avons introduit les exposants v et .
v=1/d = 3(1+¢/6)+O0(e?), v=v(2-n)=1+ge+0(e).

Nous obtenons le résultat remarquable qu'une fonction de trois variables p,t, ¢
ne dépend en réalité que d’une fonction a une variable. On appelle cette propriété
comportement d’échelle.
Comme I'®@(p = 0;t;9) est l'inverse de la susceptibilité magnétique, nous
reconnaissons dans -y ’exposant de susceptibilité magnétique défini en (7.28).
Par ailleurs, la forme (10.30) entraine que la fonction de corrélation connexe

1 ddp pipT ddp ez’p:r: ddp eipa:t”
®) (2, 1) = ] [ o e [
WO = i [ Foy gy o’ ] T FO)(p)

Elle ne dépend donc de la distance & qu'a travers le produit xt* o z/£(t). La
longueur de corrélation & diverge donc comme {7 et, en accord avec la définition
(8.22), v est donc 'exposant de corrélation.

En particulier, nous vérifions que la dilatation maximum (10.29} est de 'ordre
de grandeur de la longueur de corrélation, en accord avec des arguments intuitifs.
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10.4 Modéle avec symétrie O(N)

T analyse précédente se généralise facilement & un modele avec un parametre
d’ordre & N composantes, oo, o = 1,..., N, invariant par le groupe orthogonal
O(N) (groupe des rotations-réflexion dans l'espace & N dimensions). En eflet
la symétrie O(N) entraine qu'il n’existe sur la surface critique T = T, qu'un
opérateur essentiel pour d < 4.

Les propriétés de modsles avec symétrie O(N) ont déja été étudiées, dans le
cadre de I'approximation quasi-gaussienne en section 8.8.

L’hamiltonien effectif avec symétrie O(N) a la forme

1o = [ {3 Buo@l + 5 et 0%+ o (o) @) o, (1031

oll nous avons omis d’écrire les termes quadratiques avec plus de deux dérivées.
Dans le cas d’une aimantation nulle (I' > T,, H = 0}, les équations de groupe
de renormalisation ont exactement la méme forme que pour les modeles N =1
de type Ising. Les résultats explicites ne different du cas N = 1 que par des
facteurs polynomiaux en N devant les différentes contributions.
Ainsi, la fonction & deux points dans le domaine critique prend la forme

) (p) = 6asl @ (p)
avec

B (p) =5 + 06" + 5 20 gy [ a(Bia,t) — Al )40

et donc Z()) garde sa forme gaussienne & cet ordre.
La fonction & quatre points critique avec quatre indices égaux s’écrit

N +8

T4 . (p1,p2,p3,pa) = 9="15 9 2(B(p1+p2)+B(p1+ps)+B(p1+pa)) +0(g 8.

Fonction 3 et point fize. Dans les calculs de la section 10.2.3, il suffit de changer
le coefficient de g2. On en déduit la fonction S qui décrit le flot du parametre
g()\) & Vordre g%

N +38
Blg) = —eg + g 59" +0(g".9%). (10.32)

Au premier ordre en g, le zéro non trivial de la fonction 3 (g) est alors

. A8 .
g :N+88+0(€2),:>wzﬁ’(g):s+0(52)>o. (10.33)
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Le point fixe correspondant est donc stable. Des propriétés d’universalité pour
tous les modeles & N composantes avec symétrie O(N) s’en déduisent.

Domaine critique. De nouveau le calcul du cas N = 1 se généralise en changeant
le coefficient du terme d’ordre g, Le flot du coefficient ¢ de la perturbation es-
sentielle [ dz o?(x) est décrit par la fonction

1 (N +2) 9
) + 1m2(g) 152 9+ 0(9),
et donc
1 N+ 2 9 6 9
- — =92 — g = — = — .
dt » N+8€+O(E) :?>dd d dt 2 +8€+O(8)

Dimension du champ: correction & la valeur gaussienne. La premiére correction
a la dimension d, du paramétre d’ordre nécessite un calcul de la fonction & deux
points & Pordre g2 (deux boucles au sens des diagrammes de Feynman}). Seul le
diagramme (e) de la figure 15 contribue. De son comportement pour p — 0 et
d— 4, on

N+2 1 3
= 10.34
et donc
_ e NA+2 3
N 42
dno-:ld-"— :1—1 Wz 3.
s(d—2+m) 25+4(N+8)2E + O(=?)
Pour N =1,
(9) = § i + OL6")

On en déduit la valeur de 'exposant
1= gge” +O(e%),
et donc la dimension du champ o

do =1 — e+ 10562 + O(e%).
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10.5 Groupe de renormalisation prés de la dimension 4

Pour aller plus loin dans l’analyse, il faut utiliser les méthodes de théorie quan-
tique des champs que nous décrivons brigvement aux chapitres 12 et 13. Ces
méthodes permettent, dans le cadre du développement en € = 4—d, de démontrer
des équations de groupe de renormalisation, de confirmer l'existence d'un point
fixe stable non gaussien au deld du calcul du premier ordre que nous avons
présenté ici (Brézin, Le Guillou et Zinn-Justin (1972-1974)). Un ensemble de
propriétés d’universalité s'en déduisent, comme les relations d’échelle dans le
domaine critique (par exemple la forme (10.30) de la fonction & deux points)
ou les relations entre exposants critiques, qui avaient été proposées comme un
conjecture dans le cadre de relations d’échelle phénoménologiques: tous les ex-
posants critiques qui avaient été introduits auparavant comme «, 8,7, 0,n,v ne
sont fonctions que de deux d’entre eux, par exemple,

a=2—dv, B=3v{d—2+n), v=v2-n), BE-1)=1~,

relations valables imiguement pour un point fixe non-gaussien, donc pour d < 4.

Nous décrivons brievement dans cette section les équations de groupe de renor-
malisation satisfaites par les fonctions de corrélation connexes, formes asympto-
tiques & grande distance, dans le cadre d'un développement double en dans le
coefficient g de [ dz o*(z) et &, des équations générales (9.33).

10.5.1 Hamiltonien critigue

On définit d*abord un développement perturbatif autour de la théorie gaussienne,
A partir de "hamiltonien (10.1),

H(o) = Halo) + 5 / 4tz o (a),

c¢’est 3 dire un développement en puissances du parametre g, en dimensions non
entidres quelconques. Pour le hamiltonien critique on démontre alors, a tous
les ordres dans un développement double en puissances de g et € = 4 — d, des
équations de la forme (9.33) mais avec un seul parametre g qui décrit la trajectoire
qui interpole entre le point fixe gaussien et le point fixe g~ stable:

&
Zzhm 95 + 3Dr (g)}Ww(g;ml,...,mn)w, (10.35)

ou le symbole ~ signifie que des contributions qui tendent vers zéro plus vite a
grande distance ont été négligées.

L’équation de groupe de renormalisation (9.6) exacte, le parametre g{A) et la
renormalisation Z{A) a I’échelle A solutions de

Bla) = A g, (10.36)
~2D,(g(N\)) = Ai In Z(\), (10.37)

dA
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apparaissent alors dans la solution de Iéquation (10.35) par la méthode des
caractéristiques (cf. section 13.4).

La solution de I'équation S(g*) = 0 donne la valeur de point fixe et d, =
D,{g*) la dimension du paramétre d’ordre.

Dans le cas d’un point fixe attractif (w = 5'(¢*) > 0), le comportement asymp-
totique des fonctions de corrélations est déterminé par les fonctions de la théorie
de point fixe g = ¢* qui satisfont

o
[ng +ﬂda} W (g* xq, ..., 20) =0
7 89’)3

et done

W (g% Az, ., M) = W (g% 20, 2n).

A‘ﬂ.d

10.5.2 Domaine critique

Mais comme nous l'avons déja indiqué, tout le domaine critique £ > 1 exhibe
des propriétés d'universalité. Les quantités universelles sont obtenues & partir de
Phamiltonien

Hi(o) = H(o) + £ / die o*(), (10.38)

oll le parametre |t < 1 représente la déviation par rapport 3 la température
critique. On démontre alors une équation plus générale:

DraW ™ (g, t; z1,.. mn) ~0, (10.39)

Dga = Z$E7 +B(g )* — (2+m(g ))t_gt +2Do(g),  (10.40)

ot1 la fonction supplémentaire n2(g) est directement liée au flot du coefficient £())
du terme [ d%z o?(x). Au point fixe g = g*, I’équation se simplifie puisque

8
DRG—ZZW t—i—nd

avec
1

di =2+ m(9") =

Elle implique une propriété d’homogénéité plus générale:

W(”)(g*,t)\d*;)\a:l,...,)\:r:n) = W(”)(g BT, T

)\nd

Choisissant X tel que tA% = 1 on peut écrire cette relation

W(n}(q*:tamla .- .,In) = tnvdgw(n)(ng 1;#}3)1, o .,t”mn).
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Cette relation démontre que les fonctions de corrélation au point fixe, et donc
toutes les fonctions de corrélation asymptotiquement dans le domaine critique,
ne dépendent pas des z; et du parametre ¢ indépendamment mais uniquement 3
travers le produit zt. C’est la forme générale de la loi d’échelle que nous avons
déjd exhibée dans le cas de la fonction & deux points:

WA (g*, t;3) = $2vde W (2 (g 15 1%2),
comme conséquence directe de 'équation (10.30). En représentation de Fourier,
W®(g,1;p) ~ t WP (g", Lsp/t")

avec
v =v(2-n).

Au dessus de 7%, la fonction & deux points décroit exponentiellement et cette rela-
tion d’homogénéité entraine que la longueur de corrélation £ est proportionnelle
a 17, Elle diverge donc & 1, comme

Equations en champ ou en dessous de L. 1l est encore possible d’inclure les ef-
fets d’un faible champ magnétique, 'opérateur essentiel qui détruit la symétrie de
réflexion, ou d’une aimantation finie. Les équations correspondantes permettent
alors de relier de fagon continue les phases ordonnées et la phase désordonnée, et
de démontrer les mémes lois d’échelle en dessous de 7. A aimantation M fixée,
on trouve

0 0 g 1 o
Drg = ;”a—mg +ﬂ(9)a—g - (2 +?72(9))t§t + EDJ(Q) (n+Méﬂ) .

Chaleur spécifique. Une différence qualitative avec le modele quasi-gaussien
est le comportement de la chaleur spécifique C qui est la somme d’une partie
régulitre non universelle et d’une partie singuliere universelle

Coing, ~ AT [t]7%, (10.41)

oll v = 2 — dv est 'exposant de chaleur spécifique.
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10.6 Quantités universelles: Quelques résultats numériques

Au deld de résultats généraux sur les propriétés d’universalité, les méthodes de
théorie des champs et le groupe de renormalisation ont aussi permis des calculs
précis d'un certain nombre de quantités universelles, comme les exposants cri-
tiques du modele avec symétrie O(N), des rapports d’amplitude, et I'équation
d’état dans la limite d’échelle pour les modéles & symétrie d’Ising.

Il importe de signaler ici que les résultats les plus précis ne proviennent pas du
développement en &, mais de la théorie des perturbations non-critique & d = 3
directement (suivant une suggestion de Parisi (1973)), parce que les calculs ana-
lytiques et numériques des termes successifs du développement perturbatif sont
plus simples. Ainsi les fonctions 8(g), n(g) et n2(g) sont connues jusqu’a Pordre
g" & d = 3, alors que les exposants ne sont connus que jusqu’a ordre £ dans le
développement en ¢. Cette méthode repose sur une hypotheése supplémentaire,
que nous ne décrivons pas ici. Elle suppose, en particulier, de résoudre d’abord
I’équation de point fixe 5(g) = 0 numériquement.

Par ailleurs, quelle que soit la méthode, il faut affronter le probleme de la
divergence du développement perturbatif en théorie des champs (cf. table 1).
On dit que le développement perturbatif est un développement asymptotique.
On note, ce qui est typique de développement asymptotique, que les sommes
partielles semblent d’abord converger, avant de diverger avec des oscillations
d’amplitude croissante.

Table 1

Sommes partielles du développement en £ pour les exposants v and i pour e =1, N = 1.

0 1 2 3 4 b
¥ 1.066 1.1667 1.2438 1.1948 1.3384 0.8918
n 0.0... 6.0... 0.0185 0.0372 0.0289 0.0545

Des méthodes de resommation sont nécessaires pour extraire des résultats finis
de ces développements. Les résultats les plus précis ont été obtenus en effectu-
ant une transformation de Borel sur le développement, suivi d’un prolongement
analytique basé sur une transformation conforme (cf. tableau 2).

Dans les tableaux 3,4, nous donnons les valeurs des exposants critiques déduites
de la théorie des champs en fonction de Pentier N correspondant au groupe de
symétrie O(N). Les résultats que nous présentons sont les valeurs obtenues par
Guida et Zinn-Justin (1998), améliorant les résultats plus anciens de Le Guillou
et Zinn-Justin (1977-1980).

Nous rappelons ici que N = 0 correspond aux propriétés statistiques des
polymeres ou des chemins aléatoires avec auto-évitement, N = 1 & la transi-




(DRAFT du 9/7/3 14:51) 241 (DRAFT du 9/7/3 14:51)

Table 2

Résultats successifs obtenus par transformation de Borel et transformation conforme:
le zéro §* de la fonction B3(g) et les eposants v and v pour d =3, N = 1.

k 2 3 4 5 6 7

g 1.8774 1.5135 1.4149 1.4107 1.4103 1.4105
v 0.6338 0.6328 0.62966 0.6302 0.6302 0.6302
¥ 1.2257 1.2370 1.2386 1.2398 1.2398 1.2398

tion liquide—vapeur, aux transitions de séparation de fluides miscibles ou aux
transitions anti-ferromagnétiques uniaxes. Le représentant le plus important du
cas N = 2 est la transition superfluide de I'Hélium. Enfin N = 3 correspond a
des transitions ferromagnétiques.

Le tableau 3 est basé sur le développement perturbatif & dimension d = 3 fixé.
(Vest pourquoi nous présentons les valeurs successives de g* obtenues par solution
numérique de ’équation 8(g) = 0. Par ailleurs, pour donner une meilleure idée
de la grandeur du paramétre de développement, les valeurs de la combinaison

gl = (N + 8)g/(487),

qui est ajustée pour que les deux premiers termes du développement soient égaux,
sont aussi reproduites.

Table 3
Fzposants critigues du modéle O(N), d = 3, obtenus par la théoric des champs o5.
N 0 1 2 3
JNi 1.413 4+ 0.006 1.411 = 0.004 1.403 & 0.003 1.390 £ 0.004
g 26.63 £ 0.11 23.64 £0.07 21.16 £ 0.05 19.06 £ 0.05
vy 1.1596 £ 0.0020 | 1.2396 + 0.0013 | 1.3169 £ 0.0020 | 1.3895 & 0.0050
v 0.5882 +0.0011 | 0.6304 £0.0013 |0.6703 £0.0015 |0.7073 -4 0.0035
7 0.0284 £ 0.0025 | 0.0335 +£0.0025 |0.0354 +£0.0025 |0.0355 & 0.0025
B 0.3024 + 0.0008 | 0.3258 +0.0014 | 0.3470+0.0016 | 0.3662 1= 0.0025
«w 0.235 +0.003 0.109 £ 0.004 —0.011 £0.004 —0.122 + 0.010
W 0.812 + 0.016 0.799 £+ 0.011 0.789 +0.011 0.782 4+ 0.0013
8 = wy 0.478 &= 0.010 0.504 4 0.008 0.529 £ 0.009 0.553 4 0.012

A titre de comparaison, nous donmons aussi dans le tableau 4 les résultats
tirés du développement en & resommé. Les deux versions "libre” et ”cont.” cor-
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respondent 'une a une sommation libre, Pautre a4 une méthode de sommation
ol des informations sur les comportements exacts quand d — 2 ont été utilisées
explicitement.

Table 4

Ezxposants critiques du modéle O(N), d = 3, obtenus par le développement en &.

N 0 1 2 3
v (libre) | 1.1575 -+ 0.0060 | 1.2355 -+ 0.0050 | 1.3110 £ 0.0070 | 1.3820 -+ 0.0090
+ (cont.y |1.1571=0.0030 |1.2380 = 0.0050 | 1.317 1.392
v (libre) | 0.5875 =+ 0.0025 | 0.6290 4 0.0025 | 0.6680 & 0.0035 | 0.7045 + 0.0055
v (cont.) |0.5878 =0.0011 | 0.6305 + 0.0025 | 0.671 0.708
7 (libre) | 0.0300 4+ 0.0050 | 0.0360 - 0.0050 | 0.0380 £ 0.0050 | 0.0375 + 0.0045
n (cont.) |0.0315 1+ 0.0035 | 0.0365 = 0.0050 | 0.0370 0.0355
3 (libre) | 0.3025 4+ 0.0025 | 0.3257 4= 0.0025
B (cont.) |0.3032+0.0014 | 0.3265 % 0.0013 0.3465 + 0.0035 | 0.3655 & 0.0035
w 0.828 4+ 0.023 0.814 4 0.018 0.802 &+ 0.018 0.794 & 0.018
6 0.486 + 0.016 0.512 4+ 0.013 0.536 L 0.015 0.559 + 0.017

La comparaison des résultats obtenus avec les valeurs obtenus par d’autres
méthodes, soit numériques (séries de haute température, simulations numériques
de type Monte-Carlo), soit extraites d’expérience, montrent un excellent accord
général. A titre d’illustration, nous présentons donc une courte compilation de
résultats tirés de I'étude numérique de modeles particuliers sur réseau dans le

tableau 5.
Table 5

Faxposants critiques du modéle O(N) d partir de modéles sur réseau.
N 0 1 2 3
¥ 1.1575 =4 0.0006 1.2385 4+ 0.0025 1.322 4+ 0.005 1.400 + 0.006
v 0.5877 1+ 0.0006 0.631 - 0.002 0.674 £ 0.003 0.710 2 0.006
o 0.237 £ 0.002 0.103 £+ 0.005 —0.022 £ 0.009 —0.133 £ 0.018
8 0.3028 + 0.0012 0.329 +- 0.009 0.350 & 0.007 0.365 -+ 0.012
8 0.56 +0.03 0.563 £ 0.04 0.60 £ 0.08 0.54 + 0.10

Enfin, citons quelques résultats expérimentaux particulierement précis:
De I'étude des propriétés des longues chaines polymériques, qui correspond au
cas N = 0, a été déduit

v = (.586 £ 0.004.
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Des mesures sur les transitions de séparation de mélanges binaires de liquides
(N = 1), on conclut par exemple

v = 0.625 1+ 0.010, [=0.3250.005.

(Yest dans le cas de la transition superfluide de "Hélium, correspondant & N = 2,
que les résultats les plus précis ont pu &tre obtenus (par des expériences en micro-

gravité), par exemple,
v = (0.6807 + 0.0005 .

Rapports universels d’amplitudes critiques. Le tableau 6 présente un certain
nombre de rapports universels d’amplitudes critiques pour v — v, ~ ¢ — 0,
dans le cas de la classe d'universalité du modele d’Ising (N = 1} & trois dimen-
sions (Guida et Zinn-Justin 1996), et une comparaison avec d’autres résultats
disponibles. Les différentes définitions ont été données en (7.28,10.41) et en sec-
tions 8.6,10.5.1. De plus R, = aATCT/ME.

Les deux premiéres lignes correspondent & des calculs de théorie des champs.
Les séries de haute température (HT) sont obtenues & partir de modéles sur
réseau. Les trois dernidres lignes correspondent & des résultats expérimentaux,
transition de séparation de mélanges binaires de liquides, transitions liquide—
vapeur et de systémes magnétiques anisotropes.

Table 6
Rapports d’amplitude pour N =1, la classe du modéle d’Ising.

At /A" ctjCcr R, B,
devt. en €, 0.527 £0.037 | 4.734+£0.16 0.0569 £ 0.0035 | 1.648 L 0.036
d=3 0.537 £ 0.019 4.79+010 | 0.0574 £ 0.0020 1.669 = 0.018
séries de HY' 0.523 £ 0.009 4.95 £ 0.15 0.0581 £ 0.0010 1.75
0.560 £ 0.010 4.75 +£0.03
mél. bin. 0.56 +0.02 4.3+0.3 0.050 4+ 0.015 1.75 4+ 0.30
liqu. — vap. 0.48-0.53 4.8-5.2 0.047 -+ 0.010 1.69 4+0.14
syst. magn. 0.49-0.54 4.94+0.5
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Chapitre 11

Parameétre d’ordre & ¥ composantes

Nous étudions maintenant le flot des parameétres essentiels & 7. en dimension
4 — ¢ engendré par le groupe de renormalisation (GR) dans des modeles plus
généraux avec un parameétre d’ordre (ou champ) o, & N composantes. Il existe
en effet des systémes physiques intéressants pour lesquels ’hamiltonien n’a pas
la symétrie O(N) du modgle étudié en section 10.4.

Une premiére catégorie de tels modeles comprend les systémes qui ont plusieurs
longueurs de corrélation: dans le modéle gaussien les termes en o2 ont plusieurs
coefficients distincts indépendants. De manitre générique dans de telles situa-
tions, lorsque la température varie, une seule longueur de corrélation devient
infinie a la fois. Alors les composantes du parametre d’ordre qui ne sont pas
critiques se découplent et peuvent étre ignorées dans 1’étude du comportement
asymptotique a longue distance. On peut donc se restreindre aux théories avec
une seule longueur de corrélation, comme dans le cas du modéle O{N).

Les modeles génériques avec une seule longueur de corrélation possédent tous
une invariance par un groupe de symétrie tel qu’il n’existe qu'un seul invariant
quadratique dans le champ et donc que la fonction & deux points dans la phase
désordonnée est proportionnelle & Pidentité:

(0al)78(0)) = 0ap 3 (042 (0). (11.1)

Les hamiltoniens effectifs de ces modeles ont done la méme partie quadratique que
I’hamiltonien (10.31), mais en différent par les termes quartiques: Ils contiennent
plusieurs termes de type [ dz o%(z) indépendants, I'un d’entre eux étant toujours
le terme isotrope dans (10.31).

11.1 Anisotropie cubique

Avant d’étudier des modeles généraux avec parametre d’ordre & N composantes,
nous examinons d’abord un modele simple mais d’intérét physique avec symétrie
cubique.
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Nous considérons un hamiltonien dépendant d’un champ o,, & = 1,..., N,
invariant par le groupe de transformations engendré par

Oq — —0Co, Og > 0g pour tous aet §.

On espére ainsi modéliser un systéme de spins classiques dont les interactions
sont modulées par un réseau cubique sous-jacent (cf. section 3.3.4).

Le groupe de symétrie cubique admet un seul invariant quadratique mais deux
invariants indépendants de type o®. Utilisant ces propriétés de symétrie, il est
facile de vérifier que le hamiltonien critique dans l'espace continu, et tronqué &
l'ordre ot comme conséquence de 'analyse des opérateurs essentiels au voisinage
de la dimension 4, a la forme générale

Hwa=/ﬁw%§jw%wﬁ+~+én@§}£w

[

+% (Z ai(sc))Z + —%Zag(x)}. (11.2)

[+

Comme il n’existe qu'un invariant quadratique, la condition (11.1) est satisfaite
et la.fonction & deux points dans la phase désordonnée est proportionnelle &
I'identité.

T’apparition de deux termes de degré 4 entraine que, sur la surface critique,
le GR en dimension d = 4 — ¢ fait maintenant intervenir deux parametres g, h
correspondant aux deux opérateurs essentiels quartiques.

Positivité. On notera que les deux constantes g, h doivent satisfaire les deux
conditions g+h > 0, Ng+ h > 0 pour que ’hamiltonien soit positif pour o — oo
et donc que la transition puisse étre du second ordre. La premiere condition est
obtenue en prenant tous les o, nuls sauf un, la deuxiéme en les prenant tous
égaux.

Ces conditions impliquent, en particulier, que si le flot du GR entraine les
paramétres g(\), h()) en dehors de cette région, les termes de degré supérieur, a
priori négligeables, du développement du potentiel thermodynamique deviennent
importants et la transition, en désaccord avec I’approximation quasi-gaussienne
ou de champ moyen, est en fait génériquement faiblement du premier ordre.

11.1.1 Groupe de renormalisation et points fixes

Les équations de flot, pertinente pour un calcul & Pordre dominant, ont alors la

forme générale
AL = 5, (900, V)
dA g ’ ’
dh

A5 = —Bu{g(N), hY).
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Avec ces conventions, une dilatation A — oo correspond au comportement &
longue distance.

Un calcul simple, analogue au calcul présenté en section 10.2, détermine les
deux fonctions 8 a l'ordre dominant pour g,k = O(e}, e — O

1 fN4+8

Bglg, h) = —eg + ) (ng +9h) ;

1 3
= — — {2gh+ “h*).
B9, 1) Eh-i-&TZ(g +2h)

Il s’agit alors d’étudier le flot des parameétres g et i en fonction du parametre
de dilatation A. En particulier, il faut trouver les différents points fixes pour
€ = 4—d > 0 et déterminer la symétrie des hamiltoniens correspondants, discuter
leur stabilité pour A — oo comme fonction de l'entier N et en déduire la symétrie
de ’hamiltonien de point fixe stable, enfin déterminer la nature de la transition
en fonction des valeurs initiales de g et h.

Points fizes. Les équations 8; = B, = 0 sont ici trés simples & résoudre. On
trouve quatre points fixes:
(i) Le point fixe gaussien
g=h=20.

(ii) Le point fixe découplé
g=0, h=16ex?/3,

qui correspond a N copies identiques et découplées du modele avec symétrie de
réflexion Zs de type Ising.
(iii) Le point fixe isotrope

h=0, g=48:n%/(N +8),
qui a une symétrie O(N) plus grande que la symétrie cubique du hamiltonien

initial.
(iv) Bnfin, le dernier point fixe

1672 b 16m2(N ~ 4}
N B 3N ’

g

est nouveau et est appelé point fixe cubique.

Tous les points fixes sont dans le demi-plan g > 0. Seul le point fixe cubique
pour N < 4 est tel que h < 0. Cependant, pour N > 1, il satisfait la condition
de positivité g + h > 0 (et donc aussi Ng + h > 0). Donc tous les points fixes
satisfont aux conditions de positivité.
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11.1.2 Valeurs propres et flot

Les propriétés de stabilité locale des quatre points fixes sont déterminées par les
valeurs propres de la matrice L* des dérivées partielles par rapport & g et A des
fonctions — B4, —Bp. On trouve

1 [ Ni8,4p g
* o 3 .
L 2 &2 ( 2h 2g 3h) )

Pour les différents points fixes, les valeurs propres correspondantes de la. matrice
L” sont

Point fixe gaussien: ¢, £,
Point fixe découplé (Ising): 3¢, -,
Point fixe isotrope: N 45 , —E&,
N+8
. . - N
Point fixe cubique: £, -

3N

L’existence d'une valeur propre —¢ est une propriété générale de tous les points
fixes non gaussiens (cf. section 11.2.1).

Le point fixe gaussien a deux directions d’instabilité. Le point fixe de type
Ising a toujours une direction d’instabilité.

Pour le point fixe isotrope, on trouve un exemple particulier d’un résultat qu'on
peut démontrer de fagon plus générale (cf. section 11.2.3): le point fixe isotrope
est stable pour N < N, avec N, = 4 + O{g). Enfin, le point fixe cubique n’est
stable que si N > N,. A N = N, les deux points fixes coalescent et échangent
leur réle.

Remarque. Pour N < N,, le point fixe stable a une symétrie O{N). Le com-
portement asymptotique des fonctions de corrélations dans le domaine critique,
les singularités des quantités thermodynamiques a T, exhibent donc plus de
symétrie que le modele microscopique initial.

Nous avons déja rencontré un phénomene similaire: la symétrie cubique du
réseau engendre une symétrie spatiale O(d) continue a grande distance ou dans
le domaine critique (cf. sections 3.3.6,8.2). Seul un examen des corrections au
comportement critique asymptotique révele la symétrie plus restreinte du modele
microscopique.

Le flot du GR. Les trajectoires du GR ne peuvent donc se couper gqu’en un
point fixe. Les droites h =0 et g =0 et la droite joignant 'origine au point fixe
cubique sont des droites stables par le GR, un cas particulier d’une propriété
générale que nous démontrons en section 11.2.1, et ne peuvent donc pas étre
traversées. Dans ce cas planaire, ces conditions fixent complétement la topologie
des trajectoires du GR.

En particulier, il existe des paramétres initiaux g, h pour lesquels les trajec-
toires du GR ne peuvent atteindre aucun point fixe, mais au contraire évoluent
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vers des régions non physiques, comme g < 0 pour tout N et A < 0 pour N > 4
ou h < (N —4)/3g pour N < 4. Ces paramétres correspondent génériquement 3
des transitions faiblement du premier ordre: la longueur de corrélation reste finie
quand T' — T, et, dans 'unité de ’échelle microscopique, prend une valeur qui
est de Pordre du parametre de dilatation maximum tel que les parametres g, h
soient encore dans la région permise.

11.2 Etude générale: Groupe de renormalisation

Nous étudions maintenant des modéles plus généraux dans lesquels le parameétre
d’ordre est toujours un vecteur o;(xz) & N composantes. Ces modéles sont tels
que ’hamiltonien est invariant sous Paction d’un groupe de symétrie G agissant
sur le vecteur o, qui est un sous-groupe du groupe O(N) (dont nous supposons
cependant qu’il contient le groupe de réflexion Zg, o ++ —o, comme sous-groupe),
et qui admet un unique invariant quadratique >, 6%, mais plusieurs invariants
quartiques indépendants de type ¢* comme dans 'exemple de Panisotropie cu-
bique étudié précédemment. Ceci implique, en particulier, que le champ o se
transforme par une représentation irréductible du groupe G.

De ces seules hypothéses découlent un certain nombre de propriétés que nous

allons démontrer.

11.2.1 Flot de Phamiltonien: Quelques remarques générales

(Quand I’hamiltonien contient plusieurs termes quartiques indépendants de type
o*(z) avec des coefficients g,, les équations de flot & ordre g2 prennent la forme
générale

Yo~ g, (o). (11.3)

Le vecteur tangent a une trajectoire du GR en un point ¢ est proportionnel &
Ba(g). Il est unique en tout point ol il est défini. Les trajectoires du GR ne
peuvent donc se couper gqu’en un point fixe. Par ailleurs, elles ne peuvent pas
&tre tangentes parce que l'équation différentielle est du premier ordre.

A Pordre dominant les fonctions 3 peuvent s’écrire

ﬁa(g) = —&gs + Ba(g)y (114)

ol B,(g) est un polynéme homogéne du second degré. 1l satisfait donc 'identité

S 02029 g, (). (1.5

- gy

Points fizes et stabilité. Si le nombre de paramétres g, est p, le nombre maxi-
mum de solutions g des équations de point fixe

Ba(g") = —eg, + Balg™) = 0, (11.6)
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est 2P. La stahilité locale de ces points fixes peut &tre étudiée en linéarisant les
équations (11.3):

d s * *
Aa:):(ga, - ga,) = ZLab(gb - gb)
b

avec
* Ba *
Zb:_aﬁa(g):t‘ffsab“a (9%)

dgp gy,

Eile dépend donc des signes des valeurs propres (dont on démontre qu’elles sont
réelles, voir section 11.3.1) de la matrice des dérivées L*. Si toutes les valeurs
propres de L* sont négatives, le point fixe est localement stable. Les propriétés
globales dépendent des solutions completes de I’équation (11.3) qui détermine
dans Pespace des parameétres g le bassin d’attraction de chaque point fixe stable.

Valeur propre —¢. De la propriété d’homogénéité (11.5) résulte la conséquence
simple

S Ligi = egs — 2Ba(9") = —ega
b

ot I’équation de point fixe (11.6) a été utilisce.
On en conclut que tous les points fixes non gaussiens ont au moins une direction
de stabilité correspondant au vecteur propre g*, avec valeur propre —¢ + O(=%).
En fait on peut obtenir un résultat plus précis. Cherchons des solutions parti-
culiéres de 1'équation (11.6) de la forme

9a(A) =p(Ngs, 9 #£0.

Introduisant cet Ansatz dans I'équation et utilisant 'équation de point fixe (11.6),
on en déduit

GA () = ep(Ngs — Balg"p(N) = (Mg — (V) Bals”)
= ep(Ngs — egap” (N)-

I’équation de flot est done compatible avec I’Ansatz et la fonction p(A) satisfait

Ai\p(k) = ep(N) (1 - p(V)).

Dans I'approximation (11.4), les demi-droites joignant le point fixe gaussien aux
autres points fixes sont des trajectoires du GR, et sur ces trajectoires les points
fixes non gaussiens sont stables.
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11.2.2 Groupe de renormalisation: Expressions explicites

Un hamiltonien général satisfaisant aux hypotheses peut s’écrire

N d N
1 1
H(o) = /ddaj{g E {5 (3u0i)2 + (re+t)a?| + 1 E ga;jkmcrjcmaz},

i=1 Lp=1 B4k, 1=1
(11.7)

ol gkt est un tenseur symétrique dans ses quatre indices ijkl.
De plus la condition de positivité de H pour (o] — 00 est équivalente &

Zgijklgio'jo'ko'l >0 Vo, tel que |o| > 0. (11.8)
ijkl

A cause de la condition (11.1), c’est & dire que la fonction de corrélation a deux
points connexe dans la phase désordonnée est proportionnelle 2 la matrice unité:

(0205 (1)) comn. = Wi (2, %) = 6, WD (@, ), (11.9)

le tenseur g;;5; & des propriétés spéciales qui impliquent des contraintes succes-
sives sur le tenseur g,,z; dans le développement perturbatif.

Groupe de renormalisation. L’équation de flot des parameétres gi;ni{A) dans
Ihamiltonien (11.7) s’écrit maintenant

)\%gz‘m()\) = —Bijie (9(N))- (11.10)

Les propriétés a longue distance de telles théories sont gouvernées par les points
fixes solutions de 'équation
Bijra(g") =0. (11.11)

Les propriétés de stabilité locale des points fixes sont reliées aux valeurs propres
de la matrice .
 9Bim(g")

. 11.12
agiljfk.fll ( )

* —
kLA R =

Les fonctions du GR dans le développement en . Il n’est pas difficile de calculer
les fonctions de GR. correspondant & une théorie o# générale. Comme dans le cas
avec symétrie O(N), les calculs ne different du cas N = 1 que par des facteurs
géométriques.

La fonction 3, & 'ordre dominant, est donnée par

1
Bijri(9) = —€gijrt + T6n2 Z (GijmnGmnkl + YikmnImnil + GitmnGrmnk;)
T

+0 (g% . (11.13)
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La dimension du champ se déduit de la fonction

1
= AT AN E ijkigij 0 (g%, .

et I'équation de flot pour la déviation ¢ de la température critique peut s’écrire

d 1
A—Int(A) =
dA ) v(g(\))
avec 1 1
LI S 2y ‘
g~ 2 16m2N ;ﬁw +0 (o) (11.15)

Dans les deux équations (11.14,11.15), nous avons explicité la condition (11.9)
qui entraine

5i; 5ij
Zk:gijkk = ﬁ %:Qkkll ) Zgiklmgjklm = ﬁ Z Gkimngkimn - (11.16)

klm klmmn

11.2.3 Stabilité du point fixe isotrope

Parmi les points fixes possibles, on trouve toujours, en plus du point fixe gaussien,
le point fixe invariant par le groupe O(N). Tl est possible d’étudier sa stabilité
locale & T'ordre dominant en ¢.

On peut tout d’abord spécialiser les expressions (11.13-11.15) au cas de la
théorie des champs (0%)? de symétrie O(N). Pour cela on substitue dans ces
équations

Gijkl = g (850K + Oisdg1 + Girdjn) - (11.17)

Aprds un bref calcul, on retrouve les expressions (10.32) et (10.34) des fonctions
B(g) et n{g) et la valeur de g* correspondante.

Les conditions de stabilité sont données par les valeurs propres de la matrice
L* {équation (11.12)). Posant

Gijkl = Gijki T Sigkl» (11.18)
on trouve a 'ordre dominant

£

(L78)ijo = €5ijkt — g

(5@3' Zsmmk}l + 5 termes + 123@%;) , (11.19)
m

oil les les cinq termes sont obtenus par permutation de 4kl
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En prenant s;;5; proportionnel & g7;,,, on retrouve 'exposant w = #'(g*) du
modele isotrope. Plus généralement, les vecteurs propres peuvent étre classés
suivant leurs propriétés de trace. Nous paramétrons donc s;;x; sous la forme

Sijkl = UG + (Vij0kr + 5 termes) 4+ wizn (11.20)
ou les tenseurs v;; et wi;p; sont de trace nulle:
Z’Uﬁ 20; Z’wz‘jkk = 0. (11.21)
1 k
Les trois valeurs propres correspondant aux composantes u, w, v sont, respective-
ment, —w, —Wanis. €t —w' avec
4—N
N +8

8
N +8

w=¢ec+0 (82) , Wanis. = & + 0O (82) , W= +0 (52) . (11.22)
Notons que la perturbation proportionnelle & v;; ne satisfait pas la premiére con-
dition (11.16). Elle leve donc la dégénérescence entre les longueurs de corrélation
des différentes composantes du parameétre d’ordre. Ceci induit une transition
vers une situation ou quelques composantes se découplent. Cependant, on vérifie
facilement que la valeur propre correspondante w’ produit, pour £ petit, des ef-
fets sous-dominants par rapport & la valeur propre correspondant & opérateur
quadratique en o.

Pour I'ensemble des modeles satisfaisant la condition (11.16), la valeur propre
dominante est wanis. On trouve alors le résultat trés intéressant suivant (qui
généralise un résultat obtenu pour Ianisotropie cubique): le point fixe invariant
par le groupe O(N) est stable par rapport & toutes les perturbations pour N
plus petit qu’une certaine valeur N.. Le calcul de w,,;. & Vordre £ fournit:

Ne=4-240(e%). (11.23)

C’est un nouvel exemple de symétrie engendrée dynamiquement: pour N < N,
dans le domaine critique, les fonctions de corrélation du point fixe stable exhibent
plus de symétrie que dans la théorie microscopique initiale.

11.3 Flots de gradients: Points fixes et stabilité

On vérifie que Pexpression (11.13) de la fonction § dérive d'un potentiel. En
effet,

oU(g)
() =
Bijet(9) BYijnl
avec
£ 1
Ulg) =—3 > GigkiGigm + (an)? > GijkiGrimnGmnis - (11.24)

ikl ijklimn
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Flots de gradient. En fait il a été vérifié jusqu’a l'ordre £° (c'est & dire & tous
les ordres connus) que les fonctions 3 peuvent s’écrire (notant g, ensemble de
toutes les paramtres ¢; ;1)

ﬁa(g ZTab (1125)

591;

ot1 Ty, est une matrice symétrique positive. L'équation (11.3) définit alors un
flot de gradients. Cette propriété de flot de gradients ne peut étre vérifiée dans
ce cadre qu'au voisinage du point fixe gaussien g, = 0.

La formule générale (11.25) est ce qu’on peut espérer de mieux, si on prend en
compte les propriétés de transformations de la fonction § par reparamétrisation
de Vespace des coefficients g, (des difféomorphismes).

En effet, introduisons de nouveaux parameétres 8, et faisons le changement g, =
9o (6) dans les équations de flot. Pour que la reparamétrisation soit compatible
avec le développement en ¢, il faut que la matrice 98;/0g, soit inversible pour
g=0.

Les régles de dérivées en chaine conduisent alors a

d Ogay Ay OU 80, OU

Aande = 290, x" Bg. 2 ga 00,

Par ailleurs, les matrices 96,/8g, et 0ga/08, sont inverses l'une de l'autre et

donc
Z 86’1, oU
896 66)b
On vérifie donc que si la matrice T est symétrique positive, la matrice transformée
T’ d’éléments
;. ag, T, oty
ab .. tdeq
—~ g4 Ogc

est encore symétrique et positive.

Fn particulier, méme si la matrice T est identique & la matrice identité dans
un paramétrisation particulitre, cela n’est plus vrai dans une paramétrisation
arbitraire.

Enfin, on note que T, & cause de sa positivité et de ses propriétés de transfor-
mation par reparamétrisation, a les propriétés d’'un tenseur métrique.

11.3.1 Flots et variation du potentiel

La propriété de flot de gradients a des conséquences importantes:
(i) Le potentiel diminue le long d'une trajectoire du GR et dong les points fixes
sont des extrema du potentiel, les points fixes stables étant des minima locaux.
(ii) Les valeurs propres de la matrice des dérivées en un point fixe sont réelles.
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Démonstration. Calculons la variation du potentiel U le long d’une trajectoire:
BU d o, oU
= —1,
Z 8da Agade ; Oga *

Comume la matrice T est positive, le membre de droite, qui est la valeur moyenne
d’une matrice négative, est négatif. Donc le potentiel diminue le long d’une tra-
jectoire. Les points fixes sont des extrema de la fonction U:

U (g~

Ba(g") =0 <« 3. ) = 0.

Un point fixe stable est un minimum local de U(g).
A un point fixe, la matrice L* des dérivées des fonctions —3 est donnée par

. 38,(g") . BZU(g*)
= e § Toe(g*) =22 11.26
ab g (9°) 0g.00 ( )

C

relation que nous écrivons symboliquement
L* = -TU". (11.27)
L’équation aux valeurs propres £ s’écrit alors
TU"h = —fh.

Comme la matrice T' est positive, elle peut s’écrire cormme le carré d’une matrice
X également symétrique et positive:

T = X2,

Posons alors

h=Xda,

o1l le vecteur # paramétrise maintenant le voisinage du point fixe. L’équation aux
valeurs propres devient

X2U"Xp = —4Xh & XU'XH=140.

La matrice U” est symétrique. La matrice L* a donc les mémes valeurs propres
que la matrice symétrique réelle —XU"X dont les valeurs propres sont réelles.

Cette relation montre aussi que si la matrice U” est positive, la matrice XU”X
Pest aussi (et réciproquement), et le point fixe correspondant est stable.
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11.3.2 Points fixes et stabilité

Nous démontrons maintenant deux autres conséquences de la propriété de flot
de gradient: 1l existe au plus un point fixe stable. Le point fixe stable correspond
& la plus petite valeur du potentiel.

En effet, supposons Pexistence de deux points fixes g* et ¢'*. Counsidérons alors
des parametres g de la forme

g(s) =sg" +(1—8)g", 0<s<1,
et le potentiel correspondant

u{s) = U(g(s)).

Notons que la condition de posivité (11.8) du terme quartique en o dans I'’hamil-
tonien est vérifiée pour toutes les paramétres g(s) pour 0 < s < 1 si elle est
vérifiée pour s = 0 et s = 1. La condition de positivité donne & 'espace des
paramétres g une structure de céne convexe.

De nouveau, nous utilisons la notation g, ol @ t représente ensemble des
indices 4, j, k, [.

La dérivée

oU s
! — / M ® _ I*® -1 ¥~
U (3) - Zd:ga(S) 89&, - ;(Qa Ga ) ab 595 ’
qui est un polynéme du second degré, s’annule & cause des conditions de point
fixepour s=0¢et s=1:
w'(0) =u'(1) =0.

La dérivée seconde u//(s) est donnée en termes de la matrice U”(g(s)) des
dérivées partielles secondes de U, et donc des dérivées partielles des fonctions (3,
par

w'(s) = > (g5 — 9" U (9()) (g5 — 95",

ab

Nous notons alors que la matrice U” correspondant au potentiel (11.24) est une
fonction affine de g;jx; et donc

U"(g) = sU"(g*) + (1 — s)U" (™).

Nous en déduisons
v (s)=sA+(1-s)B

avec

A= (g5 0.)aUL () g~ g )s: B=) (92— 96")aUss(6") (g5 — 95 o
ab ab
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En particulier, comme nous ’avons montré en section 11.3.1, en tout point fixe

stable la matrice U” des dérivées partielles secondes de U est positive. Donc si

g* et g’* sont des points fixes stables, les valeurs moyennes A et B sont positives.
Nous intégrons maintenant sur s utilisant la propriété «'(0) = 0:

w'(s) = 1As* + 1(25s - s*)B.

)
La dérivée doit satisfaire la contrainte supplémentaire
wW()=0=A+B.

Les deux quantités ne peuvent donc pas étre toutes deux positives, et les deux
points fixes ne peuvent étre tous deux stables. De fagon générale, les signes de A
et B caractérisent en quelque sorte la stabilité relative de ces deux points fixes.
Supposons, par exemple, A > 0 et éliminons B. Alors

u'(8) = —As(l —s) <0

et donc
Ug™) <U(g"™).

En particulier si g* est un point fixe stable, il correspond, parmi tous les points
fixes, & la plus petite valeur du potentiel.

-

11.3.3 Stabilité du point fixe et exposant 7

Nous allons maintenant montré que, dans le cadre du développement en g, le
point fixe stable (ou du moins le plus stable) correspond a la plus grande valeur
de I'exposant n et donc aux fonctions de corrélation qui décroissent le plus vite
a grande distance.

Pour tout point fixe g*, annulation des fonctions 3 implique la relation

3
Zgijklﬁij}cl =0 = Ezgijklgijkl = (47)? Z GijklGklmnmnij 5
ijkl 17kl ijklmn
et donc

Ug") = —¢e Zgz'jklgijkl +0(g"),
ikl

une valeur négative et donc plus faible que celle du point fixe gaussien
g~ #0 = U{g") <U(0),

en accord avec 'analyse de la section précédente.
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Par ailleurs, pour un systéme avec une seule longueur de corrélation, I'exposant
n & Pordre dominant est donc donné par l'équation (11.14) et donc

1 *
n= Z Giikidijkl — ‘“EU(Q )a (11'28)

6N (4 e

ce qui est, en particulier, en accord avec le résultat général de théorie quantique
des champs n > 0.

Comme nous 'avons montré, le point fixe stable correspond & la plus petite
valeur de U. Tl correspond donc aussi a la plus grande valeur de I'exposant 7,
¢’est 3 dire de la dimension d, du champ o: les fonctions de corrélations du point
fixe stable ont la décroissance la plus rapide.

La validité de cette propriété au dela du développement en ¢ reste une conjec-
ture.

Une borne sur Uezposant . Démontrons, en exercice, une borne générale sur
le coefficient dominant d’ordre &2 de 7.
La premiére condition (11.16) peut s'écrire

1
. 2 . — .
Ek Gijkt = BT Géiy, G= SIN ;k 9iikk - (11.29)

La fonction v(g) s’exprime & cet ordre en fonction de G' (équation (11.15)):

1 1
=2 -G+ 0. (11.30)
Tg) ~ > 28709
Prenant une moyenne gaussienne de 'inégalité (11.8) avec la mesure e 2 0t/ 2
on obtient (utilisant le théoréme de Wick)

> gigni (oo oK) = SZgzkzk >0,
ikl

et donc
G >0. (11.31)

Par ailleurs, 7 est donné par I'équation (11.14):

i . 11.32
77 6N(4ﬂ' 4 Z ngl ( )

De Iéquation de point fixe ;5 (g*)} = 0, ot Bijr est donné par I'équation (11.13),
on déduit & l'ordre dominant

2 Zgzklmgjk:im (11-33)
klm

1 2
(= é——'fﬁ ;ﬁzjkk( EG(sm =+ = G 613 + (8
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A cet ordre I'exposant 7 s’exprime donc aussi uniquement en fonction de G (et
donc de v):

* *2 3
n= 24(6‘ =G*%) + 0(e?).

Cette expression entraine en particulier que le coefficient d’ordre £ de G* est
borné, (0 < G* < 2&. On peut améliorer cette borne en posant

N 8Sr2G*

ikt = N 13 (8i58k1 + Girdjt + Surdis) + Ginas

ol > . i = 0. Alors

3N(87%)? ., PR
Zgzjklgukl N +2 G ? + Zgzjkigwk‘z ?
igki ijkl

et combinant cette expression avec 'égquation (11.33):

* 1 * 2 3 *® 2
— = - >0,
eld ZG N+2G >0
On en déduit AN +2)
+
g e I 2, .
0<G* < Nig cS% (11.34)

La borne correspond & un point fixe tel que Gz = 0 et donc au point fixe avec
symétrie O(N).

Enfin, Pexpression (11.32) montre que 7 est borné par sa valeur pour G* = &,
si cette valeur est permise, et sinon par sa valeur pour la valeur maximale de G*.
On en conclut
{77 < A8 2 pour N < 4,

2(N+8)2E
n<& pour N > 4.

i8

La borne pour N < 4 correspond au point fixe isotrope, c'est & dire avec
symmétrie O{N). Elle découle aussi directement des propriétés de stabilité du
point fixe isotrope (section 11.2.3) et de la correspondance entre point fixe stable
et plus grande valeur de 7.

11.4 Exercice: modéle général & deux parameétres

Pour vérifier dans une situation plus simple les résultats précédents, nous con-
sidérons un modele géneral 3 deux paramétres, dont un exemple particulier est
le modele avec anisotropie cubique examiné en section 11.1. Nous supposons de
plus que nous avons trouvé deux points fixes non gaussiens g; et g4, dont I'un
nécessairement est le point fixe O(V), par exemple gj. L’espace des paramdtres g
étant linéaire, g peut prendre toutes les valeurs contenues dans le plan sgf + tg3.
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Les conditions de positivité sont au moins satisfaites dans le quart de plan
s,t > 0.

Calculons le potentiel U(g) dans ce plan & 'ordre dominant et exprimons les
conditions de point fixe pour s = 1,t = 0 et s = 0,% = 1: quatre conditions qui
fixent quatre parametres. Nous trouvons

U(s,t) = — (Las® + bst + Lct?) + Las® + bst(s + 1) + et (11.35)
ol a, b, ¢ sont trois constantes qui, & cause de la positivité de

> Gigkigiget >0 pour gige # 0,
ikl

satisfont les conditions
a>0, ¢>0, b —ac<O.

Par exemple, pour le modele avec anisotropie cubique, on trouve

_ 12N(N +2)?

ANE
222 _
(877)"a = (N+82 -

N+8’

3
Broye=""0,

(872

et donc
16N2(N —1)e®

3(N + 8)2
Exprimant qu’au point fixe gaussien la valeur propre dégénérée est ¢, on obtient
la matrice T, qui est ici une matrice constante car la transformation g — {s,t}

est lindaire et dans la paramétrisation (11.7) T = 1.
On en déduit les équations de flot

(87%)*(ac — b*) =

1,ds 2b(b — ¢)
A = s — st T st
S T e Y
1, df 2b(b — a)
A =t T st
e dn T2
Posons 2b(c — b) %(a — b)
c— a—
L
Dans le modele avec anisotropie cubique
2 12
M=z MTNIR
On trouve alors un quatriéme point fixe
1— 1—
823427&1, t=t457a2.
1 —aiam 1 —aian
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La matrice L = —03/0g des dérivées partielles est

_ 1—25— it —y 8
L_E( —-Odgt 1—2t——0€25)'

Les valeurs propres aux différents points fixes sont

1,1 pour s=t =10
—-1,1—as pours=1,t=20
—1,1—ay pours=0,t=1
—1,1—-a3 pour s=s4,t=14,

ol nous avons posé

1— a1 -
1 —ag = _( 061)( 042) S 20—y —ag+ ajazag =0. (11.36)
1 — (X1 (g

On voit que du point de vue algébrique les trois points fixes jouent un role
complétement symétrique.
La condition de stabilité d’un point fixe est

a; > 1.

Vérifions qu’en accord avec le résultat général les conditions o > 1 et g > 1
sont incompatibles. Par exemple «; > 1 implique

2b{c—b) >ac—b* = clc—a)>(b-c)? = c>a.

Il est clair que la condition a > 1 implique a > ¢ qui est incompatible.

Par ailleurs les valeurs du potentiel aux points fixes g7 et g3, respectivement,
sont —a/6 et —¢/6, et donc le point stable correspond bien au potentiel Ie plus
bas.

Nous utilisons maintenant la propriété que le point fixe isotrope est toujours
présent. Supposons que ce soit g7. Alors

N 16m2e
(g7 )ijul = V18 (640Kt + dindj1 + 0irdij) .
La valeur de a est celle du modgle avec anisotropie cubique. Le paramétre b est
donné par
6e?
N+8

b=e> (gD)ihe(g5)ijie = (87%)°
ikl

NG5,

et enfin
c=eY (93)ii(93)ises = (87%)2Ne (G5 — 1G37) .
ijkl
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A cet ordre tout s'exprime en fonction de G%. Les parametres o; deviennent

12
N8

] — G; / g, (2

On voit que oy et ay sont positifs et, & cause de la borne (11.34),
ap + Qg < 2.
Ensuite équation (11.36) implique
a3 >0, a;+o; <2pouri#j.

Enifin ’équation (11.36) montre que réciproquement que 0 < a1, a2 < 1 entraine
oz > 1. Donc il existe toujours un point fixe stable. Comme dans le cas du modele
avec anisotropie cubique si le quatriéme point fixe est stable, s4,%4 > 0.

Notons enfin que la plupart de ces considérations se généralise a l'ordre suivant
€N £.
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Chapitre 12

Calculs perturbatifs en théorie statistique des
champs

L’analyse des corrections dominantes a ’approximation quasi-gaussienne, ou du
champ moyen, ainsi que des arguments de groupe de renormalisation, ont montré
qu’au moins en dimension d = 4—¢, ¢’est & dire dans un voisinage infinitésimal de
la dimension 4, les propriétés universelles des transitions de phase du second ordre
peuvent étre entierement décrites par une théorie statistique des champs dans
Pespace continu. Au chapitre 10, nous avons utilisé cette idée pour déterminer
les fonctions de groupe de renormalisation au premier ordre non trivial en e. Ce
calcul était basé sur des hypothéses qu'il est nécessaire de justifier. Nous donnons
donc dans ce chapitre consacré au calcul perturbatif, et dans le suivant ofi nous
relions théorie de la renormalisation et équations de groupe de renormalisation,
quelques indications sur les méthodes de théorie des champs qui permettent de
démontrer, dans le cadre du développement en £, ¢’est & dire au sens des séries
formelles, les résultats du groupe de renormalisation et de faire des calculs précis
des quantités universelles.

Dans 'espace contimui, comme sur le réseau, les objets utiles sont les fonctions
génératrices des fonctions de corrélation complétes, connexes ou fonctions de
vertex. Elles s’expriment en termes d’intégrales de champ ou intégrales fonction-
nelles. Elles peuvent se calculer par un développement systématique autour de
modeles gaussiens, Les contributions successives a ce développement perturbatif
sont des valeurs moyennes gaussiennes qui s’obtiennent par le théoréme de Wick
et s’expriment en termes de diagrammes de Feynman. La partie algébrique de
ces calculs se distingue peu des calculs présentés en section 2.3 pour les intégrales
ordinaires, et en section 5.3 dans le cas de 'intégrale de chemin.,

Par ailleurs, le calcul de 'intégrale de champ par la méthode du col organise
le développement perturbatif comme un développement en nombre de boucles
au sens des diagrammes de Feynman.

Enfin, nous avons déja introduit I'idée de prolongement dimensionnel des dia-
grammes de Feynman. Nous précisons ici la définition du prolongement dimen-
sionnel.
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12.1 Fonctionnelles génératrices de fonctions de corrélation

Comme nous 'avons déja expliqué au chapitre 6, du point de vue algébrique
il est particulicrement commode d’introduire les fonctionnelles génératrices des
fonctions de corrélation. Nous nous contentons donc de récrire les définitions
et relations entre fonctionnelles génératrices dans espace continu, une majeure
partie de la discussion du chapitre 6 s’appliquant aussi ici.

Soit o(z) un parametre d’ordre ou champ classique aléatoire muni d’une loi
de probabilité, une mesure positive normalisée sur 'espace des champs plo)idel,

de la forme
plo) = Ne ™),

ot H(o) est Phamiltonien et A une normalisation qui assure [ p(co)[do] = 1.
La fonction de corrélation a n points,

Z(”)(:cl,scz, eeyTp) = (U($1)0’($2) oo 0{(Tn))

ot (e} signific valeur moyenne avec la mesure p(o)[do], peut se déduire de la
fonctionnelle génératrice des fonctions de corrélation

2(H) = <exp / dazcr(a:)H(:n)>. (12.1)

La fonctionnelle Z(H) est aussi, au sens de la physique statistique, la fonction
de partition dans un champ classique externe H(z). Il découle de la définition
de la dérivée fonctionnelle que

5?5(?)_) exp [ f dmo(m)ﬂ(m)} = a(y) exp [ f da:a(w)H(a:)} . (12.2)

Par conséquent,

]
AL o — —— | Z(H 12.:
(Y1, 42, Yn) (H 5H(y¢)) (H) . (12.3)
Les fonctions Z™ (y1,va,. .., yn) sont des fonctions de corrélation completes. La
fonctionnelle
W(H) = ln Z(H), (12.4)

proportionnelle & I'énergie libre dans un champ externe, engendre les fonctions
de corrélation connexes:

W) =3 - /dacl - day W (. ) H ) .. Hzy).
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Dans les théories des champs locales (équivalent de systémes statistiques avec
forces & courte portée) les fonctions connexes satisfont & la propriété d’amas: elles
décroissent quand les points x1, z9,. .., z, sont séparés en deux sous-ensembles
non vides qu’on éloigne 'un de I'autre, de fagon algébrique ou exponentielle
(section 6.2.1).

Fonctionnelle génératrice des fonctions de vertexr. On définit encore par trans-
formation de Legendre la fonctionnelle génératrice T'(M) (cf. section 6.3):

W(H) + T(M) = ] de H(z)M (), (12.50)
M(z) = ‘;VI:%). (12.55)

En mécanique statistique I'(M) est le potentiel thermodynamique fonction de
I'aimantation locale. Mais I'(M) joue aussi un réle central dans I'analyse de la
théorie des perturbations en théorie des champs. Les fonctions & n points que
(M) engendre,

1
I(M)=>" ﬁfdac] coday, T (o, 2n) M (1) L M (),
n=0

sont techniquement appelées fonctions de vertex.

12.2 La théorie des champs gaussienne. Théoreme de Wick

En théorie des champs, comme pour d’autres processus aléatoires, la mesure la
PS8, P P ’
plus simple est la mesure gaussienne, du type considéré en section 8.4.

12.2.1 Théorie gaussienne

Dans le cas gaussien et invariant par translation, I’hamiltonien est quadratique
et peut s’écrire en toute généralité

Hol(o) = %/d&? dy o (£ )YHP (z — y)o(y). (12.6)

Le noyau H® (x —y) est symétrique, positif et local. Dans les cas les plus simples
H2}(z — y) est un opérateur différentiel polynome en V2 (cf. expression (10.2))
de la forme

/ dz dy o (2)H® (z — y)o(y)

= /da: {Z duo(x) (1 + ;ukﬂ(—Vi)k) duo(x) + m202(m)} .




(DRAFT du 9/7/3 14:51) 265 (DRAFT du 9/7/3 14:51)

La limite m = 0 correspond & une théorie critique (ou théorie de masse nulle au
sens des interactions fondamentales). Pour m > 0 (théorie massive), la longueur
de corrélation & est finie: £ « 1/m.

La fonctionnelle génératrice des fonctions de corrélation est alors donuée par
Pintégrale fonctionnelle

Zo(H) = N / (o] exp|—Ho ()] exp [ f dz a(m)H(m)}
= Nf[do] exp {—Ho(o‘) + fda: U(ﬂ?)H(.’E)] :

Le calcul de cette intégrale fonctionnelle est une simple généralisation du calcul
présenté en section 8.4. En particulier nous pouvons translater o(x) d’un champ
indépendant de o, pour éliminer le terme linéaire en o. Nous notons A l'inverse
de H®):

/ dz Az — 2YHO (2 — y) = 8(z — y). (12.7)
Nous posons

o) = o'0) + [y A - )H) (12.8)

La mesure est invariante dans ce changement de variable et I'intégrant devient

Za(H) = A [Tao' expl Ho(oexp B [avH@ae - i),

La dépendance en H est maintenant explicite. L’intégrale résiduelle ne donne
que la normalisation. Son calcul peut étre source de difficulté mais est également
icl sans intérét. En effet la mesure doit &tre normalisée de telle sorte que (1) =1
et donc

.N'f[da’] exp|—Ho ()] = Zc(0) = 1.

Nous concluons
Zo(H) = exp E— / dz dy H(z)A (% — y)H(y)} . (12.9)

Le noyau Az — y), inverse de H2) | est done la fonction & deux points gaussi-
enne, appelé aussi propagateur. Dans une théorie invariante par translation, il
est commode d’introduire la représentation de Fourier:

H® () = (er)d / dip ePe {O (p),  HO(p) = f dly 67 HO (), (12.100)
Alz) = (er)d / ddp 6% Ap), Alp) = f dle e A(r).  (12.106)
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Pour que l'intégrale fonctionnelle existe il faut que H® (p) soit positif pour p # 0.
La fonction & deux points A(p) est simplement V'inverse de H(® (p).

Si H?)(z) est invariant par rotation d’espace (par le groupe O(d)), la fonction
A(z) n’est fonction que de |z| et A(p) que de |p).

Fonclions connezes. La fonctionnelle Wg = In Z¢ est alors particulierement
simple, comme nous 'avons déja noté:

Wa(H) = f dz dy H(z)A(z — ) H(y).

Dans le cas gaussien, les fonctions connexes a plus de deux points sont nulies.

Fonctions de vertex. Enfin la transformée de Legendre I'q (M) est directement
liée & ’hamiltonien (section 6.1) puisque

| I'a(M) = Ho(M).

12.2.2 Théoréme de Wick

De Texpression (12.9), et utilisant les arguments du chapitre 2.2, nous obtenons
une généralisation immédiates des équations (2.13-2.17) or (5.17), qui exprime
le théoréme de Wick en théorie des champs:

<Ha(zi)> - [H S o [wo(m]}

1 i=1 H=0
= E A(z“ﬂl - z'iz) - 'A(zi25—1 - z‘llza): (1211)
tous les appariements
de {1,2,...,2s5}

ot (e), signifie valeur moyenne gaussienne {ou de champ libre du point de vue
de la théorie quantique des champs).

Graphiquement, chaque terme peut étre représenté par un ensemble de con-
tractions correspondant & un choix particulier d’appariements. Par exemple, pour
3 == 2 on trouve

! | f \
{o(z1)0(z2)0(23)0(24))y = 0(21)0(22)0(23}0(24) + 2 termes
= A(Zl — Zz)A(Zg — 24) + A(Zl — Zg)A(ZQ - 24)
4 A(Zl — Z4)A(Zz — 23).
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12.3 Développement perturbatif

Nous congidérons maintenant un hamiltonien plus général de la forme

Hio) = % / dz dy o (2)YH™ (z — y)o(y) + Vi(o), (12.12)

ol Vi{c) est un polynéme local dans le champ, c’est & dire de la classe que nous
avons mtroduit dans les chapitres précédents, intégrale d’une fonction du champ
et de ses dérivées:

W(o) = [ doVilo(@), 0,0 (0),.. ]

Notons qu’en théorie quantique des champs, ’hamiltonien H(o) est appelée ac-
tion euclidienne en ce sens qu’il est formellement obtenue & partir d’une action
classique par le passage & une variable de temps imaginaire.

Bien que la plupart des résultats présentés dans ce chapifre sont illustrés par
des hamiltoniens de type (10.1), ces résultats s’appliquent & des théories plus
générales.

La fonctionnelle génératrice prend la forme

Z(H) =N / (do] exp {—H(J)Jr f dxH(m)o(m)} (12.13)

o, & cause de la condition de normalisation Z(0) = 1, A est l'inverse de la
foniction de partition en champ nul:

N / [do]e= ™)

Utilisant la propriéié (12.2),

6}}5(33) exp { f dyH(y)a(y)] = o) exp [ / dyH(y)o—(y)} ,

nous pouvons exprimer Z(H) en termes de la fonctionnelle gaussienne Zq(H)
sous la forme

Z(H) = N exp {MVI ((—%n Ze(H) = N exp [—V; (S%H exp We(H)|

— Nexp {-vx (;I)] exp B f dz dy H(z)Alz — y)H(y)] (12.14)

Combinant les identités (12.3,12.14), on peut calculer toutes les fonctions de
corrélation du champ ¢ comme des séries formelles en puissances du potentiel
d’interaction Vi, pour utiliser le langage de la théorie quantique des champs.
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L’interaction V1 est une somme de monoénes appelés vertexr d’interaction. A
chague mondme correspond un opérateur différentiel: un produit de dérivées
d/8H qui engendre un produit de propagateurs A.

Les mémes résultats sont obtenus en développant Pexpression (12.13) en puis-
sances de o, ne gardant que le terme quadratique en ¢ dans ’exponentielle,
et en appliquant le théoreme de Wick. La théorie des perturbations, c’est &
dire le développement en puissances de Vi, réduit alors tous les calculs & des
valeurs moyennes gaussiennes de produits de champs. La théorie des perturba-
tions s’exprime donc en premier lieu en termes de la fonction & deux points
gaussienne ou propagateur A (équation (12.7)). Chaque contribution comporte
des intégrations agissant sur un produit de propagateurs A (théoreéme de Wick),
et a une représentation graphique en termes de diagrammes de Feynman.

Remargue. Comme nous I’avons déja noté dans le chapitre 10, le noyau H 2 (z—
y) ne peut pas étre celui du point fixe gaussien —V28(z—y), car le développement
perturbatif contient alors des divergences de courte distance. C'est de nouveau
une manifestation de couplage entre les différentes échelles de physique. Ces di-
vergences n’ont pas de signification physique dans la théorie des transitions de
phase puisque la fonction & deux points du point fixe n’est qu’une forme asymp-
totique a grande distance et le réseau régularise la théorie & courte distance.

Dans le continu il faut donc ajouter des termes inessentiels correspondant &
des dérivées d’ordre supérieur, de fagon & ce que le propagateur A(x — y) soit
suflisamment régulier quand |z — y| — 0, en contraste avec la fonction a deux
points gaussienne (section 8.4.3).

Les divergences de courte distance deviennent des divergences de grande impul-
sion, ou ultraviolettes, en représentation de Fourier. Sur le réseau elles n’existent
pas puisqu’on n’intégre sur les impulsions que dans un domaine borné, une
zone de Brillouin. Pour que la théorie des perturbations existe il faut que A(p)
décroisse suflisament vite quand p — oo.

Nous supposerons donc, dans la suite de ce chapitre, que le propagateur décroit
suffisamment vite a grande impulsion dans ’espace de Fourier pour rendre la
théorie convergente & tous les ordres du développement.

12.4 Diagrammes de Feynman et fonctions génératrices

Diagrammes de Feynman. Quand les interactions sont locales, ¢’est & dire des
intégrales de polynémes dans le champ o(z) et ses dérivées, toute contribution
perturbative a la fonction de corrélation & n points est une valeur moyenne
gaussienne de la forme

<a(w1) otan) [ dnom ) [amorm) - [ am(m)O

(Les dérivées possibles n’ont pas été indiquées.) C’est donc une somune de pro-
duits de propagateurs intégrés sur tous les points qui correspondent & des vertex
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d’interaction. 11 est alors possible de donner une représentation graphique de
chaque contribution: un propagateur est représenté par une ligne qui joint les
points qui correspondent & ses arguments; de plus, chaque point qui est commun
4 plus d’une ligne correspond & un argument sur lequel il faut intégrer.

Aprds transformation de Fourier, & chaque ligne orientée est attachée une im-
pulsion: changer l'orientation change le signe de I'impuslsion. A chaque vertex la
somme des impulsions entrantes est nulle: on retrouve les lois de Kirchoff pour
les intensités de courant dans un circuit électrique. Enfin on integre sur toutes
les impulsions libres.

Une dernidre remarque: des interactions locales peuvent aussi contenir des
dérivées du champ o(z). Alors dans P'expression (12.11) des dérivées du propa-
gateur apparaissent aussi. La représentation en termes de diagrammes Feynman
tels que nous les avons dessinés ici n'est plus fidéle puisqu’elle n’indique pas
I'emplacement des dérivées. Il existe une représentation fidéle qui est obtenue en
séparant les points aux vertex et en plagant des fleches sur les lignes.

Fonctionnelles génératrices. Dans la représentation en diagrammes de Feyn-
man, le développement perturbatif de Z(H) contient des contributions non con-
nexes au sens des graphes. Il découle des arguments de la section 2.3 que W(H),
par contre, est la somme des contributions connexes. Enfin la fonctionnelle I'( M)
a les propriétés perturbatives les plus simples: on démontre que son dévelop-
pement ne contient que des diagrammes 1-irréductibles, c’est & dire qu’il est
impossible de séparer en plusieurs composantes connexes en ne coupant qu'une
ligne. Ce sont ces diagrammes qui sont & la base de la théorie de la renormalisa-
tiomn.

Représentons de maniére graphique les premicres relations entre fonctions con-
nexes et fonctions de vertex. Nous définissons:

W = _®__ rin) —

FIG. 10

Dans la représentation graphique de (™) nous avons voulu expliciter la pro-
priété qu’aux points de la frontiere du graphe ne sont pas attachés des propaga-
teurs, a la différence des fonctions connexes.

Explicitons d’abord la relation entre fonctions & deux points:

/dz W (z — 2P (2 —y) =8(z —y).
Il est commode de poser

'@z —y)=H(z —y) + E(z —y),
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FIG. 11 — Contribution & la fonction & deux points connexe W2,

ol nous avons séparé la contribution gaussien de la somme 33, appelée opérateur
de masse, des contributions dues aux interactions engendrées par V. Alors le
développement perturbatif de W% peut étre organisé comme une série géomé-
trique (figure 11):

W3 (g —y)=Alz—y) — /dzl dog Az — 21)8(21 — 22)A(20 —y) +... ,

oll ¥ est une somme de termes l-irréductibles. La représentation de W2 dans
la figure 10 est un substitut pour cette somme.,

En termes de ces représentations, les représentations graphiques des fonctions
de corrélation W) et W™, par exemple, en termes des fonctions de vertex
correspondantes et de W sont alors données par les figures 12 et 13, respec-
tivement.

FIG. 12 — La fonction connexe d trois points W&,

+ 2 termes.

FIG. 13 — La fonction connexe 4 gquatre points w®,

Remargque. Pour tout diagramme 1-irréductible on démontre (par exemple par
récurrence) la relation entre nombres de boucles L, nombre de lignes internes ou
de propagateurs I et nombre de vertex n:

L=I—-n+1,. (12.15)

En représentation de Fourier, L est aussi le nombre d’impulsions libres dans le
diagramme de Feynman sur lesquelles il reste a intégrer. En effet ce nombre est
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égal au nombre de propagateurs moins le nombre de vertex & cause de la conser-
vation de l'impulsion & chaque vertex plus un, car la conservation de 'impulsion
totale rentrant dans le diagramme est déja satisfaite.

Ezemple. Considérons I'exemple particulierement ufile du point de vue des
phénomeénes critiques de 'interaction

1

Vi(o) = a fd:c o*(x). (12.16)

Pour déterminer le premier ordre non trivial en g des fonctions de groupe de
renormalisation, il faut développer les fonctions & deux et quatre points jusqu’a
I'ordre g2. On trouve alors des expressions directement adaptées des résultats
(2.27) et (2.31).

Fonction ¢ deux points. La fonction & deux points & Pordre g% est donnée par

(o(z1)o(2)) = (a) — 39 (0) + 197 (¢} + 197 () + §g” () + O (¢”) .

Notons que trois contributions supplémentaires qui se factorisent en

(6(561)0(372))0 <U4(’y)>0 . <0($1)0($2)U4(?}1)>0 <G4('y2)>0 et
(o(z1)a(z2)) (‘74(91)04(.@2))0 )

se compensent aprés multiplication par le facteur de normalisation N. En théorie
quantique des champs, les diagrammes contributant a N sont aussi appelés dia-
grammes du vide, dans la mesure oli du point de vue quantique ils contribuent
3 ’énergie de Petat fondamental, appelé aussi vide.

Dans ce développement (a) est le propagateur:

(a): Hi | i)

(b), le diagramme de Feynman qui apparait a 'ordre g, est exhibé en figure 14:

by

FIG. 14 — Fonction & deuz points a Uordre g.
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N
N
(e)

() (d)

FIG. 15 — Contributions d’ordre g* & la fonction & deux points.

et les diagrammes {c},(d),(e) sont montrés en figure 15:

Justifions, par exemple, le facteur 1/6 devant le diagramme (e). Développant
I'exponentielle au second ordre, nous devons calculer la valeur moyenne gaussi-
enne de

g2
o1 (4!)2 fddyl /ddyz (G(xl)a(x2)04(y1)a4(y2)>0 ,

que nous obtenons par le théoreme de Wick.

D’abord, o(z1) peut étre apparié & un facteur o du terme d’interaction; il y a
huit choix équivalents et un des deux vertex d’interaction est distingué. Ensuite
o(xg) doit &tre apparié avec un facteur o du vertex restant: quatre choix. Les
trois champs restants dans les deux vertex peuvent étre appariés de toutes les
facons possibles: 3! possibilités équivalentes. Prenant en compte tous les facteurs,

on trouve
1 1

2 (41)?

Notons aussi que ce facteur 1/6 multipliant le diagramme a une interprétation en
termes des isomorphismes du graphe. 11 s’interpréte comme 'inverse du nombre
3! de permutations qui échangent les trois lignes qui joignent les deux vertex. Il
existe des expressions générales qui relient les facteurs qui apparaissent devant
chaque diagramme aux symétries du graphe.

Enfin une remarque pratique est la suivante: la somme de tous les facteurs & un
ordre donné peut étre calculée & partir d’une théorie des champs & zéro dimension
obtenue en supprimant tous les arguments des champs et toutes les intégrales,
normalisant le propagateur &4 1. Par exemple, dans le cas de linteraction o*
considéré ci-dessus

1
Bx4dx3l=-.
X 8 x4 x q

1, 9
H(O’)-—2O' 4l

La fonction & deux points est donnée par

ot

[ doo?exp|[—H(o)]

2) .
Z [ do exp [—H(o)]

_ 418 22 3
=1 5+ 39 +0(g%),

ol les intégrales ne portent que sur une seule variable o.
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Vérifions notre calcul de I’ordre g2:

2_1.1.1
3 4 4 6

De facon plus explicite, on trouve done (ici W® = Z(®)
W @y — 25) = Az — 2) — %gfdy Afmr — )A(0)A(y — z2)

iy / dys dys [LA%(0)A@1 — y1)AW: — y2) Ay — 7o)

+ LA0)A* (g1 — y2)A(z1 — y2)A(z2 — ¥2)
+IA(z — y1) A3 (g1 — y2) Alyz — 22)] + O(g°).

Seul le diagramme (c) est 1-réductible, et il disparait dans la transformation de
Legendre. Par ailleurs il faut oter les propagateurs externes. On trouve alors

T® (g — @g) = H® (z1 — 22) + 2g6(z1 — 22)A(0)
~ 1780 [ 4y 2281 ) = BPANm —22) +0L),

qui est une expression plus simple.

Transformée de Fourier. Comme nous 'avons déja noté, dans une théorie
invariante par translation les relations entre différents types de fonctions de
corrélation ont des formes plus simples en représentation de Fourier. Nous in-
troduisons done les fonctions définis en (9.5,9.9) et les représentations (12.108),
(12.10a) du propagateur et de son inverse. Avec ces notations la fonction de
vertex a deux points devient

T (p) =HP (p) + %9(271T)d /dqﬁ(q) - ﬁgzm—;)ﬁ/dm [X(m)fsz A¥{ga)

-39 (27:)201 fd% dgz A(g) A{@2)A(p — a1 — a2) + O(g®).

La fonction & deux points s’en déduit alors en développant la relation

WL (p) =1.

La fonction ¢ quatre points. La fonction & quatre points a 'ordre g2 est donnée
par

(o(z1)o(x2)o(x3)0 (2a)) = [(a)12 (a)as +2termes] — % [(a)i2 (b)as
+5termes| — g (f) + g° {(a)lg E {((c)as + (d)34) + é(e)m] + 5 termes}

2 2 2
n % “(b)rg (b)aq + 2termes] + % [(g) + 3 termes] + % [(h) + 2 termes]
+0(¢%).



(DRAFT du 9/7/3 14:51) 274 (DRAFT du 9/7/3 14:51)

Les nouveaux diagrammes (f), (g}, (h) sont montrés sur la figure 16. La notation
par exemple (a),, signifie le diagramme (a), contribuant & la fonction & deux
points, avec comme arguments 1 et x2. Enfin, les termes qu’il faut ajouter sont
obtenus en échangeant les arguments externes de facon & restaurer la symétrie
par permutation de la fonction a quatre points.

T1, 2

&r3#

() (8) (h)
F1G, 16 — Nowveauz diagrammes de Feynman contribuant & la fonction & quatre points.

Les diagrammes tels ajsags, qui g’expriment en termes de la fonction a deux
points, sont disconnectés, ¢’est a dire se factorisent en un produit de fonctions qui
dépendent de sous-ensembles disjoints de variables. L’origine de cette propriété
a déja indiqué en section 2.3.

De nouveau, comme dans le cas de la fonction a deux points, nous avons
omis les diagrammes non connexes dans lesquels un facteur n’a pas d’arguments
externes. Ces diagrammes sont compensés par les contributions perturbatives du
facteur de normalisation N dans Pexpression (12.13).

La fonction a quatre points connexe en notation plus explicite se réduit

WO(ar,2,70,70) = g [ dy Aor— DA ~ 22)Alza - 1) Az ~1)

+1g° /d’yldyz Az — y1) Az — 1) A(m3 — y2) Alwa — y2) A% (Y1 — 12)
+ 2 termes

+ égZ/dyldyg Ayt —y)Aly — y2) Az — y1) Alzy — y2) Azs — y2)
X A(Tq —y2) + 3 termes + O(g®).

La transformation de Legendre est simple aussi pour les fonction a quatre points
dans cette théorie: ici il suffit d’enlever les propagateurs des lignes externes, et
de changer de signe. On trouve

T® (@), 20, 3, T4) = ¢0{x1 — 22)6(1 — 23)8(z1 — T4) — 19%5(z1 — x2)
X 8{z3 — z4)A%(z1 — T3) + 2 termes + O(g°).

Les transformées de Fourier respectives sont alors données par

W (p1, p2, ps, pa) = Ap1)A(p2)A(pa) A(pa) | —g
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dgA(py + p2 — )A(g) + 2 termes

Y+ 3 termes | + O(g%),

et

. 1 -
e (p1:p23p37p4) g— 9 2( ) /dq A(1’91 +p2 — q}A(q) + 2 termes + 0(93)-
(12.17)

12.5 Développement en nombre de boucles

Tl existe une autre maniére d’organiser le calcul perturbatif de I'intégrale fonc-
tionnelle qui est basée sur 'application de la méthode du col (cf. section 2.5) aux
intégrales fonctionnelles. On cherche le minimum o, de la fonctionnelle

H(o, H) = H(c) — / dz H(z)o (),

qui est solution de ’équation

dH(o, H)

dolz)

Faisant le changement de variables o — x:
o(z) = oc(H;x) + x(z),

on développe alors H (e, H ) autour de la solution o:

1 &
H(o, H) = H(o, H) + o1 /dmldmg x(z1) 5 Hio)

Go(an)d0 (@) | x(z2) + O(*).

On garde le terme quadratique en x dans I'exponentielle et développe les termes
d’ordres supérieurs en x. On raméne ainsi le calcul & des intégrales gaussiennes.
Les deux premiers termes d'un tel développement ont déja été donnés dans le
formalisme avec variables discrétes en section 6.4.

12.5.1 Ordre dominant: Diagrammes en arbre

Approximant 1'intégrale de champ par sa valeur au col, on trouve la contribution
dominante a la fonctionelle connexe

WolH) = —H(H, 00) = —H(0s) + / dz H(z)oulz).  (12.18)
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On vérifie alors que la transformée de Legendre I'g de Wy(H) est donnée par
(section 6.4)
To(M) = H(M). (12.19)

On remarque que la théorie des perturbations ordinaire est obtenue en dévelop-
pant la solution o.(H) en puissance de H. Les diagrammes ainsi obtenus sont des
diagrammes en arbre (sans boucle). Pour I'hamiltonien (12.12}, le développement
prend la forme

_ . Vi(oe)
oo@)= [ dyAe=p6) - [ayaew—n’
= [ayae—aw) - [aya@-pz i AT+, (1220

ou Pargument AH de V; représente la substitution
oe(z) — AH = /dy Az — y) H(y).

Si, par exemple,
V(o) = 4 [ dootio)

o, a le développement en diagrammes de Feynman:

o= oo g — I <H+

FiG. 17

12.5.2 Ordre suivant: diagrammes & une boucle

Ne gardant que le terme quadratique en x dans le développement de H(o), on
calcule I'intégrale gaussienne et on trouve (cf. équation (6.27))

52 —1/2
B(H) o Zo(H) |det 5 OV , (12.21)
ot la normalisation est fixée par la condition Z(H = 0) = 1. Posant
W(H) =Wo(H)+Wi(H)+ -, (12.22}

on trouve la contribution suivante & la fonctionnelle connexe normalisée (utilisant
I'identité classique Indet = trn)
1 &*H 6*H

H) = —= |trl _
Wa(H) 2 | doc(z1)doc(22) | 5 frin doo(x1)b0.(T2)

H_J . (12.23)
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FIG. 18

On remarque que la fonctionnelle W, (H) développée en puissances de H en-
gendre tous les diagramimes connexes & une boucle. La figure 18 montre une
contribution typique & Wi (J).

Enfin, comme conséquence de la propriété (6.15), les corrections dominantes &
W et T" sont opposées. Les contributions & une boucle & la fonctionnelle I' sont
donc engendrées par (cf. équation (6.27))

1
Pl(M) = —tr

8*H §?H
5 In 53 (513 M (w3) } ; (12.24)

1
" SMOM {310y a1

olt M est Paimantation spontanée (I’aimantation en champ nul).

Plus généralement, le développement par la méthode du col organise les dia-
grammes de Feynman par nombre de boucles croissantes. On Pappelle d’ailleurs
développement en nombre de boucles.

Pour établir cette propriété, on introduit un parametre /i et remplace H(o, H)
par H{o, H)/h. La méthode du col produit un développement en puissances de
#. Il est commode de définir W = hln Z de fagon & ce que les contributions en
arbre & W et I' soient d’ordre A°. L’introduction du parameétre i a pour effet de
remplacer le propagateur A par hA (on inverse le coefficient de ¢?) et de diviser
tous les vertex par hi. Pour un diagramme 1-irréductible, appelant I le nombre
de propagateurs, n le nombre total de vertex, on trouve donc un facteur AT,
le dernier facteur % venant de la définition de W. Utilisant la relation (12.15),
on reconnait le facteur A% ot L est le nombre de boucles.

Ezemple. Considérons de nouveau la théorie o* (equation (12.16)). Alors

(M) = Ltrln[1+ $gAM?].

Développant en puissance de g, on engendre les diagrammes 1-irréductibles a une
boucle de la figure 19:

w1 9" [T
Fl(M) = Z(—l) —HW/Hdm@ Mz(mg)A(w,& — $’H-1):
=1

n=1
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FIG. 18

olt Ln4+1 — L1
Introduisant les représentations de Fourier (12.108) et

M(sz) = [ dp v sit(r),

on peut récrire ce développement,

I (M) = Z(*l)%l%ﬁ/ (ﬁdpiﬂ(ﬁ')) 5(2297) /dq ﬁA(qj)

n=}

avec
=9, Gi+1—q; =P2—1+ P2j.

12.6 Prolongement et régularisation dimensionnels

Une technique s’est révélée particulierement utile a la fois du point de vue de
la théorie quantique des champs telle qu’elle s’applique & la théorie des interac-
tions fondamentales que dans 1’étude des phénomeénes critiques, le prolongement
dimensionnel des diagrammes de Feynman. Il conduit & une définition, mais qui
est purement perturbative, de la théorie des champs en dimension d non entiére.
La régularisation dimensionnelle et done la soustraction minimale en sont issues,
mais aussi les formes variées du développement en £ que nous avons discutées au
chapitre 10.

12.6.1 Prolongement dimensionnel

L’idée essentielle, qui permet d’aboutir & un prolongement dimensionnel des di-
agrammes de Feynman, consiste & représenter le propagateur comme une trans-
formée de Laplace de la forme

Alp) = f dt p(tA?) = t¥* ). (12.25)
0

ot A est un paramétre caractérisant I’échelle de courte distance et la function
o(t) est positive et satisfait la condition

1— () < Ce " (o> 0) pour t = +00.
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Un exemple simple est
o(t) =0 pourt <1,
o(t)=1 pourt> 1

Dans la limite A — oo, on retrouve la fonction & deux points du point fixe
gaussien pour m = 0 et en général la fonction a deux points gaussienne dans le
domaine critique correspondant & Ihamiltonien (8.26).

On suppose dans un premier temps que le propagateur A( } pour |p| — oo
tend vers zéro suffisamment vite (C est & dire plus vite que toute puissance) pour
que les diagrammes de Feynman soient finis en toute dimension pour m # 0 et
au dessus d’une dimension dpyi, > 2 powr la théorie critique. Ceci implique que
la fonction o{t) s’annule plus vite que toute puissance pour ¢ — 0.

Dans les diagrammes de Feynman, les intégrations sur les impulsions libres
correspondant aux boucles deviennent des intégrations gaussiennes qui peuvent
&tre effectudes en toute dimension d. La dépendance dans la variable d devient
alors explicite.

A cause de la condition de décroissance rapide du propagateur, on obtient des
fonctions méromorphes de d, analytiques pour Red > duyin pour des théories
critiques (m = 0) et entidres si la longueur de corrélation est finie (théories
massives).

12.6.2 Régularisation dimensionnelle

Apres prolongement dimensionnel, on choisit d complexe, Red < do tel que
naivement toutes les intégrales convergent au sens du comptage de puissances.
Alors les intégrales ont des limites indépendantes de la fonetion g(t) pour A — oo
et définissent des fonctions méromorphes de la dimension, qui ont maintenant
des péles simples ou multiples sur 'axe réel, correspondant aux divergences des
diagrammes avec propagateur de la forme 1/ (p? + m?). Cette construction est
appelée régularisation dimensionnelle.

Le prolongement et la régularisation dimensionnels satisfont aux importantes
propriétés formelles suivantes:

(i) [d%p F(p+q)= [ d?p F(p) translation
(ii) f ddpF )\p)r A" [ d%p F(p) dilatation
(i) [d%pd¥q f(p = [dip f(p) [ d¥qg(q) factorisation

Les deux premieres COI]dlthIlS 1mp11quent Pinvariance par changement de vari-
ables affines. Cette invariance joue un role essentiel dans la préservation des
symétries de certaines théories des champs.

Dans le cas de la théorie o en dimension d cette méthode correspond en par-
ticulier & &liminer automatiquement les déviations au point critique. Elle élimine
aussi tous les contributions inessentielles. Mais elle introduit des divergences sous
forme de poles simples ou multiples quand e = 4—d — 0, qui remplacent des con-
tributions qui divergent logarithmiquement quand A — oo, et qu’il faut éliminer
par une opération de renormalisation, un sujet discuté au chapitre 13.
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Une conséquence curieuse. On rencontre parfois I'intégrale

(21)d /ddk k_—Zcx,
Yia

en particulier dans les théories de masse nulle. Les propriété de la régularisation
dimensionnelle (invariance par dilatation) impliquent

/ddkk2a20 pour o £ d/2 = fddkk_2a50.

Examinons I'intégrale avec un facteur de coupure p(t} qui la rend initialement
convergente

11 o0 "
D (A, d) = e A% dt p(tAZ) e et |
(M) = iy [ 4% [ttty te

On voit qu’en remplagant g(t) par 1 on retrouve bien Uintégrale de départ apres
intégration sur ¢. Intégrant sur k£ d’abord on trouve

1 1 e
Dy,(Ad) = s — dt p(tA2)te 142,
o) = ey | dtea?)

On voit maintenant que I'intégrale converge pour Red > 2a, domaine dans lequel
la fonction de d est holomorphe. Changeant tA? en £ on obtient

1 1
_ Ad—2a a—1-—d/2
Do(A,d) =A T )d/2 —~P( ) /0 dt o(t)t .

La singularité de Pintégrale est due au comportement a ¢ — oco. On peut séparer
les différentes contributions

Ad—20 1 1 14 oo
— —i1i— /2 dt t o 1 Ol—l—d/?.
Do) = s | [ avatem=4 s [T a1yt
N Ad2e 12
(Am)4/2T(a) d — 2a

(12.26)

Les deux intégrales sont des fonctions entiéres de d et donc cette représentation
définit la fonction dans tout le plan complexe. La seule singularité est le pole
gsimple & d = 2q. Suivant la procédure indiquée plus haut, nous choisissons d
complexe, Red < 2a et faisant tendre A — oo Le limite est nulle.

On peut vérifier sur un exemple que ce résultat est bien cohérent avec la
régularisation dimensionnelle, puisque cette propriété peut paraitre quelque peu
étrange. L'intégrale

7 1 / dp
C@md ) P (21 1)
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peut &tre calculée de deux facons différentes. La premiere s’appuie sur la décom-

position
/ ap (L L )= f d%p
pz pZ +1 p2 +1 '

1 i 3
I = L a—Hp*+1)

ot [ €7 ) e
__ 1 P mdfz gt L a
W_(47r)d/2/o dtt e = (Md/z]:‘(l d/2).

D’un autre cHté on peut faire le calcul direct. Le résultat se déduit immédiatement
du premier calcul de la section 12.6.3 et confirme le résultat ci-dessus.

Alors

Régularisation dimensionnelle et théories critiques. Cette propriété doit con-
duire & une certaine prudence dans l'utilisation de la régularisation dimension-
nelle dans des théories critiques, c’est & dire de masse nulle. Dans ces modeles
(comme le modéle o non linéaire du chapitre 15), on rencontre une intégrale de ce
type: [ ddk/ k2. En dimension 2 cette intégrale est & la fois divergente pour k — 0
et k — oo. Dans ce cas une utilisation naive de la régularisation dimensionnelle
conduit & un résultat indésirable.

Pour s’en convaincre, prenons le point de vue du prolongement dimensionnel
ot partons de d > 2 avec un facteur de coupure (12.25). De 'expression (12.26),
on déduit

d?k  A“?

B T d-2
Quand d — 2 cette intégrale diverge. Gette divergence pour k — 0 a un sens
physique: elle interdit I'existence de bosons de Goldstone (des champs de masse
nulle} & deux dimensions, et donc d’une brisure de symétrie continue (section
7.6).

Si, au contraire, on introduit une masse m et on part de d < 2, alors quand
d - 2 on trouve

fA d?k 7 i md—2 o/
To s = Rdy o gy T ~ =Sim——, Pd= 1oy
k2 + m? 2sin{nd/2) d—2 d—2 T'(d/2)

Cette fois nous avons procédé a une régularisation dimensionnelle et le pole a
d = 2 est une divergence pour k —oc d’ailleurs de signe opposé & la divergence
précédente. En dimension 2, la régularisation dimensionnelle naive conduit a
compenser une divergence UV (k — o0o) par une divergence IR (k — 0) ce
qui est physiquement absurde. Dans les théories critiques il ne faut utiliser la
régularisation dimensionnelle que pour des dimensions sans divergence de longue
distance ou faible impulsion.
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12.6.3 Exemples

Fonction a deux points & une boucle. Le seul diagramme & une boucle qui con-
tribue & la fonction de vertex 3 deux points dans la théorie 0% est le diagramme
(b) de la figure 14:

d
(b) = Qa(m) = (23r)d/ d’k

k2 +m?

A ce diagramme il faut soustraire sa valeur & m = 0 de fagon a ce que la théorie
reste critique pour m = 0. Par ailleurs, on modifie le propagateur & courte
distance comme indigué en (12.25):

Oa(m) — Q4(0) = ﬁ /0 " Al o(tA?) e~ (e“ﬂmZ ~1) . (12.27)

Aprés intégration sur k, on obtient la forme prolongée en dimension

Qa(m) — Q4(0) = W fom dt p(tA2)t /2 (e*tmg —1) :

Cette intégrale converge pour Red > 2 ou elle définit une fonction analytique.
Nous ne nous intéressons qu’au comportement dans la limite m — 0, qui est
aussi le comportement A — oo, pour d = 4 — ¢, £ positif et infinitésimal. Pour
d < 4 fixé, la limite A — oo existe et on peut donc remplacer p par 1. Mais la
correction dominante est d’ordre A~% qu’on ne peut pas négliger dans la limite
g — 0. Il nous faut donc les deux premiers termes du développement:

) 0) = g [ a4 (1)

g [ty )

La premiere intégrale converge pour 2 < Red < 4 et aprés intégration par
parties se ramene & une fonction I'. La deuxiéme intégrale est une fonction de
m? holomorphe & m = 0. Nous n’avons besoin que du premier terme, et done

Qg(m) — Qq(0) = mr((}lﬂjéz) m?=2 4 a(d)m2A% % + O(miAd—)
a(d) = Mﬂl)d/? fooo dt(1 — o))t =42, (12.28)

Le terme dominant pour m — 0 ne dépend pas de la fonction g et donc de la
structure de courte distance. La fonction a(d) dépend de la fonction g explicite,
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mais pour € = 4 —d — 0 a un pole dont le résidu est indépendant de g, qui
compense le pole du coefficient de md=—2:

1
d—d 872

a(d)

Dans un développement en g, on trouve

Nym?
Qd (m) N Qd (0) mHE)Vd—A £

~  Ngm2ln(m/A) + O(e) + O(m),

m—0,d—4

(A_E - € A+ const.)

ott Ny est un facteur fonction entitre de d qu'il n’est pas utile de développer

2 1
= amier(ife) & T O

Ny

En effet le rapport Ny/N, peut étre absorbé dans une redéfinition du parameétre
de développement.

Le facteur In(A/m) est directement 1ié au facteur In(t/A’?) de I’équation
(10.22).

Notons enfin qu’en régularisation dimensionnelle le résultat se réduit au terme
proportionnel a m? 2:

Qa(m) — 04(0) = ——Wr((z;)i/zz)md_g

La fonction T" étant méromorphe, cetie expression est bien une fonction méro-
morphe de d avec un pole simple & d = 2 correspondant a la sousiraction du terme
avec propagateur critique, et des poles & d = 4,6,... qui sont conséquences di-
rectes de la divergence & grande impulsion (ultraviolette, UV), ou courte distance
du diagramme de Feynman limite pour A — oo.

Dans le développement en €, le terme m? lnm n’est pas affecté, mais un terme
singulier en m?/e 8’y ajoute, qu'il faut compenser par renormalisation.

Fonction & quatre points & une boucle. Considérons le diagramme & une boucle
contribuant 3 la fonction de vertex & quatre points dans la théorie o (diagramme
(h) de la figure 16). En régularisation dimmensionelle on trouve

1 d4q
840 = Gt | v ol o

1 o0
~ i [0 [ dtidt e [ a(a? ) = ta (0= )" )]
(27) o
1 %0 dty dig ) )
R ISY I IR Y1) - ta) — _
(47T)d/2f0 (t1 T )42 exp[ p*tite/(t1 + ta) — m= (i1 —i—tz)]
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La dépendance en d est maintenant explicite et 1'intégrant défini pour tout d.
L’intégrale sur les variables restantes, par contre, ne converge que pour Red < 4
en I'absence de facteurs de convergence.
Nous pouvons faire le calcul explicite pour m = 0. Apres le changement de
variables ty,fs +— £, s:
tlzts, tgm(l—t)s,

I'expression devient

1 ! = 1-d/2 ,—st({l—1)p?
Bd(p): Wﬁ dtfg dss e P s

expression définie pour 2 < d < 4. L’intégrale sur s donne

Bd(p) = (47?1)d/2 (pg)(d/2)—2 F(Z — d/z)/c; dt [If(]. _ t)](d/Z)"-Z ’

et enfin I'intégrale sur ¢ conduit au résultat explicite

1 *(d/2—1) ( 2)(d/2)—2’

WF(Z —d/2) T3 (12.29)

By(p) =

Cette expression est de nouveau une fonction méromorphe de d avec un péle &
d = 2 correspondant & des divergences de longue distance ou petite impulsion
parce que nous avons spécialisé le calcul & la théorie critique m = 0, et des pdles
ad=4,6,...quisont conséquences directes de la divergence & grande impulsion
du diagramme de Feynman.

Le développement en & conduit &

Balp) ~ Na (1 ~1ap) + 0().

De nouveau le simple prolongement dimensionnel avec propagateur modifié con-
duit & compenser le pole en € et & le remplacer par InA, & une constante
numeérique dépendant de p prés.

Le résultat obtenu ici confirme le calcul de la fonction (10.8).

Fonction 4 deuxr points ¢ deuz boucles. Pour obtenir la correction dominante
a la dimension du champ o, il faut calculer le diagramme (e) contribuant & la
fonction & deux points ['®(p), dans la théorie critique:

(e) _ 1 / ddQldqu
(2ry2d | g2 (p— q1 — ¢2)?
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1l est commode ici de faire le calcul en deux étapes. On peut d’abord calculer le
propagateur A comme fonction de variables d’espace. On trouve en dimension
arbitraire la forme (8.35):

2d#2

A= G

T(d/2 — 1)|z]>~

Alors
(o) = f kT AB(z)ds

Il faut donc calculer I'intégrale

e'.ip:z:
P = / d?z .
||
On utilise la représentation

1 1 = J2-1 -t
A " T(ag2) Jy T
1]

et done, apres intégration sur z,

P — i foo At 10/2—1-d/2 o—p* /4t
L(e/2) Jo '

Le changement de variables s = p*/4t rameéne de nouveau l'intégrale & ume
représentation de la fonction I'.
Le résultat final est

(6) = — gsr(iéz(?;l/lgr_(z)_ ) p2a-s _ 2,2 (—élg 4 ilnp) +0(e). (12.30)

Le résultat est une fonction méromorphe de d, avec un pdle double a d = 2
qui correspond & des singularités de longue distance, et des poles simples a d =
3.4, ... correspondant & des singularités de courte distance.
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Chapitre 13

Théorie des champs prés de la dimension 4

Au chapitre 10, nous avons montré comment des calculs perturbatifs basés sur
une théorie statistique locale des champs de type [ dz o*(z), combinés avec les ar-
guments de groupe de renormalisation de la section 9.6, permettent de déterminer
certaines propriétés critiques universelles de modeles ferromagnétiques au moins
au voisinage de la dimension 4. Nous avons ainsi exhibé un point fixe non
gaussien et obtenu les exposants critiques correspondants au premier ordre dans
la déviation e =4 — d > 0 a la dimension 4.

En section 10.5, nous avons décrit, sans justification précise, la forme des
équations de groupe de renormalisation asymptotiques que satisfont les fonc-
tions de corrélation connexes, & grande distance et & tous les ordres dans un
développement double dans le coefficient de [ dzo?(x) et . Ces équations per-
mettent alors, quand il existe un point fixe stable, de démontrer I'universalité
des comportements critiques. Elles indiquent que les méthodes qui ont permis de
calculer des quantités universelles au premier ordre en &, se généralisent & tous
les ordres.

Nous allons dans ce chapitre décrire avec quelles hypothéses de telles équations,
et les propriétés des phénomenes critiques qui s’en déduisent, peuvent étre démon-
trées dans le cadre de la théorie statistique des champs.

13.1 Hamiltonien effectif

Le point de départ de notre analyse est 'hamiltonien critique (10.1) de la section
10.1, et plus généralement hamiltonien (10.19) de la section 10.3. Il correspond
a une théorie statistique locale des champs dont I’hamiltonien est la somme de
Phamiltonien de point fixe gaussien, des perturbations essentielles au modgle
gaussien, et de termes quadratiques dans le champ avec un nombre suffisant de
dérivées, destinés a régulariser les divergences a grande impulsion, ou i courte
distance (hamiltonien dit de Landau—Ginzburg—Wilson). Ces divergences ne sont
pas présentes dans les modeles sur réseau parce que les impulsions sont bornées
par la zone de Brillouin.
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A Tordre dominant, un tel hamiltonien reproduit tous les résultats du modele
quasi-gaussien ou de approximation de champ moyen. Au-dela, il conduit & un
développement double, perturbatif et dimensionnel, fini pour les fonctions de
corrélation, fini sauf & T, & impulsion nulle.

L’hamiltonien de la théorie des champs prend alors la forme (10.19) qui est un
exemple de hamiltonien de type (12.12) avec une interaction spécifique:

H(o) = HP (o) + %g/dd:c o*(x) (13.1)
et
MO (o) = / d%a 3" Guo@) + f die Y upr 3 B,0(@)(~V?)rd,0(x)
P k=1 p
+ %uofddm a?(x).

Le paramétre ug est ici la somme de la contribution r.(g) qui assure que le
hamiltonien reste critique, et d’une déviation essentielle infinitésimale ¢ oc 1" — T.
3 la théorie critique. Basée sur les résultats empiriques précédents nous supposons
que tous les parameires ug et g sont des fonctions régulicres de la température
pour T proche de 1.

On appelle aussi une telle théorie des champs théorie des champs effective
pour souligner qu’il ne s’agit pas d’'un modele microscopique, mais seulement
d'un modele qui reproduit correctement les comportements asymptotiques a
longue distance (cette dénomination est aujourd’hui presque un pléonasme dans
la mesure oil presque toutes les théories des champs qui apparaissent en physique
ont cette interprétation).

Les méthodes de la Théorie Quantique des Champs (TQC) perturbative, per-
mettent alors de clarifier les hypothéses & la base du groupe de renormalisation et
de démontrer de nombreux résultats généraux comme les propriétés d’universalité
et les lois d’échelles (Brézin, Le Guillou, Zinn-Justin 1972-1974). La théorie des
perturbations est aussi & la base de calculs précis de quantités universelles pour
une large classe de modéles statistiques.

Les équations du groupe de renormalisation (EGR), qui sont une forme parti-
culitre des EGR générales (9.33) introduites en section 9.1 dans la limite ot le
hamiltonien est caractérisé par un petit nombre de parametres, y apparaissent
comme une conséquence de la nécessité de la renormalisation dans les théories lo-
cales des champs. La renormalisabilité d’une théorie locale des champs exprime,
d'une maniére un peu formelle, sa relative insensibilité a la structure de courte
distance, et est donc directement liée & 'universalité des phénomenes critiques.

La dimension 4 trouve une interprétation simple dans le cadre de la TQC. En
effet pour d < 4 le point fixe gaussien devient instable pour le comportement
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a faible impulsion (comportement infrarouge) et donc stable pour le comporte-
ment & grande impulsion (comportement ultraviolet). Ce phénomeéne cesse 3
d = 4, donc d = 4 est la dimension oii, par définition, la TQC est simplement
renormalisable.

Nous allons écrire des EGR. directement pour les fonctions de corrélation.
La limitation de la méthode réside dans son caractére perturbatif: elle n’est
applicable que lorsqu’il existe un point fixe qui, dans un sens qui deviendra
progressivement plus clair, est proche du point fixe gaussien.

Dans le chapitre 10, utilisant 'idée du développement en € = 4 — d introduite
par Wilson et Fisher, nous avons déterminé le point fixe non trivial du groupe
de renormalisation au premier ordre en £ dans I’hypothése oli un groupe de
renormalisation pouvait étre formulé.

Les EGR satisfaites par les fonctions de corrélation en théorie des chmps peu-
vent également étre résolues en dimension d = 4 — £, et conduisent au calcul des
quantités universelles sous la forme d'un développement en e.

Dans ce chapitre nous nous restreignons a des systemes de type Ising et le
champ o n’a qu’une composante. La généralisation au modele a N composantes
de symétriec O(N) est simple.

Remarque. La physique que 'on essaie de décrire correspond & des valeurs
entieres de £, € = 1, 2. Bien qu’on ne sache démontrer la validité des résultats
du groupe de renormalisation que dans le cadre du développement en €, on
suppose cependant que leur validité s'étend au-dela du voisinage infinitésimal
de la dimension 4. La comparaison des résultats, obtenus par le développement
une fois sommé, avec des données expérimentales ou numériques fournit dans ces
conditions un test crucial pour la théorie.

13.2 Théorie des champs: renormalisation

Tout d’abord il est commode de faire un changement d’échelle,
= Az, (13.2)

oll A est un parametre qui a des dimensions d’une impulsion et qu’on va faire ten-
dre vers I'infini. On peut imaginer 1/A comme représentant la maille du réseau du
modele statistique initial. Ce changement a pour but de prendre comme référence
I’échelle macroscopique de distance pertinente pour la physique que nous voulons
étudier, plutét que ’échelle microscopique initiale.

Nous avons vu que la dimension du o(z) dans le modele gaussien est (d—2)/2.
Nous changeons donc la normalisation du champ de fagon correspondante o —
o’

o(z) = APD/25' (z) (13.3)

de facon a ce que le hamiltonien du point fixe gaussien reste inchangé. On re-
connait les transformations (9.37) du groupe de renormalisation qui conduisent
au point fixe gaussien. '
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Dans ces nouvelles variables le hamiltonien s'écrit alors (omettant maintenant
les primes)

H(o) = HO (o) + 5 on f dly ot (z), (13.4)

HP (o) = %/d‘lm z (Buo(x)” + %Azu()/ddx o*(x)

1
g f a3 A Y 0,0(@) (V) B0 ()
k=1 I

Dans le langage de la théorie quantique des champs on appelle le parametre A,
qui est le reflet de la structure microscopique initiale, parameétre de coupure ou
“cut-off” en franglais).

Cette opération en fait correspond & la premiére phase de la construction en
section 9.6.1, ol une premiere dilatation supprime (& 'ordre dominant) les termes
qui sont inessentiels du point de vue du point fixe gaussien, le flot du groupe de
renormalisation étant dominé par le flot local aupres du point fixe gaussien.

13.2.1 Analyse dimensionnelle

Aprds Pintroduction du parametre A toutes les quantités ont une dimension en
unité A. Les impulsions ont, dimension 1, les coordonnées d’espace dimension -1, le
champ ¢ a une dimension %(d—Z) qui est égale & sa dimension du point de vue du
point fixe gaussien, et de fagon générale, nous notons que les puissances de A qui
affectent maintenant tous les termes du hamiltonien, et donc leurs dimensions,
sont exactement données par les valeurs propres des opérateurs correspondant
dans Panalyse de la stabilité du point fixe gaussien. Il est facile de vérifier que
cette propriété s'étend & des interactions avec des puissances plus élevées de o et
plus de dérivées, que nous avons omises puisque les transformations (13.2,13.3)
sont analogues aux transformations (9.37). Par lintroduction du paramétre A,
nous avons ramené le calcul de la dimension du champ et P'analyse de la stabilité
du point fixe gaussien & de I’analyse dimensionnelle. En particulier, le point fixe
gaussien est stable et le modéle quasi-gaussien valable si les coefficients de tous
les termes sauf les deux premiers de H®2) tendent vers zéro pour A —» oo. Pour les
termes quadratiques & plus de deux dérivées cette condition est toujours vérifiée.
De plus nous posons
AZUO = AZUQC(Q) +1 N

ol uge(g) correspond & la valeur de ug pour laquelle la théorie est critique (T =
T.), c'est & dire & laquelle la longueur de corrélation diverge ou la masse g’annule:

ug = upelg) & f(z)(p =0)=0.

Cette paramétrisation correspond & faire un changement d’échelle adaptée au
point fixe gaussien
Ug — UQe t/Az,
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de fagon & compenser le facteur d’échelle engendré par le groupe de renormalisa-
tion, puisque le terme en o est essentiel et a dimension 2. Aprés ce changement
les fonctions de corrélations ont une limite finie quand A — oo & {p;, ¢} fixés si le
point fixe gaussien est stable. Cette propriété s'étend aux fonctions de corrélation
a aimantation fixée.

Il est facile de vérifier cette propriété pour d > 4 par le calcul perturbatif.
Reprenons par exemple le calcul du diagramme () de la figure 14 soustrait de
sa, valeur & ¢ = 0 (équation (12.27)}). Pour d > 4 la contribution principale est
maintenant linéaire en ¢

Qa(vt) — 24(0) = Mﬁl)d/z fooo ds Q(SA2)Sl—d/2 (tAd_4) 10 (td/Z—l) .

Cette contribution est multipliée par —% gA* % et donc

- 1 o0
@ (p) Ajoopz +t—gt ()i /D ds o(sA?)s* =2 £ O(g?).
De la méme facon on vérifie que la. contribution d’ordre g2 & la fonction A quatre
points tend vers une limite finie. I’effet de I'interaction quartique pour d > 4 est
de modifier les parametres du modele quasi-gaussien et d’engendrer les correc-
tions prévues par 'analyse des perturbations dues aux opérateurs inessentiels.

Pour d < 4 au contraire on ne s’attend pas & ce que la limite soit finie puisque
les dimensions du champ ainsi que de ug — 1o changent. C’est ce qu'on observe
puisque, par exemple, {33(v/t) — 4(0) a une limite finie quand A — oo, mais le
diagramme est multiplié par gA*~¢ qui diverge.

A quatre dimensions dans un développement en puissances de g et plus géné-
ralement dans un développement double en g et € = 4 — d, ces divergences
prennent la forme de puissances de In A, le degré augmentant avec 'ordre en g
et en . Ce sont ces divergences que le théoréeme de renormalisation permet de
contrdler.

13.2.2 Théoréme de rencrmalisation

Nous décrivons d’abord le théoréme de renormalisation pour la théorie critique
t = 0, qu’il est possible de définir formellement ordre par ordre comme un
développement double en série de puissances du coefficient g de l'interaction
et de e.

Pour formuler le théoréme de renormalisation, il est nécessaire d’introduire
une échelle y, dite de renormalisation, et le parametre d’interaction effective g,
a ’échelle i appelé interaction renormalisée. Ce parameétre ¢, dans le formalisme
du groupe de renormalisation, joue le role de g(A/p), olt A/y est le parameétre
de dilatation.

I existe alors deux fonctions Z(A/p, gr) et Zy;(A/p, gr) avec

A g =t Z (A, ge)ge = 1t g + O(gD), (13.5)
Z(A/ 1, 9:) =1+ O(gr), (13.6)
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caleulables ordre par ordre dans un développement double en puissances de g
et e, telles que les fonctions de corrélation Fl(p") (pi; ges b, A) dites renormalisées:

I (pg; ge, 1, A) = 277 (ge, A )T (33 9, ), (13.7)

ont, ordre par ordre, des limites finies fim (ps; gr, 1) quand A — o0 & Py, p, Gr
fixés.

Remargues.

(i) Il y a un certain arbitraire dans le choix des constantes de renormalisation
Z et Z, puisqu’elles peuvent &tre multipli¢es par des fonctions développables
arbitraires de gr et A/p. Ces fonctions peuvent étre complétement déterminées
par des conditions de renormalisation, par exemple,

d (2
ﬁdPQFﬁ Wp=ppyg:) =1,
d

@ (p; = pby, iy g0) = p* e,

oil les 6; sont quatre vecteurs de somme nulle, et tels que

On montre alors que les fonctions f‘.(rn) sont uniques, c’est & dire indépendantes
du choix particulier de la forme de HP (o). Ce résultat implique que les contri-
butions des termes inessentiels du point de vue du point fixe gaussien peuvent
étre négligées, ordre par ordre dans un développement en puissances de g et
e. Dans ce sens il peut étre généralisé et on peut démontrer qu’au sens de ce
développement formel les contributions de toutes les interactions inessentielles
pour le point fixe gaussien tendent vers zéro.

Bien entendu le théoreme de renormalisation n’a d’implications pour le com-
portement 3 longue distance des modeles statistiques que si la propriété reste
vraie & dimension fixée.

(ii) Dans le langage de la théorie quantique des champs, les paramétres ou
fonctions de corrélation de la théorie initiale sont les paramétres ou fonctions de
corrélation nus.

(iii) Au delad du développement perturbatif, 'interprétation des fonctions de
corrélation renormalisées est un peu subtile. Dans la théorie formelle de la renor-
malisation ce sont les parametres de la théorie renormalisée qui sont fixés, et les
paramétres initiaux, qui sont les coefficients de tous les opérateurs essentiels ou
marginaux par rapport au point fixe gaussien, qui sont des parametres ajusta-
bles et qui donc varient quand le facteur d’échelle A/u varie. Ceci correspond a
appliquer au voisinage du point fixe gaussien une généralisation de la stratégie
que nous avons déja utilisée pour le coefficient de o? et que nous a permis de
définir des propriétés d'universalité dans le domaine critique.
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En ce sens les fonctions renormalisées décrivent les propriétés d’universalité
dans le domaine critique le plus général possible autour du point fixe gaussien.

Cependant il n’est pas siir qu'un tel domaine critique existe toujours, au dela
du développement perturbatif. I.’étude des EGR nous donnera quelques infor-
mations sur ce probléeme.

Théories des champs superrenormalisables. A dimension d < 4 fixée, la théorie
des perturbations n’a pas de sens pour A — oo, ce qui se reflete dans le coeffi-
cient A*~? de linteraction essentielle o*. En fait on peut facilement montrer que
méme a A fixé la théorie critique ou de masse nulle n’a pas de développement
perturbatif. Pour d = 3 il existe un diagramme d’ordre g* contribuant & la fonc-
tion & deux points divergent. Dans le cadre du prolongement dimensionnel, quel
que soit € = 4 —d > 0, il existe un ordre k = O(1/e) du développement en
puissances de g tel que certains diagrammes divergent.

Par contre pour t > 0 et gy = gA* /1242 ~ gA*~dg4~d fixé (¢ est la
longeur de corrélation), les fonctions de corrélation ont une limite pour A — oc.
Cette condition conduit & faire tendre g vers zéro en fonction du parameétre
de dilatation avec une puissance appropriée au point fixe gaussien, de fagon &
compenser le facteur de dilatation, comme nous Pavons fait systématiguement
pour la déviation A la théorie critique et Popérateur o2. On obtient alors une
théorie perturbative finie, et la théorie des champs correspondante est appelée
superrenormalisable.

La théorie intéressante du point de vue de la physique statistique correspond
alors en général a la limite g — oo. Il v a cependant des situations excep-
tionnelles ou une telle théorie des champs trouve une application pratique, par
exemple dans la physique des gas ultrafroids et trés dilués, ol le parametre g
est naturellement trds petit et en méme temps les coefficients de tous les termes
d’interaction de degré plus élevé sont encore plus négligeables.

13.3 Les équations du groupe de renormalisation

Dans le cadre du développement en £, ¢’est & dire dans un développement double
en série de puissances de couplage g et de €, le comportement critique ne differe
du comportement quasi-gaussien que par des puissances de logarithme. Ce sont
ces logarithmes qu’organisent les équations de groupe de renormalisation.

13.3.1 EGR pour la théorie critique

Nous partons de I'équation (13.7) et exprimons Pexistence de la limite A — oo
en dérivant I’équation par rapport & A & pu, g, fixés

Ay Z"2(g, AT (pi5 9, A) = O(A 2(In A)"), (13.8)

gr, ¢ fixés

ol nous avons exprimé le facteur de renormalisation Z en fonction de g plutot
que gy.
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En accord avec la philosophie perturbative, nous négligeons dans une pre-
mier temps toutes les contributions qui, ordre par ordre, décroissent comme des
puissances de A. Dans la suite I (pi; g, A) et Z(g, A/w) seront les sommes des
contributions perturbatives qui ne tendent pas vers zéro. Dans ces conditions le
membre de droite de 'équation (13.8) s’annule exactement.

Alors, utilisant la régle de dérivées en chaine nous déduisons de I’équation
(13.8),

o} o -
T By, A/M)gg - gn(g,l\/#)] ™ (p;;9,A) = 0. (13.9)

Les fonctions 3 et 1, qui sont sans dimension et ne peuvent donc dépendre que
de g and A/p, sont définies par

0
Blg, Afu) = Aoy ‘Mg, (13.10a)
0
(g, Apw) = —Azr|  WZ(g, Afp). (13.100)
gr; 14

Toutefois, les fonctions 3 et n peuvent aussi étre calculées directement en utilisant
Péquation (13.9) en termes des fonctions T™ qui ne dépendent pas de . Les
fonctions (8 et n ne peuvent donc pas dépendre du rapport A/p. L'équation
(13.9) se simplifie donc et nous trouvons (Zinn-Justin 1973)

0 0 n, -
(855 + 80155 = 510 ) I¥ais0.) <. (13.11)

Cette équation est équivalente & Péquation (10.35), que nous avions postulé au
chapitre 10.

Traduit dans le formalisme avec paramétre de coupure A, 'idée fondamentale
du groupe de renormalisation devient la suivante: il est possible de modifier le
paramétre A et de fagon corrélée la normalisation du champ o et les coefficients
de toutes les interactions de telle sorte que les fonctions de corrélations ne soient
pas changées.

L’équation (13.11) est satisfaite asymptotiquement dans la limite |p;| <C AL 11
est possible de vérifier qu’a tout ordre fini du développement en g et ¢ les termes
négligés sont de la forme (InA)¥/A?, comme dans I'équation (13.8), ot le degré
L augmente avec 'ordre. L’équation (13.11) est donc exacte pour des fonctions
de corrélation asymmptotiques obtenues en ne gardant a chaque ordre que les
termes divergents ot finis quand A — 0. On peut montrer que de telles fonctions
de corrélations peuvent aussi &tre obtenues en ajoutant au hamiltonien tous
les termes inessentiels possibles et en ajustant ordre par ordre leurs coefficients
comme fonction de g de fagon & éliminer systématiquement les contributions qui
tendent vers zéro. Ceci correspond a la stratégie évoquée en fin de section 9.6 et
qui conduit & Péquation unique (9.53).

Dans ce qui suit les fonctions de vertex seront implicitement ces fonctions sans
corrections qui satisfont les EGR exactement.
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13.3.2 Solution perturbative de PEGR

1l est en fait instructif, au vu de la discussion qui précede, de résoudre perturba-
tivement ’'EGR (13.11) pour la fonction de vertex & deux points [® (p), 4 d =4
pour simplifier. Il est commode d’introduire la fonction ((g):

ln¢(g) = /O "4y Zg;

Comme on le verra plus loin les fonctions 1 et 3 sont d’ordre g2 et donc cette
fonction est développable en puissances de g.
Nous posons alors

I'®(p) = p*¢(9)6P (9,p/A).

La fonction G(?) satisfait une équation qui exprime que ¢’est un invariant du GR
AL+ 892 6D (g, 0y = 0 (13.12)
OA dg ' ) ’

Nous développons G et 3(g) en puissances de g, posant
G g, p/N) =1+ g"m(p/A),  Blg) = Aug™. (13.13)
1 2

Introduisant ces développements dans 1’équation (13.12) nous trouvons pour n >
2,

n—1

—29(2) + Y My (2)Bn—mir = 0. (13.14)

m=1

I’équation n = 1 est spéciale:
—z2y1(2) =0 = m(z)=0.
Examinons le cas n = 2:
—275(2) + C182 =0 = v(z) =C1 Bz Inz + Cs.

Cet exemple exhibe la structure générale: v, (z) est un polyntme de degré {(n—1)
en In z:

Yn(2) = Pu1(Inz), (13.15)

n—1
Py i(z) = Z MLm—1(%)Bn—m+1 - (13.16)
m=1
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Notons, en particulier, que la nouvelle information spécifique & l'ordre n est
caractérisée par deux constantes, 5, qui entre dans le coefficient de Inz, et Cp,
qui est une constante d’intégration (auxquelles il faut ajouter un coeflicient de
n(g), qui est caché dans la fonction {(g)). De plus, le terme de degré le plus élevé
de P, est entitrement déterminé par le calcul & une boucle, le terme suivant
par le calcul & deux boucles, etc... Knfin, T} (p) est, entierement déterminée par
les fonctions (3(g) et 1{g) et, par exemple, 1"2)(1,g)/A? qui est une troisidme
fonction de g.
Notons enfin que si T (p) a une limite pour p = 0:

[P =0)=0, (13.17)

il n’en est pas de méme pour sa dérivée BINE /0p* qui diverge & p = 0. Il facile de
vérifier qu’aucune autre fonction de vertex n'a de limite finie a impulsion nulle.

Théorie renormalisée et groupe de renormalisation. Les fonctions de corrélation
physiques initiales et les fonctions renormalisées (13.7) sont par construction pro-
portionnelles et par conséquent ont les mémes comportements pour ipi| — 0.
On peut donc étudier le comportement asymptotique en utilisant les fonctions
renormalisées. Griace & la régularisation dimensionnelle et la renormalisation par
soustraction minimale des poles en 1/e, les fonctions renormalisées sont les plus
faciles & calculer. Par ailleurs, les fonctions renormalisées satisfont aussi & des
FGR. obtenues 3 partir de P'équation (13.7) (qui fait jouer un role symétrique
aux fonctions de corrélation asymptotiques de la théorie initiale et aux fonctions
renormalisées) en dérivant par rapport & p & A et g fixés. On trouve

d & 1 .
i _ = (P} (o, _
(”fw + Br(gr) Ba 2my,f(gr)) ™ (py; ge, ) = 0. (13.18)

r
Une fois la limite A — oo prise, cette équation est exacte. Son étude est tres
semblable & celle de I’équation (13.11) que nous présentons ci-dessous.

Mais en se restreignant aux fonctions renormalisées deux types d’informations
sont perdues, le comportement des parametres de la théorie renormalisée en ter-
mes des paramétres initiaux, la nature des corrections au comportement asymp-
totique.

13.4 Solution des EGR: le développement en ¢

Méthode des caractéristiques. L'équation (13.11) peut étre résolue par la méthode
des caractéristiques. On introduit un paramétre de dilatation A et on cherche
des fonctions g(A) et Z()) telles que (on utilise ici la convention usuelle pour A,
différente de celle utilisée jusqu’a présent, A — 1/X)

d [Z—”/Z(A)f(ﬂ) (p,;;g(A),AA)] —0. (13.19)

‘D
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En dérivant explicitement par rapport a4 A, on trouve que équation (13.19) est
compatible avec I’équation (13.11) & condition que:

A9 = Be0), e =g, (13.200)
Aa% InzZ(\) =n(g(A)), 2z(1)=1. (13.200)

Les équations (13.19) et (13.20) impliquent alors:

L0 (pi g, A) = Z72 (00 (pg; g(M), M. (13.21)

Remargues.

(i) Nous observons la similarité entre cette équation et 'équation (13.7) si
l'on choisit A = p/A. On identifie alors g, avec g(u/A) est le couplage effectif
a I'échelle p et Z{(p/A) avec la renormalisation du champ On peut alors se de-
mander quelle est l'intérét du détour par I'équation aux dérivées partielles. La
raison principale est la suivante: cela nous a permis de montrer que les coefficients
de PEGR ne dépendent pas du rapport p/A, contrairement aux constantes de
renormalisation. Cette propriété des constantes de renormalisation n’était con-
tenue dans I'équation (13.7) que de facon implicite. Elle démontre le caractére
markovien des équations de flot (13.20), que nous avions postulé pour les EGR
générales (9.18,9.19).

(ii) Les équations (13.20),(13.21) réalisent asymptotiquement (parce que les
termes sous-dominants en puissances de A ont été négligés) les idées générales
du groupe de renormalisation. Le parametre g(A) définit "hamiltonien effectif H,
a4 D’échelle A et ainsi "équation (13.20a) caractérise le flot des hamiltoniens. La
fonction Z(\) définie en (13.206) differe cependant de la fonction (9.19) par un
facteur A%~2, Ceci correspond & la renormalisation initiale du champ o effectuée
en section 13.2 qui est le changement d’échelle adaptée au point fixe gaussien.
La fonction définie ici correspond au rapport entre la renormalisation générale
(9.19} et la renormalisation gaussienne. Cette factorisation est bien adaptée &
une situation ol un opérateur est marginal ou faiblement essentiel (du point de
vue du point fixe gaussien), comme c’est le cas dans le cadre du développement
en .

Discussion. Résolvons les équations (13.20):

9N qq’ B
[g Sy =N (13.220)
A
fl%n(g(s))zmz()\). (13.225)

L’équation (13.11) est celle du groupe de renormalisation (GR) sous sa forme
différentielle. Les équations (13.21) et {13.22) sont les EGR intégrées. Dans ce
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qui suit nous supposons explicitement que les fonctions du GR, 3(g) et n(g), sont
des fonctions réguliéres de g, pour g > 0.
1l est en fait commode de multiplier A par un facteur 1/ dans 1'équation
(13.21): )
T (py; g, A/N) = Z 2N (935 g(A), A). (13.23)

Dans I"équation (13.23) on voit qu’il est équivalent d’augmenter A ou de dimin-
aer M. Afin d’examiner la limite A — oo, on étudie donc le comportement de
lampitude g(A\) de l'interaction effective lorsque A tend vers zéro. L’équation
(13.22a) montre que g(A) augmente si la fonction 3 est négative, ou diminue
dans le cas contraire. Les points fixes correspondent aux zéros g* de la fonction
8 qui par conséquent jouent un role essentiel dans I’analyse du comportement cri-
tique. Ceux pour lesquels la fonction 8 a une pente négative sont des points fixes
répulsifs dans VIR: g(A) s’éloigne de tels zéros, sauf si initialement g(1) = g*. Au
contraire ceux pour lesquels la pente est positive sont des points fixes attractifs
du point de vue des comportements a longue distance.

13.4.1 Calculs & l'ordre d’une boucle: point fixe et propriété d’échelle

Les fonctions 3 et 1. Les fonctions 8 et n du groupe de renormalisation peuvent
&tre calculées perturbativement en exprimant que les fonctions a deux et quatre
points satisfont aux EGR (il suffit de calculer les diagrammes (e) et {h) des
figures 15 et 16). La correction & la fonction a deux points est une constante et
done n’induit quune modification du parametre critique uge

@ (p) = p* + O(g%) = nlg) = O(g"). (13.24)

Les facteurs combinatoires de la fonction de vertex & quatre points ont été ex-
pliqués au chapitre 12. Avec les normalisations de la théorie des champs on trouve
(e=4-4d)

- 3¢2 [lal=0{) g4
T™ (py1, p2, p3, p1) AjooAEg - [ —f +0(g* x 1,g%)

321t Jjg=1 q
= Afg— 3° InA + O(g? x 1, g°%)
A—oo g 671'2 g '
On en déduit
catg— 28 L p)AT = O(g%, g7)
167{'2 bl b

et on retrouve donc un résultat cohérent avec 'expression (10.15):
2

1672

Blg,e) = —eg + +0(g° g%).

En dessous de quatre dimensions, si g est initialement petit, I'expression (10.15)
montre que g(A) augmente dans un premier temps reflétant I'instabilité du point
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fixe gaussien. Mais, au sens du développement en £, §(g) a un autre zéro g*
(équation (10.16)):

1672
3

Blg*) =0 pour g*= e+0(?).
Alors I'équation (13.22a) montre que la limite asymptotique de g()) est g*. No-
tons w la pente de 8(g) au point fixe g*:

w=pFg")=e+0() >0, (13.25)

(équation (9.50)) et linéarisons I'équation (13.22a) autour du point fixe:

9N dg
g

On obtient en intégrant:
lg(A) — g s AY. (13.27)

En-dessous de quatre dimensions, au moins pour des ¢ infinitésimaux, ce point
fixe non gaussien est stable dans I'IR. A quatre dimensions, ce point fixe est
confondu avec le point fixe gaussien et la valeur propre w s’annule indiquant
Papparition d’un opérateur marginal.

Dans le cadre du développement en &, I™ (g*) et que 7(g*) sont finis. Bien
entendu 1& aussi il faut supposer que cette propriété reste satisfaite au dela du
développement en e. De ’équation (13.22b) on déduit alors le comportement de
Z{A) pour X petit. L’intégrale dans le membre de droite de I’égalité est dominée
par le voisinage de s = 0. Par conséquent

In Z(A) )\Nonln)\’ (13.28)

ol ’'on a posé:

n=mn(g")-
L’équation (13.23) détermine alors le comportement de '™ (p;; g, A) pour A
grand:

fw(n) (p«;; g,A/)\) —~ )\*ﬂﬂfzf‘(n) (pi; g*’ A) (13.29)

13.4.2 Analyse dimensionnelle

Nous avons besoin maintenant de la dimension des fonctions de de vertex en
transformée de Fourier. Pour calculer cette dimension les remarques suivantes
sont utiles. La dimension des composantes de Fourier & du champ est:

o) = [alp e a(p) = ()~ A
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Les fonctions de de vertex I'™). sont obtenues en développant le potentiel ther-
modynamique (la transformée de Legendre de 1'énergie libre) en puissances de
aimantation M (xz) = {o(z)} dépendante de I'espace ou plutdt de sa transformeée
de Fourier M (p)

1 - N
I(M)=">_ — / d%py ... A%, 8D (pr 4 -+ pu)M(p1) ... M{pp)T™ (py).

On en déduit les dimensions:

) (p;) ~ A—ndtn(d+2)/2+d _ pd—n(d—2)/2 (13.30)

Comme nous P'avons souligné en section 13.2 le but de cette analyse dimension-
nelle est de rétablir les facteurs de renormalisation du point fixe gaussien.

Application. Les considérations dimensionnelles appliquées & I’équation (13.30)
impliquent:

™) (py; g, AJA) = A=HHE/DE=DF0) (g0 g, A). (13.31)
En combinant cette équation avec I'équation (13.29) on obtient:
™ (Apg; g, A) o A&/ DEEDT) (py: g%, A). (13.32)

Cette équation montre que les fonctions de corrélation critiques ont un com-
portement en loi de puissance, pour les petites impulsions, qui ne dépend pas de
la valeur initiale du coefficient g de o*.

Pour n = 2 I'équation (13.32) donne en particulier le comportement de Vinverse
de la fonction a deux points pour les petites impulsions. Pour la fonction de
corrélation W3 (p) on trouve done:

WO = [[OE)] ~ 15 (13.33)

|p|—0

On vérifie donc que la définition de ’équation (13.28) coincide avec la définition
usuelle de Pexposant critique 7. La représentation spectrale de la fonction a deux
points implique que n > 0.

13.4.3 La fonction 7n{g) & deux boucles et 'exposant 7

Calculons maintenant la fonction A deux points & 'ordre g2 (les élements du cal-
cul peuvent étre trouvés en section 12.6). On détermine d’abord uo. & U'ordre g°
par la condition I'®(0) = 0. Dans 'expression (12.30) obtenue par régularisation
dimensionnelle, 'addition des termes dépendant de A supprime le pdle et rem-
place p par p/A & une constante prés. On trouve cette fois une contribution non
triviale: ) 5

L@ (p)y =92+ ﬂ—(gi—z)gpz In(A/p) + O(g* x 1, g%).
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I’EGR. (13.11) implique alors

2
ﬂmfp —n(g)p* =0,

et donc

1

77(9‘) - ﬁ (871’2)2 g2 + O(gg)n

en accord avec I'expression (10.34) pour N = 1.
Substituant la valeur de g* on trouve la premiére correction a l'exposant n:

2
n = ;TL +0 (4. (13.34)

Le champ o(z), qui au point fixe gaussien a la dimension canonique (d — 2)/2, a
acquis maintenant une dimension anormale d:

do = 3(d—2-+1).

Universalité. Tous ces résultats appellent quelques commentaires. Dans le
cadre du développement en £, on démontre que toutes les fonctions de corrélation
ont, pour d < 4, un comportement & longue distance différent de celui prédit par
le modele quasi-gaussien. De plus le comportement critique ne dépend pas de la
valeur initiale du coefficient g de ¢*. Au moins pour des petits £, on peut espérer
que 'analyse des singularités IR dominantes reste valable et par conséquent qu’il
ne dépende d’aucun autre parametre du hamiltonien. Le comportement critique
est donc universel, quoique moins universel que dans le modele quasi-gaussien
ou l'approximation de champ moyen, dans la mesure ou il ne dépend qgue d'un
nombre limité de caractéristiques qualitatives du systéme considéré.

Par ailleurs les fonctions de corrélation obtenues en négligeant, dans la théorie
des perturbations et pour le développement en e, les corrections en loi de puis-
sance lorsque le cut-off est grand, et qui satisfont exactement aux EGR (13.11),
définissent implicitement une famille & un parameétre d’hamiltoniens critiques.
Ils correspondent & une trajectoire du GR qui va d'un voisinage du point fixe
gaussien g = (0, qui est instable pour des dimensions plus petites que 4, & un
point fixe ¢* non trivial et stable.

Enfin la cohérence de cette analyse basée sur le développement en ¢ repose sur
I'observation suivante: les divergences trouvées dans la théorie des perturbations
a dimension fixée sont engendrées par un développement autour d’un point fixe
inadapté, puisqu’il est répulsif. Le développement en £ nous permet d’échanger
les limites et de suivre perturbativement le point fixe stable.
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13.5 EGR. et interaction renormalisée

Nous avons indiqué que le paramdtre renormalisé g, (équation (13.5)) jouait le
role de Pinteraction effective & ’échelle p. Nous pouvons maintenant rendre cette
remarque plus précise. Récrivons ’équation (13.5)

gr = G(A/p, g). (13.35)

Alors dérivant par rapport & A & g;, ¢t fixés nous trouvons

(85 1 B3 ) 61 /m) =0,

négligeant les mémes contributions qu’ailleurs, ¢’est & dire que dans le développementf
de G{A/u, g) nous ne retenons que les contributions qui divergent ou restent finies
quand A — oo. Introduisant un parametre de dilatation A nous trouvons

G(A/u,g) = G(AN/p, g(N)).

Nous choisissons A = /A et donc dans la limite A/p — oo, A tend vers zéro et
g(\) vers g*. Nous concluons

Ap—oc = g =CGA/p,g) — G(1,9%).

A g fixé (ce qui est la situation générique) le paramétre renormalisé n’est pas une
quantité variable, mais prend une valeur de point fixe. Puisque & ¢g* la théorie
est invariante d’échelle, on déduit de I'EGR (13.18) de la théorie renormalisée
que la valeur de g, est aussi solution de

Belgr) =0 & g7 = G(1,9%).

Plus précisément
g — gr = O (u/A)*).

En particulier & quatre dimensions le point fixe reste gaussien, et donc g, — 0
quand A — oc, ce qui conduit au probleme dit de trivialité dans le cadre de la
théorie quantique des champs.

Réciproquement on peut se demander s’il est réellement possible, au dela de
la théorie des perturbations, de trouver une valeur de g pour toute valeur de g,.
Cela conduit & remplacer 1'équation (13.22a) par

g{1) dg’
— In(u/A).
/gmm) Blg") /A

Cette équation implique que pour A/ — oo, le parametre initial g maintenant
fonction & ¢, fixé du rapport p/A s'éloigne du point fixe de longue distance (ou
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IR) et converge vers un point fixe dit UV, c’est & dire un zéro de 3(g) avec une
pente négative, s'il existe.

Si initialement g(1) < g*, g(u/A) converge donc vers g = 0, ce qui n'est
pas surprenant puisque cela consiste a compenser l'effet des dilatations sur un
parametre essentiel au voisinage du point fixe gaussien:

g{u/A) o< (u/A)".

Notons que g(1) < g* implique aussi g, < g¥. Si par contre initialement g, > g¥,
g{p/A) croit et lexistence de solutions dépend de la possibilité de continuer
a utiliser un groupe de renormalisation & un seul parametre, et de ’existence
d’un éventuel point fixe UV supplémentaire. Comme des arguments empiriques
confortés par des analyses numériques semblent exclure un tel point fixe, on est
tenté de conclure que g, est toujours plus petit ou égal & g;. En particulier, a
quatre dimensions cela semble exclure une solution au probléme de la trivialité
(g = 0) basée sur une valeur exceptionnelle de g.

13.6 Lois d’échelles dans le domaine critique au-dessus de
1,

Nous voulons maintenant étudier tout le domaine critique ¢ # 0. Nous modifions
donc le hamiltonien critique en rajoutant un terme:

Ho) — Hio)+ % /ddas o?(x),
ou t caractérise la déviation a la température critique t oc T — T,.

Le théoréme de renormalisation s'étend aux fonctions de corrélation de o(x)
et de o?(z), et entralne I'apparition d’un nouveau facteur de renormalisation
Z3(A/u, gr) associé au parametre f. Par les mémes arguments que dans le cas
critique on en déduit une EGR plus générale de la forme

0 J n d7 =
2 2P - ™) (.. _ -
Agx HPW g, —5nle) - ml)t g, | M (pist 9, 4) =0, (13.36)

ol une nouvelle fonction 12(g) apparait. Le terme additionnel est de la forme
proportionnel a £ car il doit ’annuler pour ¢ = 0. La fonction sans dimension
n2(g)} pourrait encore dépendre du rapport £/A?, mais nous pouvons négliger cette
dépendance éventuelle comme nous avons négligé tous les autres contributions
du méme ordre.

Pour calculer perturbativement 79(g) on peut calculer la fonction & deux points
a lordre g et lui appliquer 'EGR. On trouve

A
T (p) = p? + 1 + o / dg( L)y
3274 g+t g2
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Utilisant

! fAd‘i IS DL AR WOV
3272 Ngrt @ T6n2 :

et appliquant 'EGR nous trouvons

gt
“Ton2 m2(g9)t =0,
et donc g
m209)= 13- (13.37)

13.6.1 Solution des EGR

Examinons le comportement critique au-dessus de T.. Comme on T'a fait déja
pour les EGR précédentes, on integre I'équation (13.36) par la méthode des
caractéristiques. En plus des fonctions g() et Z()\) des équations (13.22), nous
avons maintenant besoin d’une fonction ¢(A) qui est déterminée en imposant que
I’équation (13.36) soit compatible avec 'équation suivante:

d

D

[Z*”/Z (™ (pis £(A), 9 (N, AA)] —0. (13.38)

La condition de compatibilité est équivalente & Pensemble des équations:

d

L =seo), s =y, (13.39)
)\% It = —m(g(y), (1) =t, (13.40)
)\(% mZ() =n(g(),  Z(1)=1. (13.41)

[’analyse dimensionnelle montre que

) (3 (0, g(A), AA) = (AAYE 22T (p, /AN (N /APA%, g(N), 1),
(13.42)
La région critique est définie en particulier par || < A2, et ceci est la source
du comportement singulier IR qui apparait dans la théorie des perturbations.
Supposons que 1'équation pour A:

t(A) = AZA?%, (13.43)

posséde une solution. Alors la théorie & I'échelle A aura une longueur de corrélationf
d’ordre un. Ceci correspond aussi, en reliant les valeurs du parametre de dilata-
tion et de ¢, & choisir la valeur initiale (pour A = 1} du coefficient du terme
essentiel o2 pour que la valeur & 1’échelle A soit d’ordre un.
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En combinant les équations (13.38-13.43) on trouve:
T (pist, 9, A) = 272 (\ymldnl@=2/DT0) (b, ims 1, g(N),1),  (13.44)

ou 'on a introduit la notation:

m=AA. (13.45)

La golution de I'équation (13.40) peut é&tre écrite:

A
t(A) = texp {—-/1 (3:772(9(0))] : (13.46)

En substituant cette relation dans 1’équation (13.43) on obtient alors:

A ag
In(t/A%) — / %m (13.47)

1

oll pour relier la fonction 72(g) aux exposants standards nous avons introduit la
fonction v(g):

1/v(g) = n2(g) + 2. (13.48)

On cherche une solution A dans la limite ¢ /A% < 1. Puisque v(g) est une fonc-
tion positive, au moins pour ¢ assez petit, comme les équations (13.37,13.48) le
montrent, 'équation (13.47) implique que la valeur du parameétre A est petite,
et donc que g(A) est proche du point fixe IR g*. Dans cette limite v(g{c)) peut
étre remplacée, a 'ordre dominant, par 'exposant critique »

v=uv(g*) = 1(1+ te) + O(e%), (13.49)
{utilisant le développement (13.37)). L’équation {13.47) peut &tre récrite:
Int /A% ~ iln)\, (13.50)
L’équation (13.41) fournit alors:
Z(A) ~ A" (13.51)

En prenant la limite des grands A, ou bien des petits A, et en utilisant les
équations {13.50,13.51) ainsi que (13.44) on obtient finalement:

N (pizt, g, A =1) o mdﬁn(d72+?7)/2p%(hn) (pi/m), (13.52)
Ipi| <1
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mA=1)=¢& 1 ~ ¢ (13.53)

En plus du comportement général d’échelle, un autre résultat a été obtenu. De
Péquation (13.52) on déduit que la quantité m est proportionnelle a la masse
physique ou & Pinverse de la longueur de corrélation. L’équation (13.53) montre
alors que la divergence de la longueur de corrélation § = m 1 aT, est caractérisé
par U'exposant v.

Pour ¢t # 0, les fonctions de corrélation sont finies & impulsion nulle et se
comportent donc comme:

T (0;t, g, A) oc td—(d=24m/2) (13.54)
En particulier pour 7 = 2 on obtient l'inverse de la susceptibilité magnétique:
y P =T®(p=0;t,g,A) ox @, (13.55)

L’exposant qui caractérise la divergence de x est noté habituellement ~. L’équation
(13.54) établit la relation entre les exposants:

vy=v(2-n). (13.56)

Notons finalement que, puisque nous avons supposé que la théorie critique existe
lorsque ¢ tend vers zéro, les différentes puissances de ¢ doivent se compenser dans
I’équation {13.52). A partir de cette observation, on retrouve immédiatement
’équation (13.32) sous la forme:

IO (Apist,g,A=1) o AEmEmEm/z, (13.57)
A pi | K1

13.6.2 Fonctions A aimantation fixée ou au-dessous de 1,

11 est facile de généraliser les EGR avec pour des fonctions de corrélation & champ
extérieur H fixé, ou & des fonctions de vertex A aimantation M = {(¢(z)) fixé. En
particulier, en présence d'un champ extérieur uniforme I il existe une relation
(I’équation d’état) entre champ extérieur H, aimantation M, et déviation de la
température critique ¢. Elle satisfait 'EGR

o o 1 a %,
Agﬂ + ﬂ(g)gg - 5?7(9) (1 + Mm-) — 'na(g)t-a—t} H(M,t,g,A)=0.
(13.58)

L’équation peut se résoudre par les mémes méthodes. Comme il n’y a pas de
fonction coefficient nouvelle, la solution peut s’exprimer entierement en termes
des fonctions (13.39,13.40,13.41). Asymptotiquement dans la limite M, ¢, H < 1,
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on peut remplacer g par g*. Par ailleurs ’analyse dimensionelle nous apprend
que H a dimension {d 1 2) et donc

a o 8
Mgy =3(@+2) =2tz — {(d—2)M 5,

de sorte 'équation satisfaite par I’équation asymptotique peut s’écrire
d 1 9 1
(2 +ng)tE +5(d—2 +n)Ma—M— H(M,t) = 5(d +2—n)H(M,1).

La solution implique une forme d’échelle asymptotique universelle pour I’équation
d’état :
H =M f(t/M"P),

ot la fonction f(z) est universelle et les exposants 3 et § sont reliés & 7 et v par

d+2-n d 1
_ete—n _d —udy, =Lu(d 217
& i 21 i 1, B=uvd 14 + 1)

Le champ externe H permet, ensuite, de passer continiiment de la phase désordonnéel

(T > T,, H = 0) a la phase ordonnée (T' < T,., H = 0). Les EGR satisfaites par
les fonctions de corrélation,

o 0 1 o d| =
il — = —_ = Il I D CO TS —
(13.59)

permettent alors de démontrer les lois d’échelle en champ ou aimantation, et
dans la limite H — 0, T' < T, toutes les lois d’échelles dans la phase ordonnée.
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Chapitre 14

La théorie (¢ avec symétrie o(n) dans la limite
N — o0

Dans le chapitre précédent, nous avons montré comment établir par des méthodes
de théorie des champs les propriétés universelles des systémes critiques dans le
cadre du développement formel en & = 4 — d. Il est rassurant de pouvoir vérifier
au moins dans une limite particuliere que les résultats obtenus par cette méthode
restent valables méme quand € n’est plus infinitésimal. Nous montrons dans ce
chapitre, que dans le cas de la théorie des champs (¢?)? avec symétrie O(N) (nous
notons le champ & N composantes ¢ plutét que o a la différence des chapitres
précédents), les mémes propriétés sont aussi vraies, a dimension fixée, dans le
cas d'un autre schéma d’approximation, la limite N — oco. Plus généralement,
mais nous ne le ferons pas ici, on peut démontrer toutes les propriétés de groupe
de renormalisation ordre par ordre dans un développement en 1/N.

Enfin remarquons que 1’étude de la limite N — oo peut aussi se faire directe-
ment pour un modele de spins & N composantes avec symétrie O(N). Le choix de
'espace continu est une simplification technique mais n’affecte pas les résultats
universels.

14.1 Préliminaires algébriques

Nous considérons d’abord un probléme plus général avec un hamiltonien H(¢)
invariant par le groupe O{N) de la forme

@) = [ [ 0u@F = NU(#@)/N)] o' (14.2)

ot U(p) est un polyndme en p avec, pour p > 0, un minimum unique a p # 0
ol sa dérivée seconde ne s’annule pas. Bien entendu un facteur de coupure A,
compatible avec la symétrie O(N), est sous-entendu.

Nous voulons étudier le comportement pour N — oo de la fonction de partition

Z= [ [de(e)] exp [~ H(&)]. (14.2)
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et des fonctions de corrélation.

La solution de ces modeles pour N — oo repose sur une idée du genre théoréme
de la limite centrale ou de champ moyen. Pour N — oo on g’attend & ce que les
quantités invariantes par le groupe O(N) comme

s’auto-moyennent et donc fluctuent peu, ce qui signifie par exemple,
(F@FW) ~_ (@) (F D).

Par conséquent, il parait judicieux d’essayer de prendre p(z) = ¢*(x) comme
variable dynamique plutét que ¢(z). Dans ce but nous introduisons deux champs
supplémentaires A{z) et p(x) (cf. section 8.10), et imposons la contrainte p(x) =
#*(z)/N par une intégrale sur A\(z). En chaque point = de ’espace, nous utilisons
Videntité

N

+ico
T ap / AAAE N2 f dpd(g? -~ Np)=1,
¥y —i0o

ou l'intégrale de gauche est la représentation de Fourier de la distribution 4,
car on inteégre sur les A imaginaires. L’ingertion de cette identité dans l'intégrale
(14.2) conduit & une nouvelle représentation de la fonction de partition

2 = [1a6]ldnlan exp |- (@, 5, 3) (14.3)

aved

140,00 = [ [0, + NU(p(a)) + IN@)(# (@) - Np(@))] d%.
(14.4)

L’intégrale fonctionnelle (14.3) est alors gaussienne en ¢. Les intégrales sur les
différentes composantes se factorisent et chaque intégrale donne le méme résultat:

/[dqﬁ] exp {w/ddx [% [8.0(2)] + %)\(:ﬂ)qﬁz(m)]} o (det [~V + A(o)])‘N/'“",

ce qui rend la dépendance de la fonction de partition en N explicite.

En fait il est commode de séparer les composantes de ¢ en une composante
o, et N — 1 composantes 7, et de n’intégrer que sur © (pour T' < 7, on peut
méme avoir intérét & n'intégrer que sur N — 2 composantes). Cette modification
n’affecte pas la limite NV - oo mais permet de calculer directement les fonctions
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de corrélation de la composante o du champ ¢. Dans ce but nous ajoutons un
terme de champ extérieur Ho a ’hamiltonien:

Z(H) = f[dcr] [dp][dA] exp I:-—HN(U, pA) + /dda: H(:c)cr(:r;)] (14.5)
avec (trln = Indet)

tar(o03) = [ [3 0,0 + NU) + IM@)(o*(&) - No(w))] d's
+ LN = D)trln [-V? 4 Ms)] . (14.6)

Fonctions de corrélation du champ ¢*(z). Dans ce formalisme il est facile
d’engendrer les fonctions de corrélation impliquant le champ p, qui, par con-
struction, sont proportionnelles aux fonctions de corrélation de .

14.2 Intégrale sur le champ ¢: le déterminant

Dans le section 14.1 nous avons procédé de fagon formelle sans trop nous inter-
roger sur l'existence des différentes expressions qui apparaissent dans le calcul.
En particulier, Vintégrale sur chaque composante de ¢ a engendré le déterminant
d'un opérateur différentiel, qui n’est pas un objet simple puisque A(z) est un
champ fluctuant. En fait nous n’aurons besoin que d’une définition perturbative
que nous allons maintenant préciser, valable quand A(z) fluctue peu autour d'une
valeur moyenne constante positive m2.
Posant

Az) = m® + p(z),

on peut définir le déterminant par

Indet [-V2 + A(e)] = trln [V + A(e)]

ou

et A est le propagateur inverse de 'opérateur —V? + m?. On reconnait une
somme de diagrammes & une boucle du type discuté en section 12.5.

Le terme correspondant & g = 0 diverge pour deux raisons: parce que nous
’avons pas normalisé I'intégrale sur le champ ¢, parce qu'il faut ajouter des
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termes dérivatifs inessentiels &4 ’hamiltonien. Ceci conduit & remplacer le prop-
agateur A par un propagateur A, régularisé. En représentation de Fourier:
~ 1
A =
ME) = + P2 D(p*/A?)

(14.7)

La fonction D(t) satisfait aux conditions habituelles. Elle est normalisée: D{0) =
1, strictement positive et analytique pour ¢ > 0. Enfin elle croit plus vite que
#@-2/2 pour t — 400 pour que pour que le développement perturbatif soit
défini.

La normalisation de la fonction de partition a comme effet de multiplier le
déterminant par une constante qui doit &tre choisie pour que le produit soit
fini. Cela correspond a soustraire a son logarithme une constante pour le rendre
fini. Il est commode de choisir la normalisation indépendante de m?. Dans ces
conditions on peut d’abord définir la dérivée logarithmique par rapport & m?;

d d%k d%% .
72 2 — ‘2 2 — )
T3 trIn(—V* +m*)a dm? | @n) In{&* +m=)a f(Z?T)d Ax(k)
Il est commode de poser
d?% - 1 d%k
2 = [ A = . .
a(m) f (2m)d Alk) (2m)d / m? + k2D(k2/A?) (148)

Intégrant 24(m) sur m? nous obtenons une expression finie pour la contribution
du déterminant:

trln [~V +m?], — trin(~V2), = / 2sds Qa(s). (14.9)
0

Pour la suite nous avons besoin de quelques propriétés de la fonction Qg4(m), en
particulier des premiers termes du développement de Qg4(m) pour m? — 0. Par
un simple changement de variables nous voyons qu’elle est de la forme:

Qq(m) = A% 2wa(m/A). (14.10)

La fonction wg(z) admet pour z — 0 et d > 2 un développement que nous
paramétrons comme (pour plus de détails voir "appendice A1.7.1)

wa(z) = wa(0) — K(d)2% + a(d)2? + O (2%, 2%). (14.11)

La constante K{d) est universelle, c’est & dire indépendante de la fonction de
coupure
2
N =
¢ (am)PT(d/2)

T 1
KD =S dntray™ ™~ amy

(14.12a)

T(1 - d/2), (14.125)
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ol nous avons introduit de nouveau le facteur de boucle Ng. La constante a(d)
qui, pour d < 4, caractérise la correction dominante dans 1’équation (14.11),
dépend explicitement de la régularisation, ¢’est & dire de la forme explicite du
propagateur,

oo 1
dy =N, 8k (1 — e :
o(d) dfo :v dk:( Dz(kz))’ (14.13)
(forme valable pour 2 < d < 4) mais pour € = 4 — d — 0 diverge comme:
aldy ~ Ny f k478 dk ~ 1/(87%). (14.14)
e=4—d—0 1

Pour d = 4, le comportement de wgq(z) fait intervenir un logarithme:
1
wy(z) — wa(0) ~ “é"'ﬁ“]EZQ Inz. (14.15)

Le terme trln peut étre évalué pour A — oo en utilisant 'expression régularisée
(14.9), et exprimé en termes des quantités définies en (14.11). On trouve

K(d d
trin [—Vz + mz]A —trIn(—-V*)s = —2~é——)md’ + Qq(0)m? + %m‘lj&‘ld
+ O(mSAYE mdt2A—2), (14.16)

14.3 Limite N — oo: domaine critique

Nous étudions maintenant la limite N — oo, la fonction U(p) étant supposée
indépendante de N. Avec Pansatz o = Q(N/2), p = O(1), A = O(1) tous les
termes dans H sont d’ordre N et I'intégrale peut dans cette limite s’évaluer par
la méthode du col. Nous cherchons un col qui correspond & des champs classiques
a(x), p(x), AM(z) constants:

O‘(ﬂ:‘) =a, ,O(il'}) =/ A(‘T) :mza

oil nous avons explicité la positivité de A au col {cf. (14.7)).
La densité d’hamiltonien £ en champ H nul §’écrit alors

1
(2m)

olt 'intégrale doit étre interprétée dans le sens régularisé (14.9). Dérivant £ par
rapport & o, p et m? nous trouvons les équations de col (utilisant la définition
(14.8))

£ =NU(p) + tm*(c* — Np) + 1N / ' d%k In[(k* + m*)/k?], (14.17)

mPo =0, (14.18a)

im? =U'(p), (14.18b)

o2 /N —p4Q4(m) =0. (14.18¢)
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Discussion. Le terme trln dans 'expression (14.6) provient de I'intégration
sur les N — 1 composantes 7. La valeur moyenne m? du champ X\ provient du
terme de masse du champ 7 et donc, a l'ordre dominant, m est la masse des
N — 1 composantes 7. I.’équation (14.18a) implique soit & = 0 soit m = 0.
Cette alternative est une manifestation du phénomeéne de Goldstone: si 0 = 0
la symétrie O(N) n’est pas brisée et les N composantes du champ ont la méme
masse m; si, au contraire, ¢ # 0 la symétrie O(N) est brisée spontanément,
m = 0 et le champ 7 a masse nulle, en correspondance avec les N — 1 modes de
Goldstone attendus.

Nous considérons maintenant les équations de col dans les deux phases.

(i) Phase ordonnée. Notons que I’équation {14.18¢) n'est compatible avec une
solution m = 0 que pour d > 2, puisque pour m = 0 'intégrale diverge pour
d < 2. Cette propriété est directement liée au théoreme de Mermin-Wagner—
Coleman: dans un modéele statistique n’impliquant que des forces & courte portée,
une symétrie continue ne peut pas &tre brisée pour d < 2, dans la mesure ot
la moyenne ¢ du paramétre d’ordre s’annule nécessairement. Dans le présent
contexte les modes de Goldstone sont a lorigine de cette propriété: étant de
masse nulle, comme on le sait par des arguments généraux et comme le calcul
a l'ordre dominant pour N — oo I'a confirmé, ils induisent des divergences &
impulsion nulle pour d < 2.

Les équations de col (14.18) se réduisent alors & U'{p} = 0 et (d > 2)

0?/N —p+Qq(0)=0.

La premi¢re équation exprime que p est donné par le minimum de U, que nous
avons supposé unique, et la deuxiéme équation détermine alors la valeur moyenne
du champ. Une solution n’existe que si la position p du minimum satisfait

P> pPe= Qd(o)a (14'19)

et alors

g=+N(p—pe) (14.20)

(ii) La phase symétrigue. Alors o = 0 et les équations de col (14.18) peuvent
s’écrire

m? =2U'(p), p- pe= Qq{m) — Q4(0). (14.21)

La deuxiéme équation implique p < p.. La valeur p = p. correspond donc & une
transition entre une phase ordonnée p > p. et une phase symétrique p < p.. La

condition
U’(pc) =0, (14.22)

détermine les interactions U{p) critiques.
Le paramétre m est maintenant la masse du champ ¢ et £ = 1/m la longueur
de corrélation. La condition m < A, ce qui est équivalent & & > 1/A, définit le
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domaine critique. Elle implique que p est proche de p, par la deuxiéme équation
(14.21). La premigre équation entraine que U’(p) est petit et donc p est proche
de la position du minimum de U(p). Nous développons alors U(p) & p.:

U(p) = U'(pe)(p = pe) + 3UL (p = pe)? + O((p — pe)?), (14.23)

et posons
U'lpe) =37, |71 <1, (14.24)

Avec cette paramétrisation
m? =2U"(p— pe) + T+ O((p — pe)?).

Nous avons supposé que U”(p) ne s’annule pas au minimum, et donc U” ne
s’annule pas dans un voisinage. Comme p est proche de p., U/ est strictement
positif. Alors T est positif dans la phase symétrique et négatif dans la phase
brisée.

Sans cette hypothése le point critique pourrait étre un point multicritique, une
situation gue nous n’examinons pas dans ce contexte.

Pour étudier les comportements au voisinage du point critique seul le dévelop-
pement, jusqu’au second ordre est utile. Nous pouvons donc réduire U(p) & un
polynéme quadratique, comme dans le modéle quasi-gaussien, et le probleme
se réduit & la discussion de la théorie des champs ($?)? qui dans le cadre du
développement en € = 4 — d aussi décrit les comportements critiques universels.

14.4 La théorie des champs (¢?)? pour N — o

A partir de maintenant la discussion est spécifique & la théorie des champs (¢?)”.
En termes du champ initial & N composantes ¢ nous écrivons ’hamiltonien

o = [{J sl + i@+ g e a4

oll les termes inessentiels ont été omis.
A Thamiltonien (14.25) correspond la fonction

1 U
U(p) = 5P+ Epz. (14.26)

La limite N — oo est prise & U(p) fixé et ceci implique avec nos conventions que
u, le coefficient de ¢*/N, est fixé.

Le potentiel U étant quadratique (équation (14.26)), Uintégrale sur p(z) dans
(14.5) est gaussienne et peut donc dans ce cas étre effectuée explicitement. I.'effet
de Pintégration est de relier p(z) & A(z) par I’équation de champ:

SHn (Jz b, A)

Spay 0 = gue@) s =A@). (14.27)
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Notons, toutefois, que le champ p a une interprétation physique plus directe que
le champ A{z).

Interprétation diagrammatique. Dans le théorie des champs {¢?)? les termes
dominants du développement perturbatif quand N — oc viennent des chaines de
diagrammes en “bulle” de la forme représentée dans la figure 20. Ces diagrammes
asymptotiquement forment une série géométrique que les techniques algébriques
précédentes permettent de sommer.

e 8 8 °

FIG. 20 — Les diagrammes dominants pour N — oo.

La phase de basse température. Dans la phase ordonnée p > pg, la valeur
moyenne non nulle o du champ est donnée par 'équation (14.20):

o=+vN(p~—pc),

(nous rappelons p, = 14(0), équation {14.19)) et la symétrie O(N)} est brisée
spontanément. La constante p est alors donnée par I'équation (14.18b) qui se
réduit & U'(p) = 0. La condition {14.22) détermine le potentiel critique U

Ulpe) =0 = r=r.= —up./6. (14.28)

La valeur moyenne du champs s’annule pour r = r., qui donc correspond a la
température critique 7. Introduisant le parametre 7 qui caractérise la déviation
a la température critique (défini par "équation (14.24))

=20 pc) =7 —7¢,
nous obtenons
Ulp) =0 = p—pc=—(6/u)T. (14.29)
La symétrie O(N) est brisée pour 7 < 0, c’est & dire & basse température, et
nous pouvons récrire 'équation (14.20):

o = —(6/u)T x (—1)?* avec § = ;- (14.30)

Nous en concluons que dans la limite N — oc I'exposant 3 reste quasi-gaussien
en toutes dimensions.

La phase de haute température . Pour 7 > 0, au-dessus de T, o s’annule. De
Pexpression (14.6) on déduit le propagateur du champ o. Asymptotiquement il
prend la forme (négligeant les corrections venant des termes inessentiels)

A 1

o~ 14.31
lpl,m<cA p? +m? ( )
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Par conséquent m est la masse physique du champ o (et donc de toutes les
componsantes du champ ¢}, ou l'inverse de la longueur de corrélation &:

£=1/m. (14.32)

L’équation (14.18¢) implique que 8p/0m est négative et que r est une fonction
croissante de m. Le minimum de 7, obtenu pour m = 0, est r.. Utilisant les
définitions (14.24,14.28) dans les équations (14.21}, nous trouvons alors:

m? = (u/B)(p— pe) + T, (14.330a)
P~ Pe= Qd(m) - Qd(O) (14.335)

(i) Pour d > 4 le développement (14.11) implique que la contribution principale
4 p — p. est proportionnelle a m?, comme le membre de gauche de I'équation
(14.33a), et donc

ml=¢?t~nr = v=g3, (14.34)

ce qui est le résultat gaussien ou de champ moyen.

(i) Pour 2 < d < 4 par contre, le terme principal est d’ordre mé—?

p— pe~ —K(dym? 2.

La contribution dominante pour m — 0, dans 1'équation (14.33a) provient main-

tenant de p — p.. Ne gardant que le terme dominant dans (14.11) nous obtenons
(e=4—d):
m=¢t e~/ (14.85)

ce qui montre que Pexposant v n’est plus gaussien:
q

11
2—¢ d-—2

I/ =

(14.36)

(iii) Pour d = 4 la contribution principale dans Péquation (14.33a) provient
encore de p — pe

m? 4872 T 967> T
uw In(A/m) w In(A2/7)

(14.37)

La longueur de corrélation n’a plus un comportement en loi de puissance mais
plutét un comportement de type gaussien modifié par un logarithme. C’est un
comportement typique dans une situation ot le point fixe gaussien est stable en
présence d’un opérateur marginal.

(iv) Si 'on examine 1'équation (14.18b) pour ¢ = 0 et d = 2 on trouve que
la longueur de corrélation ne peut devenir grande que pour r — —00. Cette
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situation particuliere sera étudiée dans le cadre du modele o non linéaire en
section 14.9.

Enfin, dans la limite critique 7 = 0, m s’annule et donc de la forme (14.31) du
propagateur du champ ¢ on déduit que I'exposant critique 1 reste gaussien pour
tout d

n=0 = dy=3(d—2). (14.38)

On vérifie donc que pour d < 4 les exposants 3, v, i satisfont la relation d’échelle
démontrée dans le cadre du développement en &:

B=3v(d-2+n) =vdy.

14.5 Partie singuliére de I’énergie libre et forme d’échelle
de I’équation d’état

En présence d'un champ magnétique constant H dans la direction o, la densité
d’énergie libre W(H) (A cet ordre I'opposée de la densité d’hamiltonien £ dans
laquelle les équations de col ont utilisées) est donnée par

W(H) = 1ln Z/volume = —&

3 1 1
= Emél — —B—Emz - §m202/N + Ho /N — 3 trIn(~V? 4+ m?)al,

oll p a été éliminé grace & I'équation (14.18¢). Les valeurs au col m?, o sont
données par I'équation (14.18b) et I'équation de col (14.18a) modifiée:

m?c = H . (14.39)
L’aimantation M, valeur moyenne de ¢, est:

oW
M=—=g,
aH
puisque les dérivées partielles de W par rapport & m?, o s’annulent comme
conséquence des équations de col. La densité de potentiel thermodynamique

G(M), transformée de Legendre de W (H), est alors

GM)=HM - W(H)
3 3r 1 1
=N |——m*+ =m? + —m M?/N + - trln(—V2 +m?)4 | .
2u 7 2 2
Comme conséquence des proprié¢iés de la transformation de Legendre, I’équation
de col correspondant & m? est maintenant obtenue en exprimant que la dérivée
de G par rapport a m? s’annule.



(DRAFT du 9/7/3 14:51) 317 (DRAFT du 9/7/3 14:51)

Le développement pour m — 0 du terme en tr In est donné par I'équation
(14.16). Le potentiel thermodynamique prend alors la forme

3/1 1 3(r —re) 1 K(d)
N=2"[—-—-= 4 e/ 2 .23 s2 _ d )
G(M)/ 5 (u u)m +=—mt o gmtM N — = =mf, (14.40)
oll nous avons défini 6
ut = ——a(d)A : (14.41)

Notons que pour d < 4 le terme proportionnel a m? est négligeable pour m — 0
par rapport au terme singulier m¢. Donc, & 'ordre dominant dans le domaine
critique

3 1 K{d
G(M)/N = armz + Eszz/N - -——c(i—)md, (14.42)
ol 7 a été défini en (14.24).
Exprimant que la dérivée par rapport a m? s’annule:

(6/u)r + M?/N — K{(dym®™? =0,

nous obtenons
1/(d—2)

1 ' 9
m= | g (6/w)r +M2/N)

Nous en déduisons la contribution dominante au potentiel thermodynamique
dans le domain critique:

d—2

d/{d—Z)
2d (K (d))*/“™?

[(6/u)r +M?*/N) (14.43)

1
WQ(M) ~

Différentes quantités peuvent &tre calculées & partir de G(M). Par exemple, en
dérivant par rapport & M on trouve I'équation d’état dans la limite d’échelle:

8¢

H= - = hoM?® f (aor/M?}, (14.44)

oft ko and ag sont deux constantes de normalisation. L’exposant ¢ est donné par:

_d+2

4
d—2’

(14.45)

en accord avec la relation générale entre exposants 6 = d/dg — 1, et la fonction

f(x) par:
flz)y =@ 4 )2, (14.46)
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La forme asymptotique de f(z) pour  — +oc implique v = 2/(d — 2), ce qui
est & nouveau en accord avec la relations d’échelle v = (2 — n). Prenant en
compte les valeurs des exposants critiques 7y et 3, il est alors facile de vérifier
que la fonction f satisfait toutes les propriétés requises comme par exemple
I'analycité de Griffith. En particulier 'équation d’état peut &tre mise sous une
forme paramétrique {M, 7} — {R,6}:

M = (ag)Y/?RY?0,
T=3R (1 — 92) ,
H = hoR%/%¢ (3 — 20%)¥ 1472

Corrections dominantes auz lois d’échelles. Le terme proportionnel & m# est la
correction dominante a la forme d’échelle asymptotique. Le comparant au terme

principal on trouve
mt fm? = O(T(4md)/(d-2)).

L’exposant qui caractérise les corrections dominantes & la forme asymptotique
dans la variable température, est wy (w est défini par ’équation (13.25)) et donc

wr=4—-d)/(d—2) = w=4—4d. (14.47)

Remarquons que pour la valeur particuliére v = u* cette correction s’annule.

Exposant de chaleur spécifique. Rapports d’amplitudes. Dérivant G(M) deux
fois par rapport & 7, on obtient la chaleur spécifique & aimantation M fixée (&
une constante additive pres)

(4—d)/(d—2)

C o [(6/u)T + M?/N] (14.48)

Pour M = 0 la partie singuliére de la chaleur spécifique s’annule donc comme
FA=d)/(d-2)

C~ A= |77, (14.49)
avec comme exposant de chaleur spécifique

4-d
a= s, (14.50)
qui est bien égal & 2 — dr, en accord avec les prédictions du groupe de renormal-
isation.

Notons que dans le cas de la chaleur spécifique pour N — oo le terme dominant
quand 7 — 0 n’est pas la partie singuliére universelle qui s’annule mais la partie
réguliere en T qui a une limite finie, et dont la valeur n’est pas universelle (par
exemple elle dépend de u).
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FIG. 21 — Le diagramme “bulle” Ba(p,m).

Parmi les rapports d’amplitudes critiques on peut calculer, par exemple, Rg =
fiH@ATYY4 ot R, = aATCT /MZ (of. équation (7.28) et section 8.6)

AN T(3-d/2)  4-d

(R = AT m e e g

(14.51)

14.6 Les fonctions & deux points (\)\) and (¢?¢%)

Dans la phase de haute température, dérivant deux fois ’hamiltonien (14.6) par
rapport & A(x), p(x), et remplagant le champ A(z) par sa valeur moyenne m?,
nous obtenons la fonction & deux points (AN}, qui est aussi le propagateur du
champ X dans le développement en 1/N:

-1

1 v 2 6
M) = gags [ A B0, ) =5 [+ Baem)]
(14.52)
ot Ba(p,m) est le diagramme bulle de la figure 21:
1 d<
1 (14.53)

A
Ba(p,m) = Wf (g2 +m2) [(pA q)* +m2] )

et 1a borne A signifiant que le propagateur a la forme régularisée (14.7).

Le propagateur Ay (p) est négatif parce que le champ A est imaginaire. Utilisant
la relation (14.27) nous obtenons la fonction & deux points (pp) (en repésentation
de Fourier la translation par une constante ne produit qu'une distribution 4§ &
p = 0) et donc suivant la remarque en section 14.4, la fonction & deux points de
$?(z) en représentation de Fourier

12N/u
u/6)Ba(p,m)
. (14.54)
A impulsion nulle nous retrouvons la chaleur spécifique. Le développement pour
m — 0 de B (0,m) peut étre déduit du développement (14.11). On trouve

[t o (@@)820)) = 37 [ @t & p()p0) =~

1 A ddq
17,

== Qa(m) = (/2 DE(@m™ —a(dA™ + - (1455)
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La partie singuliere de la chaleur spécifique s’annule donc comme m®, en accord
avec I'équation (14.48) pour M = 0.

Dans la théorie critique (m = 0 & cet ordre) pour 2 < d < 4, le dénominateur
est aussi dominé quand I'impulsion p tend vers zéro par l'intégrale:

1 A ddq e .
Bu(p,0) = W/ 0o = g)F 2<aes b(d)p™* — a(d)A
+ 0 (AP A7) (14.56)
ou i ,
o(d) = ~ sin(7d/2) Il?(agd—/zl)) 4 (14.57)
et donc:
Axp) ~, wﬁ;@ﬁ- (14.58)

On vérifie & nouveau la cohérence avec les relations d’échelle. De plus, nous
notons que la dimension [A| du champ A dans la limite N — oo est

N =l =[] =d—1/v = 1(d+2) =2, (14.59)

un résultat important pour la théorie des perturbations en 1/N.

Remarques.
(i) Pour d = 4 T'intégrale a un comportement logarithmique:

1
— In{A/p) + const., (14.60)

B 0) ~
A(pr )p<<A Q2

et domine encore le comportement du propagateur Aj(p) o< 1/In{A/p).

(ii) Notons que, par conséquent, pour d < 4 les contributions engendrées par
le terme proportionnel & A\*(z) dans (14.6) ont toujours été négligeables dans le
domaine critigue.

La fonction (oo) d basse température. Dans la phase de symétrie brisée ’hamiltonien,§
apres translation des valeurs moyennes, inclut un terme proportionnel & o et
donc les propagateurs des champs ¢ et A sont les éléments d’une matrice M 2 x 2:

M~ (p) = (i _3N/u— gNBA(p, 0)) ) (14.61)

ot 0 = {o(x)} et Bp est donnée par I'équation (14.56). Pour d < 4 asympto-
tiguement le déterminant est donné par

1/ det M(p) ~ —N [b(d)p®~2 + 67 /u] .
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Cette expression définit une échelle de masse M,
mee = (/)Y@ o< A((re = 1)/A2) Y = A((re =)/, (1462)

3 laquelle est associée un changement de régime (crossover en anglais) entre un
comportement dominé par les modes de Goldstone et un comportement critique.
A d =4 Bp(p,0) est donné par I'expression {14.60) et

re—T

2
e X L e T (14.63)
Enfin pour d > 4, Ba(p,0) a une limite finie & p = 0 et donc
Mer X A/ Te—T. (14.64)

En toute dimension m., a le méme comportement d’échelle pour r — 7. que la
masse physique (en fonction de |r — r¢|).

14.7 Fonctions de GR et corrections dominantes aux lois
d’échelles

Les fonctions du GR. Pour aller plus loin dans la vérification de la cohérence
avec le schéma du GR, calculons & I'ordre dominant pour N — oo les fonctions
du GR. Nous posons (équation (14.41)):

u=NgA®, g¢g"=uv'A°/N=6/(Na), (14.65)

oll la constante a(d) a été définie en (14.11) et diverge pour ¢ = 4—d — 0 comme
1/(8n2c) (équation (14.14)). Il est facile de vérifier qu’a l'ordre dominant pour
A - 00, m solution de ’équation (14.33) satisfait une équation qui exprime que
c’est un invariant du GR:

0 a 7,

— — — A} = .
(2 G +56)5 marg)mre =0, (1456)
oti, dans le membre de droite, les contributions d’ordre 1/ A? ont été négligées.
Les fonctions du GR §(g) et 72(g) sont alors

Blg) = —eg(1—g/9"), (14.67)
v Hg) = 2+ m(g) =2—eg/g". (14.68)

Pour les régularisations les plus simples a(d) est positif en toutes dimensions.
Notons toutefois que ceci n’est pas toujours vrai, et dans ce cas, que nous ne
discuterons pas ici, la méthode du GR est confrontée a une sérieuse difliculté.
Quand a(d) est positif, on trouve un point fixe IR, g%, ainsi que les exposants
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w =¢€et vl = d— 2, ce dernier résultat étant cohérent avec les équations
(14.47,14.36). Dans le cadre du développement en €, w est associée & la correction
dominante au comportement d’échelle asymptotique. Dans la limite N — oo, w
reste plus petit que 2 pour ¢ < 2, ce qui étend cette propriété a toutes les
dimensions 2 < d < 4.

Enfin, en appliquant les équations du GR au propagateur {14.31) on trouve

n(g) =0, (14.69)

ce qui est cohérent avec la valeur (14.38) de Pexposant 7).

Les corrections dominantes aux relations d’échelle. De 'analyse générale du
RG on g’attend a ce que les corrections principales au comportement d’échelle
s'annulent pour u = u*. Cette propriété a déja été vérifiée pour 'énergie libre.
Considérons a nouveau la longueur de corrélation ou la masse m données par
les équations (14.33). Si nous gardons maintenant la correction dominante &
Pintégrale pour m — 0 (équation {14.11)), nous trouvons

1- -5— + @W/6)K (dm™ +0 (m**A?) = —, (14.70)
onl Iéquation (14.65) a été utilisée. On note que pour la valeur particulidre
u = u*, la correction d’échelle dominante s’annule. En fait on peut vérifier que
2 < d < 4 au point fixe toutes les corrections & la relation d’échelle (14.35)
décroissant comme des puissances proportionnelles & &, s’annulent, en accord
avec les prédictions du GR.

On peut montrer que les corrections dues au fait que g # ¢* sont proportion-
nelles & (u — u*)7%/(2=%). On en déduit que wr = /(2 — &), ce qui est cohérent
avec les équations (14.47,14.36).

Le propagateur du champ A. De la méme maniére, si Pon garde les correc-
tions dominantes au propagateur du champ A dans la théorie critique (équation
(14.56)) on trouve:

Ap)=—x |7~z tudp™"| (14.71)

ot 'on a négligé les termes d’ordre A2 et 1/N. Les corrections d’échelle domi-
nantes s’annulent & nouveau exactement pour v = u* comme attendu.

Discussion.

(i) On peut montrer qu'une perturbation due & des opérateurs inessentiels
est. équivalente, a Pordre dominant dans la région critique, 4 une modification
du coefficient de {$?)?. Ceci peut ére expliciterment vérifié ici. I’amplitude de la
correction dominante aux relations d’échelle est, comine on I’a vu, proportionnelle
4 6/u — a(d)A™° ou la valeur de a{d) dépend de la forme du facteur de coupure
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et donc des contributions des opérateurs inessentiels. Notons u' le coefficient de
(¢%)? dans un autre schéma ol a est remplacé par o’. En identifiant la correction
d’échelle dominante on trouve la relation

6A fa(d):6A

o a,(d)s
qui est une relation homographique cohérente avec la forme spéciale (14.67) de
la fonction J3.

(i) Le signe of a(d). On suppose géneralément que a(d) est positif. Clest
d’ailleurs le cas pour les schémas de régularisation les plus simples. On voit par
exemple sur I'expression (14.13) qu'une condition suffisante est que o(t) dans
I’expression (14.7) soit monotone. De plus, a(d) est toujours positif pres de la
dimension 4 ou il diverge comme

a(d)

Alors, dans la limite N — oo il existe bien un point fixe u = u* pour la physique
de longue distance, zéro non trivial de la fonction . A cette valeur de u les
corrections principales aux formes asymptotiques d’échelle s’annulent.

Toutefois & d fixé, d < 4, ceci n’est pas la situation générale. Il est facile de
trouver des régularisations pour lesquelles, par exemple, & d = 3 a(d) est négatif.

Si a(d) est négatif, la méthode de GR, du moins dans sa version simplifiée
réduite & un seul paramétre, est pour N — oo confrontée a un sérieux probleme.
En effet le parametre u(A} & I'échelle A croit pour A — oo jusqu’a ce que le
développement en 1/N ne soit plus valable. L’interprétation de ce phénomene
n'est pas claire. Cela peut étre un effet véritable: les hamiltoniens de départ
de ce type n’appartiennent pas au bassin d’attraction du point fixe. Cela peut
étre un probleme de groupe de renormalisation qu’il faut modifier pour assurer
cette convergence. Enfin cela peut étre simplement une pathologie de la limite
N — o0.

Une autre facon de formuler le probléme est d’examiner directement la relation
entre interactions nue et renormalisée. Notant g.m* % la fonction & quatre points
renormalisée & impulsion nulle, nous trouvons

—d
4-d At

1
[ .
d—a4 8m2e

= : 14.
T T A dgN B (0, m)/6 (14.72)
Dans la limite m < A la relation peut s’écrire

1 (d-2)NK(d) m\4=4 (1 Na(d)

P 12 +(3) g 6 ) (14.73)

Nous voyons que pour a{d) < 0 la valeur de point fixe renormalisée ne peut
pas étre atteinte en variant ¢ > 0 pour aucune valeur finie de m/A. De méme
les corrections dominantes au comportement de point fixe ne peuvent plus étre
annulées.



(DRAFT du 9/7/3 14:51) 324 (DRAFT du 9/7/3 14:51)

14.8 Le développement en 1/N

Les termes d’ordre supérieur dans le calcul par la méthode du eol de V'intégrale
fonctionnelle (14.5) engendrent un développement en 1/N. Récrivons d’abord de
maniére un peu différente ’hamiltonien (14.6). On translate la valeur du champ
Az} de sa valeur moyenne A = m? (équation (14.32)), Mz) — m? + A(z):

1 3N 6N
Hy (o, M) = 5 /ddm l(@ua)z +m2a? | Ao? — -u—,\z ——(m?—7) A

W

LSS

trln [-V? + m? + Ae)] . (14.74)
Le comptage des puissances. En négligeant tous les termes inessentiels, on peut
analyser 'hariltonien (14.74) du point de vue du comptage de puissances. La
dimension du champ o(z) est {d — 2)/2. Du comportement critique (14.58) du
propagateur du champ A, nous avons déduit la dimension canonique [A] du champ
Ax):
2N —e=d e, [A] =2.

Comme nous 1’avons remarqué plus haut, A% a dimension 4 > d et donc 'opérateurfi
f d?z A%(z), qui a une valeur propre d — 4, est inessentiel. Le terme d’interaction
[ A(z)o?(z)d%r a dimension zéro. Il est facile de vérifier que les interactions
non locales qui dépendent du champ A et proviennent du développement du
déterminant, ont également toutes une dimension canonique nulle:

{tr [)\(:c) (V2 + mz)‘l]kJ = k[N -2k=0.

Par conséquent, dans le cadre du développement en 1/N, la théorie a les pro-
priétés de comptage de puissance d’une théorie renormalisable pour toutes les
dimensions d, 2 < d < 4. Contrairement a la théorie des perturbations usuelle,
le développement en 1/N ne génére que des corrections logarithmiques au com-
portement a longue distance dominant. La situation est donc similaire & celle
rencontrée pour le développement en € au point fixe et on s’attend a pouvoir
calculer des quantités universelles, telles que les exposants critiques par exem-
ple, comme des séries de puissances en 1/N. Toutefois, comme les interactions
sont non locales, la démonstration de cette propriété n’est pas immédiate car les
résultats habituels de la théorie de la renormalisation ne s’appliquent pas. Util-
isant quelques identités algébriques il est possible de construire une théorie des
théorie des champs quasi locale qui a les mémes comportements asymptotiques
et a laguelle la théorie de la renormalisation s’applique.

Application: Développement perturbatif et comportement o grande impulsion.
La correction d’ordre 1/N & la fonction a deux points permet de comprendre
le probleme des divergences perturbatives dans la théorie de masse nulle pour
d < 4.
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Nous avons vu que, dans le cadre du développement en 1/N, on peut faire
des calculs & dimension fixée d < 4 dans la limite critique (T = Te, m? = 0).
Ceci implique que les termes du développement en 1/N ne peuvent pas étre
développés dans une série de puissances du coeflicient g de (¢?)?, au moins avec
de puissances entieres. Notons que puisque le point fixe gaussien est un point
fixe UV, les comportements pour g — 0 sont liés aux comportements a grandes
impulsions.

Pour comprendre ce phénoméne, on considére la fonction & deux points {(co)
& lordre 1/N. A cet ordre un seul diagramme contribue (figure 22), contenant
deux vertex A2¢. Dans la limite A — oo et aprés une renormalisation de masse

(pour que r2 {p=0) = 0), on trouve
1
0 (m) .

(2 (p) = 12 2 d’ 1 - @
T (p) ="+ N(zﬁ)d/(ﬁ/u)—l-b(d)q_s ((p+Q)2 qz) ! (14.75)

Une étude analytique de 'intégrale montre qu'elle a un développement de la
forme

Z an(e)uFp? R 4 Br(e)u2HR/ep =2k, (14.76)
k>1

FEn fait les coeflicients ap, 8 peuvent &tre calculés & partir de la transformée
de Mellin de 'intégrale considérée comme fonction de u (cf. appendice A1.7.2).
Les termes avec des puissances enticres de u correspondent au développement
perturbatif qui existe pour ¢ suffisamment petit en régularisation dimensionnelle.
oy a des poles en & = (20 + 2)/k pour lesquels la puissance correspondante de p?
est —{, c'est-a-dire un entier. On vérifie que 5 a un pole pour la méme valeur
de ¢ et que les contributions singuliéres se compensent dans la somme. Pour ces
dimensions particuliéres correspond aux poles des logarithmes de u apparaissent
dans le développement.

FIG. 22 — Le diagramme contribuant d U5 & lordre 1/N.

14.9 Le modeéle ¢ non linéaire

Nous avons remarqué que le terme proportionnel & [ A2 (z)d% est négligeable
dans le domaine critique pour d < 4 et peut donc étre omis & 'ordre domi-
nant. [explication est simple: analyse précédente montre que dans le cadre du
développement en 1/N l'opérateur A? a la dimension quatre, en toutes dimen-
sions, et donc est inessentiel pour d < 4. Pour d = 4 la situation est plus subtile,
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parce qu’il est marginal. Cependant, méme dans ce cas, il n’introduit que des
corrections logarithmiques au comportement dominant. En fait la partie con-
stante de I'inverse du propagateur, telle qu’elle apparait dans 1'équation (14.71)
joue le réle d’un parametre de coupure de grande impulsion. Considérons alors
Phamiltonien (14.74) sans le terme en A%, 8i 'on réintroduit le champ initial ¢
et on intégre sur A(z) on trouve

6

2= [10i@)s |0 - & om* 1) e |- [ ] Bubfo)’ata). ()

Sous cette forme, nous reconnaissons la fonction de partition du modele ¢ non
linéaire de symétrie O(N) dans une paramétrisation inhabituelle. Nous avons par
conséquent découvert une correspondance remarguable: & tous les ordres dans un
développement en 1/N le modéle o non linéaire et la théorie des champs (¢?)2
ont le méme comportement asymptotique & longue distance.

La limite N — co0. Nous allons maintenant résoudre le modeéle o directement
dans la limite N — co pour montrer plus explicitement la correspondance entre
les différentes paramétrisations. Nous récrivons la fonction de partition:

z - f (o (2)d\ ()] exp [~ H(h A)] (14.78)

H{p, A) = % /d% [(6@)2 T (P - 1)] : (14.79)

En intégrant, comme on I'a fait & la section 14.1, sur N — 1 composantes de ¢ et
en notant o la composante restante, on obtient:

Z = f (dor () dA ()] exp [~ Ha (o, )] (14.80)

Hn (o, N) :%/ [(8“,0)2 + (o%(z) — 1) )\(m)] déz

n %(N — 1) trln [~ V2 A(e)], - (14.81)

On prend maintenant la Iimite N — oo a T'N fixé. Les équations du col équivalentesf
aux équations (14.18) sont:

mioc =0, (14.82a)
o?=1— (N - 1T Qq(m), (14.82b)
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ou 'on a posé m? = {A(z)) et Q4 a été défini en (14.8). A basse température o
est différent de zéro pour d > 2 et donc m, qui est la masse du champ =, s’annule.
I’équation (14.82b) donne I'aimantation spontanée:

o0? =1— (N — 1)T Q4(0). (14.83)

Pour T = T,, o s’annule:

; = (N — 1)24(0). (14.84)

c

Par conséquent I"équation (14.83) peut étre récrite:
o2 =1-T/T,. (14.85)

Au-dessus de T,, o s’annule et m, qui est maintenant la masse commune aux
champs 7 et o, est donmée pour 2 < d < 4 par (équation (14.11)):

Ti - % =m®2(N — D)K(d) + O (m?A%?). (14.86)
On retrouve la forme d’échelle de la longueur de corrélation £ = 1/m.

Nous verrons au chapitre 15 que les fonctions de corrélation du modele o
satisfont des EGR, qu’on peut démontrer dans un développement double en T' et
g = d — 2. Combinant les résultats {14.85,14.86) avec les expressions générales
(15.51,15.50), on peut en déduire les fonctions du GR & I'ordre dominant pour
N — oot - .

BTy=eT — —T%, (T)=_T. (14.87)
T, Te
Le calcul d’autres quantités physiques et le développement en 1/N découlent des
considérations des sections 14.1-14.8.

14.10 L’exposant n a Pordre 1/N

Afin d’illustrer la discussion précédente, calculons l'exposant n & l'ordre 1/N
(figure 22). 1l suffit pour cela d’évaluer la fonction & deux points du champ o &
lordre 1/N, & T¢, et au point fixe IR. L’expression (14.75) devient:

&) =p+ NS(E) / (gjgdqe {(qu)z - qiz] +0 ("f{fl’i) . (14.88)

Comme on 'a expliqué ci-dessus, aprés une renormalisation de masse, 'intégrale
en ¢ diverge logarithmiquement pour toute dimension. On introduit un cut-off
A dont la forme précise ne joue aucun réle & cet ordre. L'intégrale se comporte
donc pour les grands cut-off, ou les petites impulsions comme:

/ ddq e —2 —2 2
2nyi? [(p+q)"2—q 2] ~ Ap* n(A/p). (14.89)
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En comparant avec le développement de la fonction & deux points au point fixe
TR
I2,(p) ~p* " ~p* (1—nlnp + O (1/N?)), (14.90)

on conclut:
n=2A/(Nb(g)).

L’expression (14.89) montre que le coefficient de In p peut étre obtenu en évaluant
la partie divergente de 'intégrale. Celle-ci correspond a des grandes valeurs de
la variable d’intégration g dans (14.88) et est réguliere dans I'impulsion p. On
peut donc la développer pour p petit. On trouve:

o A d )2
/ fg?%qs [(p+q) >—q % ~p f qdc(izfr)d (4(19 3 _1)_ (9

p?q?

En utilisant 'invariance sous rotation on peut substituer:

Alp-q)* 4
2@ d

La partie divergente de 1'intégrale est donc:

d & 2
f ((21503 q [(p+ Q)iz - qiz] ~ 42 s (47]-)05/211"(0:/2)10 nA. (14.92)

Utilisant la définition (14.57) de b{e) on en déduit la valeur de 'exposant 7. Tl
est commode de poser:

. 2lNd — 1) _ 2sin(me/2)I(3 —¢)
VTODB(d/2T(1—d/2) T al%(2—¢e/2)

(14.93)

Apres un peu d’algebre on obtient:

m{t_axl +0 (i) . (14.94)

UES N2
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Chapitre 15
Le modéle o non linéaire

Dans ce chapitre nous discutons le modéle o non linéaire, un modele de théorie
des champs avec une symétrie O(V} réalisée non linéairement. 11 existe plusieurs
motivations pour entreprendre une telle étude. Du point de vue de la physique
des interactions fondamentales, le modele offre, & deux dimensions, 'exemple le
plus simple de liberté asymptotique et de spectre non perturbatif, qui sont des
propriétés aussi présentes dans les théories de jauge & quatre dimensions. Du
point de vue de la physique statistique, le modele apparait dans la discussion
des propriétés A longues distances de la phase ordonnée a basse température de
modgles de spins sur réseaux de symétrie O(N) et interactions & courte portée.
Dans le cas des symétries continues toute la phase de basse température a une
physique & longue distance non triviale due & I'apparition des modes de Goldstone
de masse nulle.

De facon plus surprenante peut-&tre, le modéle o fournit des informations
supplémentaires concernant le domaine critique en dimension voisine de 2. De tels
résultats sont plus compréhensibles quand on se souvient des résultats obtenus
dans la limite N — oo au chapitre 14.9: & tous les ordres du développement
en 1/N, dans le domaine critique, les modeles (¢%)? et o non linéaire sont
équivalents.

15.1 La théorie des champs (¢%)? & basse température

A basse température c’est & dire & T fixée, T < T, dans un systeme dans
lequel une symétrie discréte est brisée spontanément les fonctions de corrélation
connexes décroissent exponentiellement & grande distance. La situation est tout
3 fait différente quand la symétrie est continue & cause de la présence de modes
de Goldstone. Une physique non triviale de longue distance existe pour toute
température dans la phase ordonnée. Cette physique est décrite par le modele &
non linéaire ainsi que nous allons le montrer en étudiant directement la la théorie
des champs {¢%):

H(g) = fddm {% (8,0)° + 2re® + %u (2?1, (15.1)
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dans la phase de basse température (r < r.). Dans la représentation fonctionnelle
correspondante de la fonction de partition

2 — [[dg(o) expl-H(@)
on fait un changement de variables en posant:

M) = pla)pla)  avec o) =1. (15.2)

L’intégrale fonctionnelle devient
2= [ [V w)do(o)] [ad(e)] exp [~ (o, )] (15.3)
(e d) = [ @ {1 [0u(0)] + 3 0upt) + 4 + st (5.0

Dans la phase ordonnée, & T' fixé en dessous de T, le champ p(x) a une valeur
moyenne non nulle et est massif; sa dynamique n’est donc pas critique. I."intégration§f
sur le champ p(x) génére une action locale effective Heg (@) pour le champ ¢

xp M (@) = [ [V @)dol) exp [-Hio D). 155)

De plus l'intégrale fonctionnelle (15.5) peut étre calculée de maniére perturbative.
Notons M la valeur moyenne de p(z) au niveau en arbre:

plz) =M + p'(z). (15.6)
En termes de p/, Vaction (15.4) s’écrit
H(p', 9} = / dz {é (M? +2Mp' + o) [%5(56)] g 18,0’ ()]
+ar (M + N+ %u (M + ,0')4} :
En négligeant toutes les fluctuations du champ p’, on obtient a l'ordre dominant
NP = 1 [ aia 8,6 (15.7)

On reconnait 'action classique du modele ¢ non linéaire.



(DRAFT du 9/7/3 14:51) 331 (DRAFT du 9/7/3 14:51)

Les corrections en boucles provenant de Dintégration sur p’ générent des in-
teractions supplémentaires en ¢. Cependant tant que 'on explore des impulsions
beaucoup plus petites que la masse du champ p ou des distances beaucoup plus
grandes que la longueur de corrélation correspondante, action effective résultant
de Vintégration sur le champ p peut étre développée en termes locaux. Le terme
dominant pour les grandes distances est le terme ne contenant que deux dérivées.
A cause de la symétrie O(N), il est proportionnel & Paction effective Hé%) (913) et
n’a comme effet que de renormaliser le coefficient M 2 qui apparait dans I’équation
(15.7). Les autres interactions ont quatre dérivées ou plus et correspondent, a des
opérateurs inessentiels. Notons que pour une température T' prés de T¢, le do-
maine dans I'espace des impulsions ot ces arguments s’appliquent est

pi| < (Te = T)".

Dans une telle limite le modele o non lindaire (15.7) décrit completement les
propriétés 3 longue distance de la théorie des champs (¢*)? pour T fixé, T < 7.
De plus le coefficient devant I’'action effective devient grand & basse température
comme dans le modeéle sur réseau.

15.2 Le modéle « non linéaire

Le modele o, comme nous 'avons dé&ja expliqué, est défini a partir d’un champ

~

$(z) A N composantes qui satisfait une contrainte invariante sous O(N):

H(x)=1. (15.8)

Notons que le champ qg peut aussi étre identifié & un élément d’un espace (symétrique)ﬂ

homogene O(N)/O(N — 1).

L’action la plus générale de symétrie O(N), qui soit fonction de ¢ et de ses
dérivées, et qui inclue an plus deux dérivées, est & une constante multiplicative
pres:

1) = § [ 4420,4() - 0,0(0). (15.9)

En effet, & cause de la contrainte (15.8), tout terme symétrigue sans dérivée se
réduit & une constante et ¢ - Gqu s'annule.

Afin de générer le développement perturbatif de la théorie des champs cor-
respondante, il est nécessaire de paramétrer le champ en termes de variables
indépendantes. Une paramétrisation de la sphere (15.8) qui est naturelle du point
de vue de la physique statistique et commode pour le GR est:

dlz) = {;Eg : (15.10)



(DRAFT du 9/7/3 14:51) 332 (DRAFT du 9/7/3 14:51)

ou w(x) est un champ & (N — 1) composantes. Le champ o(z) est alors une
fonction de 7(x) par 'équation (15.8). L’équation peut étre résolue localement,
par exemple si o(z) est positif:
o(z) = (1 — n%(z)) (15.11)
La conséquence de la singularité de cette paramétrisation sera discutée plus loin.
Le sous-groupe O(N — 1) qui laisse ¢ invariant agit linéairement sur w(z).
On peut décomposer 1'ensemble des générateurs de I'algébre de Lie de O(N) en
I’ensemble des générateurs de algébre de Lie de O(N — 1) et en son ensemble

complémentaire. A cet ensemble complémentaire correspondent les transforma-
tions infinitésimales de la forme
/2

omi{w) = wi(1— () "7, (15.12)
ol wy sont des constantes, parametres infinitésimaux de la transformation. La loi

de transformation du champ o est alors une conséquence de la transformation
{15.12) du champ :

so(z) = 6(1 — n%(x)) EA— m(x). (15.13)

1/2

La guantification: l'intégrale fonctionnelle. En termes du champ #({z), Paction
(15.9) prend la forme géométrique suivante:

Him) = 5 f d%z Q4 (m)8,md,m; (15.14)
oll Gy;(7) est un tenseur métrique sur la sphere:
. rYiv

Gij = 045 + 17— ;2 (15.15)

Dans la forme (15.14} 'action est covariante sous une reparamétrisation de la
sphére,

La quantification d’actions de la forme (15.14) génére une mesure fonction-
nelle mal définie (puisque infinie). La fonctionnelle génératrice des fonctions de
corrélation est en effet donnée par:

Z(H) = f {(1 _d;((z)))l /2} exp [—% (H(ﬂ')— / dda:H(:c)-w(:c)ﬂ, (15.16)

oll t est la constante de couplage de la théorie quantique des champs.

Lia mesure fonctionnelle d’intégration & une interprétation géométrique évidente:f
c’est la mesure invariante sous O(N) pour la paramétrisation (15.10). Toutefois
cette interprétation formelle de la mesure n’élimine pas la difficulté. Nous de-
vons trouver une méthode pour traiter ces contributions supplémentaires infinies
a l'action. Formellement en effet:

H (1 x*(z)) Uz exp [——;5‘1(0) / d%z In (1 =%(=z))|. (15.17)

Ce probléme est directement lié au probléme d’ordre des opérateurs qui apparait
dans la quantification.
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15.3 Théorie des perturbations. Comptage de puissances

Le minimum de Paction classique {15.9) est donné par:
{Bﬂgg(a:)’ =0 = ¢(x)= const. .

A cause de invariance sous O(N), cette action a un ensemble continu de minima
dégénérés équivalents. Chaque minimum est le point de départ d'une théorie des
perturbations. Si I'on ne calcule que les moyennes des fonctions de corrélation
invariantes sous O(N} avec Paction (15.9) et la mesure invariante de I'intégrale
(15.16), tous les minima donnent exactement la méme contribution. En sommant
gur tous les minima en obtient un facteur, le volume de la sphére Sy_1, qui
disparait dans la normalisation de I'intégrale fonctionnelle. Cependant, pour des
fonctions de corrélation non invariantes sous O(N), une somme sur tous les
minima est équivalente 4 une moyenne sur le groupe O(N). Par conséquent il
semblerait que seules fonctions de corrélation invariantes par le groupe O(N)
soient non mlles. Ce probléme est directement 1ié & la possibilité d’une brisure
spontanée de symétrie: dans la phase ordonnée, le systeme statistique n’est plus
ergodique et par conséquent on ne doit sommer que sur un sous-ensemble de
configurations du champ ayant toutes le méme comportement asymptotique.

15.3.1 Développement perturbatif

Dans la paramétrisation (15.10), on choisit le minimum 7(x) = 0. Dans Pintégrale
fonctionnelle (15.16) la consiante de couplage ¢ joue le rdle formel de h et par
conséquent ordonne la théorie des perturbations. Pour les petits ¢, les champs
7(x) qui contribuent & 'intégrale fonctionnelle doivent alors étre tels que:

Iaﬂﬂ'(:ﬂﬂ ~ \/% )
et puisqu’on développe autour de m(x) = 0, le champ doit lui-méme satistaire:
()| ~ /t . (15.18)

Les valeurs de 7 () d’ordre 1 donnent des contributions exponentiellement petites
4 Dintégrale fonctionnelle (d’ordre exp(—const./t)) qui sont négligeables a tous
les ordres de la théorie des perturbations.

Ceci a deux conséquences: les restrictions imposées par la paramétrisation
(15.11) (o(x) > 0) ne sont pas importantes dans la théorie des perturbations
et de plus on peut intégrer, dans U'intégrale fonctionnelle, librement sur w(x) de
+oc A —oc, en ne tenant pas compte de la contrainte:

()] < 1.

La théorie des perturbations repose & nouveau sur I'évaluation de simples intégralesff
gaussiennes.
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On peut discuter maintenant la théorie des perturbations formelle, en laissant
temporairement de coté le probleme des divergences UV ou IR (petites impul-
sions). Récrivons I'intégrale fonctionnelle (15.16):

Z(H) _/[dfrr] exp{—gg/ddfﬂ [(5u7f($))2 + w}

l—m
- -;—5"1’(0) /ddar In (1—7%(z)) + é fdd:c H(x) Tr(:):)} (15.19)

Notons que le terme de mesure ne contient pas de facteur 1/¢ et ne commence &
contribuer qu’a l'ordre d’une boucle. Puisque 7 est d’ordre /%, il est commode
de normaliser le champ de fagon différente:

T TV

Avec normalisation Pintégrale fonctionnelle devient

Z(H) = f [d] exp{—% f 4% {(am)zﬂ—_m(“'aﬂ) }

1 —tn2

- 58%0) / d’z I (1—t7r2)+\}?_£ / dde(m)-ﬂ‘(m)}. (15.20)

I’expression (15.20) montre que le terme d’interaction dans I'action, une fois
développé en puissances de ¢, génére une infinité de vertex différents avec des
puissances paires arbitraires de w et deux dérivées. Il est toutefois facile de vérifier
qu’a tout ordre fini de la théorie des perturbations et pour une fonction de
corrélation donnée, seul un nombre fini de vertex contribue. Formellement le
terme de mesure produit des vertex supplémentaires sans dérivées.

Le propagateur A;;(p) du champ = est:

Au niveau en arbre le champ 7 est de masse nulle: 4 Vordre dominant de la
théorie des perturbations, le modele ¢ non lindaire réalise automatiquement la
symétrie O(N) dans la phase de brisure spontanée de symétrie et le champ 7
correspond aux modes de Goldstone.

Notons que ces propriétés sont indépendantes du choix particulier (15.10) de
la paramétrisation de ¢().

Le partenaire massif du champ 7 dans la réalisation linéaire, la composante o,
a été éliminé par la contrainte (15.8).
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15.3.2 Comptage de puissarces

La forme du propagateur montre que le champ 7 a la dimension canonique
habituelle d’un champ scalaire [7] = 3(d — 2). Donc la dimension d’un vertex
contenant 2n champs 7 est n{d — 2) -+ 2. Par conséquent:

(i) pour d < 2 la théorie est super-renormalisable par comptage de puissances;
(ii) pour d = 2 elle est juste renormalisable;
(iii) pour d > 2 la théorie n’est pas renormalisable.

Nous étudierons donc d’abord le modele & deux dimensions. Une particularité
du modele est 1a suivante: bien que la théorie soit renormalisable par comptage
de puissances, tout mondme local dans le champ contenant au plus deux dérivées
et une puissance arbitraire de 7 peut apparaitre a priori comme un contre-terme.
La symétrie O(N — 1), qui agit linéairement, ne restreint les contre-termes qu’a
la forme générale:

@ m) (@), (@m* (=", ()",

Cependant au niveau en arbre, la symétrie O(N) non linéaire implique, & une
constante de renormalisation prés, que I'action est unique. On peut montrer,
mais ceci n’est pas un résultat trivial, qu’a cause de certaines identités de WT
conséquences de la symétrie non linéaire, la théorie peut étre renormalisée avec
seulement deux constantes de renormalisation, Z qui change le rayon de la sphere
et Z, qui renormalise la constante de couplage .

15.4 Régularisations perturbatives

La régularisation de Pauli—Villars. Dans la construction d'une version régularisée
du modele ¢ non lindaire, on doit veiller & préserver la symétrie O(V). Ceci est
moins trivial que dans un cas linéaire puisque, comme conséquence de la symétrie,
les termes d’interactions dans laction (15.14) sont reliés & la partie quadratique.
Une méthode simple est de partir de la description du modele en termes du champ
qg(:v) parce que 'action (15.9) est formellement une action de champ libre. Nous

-~ ~

remplacons donc action H(¢) par Ha(¢):

Gngz

~ ~ QJS ~
Ha(g) = % / d%e ¢(x) - (—A + 7 FM 4. ) é(z). (15.22)

En exprimant alors ¢(z) en termes de 7(z), on découvre que le comporte-
ment & grandes impulsions du propagateur a été amélioré, mais en méme temps
de nouvelles interactions encore plus singulieres ont été générées. Une analyse
en comptage de puissances révéle alors que tous les diagrammes peuvent &tre
régularisés, exceptés les diagrammes 4 une boucle dont le comptage de puissance
ne change pas. Cette propriété n’est pas indépendante d’une autre limitation
de la régularisation de Pauli-Villars: elle ne régularise pas le terme de mesure



(DRAFT du 9/7/3 14:51) 336 (DRAFT du 9/7/3 14:51)

divergent. En effet on peut vérifier que les divergences & une boucle engendrées
par linteraction sont nécessaires pour compenser les divergences provenant de
la mesure. On peut dire en quelque sorte que les divergences propres & la théorie
des champs sont régularisées, mais que ce sont les divergences liées a ’ordre des
opérateurs qui subsistent.

La régularisation de Pauli-Villars est utile principalement pour étudier les
modeles non linéaires couplés a des fermions chiraux.

La régularisation dimensionnelle. La régularisation dimensionnelle préserve la
symétrie O(N) de Paction. De plus comme conséquence de la régle:

/ddkz0<:>5d(0)=0,

le terme de mesure peut étre ignoré, et par conséquent la théorie des pertur-
bations n’a pas de divergences & grandes impulsions pour d < 2. Grace a sa
simplicité technique, ¢’est la régularisation que I'on utilise généralement dans les
calculs explicites. Un inconvénient théorique est que le réle du terme de mesure
est caché. Par conséquent pour la discussion théorique de la renormalisation du
modele ¢ non linéaire, il est utile de considérer a la fois la régularisation dimen-
sionnelle et celle par le réseau.

15.5 Régularisation par le réseau et mécanique statistique

Afin de construire une version régularisée sur réseau du modéle o non linéaire de
symétrie O{N}, on peut & nouveau partir de 'action {15.9). On remplace alors
les dérivées par des différences finies:

0u8(2) — V,ub(e) = - [l +any) ~ ()]

oll z appartient maintenant a un réseau hypercubique de maille a, et n, est le
vecteur unité dans la direction p.

Finalement on prend en compte la condition (15.8) et la symétrie O(N) en
intégrant sur ¢(z) avec la mesure invariante de la sphére. L'intégrale fonctionnelle
régularisée a la forme:

2(H) = / IT & (#@) 1) dpia) oxp {_%H(QB,H)], (15.23)

rcaZd

H(é, H) = % 3 [Vid@)] — Y H()- ). (15.24)
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En utilisant la paramétrisation (15.10), on peut alors exprimer le champ du
réseat ¢(z) en termes de m(z). Ceci fournit la forme régularisée de I'intégrale
fonctionnelle (15.16). En particulier le terme de mesure génére maintenant des
interactions bien définies:

ééd(O)/ddm In (1 —n%(z)) — % ;hl (1—n?(z)).

Dans P'expression (15.23) on reconnait la fonction de partition d’un modéle de
spins classiques sur réseau avec des interactions ferromagnétiques entre plus
proches voisins, et en présence d'un champ magnétique externe Fi{z). La con-
stante de couplage ¢ joue le réle de la température. L’expression (15.23) ne four-
nit pas seulement une régularisation de la théorie des perturbations mais permet
aussi Putilisation de méthodes non perturbatives pour étudier le modele o non
linéaire. De plus c’est la seule régularisation qui permet une discussion du réle
du terme de mesure dans la théorie des perturbations.

Le modéle & N composantes. Le modele régularisé (15.23) fournit un exemple
particulier d’une classe de modeles & N composantes sur réseau. Ceux-ci sont
déerits en termes d'un vecteur de spin 8;, & N composantes et de longueur unité,
sur chaque site i du réseau, interagissant par I'intermédiaire d’une interaction
ferromagnétique V;;, de symétrie O(N ), & deux corps et a courte portée. En
champ mul la fonction de partition de tels modeles peut étre écrite:

Z = /Hds%- § (S? — 1) exp [—H(S)/T], (15.25)

oll I’énergie de configuration H est:

H(S)/T=—> ViSi-S;/T. (15.26)

Le développement de basse température de ces modéles sur réseaux est le développementfg]
perturbatif des modeles o non linéaires régularisés.

Rappelons ici que les propriétés critiques de tels modeles a N composantes
peuvent étre déduites de analyse par le GR d'une théorie des champs (¢?)?
effective. La correspondance entre cette théorie des champs et les modeles sur
réseaux peut étre établie par la méthode suivante: on trouve d’abord une ap-
proximation pour la fonction de partition, I'approximation du champ moyen,
valable pour les dimensions élevées. On caractérise les propriétés critiques de
toutes les quantités physiques dans le cadre de ce schéma d’approximation. On
montre alors que Iapproximation du champ moyen est le premier terme dans un
développement systématique. En examinant la premiére correction, on découvre
le réle de la dimension quatre ol la validité de la théorie du champ moyen cesse.
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Finalement pour d < 4 une somme, & tous les ordres dans le développement,
des divergences IR dominantes méne & une théorie des champs ¢* effective dont
les propriétés critiques peuvent étre analysées par les méthodes du GR pour la
dimension 4 — g, ¢’est-a-dire pres de la dimension critique supérieure, ainsi que
nous 'avons montré dans les sections 13.1 et 13.3.1.

I’étude du modéle o non linéaire du point de vue du GR, fournit des informa-
tions supplémentaires sur les propriétés a longues distances de ces modeles, dans
toute la phase ordonnée de basse température. Il nous permettra de démontrer
des propriétés universelles & température fixée en dessous de T,. Cependant
puisque la méthode repose sur une analyse des interactions entre les modes de
Goldstone, elle ne s’applique qu’aux modeles avec des symétries continues.

De plus dans le cas non abélien N > 2, une analyse de l'instabilité de la
phase ordonnée & basse température et prés de deux dimensions, due aux inter-
actions des modes de Goldstone, fournit une information supplémentaire sur les
propriétés critiques des modeéles sur réseaux.

15.6 Divergences infrarouges (IR)

Puisque dans une théorie de masse nulle le propagateur se comporte comme
p~2, il est nécessaire de discuter le modele du point de vue des divergences IR.
En particulier la théorie des perturbations est divergente & petites impulsions
(IR) en dimension deux, dimension pour laquelle le modéle o non linéaire est
renormalisable. Par exemple calculons la valeur moyenne du champ ¢ & 'ordre

d’une boucle:
(o(z)) =1— 3 {(r*(=)) + O (x")
:1—(N—1)t/%+0(t2).

Cette propriété est directement liée & la physique de la brisure spontanée de
symétrie (BSS) dans le cas de symétries continues.

(i) On peut se convaincre que pour d > 2 dans le modele & N composantes,
la symétrie O(N) est spontanément brisée & basse température. De manidre
cohérente la théorie des perturbations pour d > 2, qui prédit aussi la brisure
spontanée de symétrie {BSS), n’est pas divergente dans I'infrarouge. Pour T' < T,
fixé, le comportement a grande distance de la théorie est dominé par les excita~
tions de masse nulle ou ondes de spin. Par contre on ne peut rien dire, en théorie
des perturbations, sur une possible région critique T ~ 7.

(ii) Pour d < 2, on sait d’apres le théoréme de Mermin-Wagner—Coleman, que
la BSS avec ordre ({8S) # 0) est impossible dans un modéle avec une symétrie
continue et seulement des forces a courte portée, et ceci est de nouveau cohérent
avec 'apparition de divergences IR dans la théorie des perturbations. Pour d < 2,
la température critique 7. s’annule et la théorie des perturbations n’a de sens
qu’en présence d'un cut-off IR qui brise la symétrie explicitement et ordonne les
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spins. Par conséquent on ne peut rien dire, sur les propriétés a longue distance,
directement & partir de la théorie des perturbations.

Pour engendrer une théorie des perturbations bien définie & deux dimensions,
il est donc nécessaire d’introduire un cut-off IR. Puisque I'absence de masse est
une conséquence de la brisure spontanée de symétrie O(N}, il est nécessaire de
briser la symétrie explicitement pour donner une masse au champ 7. On peut
par exemple ajouter & I'action un terme de masse explicite. Cependant I'étude
du mécanisme de brisure de symétrie suggere une méthode plus commode qui
consiste & ajouter une source constante k pour le champ o (un champ magnétique
dans le modele statistique des spins interagissants).

H(m) — H(w) — h /O’(:B) a4z, h>0. (15.27)

Une premiere conséquence de cette modification est que le minimum de P'action
n’est plus dégénéré. Nous devons maintenant aussi maximiser le terme de source
et ceci implique = = 0 au minimum.

De plus, si 'on développe o en puissances de

o= (-t =1l +0((x?)’), (15.28)

et que l'on regroupe les termes quadratiques de I’action, on trouve le nouveau

propagateur A;;(p) du champ 7 (dans la normalisation de I'équation (15.20)):

oy 5%'?
PP th

Le terme linéaire o a donc généré une masse 7'/2 pour le champ 7. En méme
temps il a généré de nouvelles interactions sans dérivées.

Rappelons que dans le cas de la théorie des champs (¢?)?, le terme de brisure
ho est linéaire dans un champ indépendant et par conséquent ne génere pas de
nouvelles constantes de renormalisation. Le méme résultat peut étre démontré
ici, bien que le champ o soit un opérateur composé.

15.7 Le modéle o non linéaire: équations du groupe de
renormalisation

Nous avons montré que la physique & grande distance du modele avec symétrie
O(N) peut étre décrite en dessous de T, par le modele o non linéaire. On sait
que le modele de théorie des champs est renormalisable & deux dimensions.
On procede donc de maniére formellement analogue au cas de la théorie des
champs (¢%)?, c’est-a-dire gu’on étudie la théorie en dimension 2 + & a laide
d’un développement en une série double en température 1" et en e. De cette
maniére, le développement perturbatif sera renormalisable et des EGR pourront
étre démontrées.
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15.7.1 Renormalisation et EGR

Comme on 1'a fait pour le modéle (¢?}?, on introduit une d’échelle d’impulsion
A (qui joue le role de l'inverse de la maille du réseau) qui donne une dimension
a toutes les parameétres du modale. On change aussi de notation, en faisant la
substitution b — h/A?%. La fonction de partition dans un champ magnétique
externe f s’écrit alors:

2(m) = / (1 =)™ dn(2)] exp [ A, )], (15.30)
iy =" [ ata {1 [(a n(@))’ + (”a”(“’”] R w?(m)}
’ t 2 [ 1 — m2(z) '
(15.31)

On peut alors montrer que I'action renormalisée prend la forme:

p,d_2Z d—2

2t, 7y

Helm) =

/ &% (@) + (@u00)?| = / ou(@)ddz,  (15.32)

T

ou it est ’échelle renormalisée et:

o) = [271 —=2]V2. (15.33)

¥

Notons que dans certains schémas de renormalisation, comme la soustraction
minimale, les constantes de renormalisation sont indépendantes de h.
La relation:

() = 2720 (x), (15.34)

implique
d—2 d—2 1727 &
peTe— = AT T (15.35)

T

Avec nos conventions, la constante de couplage, qui est proportionnelle & la

température, est sans dimension. La relation entre fonctions de corrélation dépendantg

du cut-off et renormalisées est
Z™ 2 (A, O™ (pas t, by A) = TU (pss 4, B, ). (15.36)

FEn dérivant par rapport & A avec les parameétres renormalisés fixés, on obtient
les EGR

0 Jd n a1 =
= g_n ) (). _
Agx T8 5 = 3¢ + p(Ohgr | I (pist b A) = 0. (15.37)
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Nous avons supposé que les constantes de renormalisation, et done les fonctions
du GR définies par

3
AEK ren.ﬁxedt a )B(t) ,
< (—1n7) = ¢(t) (15.38)
A ren.fixed a ’ .
0
Aaj ren.fixed h = p(t) ,

ont été choisies indépendantes de h.
Le coefficient de /8 peut étre déduit de I'équation (15.35) qui implique (en
prenant le logarithme des deux membres):

_p-1p 0 L Bt
0=h 1A5Kh+d—2—§§(t)w o (15.39)

et par conséquent

B(¢)
a

Afin de pouvoir discuter les fonctions de corrélation contenant le champ o, on a

aussi besoin des EGR satisfaites par les fonctions de corrélation connexes Wi,

p(t) =2 —d+ 2C(1) + (15.40)

a9 a . n 1 B _ Ny 8w =
Agg T8z + ¢+ (26(15) +7 5) hah} W™ =0, (15.41)
ou l'on a posé:

d=2+¢. (15.42)

15.7.2 Calcul & Pordre d’une boucle

Les deux fonctions du GR peuvent étre obtenues & l'ordre d'une boucle & partir
du calcul de la fonction de vertex & deux points (figure 23)

A ddq
—— t}. 4
| #l+ow. (4

FIG. 23 — Fonction & deuz points: contribution ¢ une boucle.
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Appliquant PEGR (15.37) 4 T® et en identifiant les coefficients de p? et h, on
obtient deux équations qui déterminent 8(t) et {(t) & Pordre d’une boucle:

B(t) = et — Mtz +0 (£, t%), (15.44a)

2T
N -1
= t+ O (82 te). (15.44b)

15.8 Solution des EGR. Points fixes

La nature des points fixes au voisinage de la dimension 2 est liée aux zéros de la
fonction 5(t) donnée par ’équation (15.44a). Intégrant alors les EGR, on déduit
de l'existence et de la stabilité des points fixes des propriétés d’universalité.

15.8.1 Points fixes

Un examen de la fonction §(t) conduit immédiatement aux conclusions suivantes.

Pour d < 2(¢ < 0), t = 0 est un point fixe IR instable, cette instabilité IR
étant induite par la masse nulle des bosons de Goldstone potentiels. Le spectre de
la théorie n’est donc pas donnée par la théorie des perturbations et ’hypotheése
perturbative de la brisure spontanée de symétrie & basse température est in-
cohérente. Comme on ’a déja mentionné, ce résuitat est en accord avec des
arguments plus rigoureux. Notons que puisque le modele ne dépend que d’une
constante de couplage, ¢ = 0 est aussi un point fixe stable dans ultraviolet (la
propriété de liberté asymptotique pour les grandes impulsions). La section 15.11
contient une bréve discussion de la physique a deux dimensions. I y a, cependant,
un cas pour lequel I'analyse ne s’applique pas: d = 2, N = 2 qui doit étre examiné
séparément. Pour d > 2, c’est-a-dire ¢ > 0, ¢ = 0 est un point fixe TR stable,
la symétrie O(N) est spontanément brisée & basse température en champ nul.
La constante de couplage effective, qui détermine le comportement 4 grande dis-
tance, approche ['origine pour toutes les températures ¢ < t., t. étant le premier
zéro non trivial de 3(t). Par conséquent les propriétés & grandes distances du
modele peuvent étre obtenues & partir du développement de basse température
et du groupe de renormalisation, en remplagant les parametres perturbatifs par
des parametres effectifs obtenus en résolvant les EGR.

La température critique. On observe finalement que, au moins pour les petits
g positifs et pour N > 2, la fonction 3(¢} du GR a un zéro non trivial £,

B 2me
N -—2

te +O0(e%) = B(t.) =0, et F(t.)=—e+0(?). {15.45)
Puisque ¢, est un point fixe instable dans l'infrarouge, il est par définition une
température critique. Les conséquences de ces propriétés seront étudiées plus
loin. Notons seulement maintenant que ¢, est aussi un point fixe UV, c¢’est-a-dire
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qu'il gouverne le comportement & grande impulsion de la théorie renormalisée.
Par conséquent on ne peut pas faire confiance au résultat perturbatif qui dit
que la théorie n’est pas renormalisable pour d > 2. En eflet les fonctions de
corrélation ont, pour les grandes impulsions, un comportement non-perturbatif.

Nous allons maintenant discuter de facon plus précise les solutions des EGR.

15.8.2 Intégration des équations du groupe de renormalisation: d > 2,
t <t

Nous allons d’abord examiner les implications des EGR pour le comportement a
longue distance des fonctions de corrélation pour d > 2 ol ¢ = 0 est un point fixe
IR. Comme d’habitude on résout 1'équation (15.37) en introduisant un paramaotre
d’échelle X et en cherchant une solution de la forme:

™ (p;, 8, hy A) = Z72()TM) (pg, t(A), h(A), AA). (15.46)

La compatibilité avec ’équation (15.37) implique:

t(A) d#
InX= ft 5 (15.47a)
(A 7
InZ(\) = ft ( )dt’é((i,)), (15.47b)
h()\) = Az—dzlfz(/\)?%h. (15.47¢)

Avec nos conventions '™ a la dimension d et h la dimension 2. En tenant compte
de T’analyse dimensionnelle on réerit alors la relation (15.46):

T (g, £, by A) = Z72(A)AAYITM (p /AN H(N), (AN /(A2 1), (15.48)

Pour h < A? la théorie des perturbations a des singularités IR. En choisissant A

solution de ’équation
h(A) = (AL)?, (15.49)

on s’assure que le développement perturbatif dans la théorie effective a Iéchelle
A n’est plus singulier dans Pinfrarouge.

1l est facile de vérifier que, au moins pour ¢ petit, b < A? implique A — 0.
Introduisons alors trois fonctions de la température Mo(t), £(t) et K(t):

My(t) = exp [% ; %dt’} : (15.50)

£(t) = A% exp { /0 | (511?) - é_) dt’] . (15.51)
K(£) = Mo(t) [A&(8)]" 2 /t =1+ O(t). (15.52)
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En résolvant alors {15.49) on trouve
A~ KY2(6)nM2A7L (15.53)

Comme ¢ = 0 est un point fixe IR, la température dépendante d’échelle t{X) — 0
et donc les termes dominants dans la limite des petits i et des petites impul-
sions peuvent étre calculés de maniere perturbative. En utilisant les équations
(15.47a,b) on obtient les comportements de {{(A) et de Z(A):

H(A) ~ AT2K () My H(8) ~ ¢ [K ()] My RED2A2 4 (15.54)
Z(\) ~ MZ(). (15.55)
On en déduit
L0 (pi, t, by A) ~ My (1)K (8)R]/2

pi LK@ ( h

X f‘(ﬂ)([K(t)h]lfzi Mg(f}) E

(d—2)/2
) ,1,1).  (15.56)

En fait il est facile de vérifier directement, en utilisant ’analyse dimensionnelle
sous la forme
a d

o,
A—+2h— — =d
an T gn TPigy =
que Péquation (15.56) donne la solution générale de Péquation (15.37).
Appliquons ce résultat & la détermination des singularités pres de la courbe de
coexistence, c’est-a-dire a f fixé en dessous de la température critique lorsque le
champ magnétique tend vers zéro.

La courbe de coexistence. I’aimantation satisfait:

o)

M(t,h,A) = (o(z)) = A"t o7

= ZM2 )M (t(N), 1,1), (15.57)
(F(O} est 'énergie libre dépendant du champ magnétique). A I'ordre d’une boucle,
dans un champ, elle est donnée par:

N-1 1 A qdq
M=1-— A=t aa 2y
3 (zfr)df 2+h 7o)

Utilisant alors la relation (15.57) on trouve:

N-1 a/2 p(d-2y2 L (1 — d/2)

M(t,hA=1)= My(t) — ———t[K(t)] o= + O (h,h*?)
2 (4m)d/

Ce résultat montre que My(t) est Valmantation spontanée et donne une in-
terprétation de la singularité de 1’équation d’état sur la courbe de coexistence.
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15.9 Forme d’échelle des fonctions de corrélation. Domaine
critique

11 est commode d’écrire I"équation (15.56) de la maniere suivante

D00 (pis £, b, A) = £ HOMG "(O)F ™ (€ (2), b/ ho(t)) (15.58)

ho(t) = tM, ()¢ 4(t) A% (15.59)

L’équation (15.58) montre que £(1) a, en champ nul, la nature d’une longueur de
corrélation.
Pour les fonctions de corrélation connexes la méme analyse mene a:

W (p; t, H,A) = €47 D ()M (1) G™ (pi€(2), h/ho(1)). (15.60)

Calculons 'aimantation induite:

2,00 (0)

En inversant cette relation, on obtient la forme d’échelle de I'équation d’état

M

h=ho(t)f (m) , (15.62)

et les fonction de vertex peuvent donc étre écrites en termes de I'aimantation de
la maniére suivante:

D0 (g, ¢, M, A) = € 4(8) Mg ™)™ (pi€ (¢), M/ Mo (t)). (15.63)

Les formes d’échelle (15.62,15.63) sont cohérentes avec les celles obtenues en
résolvant les EGR pour la théorie (¢?)2 (cf. section 13.6): I'apparition de deux
fonctions différentes £(t) et My(t) correspond & P'existence des deux exposants
critiques indépendants v, 8, dans la théorie des champs ¢*. Elles étendent dans
la limite des grandes distances, la forme d’échelle des fonctions de corrélation,
valables dans la région critique, & toutes les températures en dessous de .. 1l
y a cependant une différence importante entre les EGR. de la théorie ($2)? et
celles du modgle o: la théorie (¢?)? dépend de deux constantes de couplage, le
coefficient de ¢? qui joue le role d'une température et le coefficient de (%)% qui
n’a pas d’équivalent ici. Les fonctions de corrélation de la théorie continue (¢?)?
n'ont une forme exacte d’échelle (15.63) qu’au point fixe IR. Au contraire dans
le cas du modele o, il a été possible de se débarrasser de toutes les corrections
d’échelle, libes anx opérateurs inessentiels, ordre par ordre dans la théorie des
perturbations. Nous sommes conduits par conséquent & une conclusion remar-
quable: les fonctions de corrélation du modele non linéaire de symétrie O(N)
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sont identiques aux fonctions de corrélation de la théorie des champs (¢?)? au
point fixe IR. Cette conclusion sera confirmée par 'analyse du comportement
d’échelle effectuée dans le développement en 1/N.

Le domaine critique: exposants critiques. Etudions maintenant de maniére plus
précise ce qui se produit lorsque t s’approche de ¢, (pour N > 2). La fonction
£(t) diverge comme:

(1) ~ AL (g — 1)/ 5 (15.64)
On en conclut que 'exposant v de la longueur de corrélation est donné par

p— et (15.65)

B (te)

Pour d prés de 2 'exposant v se comporte donc comme:

velfe. (15.66)
La fonction My(t) s’annule & ¢,
1 {(te)
In My(t) = —— In{t, —1 . 15.
n My(t) 25 (t) n{ )+ const (15.67)

Ceci fournit 'exposant 3, et donc aussi n, par la relation d’échelle g = %U(d —
2+m1):
n=1{((t) — €. (15.68)

A DPordre dominant on trouve:

. £
N -—-2

n +0 (%) . (15.69)

On note enfin que la singularité de I'™ provenant du préfacteur & “dM{,_ " con-
corde en effet, prés de t., avec le résultat de obtenue dans la théorie ¢*.

La nature de la longueur de corrélation £(t). L’échelle de longueur £(¢) est une
échelle de transition (de “cross-over”) entre deux comportements différents des
fonctions de corrélation. Pour des distances grandes par rapport & £(t), le com-
portement des fonctions de corrélation est gouvernée par les modes de Goldstone
et peut donc étre déduit du développement perturbatif de basse température.
Cependant lorsque ¢ g’approche de t., £(¢) diverge. I! existe alors des distances
grandes par rapport & I'échelle microscopique mais petites par rapport & {(¢) pour
lesquelles les fonctions de corrélation ont un comportement critique. Dans cette
situation on peut construire dans le continu une théorie des champs cohérente
a toutes les échelles, le comportement critique étant aussi le comportement a
grandes impulsions des fonctions de corrélation renormalisées.
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Commentaires générauz. A partir des considérations du développement de
basse température nous avons pu décrire, pour les théories avec des symétries
continues, non seulement la structure compléte de la phase de basse température,
ce qu’on attendait, mais aussi dans le cas non abélien le comportement critique
prés de deux dimensions.

Ce qui est surprenant, dans une certaine mesure, dans ce résultat est que la
série des perturbations n’est sensible qu’a la structure locale de la sphere S2 =1
tandis que le rétablissement de la symétrie implique la sphére globalement. Ceci
explique la particularité du cas abélien N = 2 parce que localement un cercle ne
peut pas étre distingué d’une ligne droite non compacte. Pour N > 2 la sphere a
par contre une courbure caractéristique locale. Des variétés compactes régulieres
différentes peuvent toutefois avoir la méme métrique locale, et par conséquent
la méme théorie des perturbations. Elles ont toutes la méme physique & basse
température. Cependant les résultats précédents, concernant le comportement
critique, ne sont physiquement pertinents que s’ils sont encore valables lorsque
e n'est pas infinitésimal et que ¢ approche t., une condition qui ne peut pas
tre vérifide directement. En particulier le développement de basse température
manque en général des termes décroissants comme exp(const./t) qui peuvent dans
certains cas étre essentiels pour la physique. Finalement notons qu’une relation
directe entre les modeles (¢?)? et o, nous sera fournie par le développement pour
N grand.Ceci donne & penser que les considérations précédentes sont valables
pour le modele & N composantes, au moins pour les NV suffisamment grands. Par
contre, la physique pour N = 2 (la transition de phase de Kosterlitz—Thouless)
n’est pas bien reproduite, car elle repose sur des effets invisibles dans la théorie
des perturbations 3 basse température. Cardy et Hamber ont spéculé au sujet
du flot du GR pour N prés de 2 et pour la dimension d prés de 2, en incorporant
phénoménologiquement la transition de Kosterlitz—Thouless dans leur analyse.

15.10 Résultats au-dela d’une boucle

Pour faire des calculs explicites des fonctions du GR au-deld d’une boucle, il est
commode d’utiliser Paction renormalisée (15.32), la régularisation dimensionnelle
et la soustraction minimale. Par exemple la fonction & deux points renormalisée
4 une boucle s’écrit:

€ 2 d
SO VIR N 8 1/2 2, 1in_ 1 f d*q
r'®(p) h (Zt +hZ )—i—[p + 3 (N 1)h] (om)d q2+h+0(t).
(15.70)

Cette expression de T'?) fournit les constantes de renormalisation a I'ordre d'une
boucle. Dans le schéma de soustraction minimale, on trouve:

Zz1+(N—1)%t+O(t2),

Zi=1+ (V=221 0(R),

(15.71)
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ol Ny est le facteur de boucle usuel:

2 1
Na = Gyarmiaa) = 2x T O

Les fonctions du GR dans la théorie renormalisée sont:

. dinZ\ ' _ . (N-2), 5
Bit) = t(1+t & ) T 2 +0 (¢, 15:72)
) —ﬂ(t)dgltz _ (Nz; Ui ro@).

A Y’ordre d’une boucle on retrouve, comme attendu, les expressions (15.44). Nous
donnons maintenant directement les deux fonctions du GR et les exposants cri-
tiques & Pordre actuellement disponible, c’est-a-dire & 'ordre de quatre boucles,
sans présenter les détails du calcul. Par commodité, on change la normalisation

de la constante de couplage ¢ 3
t=tNy. (15.73)

A cet ordre 3, la fonction 8 correspondante, 8’écrit:

o .~ (N 42 -
By =ef — (N — 2% [1+1-+ (—I——)?Mﬁ + 0 (i%, (15.74)
ou la grandeur b est une constante:
1 9 3
b= T (N? — 22N +34) + 5c(3) (N —3). (15.75)

Rappelons que la valeur de la constante numérique ¢(3) (qui ne doit pas étre
confondue avec la fonction {(¢) de I'équation (15.44b)) est:

¢(3) = 1.2020569... .

La dimension anormale de 'opérateur composé de spin [ est donnée par:

) = a£{1 + (N — 2)¢ [i + (5 _BN + 1;'@((3)) E} } (15.76)

. a=—(N+1-2)/2. (15.77)

Le cas I = 1 correspond au champ lui-méme. La fonction (), donnée & Pordre
d’une boucle par I'équation {15.44b), est reliée & (; par:

() =—2G:(1).
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De ces expressions on peut tirer les valeurs des exposants critiques 77 et v.
Définissant:

= =e/(N—2), (15.78)
on obtient:
=&+ (N -1)¢ { 1+ %E
{ (2_3N +3;NC(3))1§2}+0(55), (15.79)
_m{l—m +@_:,2_£)§2+i [N2—10N+18(3—N)C(3)] 53}
TOE). (15.80)

15.11 Dimension 2

La dimension 2 est d’un intérét particulier du point de vue de la physique des
interactions fondamentales. La fonction 5(t) du GR est alors:

B(t) = _Q;T%tz + 0 (7). (15.81)

Le modele ¢ non linéaire pour N > 2 est 'exemple le plus simple d'une théorie
des champs asymptotiquement libre (dans 1'ultraviolet), puisque le premier co-
efficient de la fonction 3 est négatif contrairement 2 la théorie des champs ¢%.
Par conséquent le comportement des fonctions de corrélation pour les grandes
impulsions est entiérement calculable & partir de la théorie des perturbations et
des arguments du GR. Cependant, en contre-partie, la théorie est instable dans
Iinfrarouge et donc, dans un champ h nul, le spectre de la théorie n’est pas per-
turbatif. Contrairement aux indications perturbatives, il se compose de N états
massifs dégénérés puisque la symétrie O{N) n’est pas brisée.
Si ’'on définit maintenant une fonction £(t) par:

£(t) = p "exp Ut ﬁ%z:)} , (15.82)

on peut intégrer les EGR de la méme maniére et on trouve que £(¢) est la longueur
de corrélation en champ nul. De plus on peut utiliser Pexpression explicite de
la. fonction 8 (équation (15.74)) pour calculer la longueur de corrélation ou la
masse physique pour £ petit:

71ty = m(t) = Kt~V V=2 o727/ N=2 (1 1 O(1)). (15.83)
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Cependant la constante d’intégration K, qui relie la masse physique & 1’échelle
du GR, ne peut étre calculée que par des techniques non perturbatives.

Finalement les formes d’échelles (15.58,15.60) impliquent que le développement
perturbatif & champ magnétique fixé est valable, 4 petites impulsions ou & grandes
distances, et pour h/ho(t) grand.

La conjecture d’Elitzur. L'action avec symétriec O(N) (15.7) (h = 0) possede
une sphere de minima classiques dégénérés. Pour définir une théorie des pertur-
bations nous avons été forcés d’ajouter un terie linéaire de brisure de symétrie
dans 'action, qui sélectionne un minimum classique particulier. Nous avons af-
firmé, et c’est facile de le vérifier, que pour d < 2 les fonctions de corrélation ont
des divergences IR lorsque le parameétre h tend vers zéro, une propriété qui est
cohérente avec I'absence de BSS pour d < 2. Cependant, pour faire des calculs
perturbatifs, un autre méthode existe qui sera utilisé systématiquement dans
le cas des instantons: on n’introduit pas un terme de brisure de symétrie mais
plutét un ensemble de coordonnées collectives qui paramétrent l’ensemble des
minima classiques. On développe alors en théorie des perturbations autour d’un
minimum fixé, mais on ne traite de maniére perturbative que les modes du champ
qui ne correspondent pas & une rotation globale. On somme finalement sur tous
les minima classiques. Clairement, aprés cette derniére somme, seules les fonc-
tions de corrélation invariantes sous O(N) survivent. Elitzur a émis la conjecture,
et David I'a démontrée, qu’a deux dimensions les fonctions de corrélation invari-
antes sous O(N) obtenues par cette procédure ont un développement régulier
de basse température: cela signifie que si I'on calcule les fonctions de corrélation
invariantes sous O(NV) par la théorie des perturbations avec un champ non nul et
que l'on prend la limite h = 0, cette limite est finie dans I'infrarouge. La subtilité
de ce probleme, comparé au cas de P'instanton, est que, dans un volume infini,
la singularité & impulsion nulle due au choix d’un minimum classique n’est pas
un pole isolé.

Le cas abélien N = 2. Nous avons vu que le modeéle o non linéaire de symétrie
0(2) est particulier parce que la fonction 8 du GR se réduit, prés de deux di-
mensions, dans un développement de basse température, au terme dimension-
nel (d — 2)t. Par conséquent les propriétés, du point de vue du GR sont assez
différentes de celles des modeles o non linéaires de symétrie O(N) génériques
pour N > 2. En particulier & deux dimensions le modele de symétrie O(2) n’est
pas libre asymptotiguemens. L’origine de cette différence se trouve dans la struc-
ture locale de la variété: pour N = 2 la spheére O(N) se réduit & un cercle qui
est localement une variété plate, c’est-a-dire qui ne peut &tre distinguée d’une
ligne droite. Par conséquent si 'on parameétre le spin S(x) en {cos 8(z),sin8(z)},
Paction euclidienne du modele o non linéaire en champ nul devient I'action d’un
champ libre de masse nulle:

d—2
H(O) = Agt / d%e [0,0(2)]°
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Dans ces conditions la fonction 8 est identiquement donnée par son terme di-
mensionnel {d — 2)t & tous les ordres. Notons cependant que ce ne sont pas les
fonctions de corrélation du champ # qui nous intéressent mais plutdt celles de
sinf ou cos@ ou de manidre équivalente de e, Méme dans une théorie des
champs libres ces champs doivent étre renormalisés et ont donc une dimension
anormale non triviale pour toutes les températures t.

Puisque & est un champ libre de masse nulle la longueur de corrélation reste
infinie pour tous les t. Par contre une simple analyse de haute température du
modele de spins correspondant montre que la longueur de corrélation est finie
pour ¢ assez grand. Une transition de phase a température finie est nécessaire
pour expliquer ce phénomene. L’action du modele o ne peut par conséquent pas
représenter les propriétés & longues distances du modele sur réseau pour toutes
les températures.

La solution de ce paradoxe repose sur la propriété que 6 est une variable
cyclique, une condition qui n’est pas incorporée dans le modele o parce qu’elle
ne produit que des contributions exponenticllement petites en 1 /t, et ne joue pas
de réle & basse température. Quand cette propriété est prise en compte on trouve
que le modele bidimensionnel a une transition de phase, la fameuse transition de
phase Kosterlitz-Thouless (KT), qui sépare une phase de longueur de corrélation
infinie sans ordre A longue portée (1a phase de bagse température du modele O{2))
d’une phase & longueur de corrélation finie. Cependant, comme la déduction de
ces résultats implique de nouvelles considérations techniques, nous allons d’abord
&tablir dans la section suivante un certain nombre de relations entre des modéles
de bosons et de fermions, par une technique appelée bosonisation.
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Chapitre 16

Groupe de renormalisation fonctionnel

Nous voulons décrire dans ce chapitre de fagon relativement bréve une approche
au groupe de renormalisation plus proche des idées de Wilson, dans une forme
développée initialement par Wegner. Nous avons choisi la version proposée ulté-
rieurement par Polchinski. Cette approche, dans ces diverses variantes, a conduit
a une nouvelle démonstration de la renormalisabilité et a permis de développer de
nouvelles méthodes d’approximation, par exemple sous forme de développements
en dérivées.

Dans cette approche, un groupe de renormalisation est engendré par 'inté-
gration partielle sur les modes de grande impulsion du champ. Des équations
fonctionnelles de groupe de renormalisation (EGR) expriment de fagon générale
et exacte, dans le cadre de la théorie statistique locale des champs, ’équivalence
entre un changement du parametre d’échelle lié & la physique microscopique, et
les parameétres de 'hamiltonien. Il est facile de vérifier que ces équations ne sont
fermées que si toutes les interactions locales possibles sont prises en compte.

Il est alors possible d’en déduire diverses EGR. pour les fonctions de corrélation,
suivant les cas exactes ou seulement exactes & grande distance ou petites impul-
sions & des corrections décroissant plus vite que toute puissance du parametre
de dilatation pres.

Dans ce chapitre nous ne décrivons pas les différents schémas d’approximation
dans lesquels les EGR satisfaites par I’hamiltonien ont été résolus, mais montrons
explicitement que les EGR permettent aussi un calcul perturbatif des fonctions
de groupe de renormalisation comme la fonction § (dont il faut simplement
adapter la définition & ce contexte plus général}, méme si techniquement les
méthodes usuelles de théorie quantique des champs basées sur la régularisation
dimensionelle sont beaucoup plus efficaces.

Le point de départ de toutes les équations est une suite d’identités algébriques
qui expriment P'invariance de la fonction de partition dans un changement corrélé
du propagateur et des autres parameétres de hamiltonien.
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16.1 Variation de ’hamiltonien et invariance de la fonction
de partition

Nous démontrons d’abord par des manipulations simples basées sur 'intégrale de
champs, Pégalité des fonctions de partitions pour deux hamiltoniens différents.
Cette relation peut étre comprise comme le résultat d'une intégration partielle
sur certaines composantes du champ. Nous en déduisons une condition suffisante
qui exprime cormnment modifier dans une théorie des champs le propagateur et les
interactions de facon corrélée pour que la partition de partition reste invariante.

Nous supposons dans tout ce qui suit que la théorie des champs est invariante
par translation, sauf indication contraire, et donc que les propagateurs corre-
spondent & des noyaux de la forme A{z — ).

16.1.1 Intégration partielle

Nous allons d’abord établir une relation simple entre les fonctions de partition
correspondant 3 deux hamiltoniens de la classe considérée en section 9.1.1.
Le premier hamiltonien & un champ ¢ a la forme

() = 5 [ dody o) Krala = )0l +V(0) (16.1)

ott la fonctionnelle V(¢) est développable en puissances du champ ¢, locale et
invariante par translation. A la partie quadratique explicite est associée une
fonction 3 deux points gaussienne, ou propagateur, Az inverse de Kqg:

fdz Kol — 2)Ana(z —y) = 6(z ).

Le deuxitme hamiltonien est une fonction de deux champs ¢1, ¢2 de la forme

H(1,92) = 3 [ dody 6@ e = 11 (0) + ba(0) Kol ~ 9)60)
+ V(g1 + ¢2). (16.2)

De méme, nous définissons

fdel(m —2)A1(z —y) =d(z —y), /dez(m — ) Ag(z —y) = d(x —y).

Les noyaux K, Ky et K1p sont positifs que toutes les intégrales de champ ex-
istent. Les noyaux Aq, Ay et Agp (done également positifs) ont la forme des
propagateurs régularisés (12.25) de fagon & garantir I'existence des intégrales
fonctionnelles an moins au sens d’un développement perturbatif en puissances
de 'interaction V.

Alors si
ASTRCNACIE AU (16.3)
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les fonctions de partition

Zyg = f [dgy depy] e T (P2:02) (16.4)

2(4) = / [dg]e ™),

sont proportionnelles:

1/2
/[d¢1 depp] ™M (#1:82) (%ﬂ) /[dgb] e M) (16.5)

Notation. Dans ce qui suit, nous utilisons la notation
[ dadyo@ K - oty) = (6K9),

Démonstration. Pour démontrer Uidentité (16.5), on fait le changement de
variables {¢1, ¢2} — {¢1, = ¢z + ¢1} dans Vintégrale (16.4), qui devient

Zro— [1d61e @ [[gi) e {4 (@1 Ki1) + (& - p0 (6 — 8]}

L’intégration gaussienne sur le champ ¢; conduit alors au résultat.

Une interprétation de cette identité est alors qu’elle correspond & Uintégration
sur une composante du champ ¢ = ¢ + ¢, c’est a dire & une intégration partielle
sur ¢.

16.1.2 Application

Nous supposons maintenant que le propagateur A est une fonction C* & dérivée
positive d’un parametre réel positif s:

dA

A - A(S), a

> 0.
Pour s > ¢, nous identifions

A =A(s), A =A(s) etdonc Ay=A(s5)=A(s)—~ A(s") > 0.
De méme

Ky =K(s)=A(s), Ki=K(s'), Ko=K(s,8)=[A(s,8)] " >0.

Comme tous les noyaux K sont positifs, toutes les intégrales gaussiennes existent.
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Considérons la fonction de partition (¢; — ¢)

2(s') = f (d] &8
avec (g > @)
H{g, s') = +{(dK(s')¢) + V(9. 8),
¢ V) = N (s, 5") / [dg] exp [~ (0K (s,8)p) = V(¢ + ©)] (16.6)

avec

n (det A(s') det As, s)) T
N(S’S)*( det A(s) ) '

L’équivalence (16.5) entraine
2(s) = f dg| e FPKEOHV(@)

et donc la fonction de partition Z(s') est indépendante du paramétre s'.
Nous posons
§=s5s—0, >0,

et faisons tendre o vers zéro. Alors

dA
Ay = aqgf—)— + O(o?).

Il est commode de poser

D(s) = -= > (16.7)

Dans Uintégrant (16.6), le terme quadratique dans le champ ¢ est alors multiplié
par un facteur 1/ et donc seules les valeurs d’ordre v/o du champ ¢ contribuent
3 I'intégrale. Nous changeons donc ¢ — /oy et développons V(¢ + o1/2p) en
puissances de o:

§V(¢)
dp(x)

1 52y '
+ QU/dm dym@(»’c)@(ﬂ) + 0 (‘73/2) .

L’intégrale (16.6) se calcule perturbativement (théoréme de Wick). A Pordre o

e~ V(¢.s) _ de_mf,f_) e e V(9)
det A(s)

s {1 +yo [ awa {622;) 5%) - 5¢(§;¢(y)1 (‘P(m)""(y))} +0(@)

V(6 + 0'/2p) = V(@) + 02 / 29 o)
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ol {p(z)p(y)) est la valeur moyenne gaussienne correspondant, & cet ordre, au
propagateur —D(s). On en déduit

V(g,s) = V(o)
et Péquation (Indet = trin)

2
Y 8y oV 1f~i~trlnA.

56(x)00(y)  6(x) 0o(y)| | 2ds
(16.8)

Cette équation exprime donc une condition suffisante pour que la fonction de
partition

%V(qb, 5) = %fdmdyD(S;l”—y) {

2(s) = / (d] e B9
H(,s) = LOK(5)8) + V(& 9), (16.9)

soit indépendante du parameétre s.
Cette équivalence relie une modification du propagateur a une modification de
linteraction, tout & fait dans lesprit du groupe de renormalisation.

Remargues.
(i} Si nous posons

V(g,s) =V(¢d=0,5)+V(d,s),
le terme V(¢ = 0, s) se découple et I’équation se réduit &

a .., 1 52y oY &V
eV 60 =y [ ds 0y Do) iy ity sa| =0
(16.10)

Dans la suite c’est cette forme que nous utiliserons dans les calculs explicites, les
soustractions de V(@) et de I"équation étant implicites pour ne pas alourdir la
notation.

(ii} Il est possible de récrire I'équation (16.8) pour hamiltonien complet (16.9).
On trouve alors

13 1 &2H dH OH d
Bs HP ) = f de dy D(w —y) [5¢($)5¢<y) " el dp(y)| T ds A
dinA )

(iii) Pour que Z soit indépendant de s, il suffit que 1'équation (16.8) soit
vraie en valeur moyenne avec la mesure e~ "H{®) Il est donc possible d’ajouter
a 'équation des contributions de valeur moyenne nulle pour obtenir d’autres
conditions suffisantes.
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16.1.3 Solution formelle. Interprétation

Réciproquement, il résulte de la méthode de démonstration et de I'identité (16.6)
que si I'on se donne la fonctionnelle V(¢, s} pour une valeur initiale sy du
parametre s, la solution de I'équation (16.8) pour tout s < sp est donnée par

e7V(9:5) = N (s, 5) /[dcp] exp [—5 (0K (s0.8)p) = V(b +,50)] . (16.12)
Nous changeons maintenant de variables ¢ + ¢ + ¢ ce qui donne
e V(#:8) o o (DK (s0,5)¢)

x f [dg] exp [ L(0K (s0, s)p) — V(g, 50) + (9K (50, 5)p)] . (16.13)

Cette expression montre que V(¢,s) est reliée a la fonctionnelle génératrice
W(J, s} des fonctions de corrélation connexes du champ :

V($,s) = 5(¢K(s0,5)¢) — W(K9), (16.14)

([Kel(z) = [dy K(so — 530 —y)p(y)) avec
W) — /[dga] exp {—%(@K(so, s)p)— V(g, s0) + /da: J(I)L‘D(.’L')j| :

Cette forme suggere une autre démonstration et montre que I'équation (16.10)
est en fait une équation de champ, comme les calculs explicites de la section 16.3
le confirmerons.

Autre démonstration de l’equation (16.8). Partons en effet de la définition

() /[dcp] exp {—H(go, 8) + /d:c J(:r)go(a:)} ,
H{p, s) = 5(pA(s)p) + V(p),

ol1 nous supposons que le noyau A dépend d’un parametre s. Dérivant les deux
membres par rapport & s, on obtient

oW o 1 dA(s;z — —H(w.s & Tl ole
GTV eW(Js) _5/[@1@] /dxdy@(m)w( y)(p(y)e H(p,8)+ [ da J(x)p(x)

0s ds
Posant dA
D
== D(s),
et utilisant la remarque habituelle
4]
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on peut récrire cette équation

W Wwigs) 1/ b dA(ssz—y) 6 ey
A 38) e T d ( 73)
75 ° ) ¥ (C B P [0 R
et donc enfin
o 2
22 4Y% _ —E/dw dy dA(s;z — y) 5 W n aw AW
ds 2 ds 8J(z)oJ(y)  6J(x)8J(y)

Utilisant la relation (16.14) avec A(s) = K (sq, s) pour exprimer W en fonction
de V on retrouve I'équation (16.10}.

Notons enfin que les équations (16.8,16.16) peuvent aussi étre démontrées a
partir des équations de champ quantiques (voir appendice A1.9.1)

16.1.4 Renormalisation du champ

L’intégrale de champ est invariante (& un facteur de normalisation infini prés)
dans le changement de variables ¢ +— Z¢. Par ailleurs

[ o FHED
N w/d oa) o2, (16.15)

et donc, comme une intégration par parties le confirme,

/{ ]/d ¢(x) é(()) “”(¢>——/[d¢]/dx¢(m)‘S)e—ﬂ(@

fdgb H(‘fﬁ)/dmﬁ b(z) x Z,

ol la constante de proportionnalité n’est bien définie que sur un réseau.

Si la variation du paramdtre s est combinée & une renormalisation simultanée
du champ, I’équation de flot (16.11) est modifiée par I'addition d’un terme pro-
portionnel & (16.15). Nous obtenons ainsi une famille de conditions suffisantes

0

7M7)

0

1 §2H OH H
E{;H(QS, 8§) = §/d$ dy D(z

v) Lﬁé(m)éqﬁ( ) Sg(z) dp(y)|  ds
din A oH dH

—/dmdyc;b(m) P (x — )5¢( )—i-zr]/quﬁ(m)dqb(m) , (16.16)

ol 17 est une fonction arbitraire de s.

Comme nous l'avons montré plus haut, le coeflicient (16.15) de n est une
dérivée par rapport au champ (& une constante additive prés). Sa valeur moyenne
avec la mesure e 7(#:) est mulle. Par conséquent la condition (16.11) reste vraie
en moyenne ce qui assure I'indépendance de la fonction de partition proprement
normalisée.

)] + itrlnA
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16.2 Intégration partielle sur les modes de grande impul-
sion et EGR

I’équivalence (16.5) et I'équation (16.8), qui en est conséquence, conduisent & des
équations de groupe de renormalisation. En effet, comme nous allons le vérifier, il
est possible de formuler I'intégration partielle sur les modes de grande impulsion
du champ, ce qui dans ’espace direct correspond & une intégration sur des degrés
de liberté de courte distance, en terme de P'équivalence (16.5).

Dans ce qui suit, nous prenons pour A un propagateur critique. Une déviation
possible 3 la théorie critique est incluse dans V().

Le propagateur (fonction 4 deux points gaussienne ). Il est commode d’écrire
les composantes de Fourier A(k) du propagateur regularisé A sous la forme

2 /A2
An(k) = wc(kkﬁA ), (16.17)
olt la fonction C(t) est régulidre pour ¢ > 0, positive, décroissante, tend vers 1
pour t — 0 et tend vers zéro plus vite que toute puissance pour £ — oo ef ou le
paramétre A peut &tre interprété comme l'inverse de Iéchelle microscopique. Les
composantes de Fourier du champ correspondant & des impulsions plus grandes
que A contribuent trés peu a l'intégrale de champ.

16.2.1 Equations de groupe de renormalisation

Nous identifions maintenant dans Péquation (16.9) le parameétre s avec InA,
de facon & ce qu'une variation du parametre A corresponde a une dilatation,
et exprimons que la fonction de partition est indépendante de In A. T.’équation
(16.10) devient

2y 8V 8V
z)6(y)  db(z) db(y)

ot la transformée de Fourier de Dy (z) est donnée par

1

d 1 d _

} . (16.18)

Da(k) = 4&% = j—f-gc'(kﬂ/zxz). (16.19)

Nous notons la propriété essenticlle du propagateur —D: il n'a pas de péle a
k = 0 et donc n'est pas critique. La fonction
dAx(z) 1

Da(w) = AR = / dlp 67 Dy (p) = A*2Dy(Az),  (16.20)

décroit donc pour |z| — oo plus vite que toute puissance si C(t) est C°°, ex-
ponentiellement si C(t) est analytique, et n’induit que des corrélations & courte
portée qui n’affectent pas directement la physique de longue distance.
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Ces équations étant exactes, on parle ici aussi de groupe de renormalisation
exact (GRE).

On note une propriété essentielle: comme Dy () est une fonction & décroissance
rapide, si initialement V{¢) est local, il le reste comme cela apparaitra plus
clairement quand nous développerons cette équation en puissances de ¢.

Comme cette équation peut aussi étre démontrée a partir des équations de
champ quantiques (voir appendice A1.9.1), ici 'intégration partielle sur les modes
de grande impulsion n’implique pas de perte d’information a la différence de ce
qui se passerait sur un réseau avec 'intégration sur les modes de courte distance.

Remarques.
(i) Il est facile de linéariser ’équation (16.18). On pose

V() = —InR(¢). (16.21)
L’équation (16.18) devient alors

5*R
dp(x)og(y)

On peut se demander pourquoi ne pas utiliser cette équation beaucoup plus
simple car linéaire. La raison est la suivante: alors que V(¢) est par hypothése
une fonctionnelle locale du champ, ce n’est pas le cas de R(¢) et done il de-
vient difficile d’exprimer la condition de localité. On verra plus loin comment,
cette condition de localité intervient dans la solution perturbative de I’équation
(16.18).

(ii) Les équations (16.18,16.23) se distinguent de ’équation générale (9.18)
introduite au chapitre 9 par la propriété que la parametre d’échelle A y fig-
ure explicitement & travers la fonction Dy . Nous allons éliminer plus loin cette
dépendance explicite.

(iii) Pour étudier I'existence de points fixes il faut se donner une interaction
initiale critique Vg(¢) a Véchelle Ay et utiliser I’équation (16.18) pour calculer
I'interaction effective V(¢, A) & Péchelle A < Ag. Un point fixe est défini par la
propriété que V(¢, A), aprés une renormalisation du champ ¢ convenablement
choisie (ce qui conduit & I'équation {16.16)), tend vers une limite.

d 1

AHR(é,A) =5 /dd:r d%y Da(z —y) (16.22)

16.2.2 Représentation de Fourier
En termes des composantes de Fourier ¢(k) du champ,

ik 1 7 d’z —ikw
0@ = [ @3 o i) = [ 553 ol
la dérivée fonctionnelle devient (dérivée en chaine)

5 f )
op(z) J 2md Sg(k)
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Introduisant cette représentation dans équation (16.18}, on trouve

d BYELE A )
G R NGl P el v e R

Dans les équations (16.18,16.23) nous avons de nouveat soustrait implicitement
a V(¢, A) et aux équations leurs valeurs & ¢ = 0.

Dans cette équation la localité se traduit par la régularité des composantes
de Fourier. Si les coefficients du développement de V(¢, A) en puissances de ¢
sont des fonctions régulidres, aprés factorisation de la fonction 4, pour la valeur
initiale de A, ils le restent parce que D est une fonction régulidre.

Enfin 'équation (16.11) pour I'hamiltonien complet exprimé en termes des
compoantes de Fourier,

Hip,8) = 52 [ WAL B V(6 A) (16.24)
prend la forme (omettant le terme indépendant de ¢)
d 1 d?k - 8?H oH M
AgaMo ) = 2/ I ) [5&(@5&(—@ (k) 6d(—k)

- / d’k_, dinAp(k) OH 3(h). (16.25)

CES T N1
16.2.3 Développement en puissances du champ

Nous notons V(™ et V(") les coefficients du développement de V(¢, A) en puis-
sances de ¢(z) et ¢(p), la transformée de Fourier du champ, respectivement:

1 T
V(g A) =) 5 /Hddmigb(:c?;)V( Mty ooy @) (16.26)
1 ~ -
= Z ol fH d%p; $(pa) (2m)26(p1 + -+ + P}V (D1, ., ). (16.27)
L’équation (16.23) peut alors étre exprimée en termes de ces composantes:

d 1
Aﬁv("}(ml, Tgyee.sLn) = 5 /dd:c d¥yDa(z —v) [V(”‘+2)($1, To, vy Ty Ty Y)

— Z V{H_l) (IL'T;l, e If,gi y .’L‘)V(n_t—i—l) (QZ‘Z'EVH, ey 113?;“, y):l , (1628)
I
ol lensemble I = {iy,ia,...,%} parcourt tous les sous-ensembles distincts de

{1,2,...,n}.
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En représentation de Fourier

d =) 1 [ d% = o
A(_iKV (plap%-":pn) — 5 (2W)dDA(k)V (plap%'“spn:k:_k)

1 = ¥, - —
3 ZDA(PO)V(HI)(PW---;Pn,Po)V(n P (piy s Py —Do), (16.29)
T

ot 'impulsion pg est déterminée par la conservation de Pimpulsion totale.

Nous remarquons qu'une conséquence de ces équations est que, méme si I'inte-
raction initiale & I’échelle initiale Ag est proportionnelle & ug?, lintégration des
EGR engendre une interaction locale générale car toutes les fonctions V(™ sont
couplées. Toutefois, dans 'esprit des méthodes perturbatives de la théorie des
champs, il est possible de résoudre I'équation (16.18) dans un développement en
puissances de u avec 'ansatz que les termes de V(¢, A) quadratiques et quartiques
in ¢ sont d’ordre u et le terme général de degré 2n d’ordre u™ . En section 16.3
nous calculons les premiers termes explicitement.

16.2.4 Fonctions de corrélation

Pour engendrer les fonctions de corrélation, nous ajoutons un terme de champ
externe & l'interaction V(¢):

V(g) - V(9) - [ o H@)o(a).

Toutefois, I'équation (16.18) montre alors que V(¢, A) devient en général une
fonctionnelle compliquée du champ externe H(z).

Une solution possible & ce probléme est la suivante: on prend un champ externe
dont les composantes de Fourier H(k) s’annulent pour k2 > A2, ainsi qu’une
fonction D (k) qui s’annule identiquement pour k2 < A2. Ceci implique que
C'(t) s’annule identiquement pour ¢ < 1. Alors [ dz H(z)¢(z) ne contribue pas
au membre de droite de I"équation {16.18).

Nous notons, toutefois, qu’alors les transformations de groupe de renormalisa-
tion sont telles que les fonctions de corrélation correspondant & des hamiltoniens
H(¢) associés A des échelles A différentes ne coincident que quand toutes les
impulsions sont inférieures & ’échelle A la plus petite. Les différences entre ces
fonctions de corrélation sont des fonctions indéfiniment différentiables et donc,
apres transformation de Fourier, des fonctions décroissant A grande distance plus
vite que toute puissance dans une dilatation des variables d’espace, ainsi qu’il
avait été supposé dans 1’équation (9.6).

De plus la fonction C(t) ne peut pas étre analytique mais seulement indéfinimentfg
dérivable, ce qui affecte le domaine critique £ < oo, et la définition de I'universalitéf
y devient plus subtile. Fnfin de telles fonctions se prétent mal & des calculs ex-
plicites.
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Il est aussi possible de choisir des fonctions C'() de type analytique, et d’'étudier
les équations ainsi obtenues. Le probleme évident est que si nous ajoutons un
terme linéaire en ¢ par exemple dans "équation (16.25), le membre de droite va
impliquer une contribution de la forme

d ~ 8 .
/ %DA(}‘C)%HPM.

Par itération, I’équation va engendrer une fonctionnelle générale de I, ¢ paire
en {H, ¢} — {—H,—¢}.

Nous remarquons cependant que ce terme est proportionnel 4 une dérivée
fonctionnelle de H dont la valeur moyenne avec la mesure e~ 74#) est nulle. Cela
suggere de modifier ’équation en ajoutant une contribution de valeur moyenne
nulle. Si nous substituons alors

M) - (6, 1) = H(0)- [ dody | o)Klo ~ ) B W) - 3HE@UE ~1)HG)]

et utilisons

<%l>|ﬂw) —0= <?;((j)) _ f dzK(y z)H(z)> ‘H(M) ,

pour éliminer le terme indésirable, nous voyons que la forme est stable, et

a - L OlmAR(K) -
Ao Kk, A) = —A=—0 K(k, A) (16.30)
Aa% U(k,A) = Dp(R)K?(k, A)

Avec les conditions aux limites

K(k,Ao) =1, U(k,Ag) =0,
la solution de la premiére équation est
K(k,A) = Ap, (k)/Aa(k),
une fonction réguliere de & pour & = 0. Enfin
Uk, A) = A%, (k)/Ar(k) — Ap, (k).

En présence d’'un renormalisation du champ, un terme s’ajoute a I’équation
(16.30)

%)
OA

Aln Ay (k)

A OA

K(k,A) = —A K(k,A) + %ni@(k,A).
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Nous rappelons ici que la constante 1 dépend de A & travers "hamiltonien. In-
troduisant la fonction Z(A) solution de

A2 20 =nW)Z(0), Z(h0) =1,

et donc

A , dA/
() = [ a5

nous pouvons écrire la solution

Kk, A) = /Z(A)An, (k)/Ax (k). (16.31)

16.3 Solution perturbative: Théorie ¢*

Nous voulons d’abord montrer ici comment les équations (16.28) ou (16.29) peu-
vent étre résolues de fagon perturbative. Nous prenons I’exemple de la théorie ¢*
et nous allons poursuivre le caleul jusqu’a I'ordre u? car I'algébre de ces calculs
nous sera utile plus loin.

Conditions auzx limites. Nous supposons que ’hamiltonien a Péchelle Ay est de
la forme

V(0,80) = g [ dhe o) + greho,) [ et o),

ol1 la constante r.(Ag,u) est ajustée pour que la théorie initiale & I’échelle Ag
soit critique:

I'®(p=0)=0.
En particulier, & I'ordre u#, on trouve
1 d%k - 1 d%; d%o
) =t [ S A )+t [ S
relbow) = —gu [ oaBan®) = g [ G

X AAO (kl)AAD(kz)AAD (k:l -+ ]{32) + O(u3) (16.32)

Nous prenons comme ansatz a 'ordre w:

V(d,A) = iufdd:c ¢*(x) + ;!Tclu/dda: *(z) + O(u?),

et utilisons les EGR sous la forme (16.28).
I.’équation pour le coefficient de ¢¢ & Pordre u est compatible avec cet ansatz:

d 1
Aa?"cl (A) = EDA(O)
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On peut intégrer, utilisant (16.19) et la condition de criticalité a A = Ag:
re1(A) = —%AA(O).

Nous reconnaissons que cette solution correspond & la condition de criticalité a
Iéchelle A.

L’équation satisfaite par V@ & Pordre u? fait intervenir le terme d’ordre u?
de V® qui s’exprime uniquement en termes de V® 3 Tordre u, en effet (x =

{€1,23,...})
Nan J TLeov O m) = = s [ dadly Date =) @60

+ O(u®).

Le vertex ¢ siz points. En composantes de Fourier, notant 172(6) le coeflicient
de u?,

d s
Aan( Ypi, ... p6) = =" Da(pr + piy +pis);
1
ou I représente les 10 sous-ensembles appartenant & {2,3,...,6}. Pour intégrer

cette équation nous introduisons la fonction
Ra(z) = Ap,(2) — Ap{z). (16.33)
Cette fonction satisfait

AdARA—DA, Rp, =0.

La propriété essentielle de sa transformée de Fourier

1

Ba(k) = 5 [C(/A3) — C (/A%

est d’étre réguliere a £ = 0.
L’intégration alors est simple et donne

J Tty © ) =~ [ atedty Rato= )6 ) +00P),

En représentation de Fourier

V(ﬁ) pu Z pl +p11_ +ng)
T



(DRAFT du 9/7/3 14:51) 366 (DRAFT du 9/7/3 14:51)

La fonction V) est donc aussi régulidre & p = 0 et ’hamiltonien reste bien local.

Le vertex ¢ quatre points. Cem permet d’écrire ’équation satisfaite par V( )
le coefficient de V) & Pordre u?

d (4) d,. 1d
Mﬁﬁ/jldm SV (%, A) = fdmdmmm—m

x [$Da(z — )¢ (2)0?(y) + 5D (0)8(x)¢° ()] + 5244(0)
% /ddx ddy Dp(z — y)¢($)¢3(y),

ou plus explicitement en représentation de Fourier

d ~
A4 =5

De nouveau ’'infégration est simple, et donne
fH A%z; () Vi (x, A) = — /ddx d%y B3 (z — y)¢*(z) 8> ()
+ 584(0) [ dodty Rato — o)),

En représentation de Fourier

4
Vi (pi, A) = —5 [Ba(p1 + p2) + 2 termes] + A4 (0) ZRA(E%‘)
i=1
avec

Baln) = 57

On vérifie que dans la limite Ag/A — oo, V#(p;, A) diverge logarithmiquement
pour d = 4, ce qui correspond & la renormalisation du coefficient de ¢* & Iordre
d’une boucle.

f A%k Ra(K)Rp(p — k).
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Le coefficient V& (p, A) du terme quadratique & U'ordre w®. Terminons cet ex-
ercice en calculant le coefficient V) de V2 d’ordre u?. 1 satisfait

AP0 = 5 [ DA T, k) = DAL

La valeur & p = 0 donne la condition de criticalité

d ~ 1 d%k - - 1 ~
A—V2(0) = / (%)dDA(k)v;‘” (0,0,k, k) = 7Da(0)A}.

dA 2

Nous connaissons la valeur de V®(0) = r.(A,u) a priori par la théorie des
perturbations ordinaires. Il y a d'une part la contribution (16.32) & I'échelle A
a laquelle il faut ajouter les contributions provenant de V(4) et Vz(ﬁ). On trouve
donc

rea(A) = f dh d° kz Ap(k) AN (k) Ap (k1 + Fa)

(2m)? (2m)
d
B %f (SW?dAA(k)%m(OvO’ k, k)

ks d%s (6) " 3
k8f(27r)d (27r)dv (0,0, k1, —ki, k2, —k2) Ap(k1}An (k). (16.34)

On vérifiera que r.(A) satisfait bien I’équation de flot. L’expression peut aussi
-
s'écrire

d d i ~ . _ _
ra@) - [ éw"; (dg gi [~ Ra (ko) Ra (k) B (ks + ko) + B (ki) B (s)
xRk k)] - %Aﬁ(O)ﬁA(O) + %AA(O)BA(U). (16.35)

Enfin cette condition au limite permet de déterminer V( )( )

1 d%ky d%k,
ﬁf (2m)d (2m)
xBa(ks+ ko)) - ZAﬁ(o)fmp) + ;IAA(O)BA(O). (16.36)

72 (p) Y [~Ba(k) Ba (ko) Ra(p+ by + ko) + Bake)An(he)

Remargue. 11 résulte de la discussion de la fin de la section 16.1.3 que les
mémes résultats peuvent &tre obtenues en calculant perturbativement des fonc-
tions de corrélation connexes avec linteraction V(¢, Ap) et le propagateur R.
I’importance du calcul précédent réside dans la vérification de la propriété que
ces EGR exactes, avec des conditions aux limites, déterminent bien la fonction-
nelle V(¢, A).
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16.4 Groupe de renormalisation: Forme standard

Renormalisation du champ. 1étude empirique nous a montré que pour que le
groupe de renormalisation puisse avoir un point fixe, une renormalisation du
champ était nécessaire. Pour passer de P'échelle A & A(1+ o) il faut donc faire la
transformation ¢ — $(1 + 3on). L’équation (16.18) est ainsi modifiée et prend
une forme équivalente & I'équation (16.16):

K L[ ya, g B v 8y 512]
Agp¥@n) =5 [ @ty Dae ) {w(w)aqs(y) 56(a) 59()
+1n / dz ¢(z) A, () -+ bn f dz b(@)-2Y—,  (16.37)
2 A9l g ON
ou, en termes des composantes de Fourier,
d L d% 2y v
AGRVO N =5 [ GryaDa(® {w)aé&(—m 53(k) 5@(_@]
. A sy .
L1y / dk G(R)A™ (R)F(=k) + Ln f k)5 (1639

La fonction n est a priori arbitraire, avec cependant la restriction, comme nous
I’avons expliqué dans le chapitre 9, que la fonction 1 ne dépende de A qu’a travers
H(¢, A). Cet arbitraire va nous permettre de trouver des transformations qui ont
des points fixes.

EGR en composantes: forme standard. Pour ramener ces équations a la forme
markovienne standard (9.18) il faut éliminer la dépendance explicite en A dans
le membre de droite. Nous posons done, pour n # 2,

V) (2, A) = AMED2H M) (Ag, A),
V) (p, Ay = ASTMED2H M) (/AL A).
Prenant alors A = Ag/A comme paramétre d’échelle, et donc

d d -
-

nous trouvons des équations sous une forme standard (Da—; = D) (n # 2):

d 1 o}

M) (o S _ B__ n) (.

)\dAH (zs, A) (zn(d—l—Z n) + jEM x 6’)“;") HY (24, A)
1

) /d“lmd‘iyl?(m - v) [H("“)(ml,wz, e Ty T, Y)

— z H(l+1) (:U?;l‘l ey :C'it i "I")H(n7£+1) (:‘Ciljrl? e xin ! y)] ’ (1639)
i
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ol nous avons noté z# les composantes du vecteurs z. En représentation de
Fourier ces équations prennent la forme

d - 1
W N = | d— ~nld— /()
A H™ (i, ) (d S(d—2+1)— > ot 5 H) H™ (p;, A)

Jite

L[ A%k <
*ﬁf(zw) DEYH™ 2 (p1, 2, s Ky =)

+ 5 Z -D H(l+1) p’.'.li L Jp’i“pﬂ)ﬂ(n—’!-i-l) (p'iprp ceea Pins ép()) (1640)

Pour n = 2, 11 faut distinguer les composantes de ‘H et V. Nous posons done, par
exemple,

VO (p,A) = A2DD(p/A, ), et HP(p,A) =V (p, A) + A7 p). (16.41)

Dans les deux cas on trouve un terme supplémentaire dans 1'équation
d -~ J \ = ~
2 p@in 2\ = _ @) (5 \) — nA—L

L[ %
)2

d -~ Y .
= qy(2) ,u_ (2) _ -1 (2)
A HP () (2 n— Ep )H (p,2) = 2D(P)A™ () H (p, A)

DY (p, ~p, K, —k) + D(p) (P (p))2 , (16.42)

3 [ R DWA G~k —k N+ D) (AP0, 0) - (1643)

FEnfin notons

A5 nZ() = -,

ott la comparaison avec 1'équation (9.19) montre que Z(A) est la renormalisation
du champ au deld de la renormalisation correspondant au point fixe gaussien.

Forme fonctionnelle. Nous avons donné ci-dessous les équations satistaites par
les composantes. Elles peuvent se résumer en une forme globale:

S0 =- [at 003 E(d 24+ Zw%} 8(x)
b

56(z)
[ adoddy Dl — M §H dH
2_/ d"zdy D(w —y) [M(m)&ﬁ(y) 6¢(w)5¢(y)}
- / d%s d*y Lz - y)%(%cb(y) (16.44)

avec
1

L@ = Gy

/ d%k &%= D(k)A k).
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16.5 Dimension 4

Nous avons établi des EGR extrémement générales. Nous étudions maintenant
de nouveau 'exemple de la théorie ¢ dans un cadre perturbatif. Notre but
est de montrer explicitement de quelle maniére le GR fonctionnel permet de
retrouver les résultats obtenus au chapitre 10 dans le cadre du GR. perturbatif
asymptotique.

Nous commencons par la dimension 4, ot le point fixe gaussien est marginale-
ment stable. Les hypotheses perturbatives et les calculs ont beaucoup de points
communs avec ceux de la section 16.3.

Conditions de renormalisation. En dimension 4, une théorie non triviale peut
étre obtenue comme une fonction du parameétre g(\) défini, par exemple, comme
la valeur de H™® (p;, A) pris pour p; = 0:

g(Ay =AW (p; =0, ). (16.45)

Toutes les autres interactions sont alors déterminées perturbativement comme
fonction de g, en les supposant au moins d’ordre g2, en résolvant perturbative-
ment les autres équations de ot avec des conditions aux limites appropriées, par
la méthode expliquée en fin de section 9.6.2 et comme nous ’avons fait en section
16.3. On supprime ainsi toutes les corrections dues aux opérateurs inessentiels,
ne congervant que l'effet de 'opérateur marginal. Dans ces conditions toutes les
interactions deviennent des fonctions implicites de A & travers g(X) qui satisfait
une équation unique (équation (9.53)):

) (16.46)

avec, comme nous 'avons déja vu, 8(g) = O(g?).
La fonction 7(g) est alors déterminée par la condition

a .~ J -~
—HP (p; =1 = - V&p =0, 16.47
k) o g2V B9) . (16.47)
qui supprime Popérateur redondant qui correspond & un changement de normal-
isation du champ.

Les deux conditions (16.45,16.47) jouent le rdle des conditions de renormali-
sation dans la théorie de la renormalisation habituelle (cf. section 13.2).

EGR: Autre forme. Dans I'équation (16.40), nous exprimons la dérivée par
rapport a In A en fonction de la dérivée par rapport & g et la fonction 3, utilisant
la définition (16.46),

d

d
/\a - —ﬁ(g)d_g’
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et obtenons pour d =4 (n # 2)

Bla) S

n 1 7(n .
9 g, (ig) = {n— 4+ gunlg +Z_p? o0 H™ (pi; 9)

Jrit

1 d*k -
= (n+2) o
+ 2 / (ZTT) (k)H (Pl, P2s -y Pny k;’ k’ g)

1 2 ¥ W .
—3 > Dpo)H Y (piy -, iy 20; Y™y 15 - D1, — P03 ) (16.48)
I

Pour n = 2, ’équation devient

Blo) V(z)(p, g9)= (—2+n(g)+2p“%) VP (p; g) +n(g) A~ (p)

+%f(gﬁ’; D(kYH™ (b, =p, k, ~k; 9) = D(p) (ﬁ(z)(p;g))z- (16.49)

16.5.1 Solution des EGR a 'ordre g

Utilisant la condition (16.45) dans 1’équation (16.48) pour n = 4, p; = 0, nous
trouvons une équation pour la fonction 5(g):

4
B(g) = 2qn(g) + ~ f Tk BkyA©® (0,0,0,0, k,—k: g) — 4gD(0)PP (0 g).

2/ (2m)
(16.50)
Comme 7(g) est au moins d’ordre g {(en fait il est d’ordre g?) et que nous avons
supposé H® d’ordre g2, cette équation confirme que 3(g) est d’ordre g2.
A Pordre g, comme V) (p; g) est d’ordre g, le membre de gauche de I’équation
{(16.49) est négligeable. I.’équation se réduit &

(2 Zp (,“) V@ (p; g) = 39D(0) +nAH(p).

Le membre de gauche n’a pas de terme en p? dans son développement & p = 0
et donc 1 s’annule a lordre g. A l'ordre g, I’équation (16.49) se réduit donc &

(2 = Zp”%) V) (p; g) = 39D(0).

Nous notons que 1’équation homogene a des solutions régulieres proportion-
nelles 3 p? correspondant & 'opérateur redondant qui change la normalisation
du champ. La solution générale est donc Ia somme de la solution de 1’équation
homogene et d'une solution particuliére constante. Le condition (16.47) élimine
le terme redondant et conduit a la solution constante

V& (p; 9) = 19D(0) + O(g?).
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16.5.2 Ordre g2

L’équation se résout ensuite inductivement sous la forme

(2 - Zp“gg-;) V) (pg) = —ﬁ(g)digﬁ(z) (759) — Do) (VO3 g))2

+n(g) (A‘l(p) + V3 (p; g)) + —% f é:;mk)ﬂ(@(p, —p,k,—k;g). (16.51)

Pour p = 0, on obtient la condition de criticalité qui détermine
re(g) = VA(0; 9) = H(0; 9).

Mais nous notons aussi que si le membre de droite contient un terme en p? dans
son développement en séries de Taylor & p = 0, la solution de I’équation ne peut
pas étre réguliére:

9
(2 B Zpua—w) f@?) =p* = f=—p*lnp | const. p’.
I

Dérivant le membre de droite par rapport a p#, nous obtenons donc la condition

n(e) = 20" Op2(q) — = 2 [ EE By (p, —p,k, —k: g)
C 2 8p2 (27?)4 1 H 7 7 pzo k)

qui détermine 7{g). Nous voyons ici la nécessité de 'introduction de la fonction
n{g) et donc de la renormalisation du champ ¢.

Pour H® (p;; g) le membre de gauche est d’ordre ¢g° qui est négligeable, et
donc

5} .
2+ Zp?a_w HO (pis 9) = ¢° [D(pl +p2 +p3) +9 termes] +0(g").
Jth J
(16.52)
Par ailleurs (A = Ax_q)

Dans le membre de gauche on peut remplacer A(p) par la fonction R, (p) réguliere
ap=0:

R.(p) = 5 —A(p) et donc (2 + Zp”a;%) R.(p) = -D(p). (16.53)
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Nous notons que la fonction R, (p) est la limite pour Ag — oo de la fonction
(16.33).
La solution réguliere de I'équation (16.52) peut alors s’écrire

HO®) (pi; 9) = —g? [E’* (p1 +p2+ps) +9 termes] + O(g®).
Enfin, comme gn(g) est d’ordre g3,

B9) = o [3B.(0) - 2D(0) R.(0)] — *D(O)D(O) +O(g”)

avee

Bap) = — f (gjr;ﬁ(k)ﬁ*(p k). (16.54)

Les deux derniers termes se compensent:

D(0) = 2¢'(0) = —2R..(0), (16.55)
et il reste & évaluer
- dk
B,(0}) = R, (k
©0) =~ | gy kYD)
1 3y, 4 [1,4502 1
= — — R = — 16.

81?2/0 kodk dk [zk *(k)] 1672’ (16.56)

ol nous avons utilisé la relation {16.53) et le comportement asymptotique
ER.(k)—1 pour k— o0,

Nous concluons

B9) = 160 29 2+ 0(g%). (16.57)
1] est alors commode de définir
F®D(p;, g) = HD (pi; 9) — H® (0, 9) = O(g?). (16.58)

La fonction F™ & l’ordre g2 est solution de

1 d*k
ij 6 ,u (4)(1)19) - 5/ (271,)4 ( )H(ﬁ)(pl,pz D3, P4, K, —k; g)

okt

+gZD IV (pis g) — (p = 0).
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Comme le membre de droite de I'équation s’annule pour p = 0 (ce qui en fait
est une conséquence de 1'équation de flot satisfaite par g(A)), 'équation a une
solution réguliére. Plus explicitement

d . g
ZP?WFM) (p) = 197 [D(O)R*(pl) + 3 termes — 2B, (p1 + p2) + 2 termes]
dote J

+1D(0)g* Y D(pi) — (p = 0).

Utilsant la remarque que 'équation

S X0 =Y (), ¥(0)=0,

a comme solution
Lax
X = [ Y00,
0

aprés quelques intégrations par parties et manipulations algébriques, on trouve

FW(p) = —39°B(py + p2) + 2 termes — g% D(0) [1%* (p1) — R.(0) +3 termes}
(16.59)
avec Hh
B®) = [ i heh) [t b) — R4
On en déduit alors n(g) & l'ordre g%

1, 0 d*k

n(g) = 49 a7 Wﬁ(?ﬂ)ﬁ’(wk)

p=0

Le calcul de I'intégrale est simple et on retrouve le résultat (10.34) pour N = 1:

n(g) = % (471)492 +0(g%).

Remarques.

(i) Il n’est pas difficile de démontrer ensuite que les EGR peuvent &tre résolues
par lIa méme méthode & tous les ordres dans un développement en puissarnces de g.
On démontre aussi ainsi que la théorie des champs ¢* est renormalisable. Comme
toutes les fonctions sont régulieres & impulsion nulle, il suffit de montrer toutes
les intégrales convergent & grande impulsion ce qui n’est pas trés difficile. En
particulier cette méthode de démonstration évite les problémes de combinatoire
des diagrammes de Feynman des démonstrations usuelles.
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(i) On peut avoir 'impression que nous avons utilisé explicitement la propriété
quil n’y avait qu'un seul parametre g de type ¢* pour éliminer A. En réalité la
solution que nous avons obtenue est déterminée par les conditions de degré en
g(\) des fonctions H'™. Par exemple, dans le cas de plusicurs termes de type
¢*, et donc plusieurs coefficients g;, il suffit de substituer

)\——:—Zﬁz

et d’utiliser la propriété B;(g) = O(g?).

(i) 11 est facile de voir que la méme méthode s’applique pour les théories
de type ¢™ dans les dimensions oill ces opérateurs sont marginaux (comme la
dimension 3 pour ¢).
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16.6 Equation de point fixe: Développement en ¢

Pour vérifier la cohérence du GRE avec le groupe de renormalisation asympto-
tique dans sa forme utilisée dans les chapitres 10 et 13, nous considérons main-
tenant la dimension d = 4 — ¢ et développons les équations (16.40,16.42) en
puissances de g et €.

Ay lieu de déterminer le point fixe directement, nous suivons la stratégie de la
section précédente, et déterminons 1’équation de flot satisfaite par la constante
g(A). Les calculs sont alors trés semblables.

Nous partons de

Bl

dgH{”)(m,g)Z —n(d 2+mn) d+Zp38# H™ (ps; 9)

Jap

.1 f dk D(kYH"2)( k, —k)
9 (21T)d P1,P2,...,Pn, K,

1 F )/ Y -
—-3 ZD(PU)H(IH)(P«;N---aprz“po)H(n D (pigyss oy Piy —po)- (16.60)
T

L’équation n = 2 s’écrit

B(9) 1 V(z)(p, )= (n 2+ Zp“-é%) VP (p; g) +na " (p)

3 [ i DO pk =0 = D) (W) . (60

Ordre g. La condition (16.45) implique

80) = ~<a20m()+ [ o3 DA (0,0,0,0,k,~kig) ~ DOV 0i0),

(16.62)
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On vérifiera que n reste d’ordre ¢? et done les termes sont au moins d’ordre g*
sauf le premier:

B(g) = —eg + O(g°).

Dans ces conditions, a la différence du cas d = 4 le membre de gauche contribue
a l'ordre dominant.
A lordre g, V) (p; g) est une constante et donc V() (p; g} = V@ (0; ¢) = r.(9):

_ D)
'rc(.g) - 2(d _ 2)

9+ 0(g%)

Notons la relation
(d — 2)A(0} + D(0) =0, (16.63)
et donc
re(g) = —39A(0) + O(g*).

Ordre ¢®. Nous avons besoin ensuite de H® (p;} qui est Qordre g2. A cet ordre
il satisfait

8 _
(2 + v o HO (ps; 9) = g° [D(p;, +pa+ps)+9 termes]
Jus J

+0(g% g%). (16.64)

Introduisant la fonction (16.53), la solution réguliére de Péquation (16.64) peut
alors s’écrire

Hpi; g) = —g° [f%* (1 +p2+p3)+9 termes} +0(g*).
La fonction @ est maintenant déterminée & Pordre g

Blg) = —29 -+ ¢* [3B.(0) ~ 2D(O)R.(0)] +26°A(0) D(0) + O(4")

—~ d ~ ~
Bulp) = — f %D(kmm k).

Dans le cadre du développement en £ on peut remplacer les contributions d’ordre
g° par leurs valeurs & d = 4 qui ont déja été calculées (équation (16.57)). On en
déduit

Bl9) = —eg + 1z 59" + O(g°, g%).

On pose comme & d = 4

F® (pi, g) = HW (ps; g) — HW (0; 9) = O(g?). (16.65)
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L’équation pour FM (p; g) a lorder g2 devient

a 1 .
a I}: + ZP;LBE?} F(4)(p; g) = 592 [—D(O)R* (p1) + 3 termes
ot

- 1 -
+2B.(p1 + p2) + 2 termes] + ngA(O) [D(pl) +3 termes] — (p =0).
On peut vérifier que la solution réguliere est

74 (p;g) = _%928(131 +po2)+2 termes+%g2A(0) [R* (p1) — f{’.*(O) +3 termes} ,
(16.66)
avec o0 ) o
B(p) = / (%R*(k) [R*(p +k)— R*(k)] .

Les zéros de la fonction F déterminent les points fixes. La valeur de point fixe g*
du parametre g a 'ordre € est donc

_ 1672
T3

*

g £+ 0(52),

en accord avec le résultat (10.16). .
Tl est ensuite possible de calculer n(g) & Pordre g2. A Pordre £ il suffit de la
valeur de la fonction 7(g) & d = 4 qui a déja été obtenue en fin de section 16.5.

16.7 Stabilité locale du point fixe

Une fois un point fixe H. identifié, on peut développer Iéquation (16.44) au
voisinage du point fixe:

H(A) = Ha + AH(N).

On obtient alors 4
}‘EAH(A) = L. AH(A),

ol L, est 'opérateur linéaire:

d o
%(d-l—Q—n)—i—;az’“‘awu} 56()

L, = | / d4z ¢(x)

4 ad S oHe 6
*/ dlad’y D(z ”[ 2 00(@)00(y) | d(z) 5¢(y)]

— /dd:c ddy L(z — y)p(z) 545(?@})'

(16.67)
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Nous cherchons alors les valeurs propres £ et vecteurs propres AHy; = AHg(A = 1)
de L,
L AH, = EAH,, (16.68)

et donc

AH(A) = XEAH,(1).

L’équation (16.68) peut s’écrire de fagon explicite en termes des composantes

AH™ (p;) de AHy:

" 1 . n
AT () = | d— sn(d—2+71) = Y D(p;)A ija AH™ (p;)
J Job
L[ 4% « (n+2)
5 WD(k)AH (plapzu-":pﬂaky _k)
+ 5" Do) AR iy, - pi ) Y iy i o). (16.69)
T

16.7.1 Point fixe gaussien

Au point fixe gaussien 77 = 0 et H, se réduit & 'hamiltonien quadratique: Vi (¢) =
0 et I'opérateur L, &

a )
c. - f db o (x) %(d-f"?)"*“?m”’ém—u 56(x)
1 8
~3 ] Het Pl s

Les vecteurs propres correspondent & prendre tous les H™ nuls pour n > N.
Les valeurs propres correspondant & un vecteur propre proportionnel a ¢ sont
alors données par I’équation homogéne pour H(V)

(AR (p) = | d - %N(d —2) - Zpﬁfg?,—u AR (o),
: J

qui est identique & 'équation (9.47), et a comme solutions des polynémes ho-
mogenes dans les impulsions. Si r est le degré dans les variables p;, la valeur
propre est donné par

E:d—%N(d—Z)-r.
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Les autres coefficients H(™, n < N sont ensuite entidrement déterminés par les
équations

(N - m)(d-2) —0—7“—23038 : AR (p,)

1 dk n
:5/(2 ) D(k)A‘H +2)(p1,p2,...,pﬂ,k, —k). (16.70)

On peut &tre surpris de ces termes additionnels. En fait on peut vérifier que si
P'on pose

6 6
dp(z) 09(y)

la. fonctionnelle () satisfait ’équation plus simple

AH(@) = exp H [asdya@-y } 0(e),

A5 0(p, ) = [ d §(z)

Wd+2)+ quai“} 5¢($)9(¢),

dont les solutions sont alors de simples monomes.

L’opérateur linéaire qui fait passer de Q & AH(¢) remplace tous les mondmes
en ¢ qui contribuent & £} par leurs produits normauz. Le produit normal d’un
terme de degré N en ¢ est tel que pour tout n < N les fonctions de corrélation
gaussiennes avec le poids e™ "t

<H ¢(w@)AHf(¢)>

s'annulent. Notons que le produit normal dépend explicitement d'un choix de
mesure gaussienne.

Il est utile pour la suite de calculer Popérateur correspondant & j d?z ¢3(z)
qui dans 'approximation gaussienne correspond 2 la valeur propre 3(6 — d):

g [ @2d@) m g [d26@) - 3a0) [ das).

De méme, pour [ d%z ¢*(z), on trouve

i.' ddx¢4(a;) /ddmgb (z) — A(O)/ddw¢2(x)+é‘&2(0)_

On reconnait le terme d’ordre € de ’hamiltonien de point fixe.
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16.7.2 Dimension d = 4 — ¢: Perturbations ¢? et ¢?

Pour n = 2, & 'ordre £, I’'équation se réduit a

@), — ” e
LAV (p) = (2 +3¢"D(0)D Zp“apJ ()

13

~ad

Comme nous nous intéressons a la perturbation qui dans la limite gaussienne est
une constante t, nous poscns

AVP(p) =t + O(e).

Il est cohérent de supposer A?f(gl) {p} d’ordre € ainsi que Aﬂéﬁ} (p) d’ordre £2. En
conséquence la valeur propre £ est de la forme

£=240(e),

et AH( )( ) satisfait a 'ordre dominant

2AH () = ZPJWA’H“)( ) 497ty Dip) +0(E).

Jo bk

L’équation (16.53) nous permet d’intégrer:

Aﬂf) (pi) = —g*tZﬁ* (i) + O(?).

Nous reportons enfin cette expression dans 1’équation pour Af)éz). A Tordre
dominant

1 % 3 * d4kj I
(Q—E—I— 39" D(0)D(p) + ¢ /(2 i D(k)( (P )+R*(l~s))
ZP‘U’}}%:) AV (p) =0

Damns la limite p = 0, utilisant de nouveau les conditions Af)(z)(p =0} #£ 0 et de
régularité a p = 0, on trouve

£ =2+ %g*D(O)f)(O) + Q*D(O)R* 0)+ g / (;1:;64 )

(k)R ().
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Les deux premiers se compensent et dans 'intégrale on reconnait B..(0). Donc
£=2—te+ 0%,

en accord avec les résultats précédents obtenus par d’autres méthodes, comme

(10.27) (dy = £).

Perturbation ¢*. La méme méthode, mais partant cette fois de AH® = O(1)
permet de calculer 'exposant w, qui correspond a une variation de g, et done
3 la dérivée de la fonction 8 comme dans les EGR de la théorie des champs.
L’exposant

dy=—w=—Fg") =~ + O(?)
est la valeur propre correspond & une perturbation de type ¢*. On en déduit la
dimension dgs de I'opérateur propre qui est identique a ¢*(z) 4 V'ordre dominant

d¢4:d—dg=4.

Comme dy4 est plus grand que d, cet opérateur est inessentiel.

16.7.3 Perturbations brisant la symétrie Z;

Nous étudions maintenant les valeurs propres associées aux opérateurs essentiels
brisant la symétrie de réflexion Zs. Nous allons montrer que ces valeurs propres
s’expriment en fonction d’un exposant déja connu.

Pour cela nous partons de ’équation de point fixe

0= [t | a2 -n S| TS

4 §H. M.
f d’zd’y D(x { 5@ 59(x) &;s(y)]
dH.

fddmddyL(r— P —rrs () H(y), (16.71)

8 1 FH. ()

2

Nous faisons agir sur cette équation 'opérateur [ dzd/8¢(z) et posons

)

Nous notons

f iz L(z) = DOYA=1(0) = 0.
Apres une intégration par parties, le résultat peut d’écrire

(L. = 1(d—2+5)] DH. =0
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Nous avons donc identifié un vecteur propre DH, et une valeur propre
1

L’opérateur essentiel correspondant, au premier ordre en g, a la forme
1
DH. =reag” fdd:t: o(x) + gg* fddm () + O(e%).

Il correspond & l'opérateur [ d?z ¢°(z) dans la limite gaussienne. Le terme linéairefi
en ¢ corrige ¢ pour éliminer la composante sur ¢ dont nous allons vérifier qu’elle
est plus essentielle. Pour cela nous calculons 'action de £, sur un terme linéaire

en ¢:
L. / d%z¢(z) = (d+2—1n) f d%z ¢(z) + D(0)DH. .

On voit alors qu’il existe une autre valeur propre
1

correspondant au vecteur propre
AHy = (1= n/2) f a4z ¢(z) + LD(OYDH, .
Ce vecteur propre correspond dans 'approximation gaussienne & la, valeur propre

{=3(d+2),

et au vecteur propre le plus essentiel [ d?z ¢(z).
On en déduit en particulier la dimension dy de P'opérateur ¢:

d¢:d—%(d+2——n):%(d—2+n),

ce qui est bien cohérent avec I'interprétation initiale de 'exposant 1 comme étant
lié & une renormalisation du champ.
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Appendice Al

Compléments

Nous rassemblons ici quelques résultats techniques supplémentaires utiles.

A1l.1 Fonctions TI', ¢, ¢: quelques identités utiles

La fonction I'(z)}, qui interpole (z — 1)! pour 2z non entier, peut étre définie par
o0
T(z) = / dtt*tet . (AL1)
0

Cette représentation intégrale définit une fonction holomorphe pour Rez > 0.
Cette fonction satisfait une relation de symétrie

NT1—2) =

sin(mz)

qui la prolonge en une fonction méromorphe dans tout le plan complexe avec des
poles simples aux entiers négatifs.
Nous avons utilisé aussi la fonction B

B(a, 8) —/0 dete=H1 - 1)t = ?‘(TZL%)J

Une autre identité est la formule de duplication La fonction (z) est la dérivée
logarithmique de I' et done 9(z) = I'(z)/T(z)

20(22) =224+ 9(2) +¥(z+1/2), ¥(z)—¢(1—2z)+n/tan(mz) =0 (Al.2)

Dans les calculs des valeurs spécifiques de la fonction {(s) de Riemann sont

apparus:
1
= — Al.3
()= (A1.3)

n=>1
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qui satisfait aussi & une formule de réflexion

C(5)T(5/2) = 7720 ((1 - 5)/2)¢(1 — 8), (A1.4)

qui peut étre récrite dans des formes variées utlisant les propriétés de la fonction
I'. De plus,

5 D" ey, (AL.5)

n=1 n’
Enfin,
(1 +e) =~ — (1) +0(e), (A1.6)
((e) = —L1(2r)° + O(e?). (A1.7)

Al.1.1 Déterminants d’opérateurs

Parfois nous aurons a calculer le déterminant d’'un opérateur qui, si nécessaire
aprés quelques transformations, peut &tre ramené au calcul du déterminant d’un
opérateur de la forme M = 1+ K. A condition que les traces de toutes puissances
de K existent, l'identité suivante, valable pour toute matrice M,

IndetM =trlnM, (A1.8)

développée en puissance du noyau K:

X (—1)pti
lndet [1+ K] = Z = tr KP, (A1.9)
p
p=1

peut se révéler utile. Dans le cas ot les opérateurs M et donc K sont représentés
par des noyaux M (z,y} = 6(z — y) + K(z,y), les traces successives s’écrivent
explicitement

ter — /dxl . ‘dfﬂp K(lejﬁ’,‘z)K(ﬂ'Jz,mg) r 'K(-’Ep;wl)-

A1l.2 Modele gaussien

On vérifie alors par calcul explicite ’équation aux dérivées particlles

1

QIO d) = 5 | s + 0] 2O )
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Cette équation peut étre récrite en termes d’opérateurs sous la forme

—Q%T(B) = HT(6) (A1.10)
H=1P?+10°Q? (A1.11)
=1ATA + 10 (A1.12)
En particulier
02 tpm = i ATAT + LI
80" " T 2 2 ‘

Utilisant le résultat 4.40bis, on en déduit

dln Z(n,¢) ne™ 11

o9 T 2end 17
et done
N(n,Q)
Zne) = sinh(n@/2)

Pour # — oo les variables g sont indépendantes et

Z(n,e) ~ e /2

f—o00

Donc
2

Z(n,e) = Snh(nf/2)

A1.3 Transformation de Fourier: décroissance et régularité

Dans cette section nous rappellons a travers quelques exemples utiles pour ce
cours la relation entre décroissance asymptotique & grand argument des mesures
positives et la régularité de leurs transformées de Fourier. Le lecteur intéressé a
plus de détails est renvoyé a la littérature mathématique sur ce sujet.

Nous examinons d’abord le cas des mesures discretes définies sur Z qui est
particuliérement simple.
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A1.3.1 Mesures positives discrétes et séries de Fourier

Décroissance exponentielle. Nous considérons une mesure positive discréte p,
définie sur le réseau des points entiers de la droite réelle:

+oo
Pn =0, z pnzl- (A]-]-B)

=—00
Nous supposons que pour |n| — oo p, décroit exponentiellement
P < M e #nl w > 0.

Alors tous les moments m, de p, sont finis

400
™, = nf o, .
P Pn

NnN=—00

La fonction analytique donnée par la série de Laurent

+o0
=3

N0

est holomorphe et uniforme dans ’anneau compris entre deux cercles e # < |z] <
e’ ou la série de Laurent converge.
La fonction périodique p(0), de période 2,

400
pO)=e"? fley= D" ™p, = p(0) =p(-0),

n=—0oo

est donc holomorphe dans une bande |Im8| < p. La positivité de la mesure
entraine de plus |p(#)| < p(0) = 1.
Réciproquement les coefficients de Fourier p,, sont donnés par

1 27

.t ing ~
po=3r | 40T BO) (A1.14)

Si la fonction f est holomorphe et uniforme dans un domaine e # < |z| < e¥, les
coeflicients de sa série de Laurent sont aussi donnés par

1

n < o
20T fi51=1

dzz7" f(2).
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I’analyticité entraine la convergence de la série de Laurent. Suivant que n est
positif ou négatif on déforme le cercle dans les cercles de rayon e ou e ™. On
en déduit

VR, 0<R<e! : lim p,R"=0.

inj—o0

Ce résultat qui établit une relation entre les propriétés de dérivabilité de la
fonction et les propriétés de décroissance des coeflicients de la série de Fourier
peut se généraliser de nombreuses maniéres.

Décroissance rapide. Supposons, par exemple, que pour n — 00 p, décroisse
plus vite que toute puissance de n

AP
Vp cN El.A.p tel que gy 5 m .

Alors tous les moments m,, de py,
oo
My = Z P pp .
n=—oc

sont finis. C’est d’ailleurs une condition nécessaire et suffisante.
Il est alors simple de vérifier que la fonction périodique 5(8) est dérivable, et
la, dérivée obtenue en dérivant terme & terme la représentation (A1.14)

“+co
o)=Y (—inye ™ p,.

La série converge pour tout 0, en effet
7 (@) <170 <> Inlpn < oo.

La mesure np, éant également a décroissance rapide, 'argument se généralise
aux dérivées successives

+o0

POy = Y (—im)Pe ™ p,,

n=—00

et la fonction p(8) est donc indéfiniment dérivable. Pour tout ¢

77(0)| <

5@)(0)’ <5 nfPpn < c0.
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Réciproquement. supposons que () soit indéfiniment dérivable. Comme g(#)
est dérivable nous pouvons intégrer par parties (pour n # 0)

1 i 27 . N
P = ——fo dg e 5'(6).

C 2mn
De fagon plus générale intégrant p fois on trouve

1 ¢

pn:%n_?’

2m
[ a8 500,
0

et done

1.
pal < p(p)(ﬂ)‘-
Décroissance algébrique. Simplement la condition de normalisation (A1.13)
qui implique la convergence uniforme des séries ) e o, entraine la continuité
de p(#). De fagon plus générale la condition

an|n1p<oo, pEN,
T

entraine I'existence et la continuité de la dérivée p-itme de §(#). Cette condition
est vérifiée si
<———=7 avec o>p.
p’n —_— ln10._+_1 + 1 p
Réciproquement si p(6) est une fonction continue périodique de période 27, les
coefficients de Fourier tendent vers zéro pour |n| — oo. En effet (choisissant par
exemple n > 0)

1 27 - 1 2mn. _
- = de ™ 5 = —— dr e 5
=g 4030 = o [ dr 6 e
= dr €7 p(t/n)
2mn ; 27 (p—1)
1 ir 2 o
=13 ; dr e ;Zp('r/n-l—%r(p—l)/n).

p=1

La somme sur p est une somme de Riemann qui converge pour n — 00 vers une
intégrale puisque p est continue

K

Vi
Jm 2 (et 2no - m) = [ dsis),

p=1
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et la convergence est uniforme en #. Soustrayant a la somme cette limite ne
change pas l'intégrale sur 7 et donc

1 2w
<— [ d
ol < g [ ar

qui tend vers zéro. On notera que seule la convergence uniforme en # de la somme
de Riemann a joué un role, ce qui permet de relaxer la condition de continuité.
L’existence d’'une dérivée d’ordre p permet d’intégrer par parties et donc de
démontrer une décroissance au moins d’ordre |n| ™.
Des résultats plus précis peuvent parfois étre obtenus. Par exemple si 5(8) a
une singularité isolée & # = 0 en |0|°, o > 0, p, décroit comme |n|~17¢

T

-2;“ >_Alr/n+2m(p—1)/n) - fo s

p=1

]—1—0'_

p(0) = Al8|7 + partie plus réguliere = p, Inlo—c*oo |n

Ce résultat se démontre par exemple en intégrant par parties [¢] + 1 fois, [o]
étant la partie entiére de o. On peut alors calculer la transformée de Fourier de
|8|°—le1=1 explicitement.

Réseau o d dimensions. Les résultats précédents se généralisent aux cas des
probabilités de transition considérées en section 3.3.
Supposons pour p(n) des propriétés de décroissance exponentielle,

pn) < Me #ml 50,

La fonction p(k):

pll) = > e ™ p(n),

neZzd
est holomorphie dans le tube
| Imk| < 4.
Réciproquement si 'on suppose pour g(k) le domaine d’holomorphie [Imk! < p

alors dans ’intégrale sur une zone de Brillouin

o) = s [ 4 ()

on peut déplacer le contour dans le complexe dans la direction
Imk=&n, &=p/|n|,

et on en déduit la décroissance exponentielle.
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A1.3.2 Transformation de Fourier

Comme les transformées de Fourier de mesures positives et plus généralement
de fonctions & décroissance rapide ou exponentielle du type envisagé en section
3.1 jouent un grand role dans différentes parties de ce cours, il est ufile de rappeler
quelques propriétés. La différence technique principale avec la section précédente
est que la transformation de Fourier est symétrique. En particulier la fonction
initiale et sa transformée de Fourier ont toutes deux des propriétés de régularité
et de décroissance a Pinfini ce qui complique un peu Panalyse. Comme notre
but est faire comprendre la dualité entre régularité et décroissance a Pinfini,
nous l'illustrons ici uniquement par des exemples ol les résultats peuvent étre
démontrés de facon élémentaire.

Pour les problémes physiques qui ont été étudiés dans ce cours nous devrons
admettre comme mesures non seulement des fonctions mais également des dis-
tributions au sens mathématique du terme comme les “fonctions” § de Dirac.
Dans ce cas les fonctions f(g) pour étre mesurables, c’est & dire que leur valeur
moyenne est définie, doivent &tre continues. Il est donc nécessaire de faire appel
3 la théorie des distributions, et le lecteur intéressé est renvoyé a la littérature
mathématique sur ce sujet.

Fonctions continues. Dans un but d’illustration nous nous restreignons a des
fonctions p(q) continues. L’'étude des relations entre décroissance et régularité de
la transformée de Fourier devient alors assez semblable au cas discret. Supposons,
par exemple, que p(g) soit une fonction & décroissance exponentielle:

lp(a)] < Me 4 p>0.

Si p(g) caractérise une mesure, non seulement tous les moments de la distribution
existent, mais ils satisfont

. 2M
@) <M [dgerinjgy < ol

La transformée de Fourier de p(g)

) = (e ) = [ ag (g (AL.15)

est une fonction analytique, holomorphe pour |Im k| << p, en effet

2M

|p(k)| < Mqu e~ (—|Im k)|

De méme si p(g) décroit plus vite que toute puissance sa transformee de Fourier
est indéfiniment dérivable.
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Enfin si Pintégrale [ dq|p(q)||q?| converge,

+oo
/ dqqPp(q) < o0,
o0
la, dérivée p-ieme de p(k) est continue.

Réciprogue. Par un argument similaire & celui utilisé pour les séries de Fourier
on démontre que si 'intégrale donnant sa transformée de Fourier

plg) = "21; ] dk o4 5(k),

converge absolument, et si p(k) est continue p(g) tend vers zéro pour |¢| — oo.

En effet . )
—_ . ikg ~ = ik ~
o@) = o [k ey = 5 [ ke g/

1 00 27 p "
- dk e plk/q
qu Z /277(p1) ( / )

p=—00
1 o X
= 5| dke*= p(k/q+ 27p/q).
472 [y q p;oo

Avec nos conditions la somme de Riemann converge pour |¢| — oo uniformément
en k vers lintégrale qui, intégrée avec e, ne donne pas de contribution.

Si p(k) admet une dérivée p-iéme continue une intégration par parties répétée
permet de démontrer que ¢P p(gq) tend vers zéro, avec I'hypothese supplémentaire
que [ dk|p® (k)| converge.

De méme dans les cas des fonctions indéfiniment dérivables ou analytiques
dans une bande, on peut démontrer la décroissance rapide ou exponentielle de
la transformée de Fourier avec quelques conditions de convergence a linfini.

Pour s’affranchir en partie de ses problémes de convergence a infini il est
nécessaire de se placer dans le cadre plus général des distributions.

Al.4 Matrice de transfert et formalisine quantique

Notation. Dans la suite nous distinguerons la notation (e} qui signifiera valeur
moyenne de e par rapport au poids statistique €™ et | } ou { |, qui représentent
un vecteur et le vecteur dual dans la notation des bras et kets de la mécanique
gquantique.

Dans ces conditions (gg = gy,), la fonction de partition peut s’écrire

Zn = j/ H dgeT (gr—1, qr) = / H dag (qr—1| T |gx} = tr T™.
k=1 k=1
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Dans ces conditions {gy = ¢, ), la fonction de partition peut s’écrire
i)
Zp = f 1997 (gr-1, @6) = tr T™.
k=1

Comme I'opérateur est hermitique, car symétrique réel, il est commode d’utiliserf§
la, notation des bras et kets de la mécanique quantique. Nous introduisons la base
des vecteurs |g), et la base conjuguée (g|, avec ¢ réel quelconque,

{g1lgz) = 0(q1 — q2),

d(g) étant la distribution de Dirac. La base est compléte et satisfait donc la
relation de fermeture

/wmmmzx (41.17)

Cette base est analogue & la base de la mécanique quantique ou l'opérateur
position Q est diagonal: X

(d'1Qlg) = qdé(a — ). (A1.18)
Le noyau 7 associé & la matrice de transfert s’écrit alors comme un élément de
matrice

T(¢' ) = {d| Tlq)- (A1.19)
Dans cette représentation le produit de deux opérateurs O1 (¢, ¢) et O2(¢’, q)
O1(¢,9) =(¢'|01la), O:d,9)={d|0:2lq), (A1.20)

s’écrit
(€10:011g) = [ d¢" (¢]0:1¢"} 4" O1 0},
ol du point de vue du formalisme quantique nous avons intégré sur la variables

g" en utilisant la relation de fermeture (A1.17).
De méme la trace de tout opérateur O(¢’, ¢) est définie par

uo:/@@om.

Introduisant la représentation (A1.19) de la matrice de transfert, 'équation de-
vient:

ZPe) =z, / dge qedan (gel T gn) (n| T |92}

=2z! fdQE qe {qe| T |ae) .

Introduisant maintenant Iopérateur @ (définition (A1.18)) diagonal dans la base
des vecteurs |q)

Qlg) = qlg) -
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Al.4.1 Spectre de la matrice de transfert

En référence au formalisme quantique nous appelerons le vecteur propre corre-
spondant |0) le fondamental de la matrice de transfert.
Nous notons 1 (q) la représentation du fondamental dans la base des vecteurs
la):
Yo(q) = (4]0} (A1.21)

Montrons que ¥(¢) est une fonction de signe constant, qu’on peut donc choisir
positive et que la valeur propre 7y est positive et non dégénérée.
Pour toute fonction #(g) de carré sommable nous avons I'inégalité

(70| >

[aadd warra, q)_w(q)\ ,

L
%112

I’égalité n’étant possible que si ¥(g¢) appartient & ’espace propre associé & 7q.
Mais par ailleurs puisque 7 (¢’, ¢) est une fonction symétrique positive

|qudQ’¢(Q')T(Q’,Q)¢(Q)1 < qudQ’ (T lv(a)l,

alors que

[l = A (1) Il

Done si la fonction {g) n’est de signe constant, la fonction |9(g)| donne une
valeur moyenne plus grande. Nous concluons que la fonction tg(q) est nécessai-
rement de signe constant.

Une conséquence directe de ce résultat est que la valeur propre 79 est pos-
itive et non dégénérée. En effet supposons qu’il existe deux vecteurs propres
indépendants ¥y{q) et ¥o(g) correspondant i la valeur propre 7. Comme T est
hermitique, on peut toujours les choisir orthogonaux

/ dqho(a)dola) = 0.

Calculons alors la quantité

] dedg fo(@)T(, Qvo(a) = o ] dqdo(a)pola) =0,

ot la condition que 1g{q) est vecteur propre avec la valeur propre 7o a été utilisée.
Comme 'intégrant dans le membre de droite est le produit de trois fonctions
positives, et compte-tenu de la forme (4.7) des noyaux 7 ceci est impossible. En
effet T (¢, q) est strictement positif pour tout tout couple {g,¢'}.
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A1l.5 Parametre d’ordre et propriété d’amas

Quand le fondamental |0) est dégénéré, la détermination des fonctions de corrélationf
en volume infini devient une question subtile, qui dépend explicitement de la
maniere dont la limite thermodynamique est atteinte; en particulier elle peut
dépendre des conditions aux limites. Cette sensibilité aux conditions aux limites
est une autre caractéristique de la région a plusieurs phases.

Examinons dans ce cas les propriétés de décroissance a grande distance des
fonctions de corrélation.

Nous considérons la région & deux phases d’un systéme de type Ising et ap-
pelons |+), |—} les états fondamentaux de la matrice de transfert qui sont
échangés par P et orthogonaux. Tout vecteur |a) de la forme:

la) = cosa |[+) +sine |-}, (A1.22)

est aussi un vecteur propre de la matrice de transfert avec la méme valeur pro-
pre. Supposons qu’il soit possible de prendre la limite du volume infini de telle
sorte que le vecteur |a) soit sélectionné. Les fonctions de corrélation font alors
intervenir la valeur moyenne de la matrice S associée au spin dans 'état |a).
Notons S la matrice correspondante (définie en (7.42)), omettant I'indice o
dans ce qui suit.
Définissons dans la phase de basse température:

{(+[8]4) =m, (A1.23)

oll . approche la valeur 1 dans le modéle d’Ising dans la limite de température

nulle. Alors
(— 18] —) = (+|P7'SP| +) = —m. (A1.24)

Nous avons aussi
(+[8]—) = (— [P 'SP|+) = — (—[S|+). (A1.25)
Comme S est une matrice symétrique:
(+]8]-) =0. (A1.26)

La propriété essentielle utilisée ci-dessous est que la matrice S, restreinte au
sous-espace {|+),|—)}, est diagonale dans la base {|+),]—)}.
Les équations (A1.23-41.26) impliquent en particulier:

{|S| @) = mcos2ex, (A1.27)
(|8 7/2 + ) = msin2c. {A1.28)

Sauf pour @ = w/4 (mod 7/2), la valeur moyenne du spin ne g’annule pas et
ceci caractérise la région & plusieurs phases.
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Calculons ce que naivement on s’attendrait & étre la fonction de corrélation de
spin & deux points connexe (cf. section 4.3.2), c’est & dire la fonction & deux points
de S— < S >, pour deux points séparés par une distance £ dans la direction de
temps mais & la méme position transverse. Elle est donnée par:

S — mcos 2a) T (S — m cos 2a) |a)
(| T4 a) .

w@ (g - Ll (A1.29)

Lia matrice de transfert T projette sur les états fondamentaux pour £ — oo:

T = 7 (1) () () + 0 (e 49)]

(A1.30)
= ¢ [l 4ol 1 im/2 + ) (x/2+ o + O (e7¥¢) .

On en déduit
W (4) ~ m?sin? 20+ O (e*f/f) . (A1.31)

Ce n’est que pour a = nw que les fonctions de corrélation satisfont & la propriété
de cluster (cf. section 4.3.2, équation (4.20)). Les vecteurs propres correspondant
sont alors |+) et |—) qui sont échangés par P. La symétrie de réflexion est
spontanément brisée.

Notons que les fonctions de corrélation calculées en sommant sur toutes les
configurations correspondent & moyenner sur les deux états fondamentaux et ne
satisfont donc pas a la propriété de cluster.

Comme nous l'avons observé dans exemple 7.2, un des états |+) est sélectionné
dans la limite thermodynamique par la procédure suivante: on ajoute & 'énergic
de configuration un terme couplé linéairement au parameétre d’ordre (un champ
magnétigue pour des spins). Ce terme favorise donc une des phases. On fait
alors tendre 'amplitude de ce terme vers zéro aprés avoir pris la limite thermo-
dynamique. Cette procédure choisit un des états |+} or |—) suivant le signe du
champ. Les fonctions de corrélation du systéme ainsi obtenues satisfont alors a
la propriété de cluster dans la limite du volume infini. Une solution alternative
consiste & prendre la limite thermodynamique avec comme conditions aux limites
tous les spins aux bords fixés et égaux, soit a +1, soit a -1.

On peut bien siir se demander le sens physique de cette procédure: en sec-
tion A1.6 nous allons montrer que de tels systémes dans la phase de symétrie
brisée ne sont plus ergodiques. Une fois préparé dans une phase, il y reste. Si
Pon veut dans ces conditions que les moyennes temporelles soient égales aux
moyennes d’ensemble, il faut restreindre dans la fonction de partition la somme
sur les configurations aux configurations qui sont “proches” de la configuration
avec tous les spins + ou tous les spins -. Le champ magnétique sélectionne les
configurations appropriées automatiquement.
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A1.6 Dynamiques stochastiques et transitions de phase

Modéle de type Ising. Tl est facile de construire une dynamique stochastique
qui converge vers la distribution d’équilibre du modele d’Ising. On peut, par
exemple, imposer le principe d’équilibre détaillé et choisir comme probabilité de
transition p d’une configuration {S.} vers une configuration {S;}, r appartenant
maintenant & un réseau O de volume L9 dans Z%:

1 . o—BlESD—E(S0)] :
(S, Sp) =€ pour £(8y) < E(Sp), (A1.32)
p(Sy, 50) =1 autrement ,
olt £(Sy) est I'énergie de configuration:
E(S)= >, —JS.S. (A1.33)
r,r’rel.EI;.C:Zd

Pour les arguments qui suivent la connaissance précise des configurations qui sont
directement reliées par la matrice p n’est pas utile pourva que le systeme soit
globalement connexe, c’est & dire qu’en volume fini il existe une probabilité¢ non
nulle de relier deux configurations de spin arbitraires. La propriété importante
qui est vérifiée par toutes les dynamiques locales est que la probabilité d’aller
d’une configuration & une autre configuration de plus haute énergie est, a basse
température, de Pordre de e P2¢, olt AE est la différence d’énergie.

i o S
o i e o e T
++ -+

+-F e
e s
o it e
FHl- === oot
A\ = — - — — +++
P N INEaaS
P - = -
b F A =
e o e

I o o O o o

FIG. 24 — Bulle de spins — dans un environnement de spins +.

C’est pourquoi, 4 basse température, si nous partons d'une configuration oli
tous les spins valent par exemple +1, la probabilité de créer une bulle de spins
-1 est proportionnelle & e P74, oli A est I'aire de la surface de la bulle (comme
la figure 24 I'illustre pour la dimension deux). A d dimensions une bulle d’aire
minimale est une sphére. Si nous appelons L son rayon, I’aire est d’ordre Ld1
et la probabilité est d’ordre e=oL"" ot o est la tension de surface, & basse
température o o< § = 1/T.
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Pour d = 1 le systéme est donc ergodique, et aucune transition de phase n’est
possible.

Pour d > 1 le méme mécanisme qui conduit & l'existence de plusieurs phases
a bagse température est responsable de la brisure d’ergodicité.

Modéles o symétrie continue. Prenons de nouveau I'exemple de la symétrie
O(N). Considérons maintenant une bulle dans le centre de laquelle le vecteur
de spin est tourné d’un angle & par rapport a la direction d’aimantation spon-
tanée. Dans ce cas le bilan d’énergie défavorise les configurations o comme
précédemment on a des spins tournés d’un angle ¢ a Pintérieur d’ une sphere.
Ceci donnerait de nouveau une énergie de surface en L41. Au lieu de cela il
est plus avantageux d’interpoler entre € et zéro de fagon linéaire sur une dis-
tance .. Le colt en énergie entre proches voisins est maintenant proportionnel
a1 cos(8/L) ~ 6#2/2L%. Cette énergie doit étre multipliée par le nombre de
spins dans le spheére de rayon L. On trouve

AE x BO?L% 2,

Nous concluons qu’en dimensions d < 2 cette énergie reste finie quand L — oo.
Il y a donc une probabilité finie de faire tourner tous les spins d’ un angle @, et la
symétrie O(N) ne peut pas étre brisée. Au contraire pour d > 2 une transition
est possible.

Conclusion. Ces analyses de haute et basse fempérature, statique et dy-
namique, nous ont permis de mettre en évidence 'existence d’une transition
de phase, et la nature des phases. Toutefois nous n’en avons tiré aucun ren-
seignement sur la transition de phase elle-méme, ou sur le comportement des
quantités thermodynamiques dans le voisinage de la température critique. Ces
probléemes seront examinés dans les chapitres suivants.

A1.7 Développement en 1/N et diagramimes

Nous donnons ici quelques détails supplémentaires sur le calcul détaillé de deux
diagrammes qui sont apparus dans le développement en 1/N.

Al1.7.1 Diagramme & une boucle

Le diagramme représenté sur la figure 14, qui est aussi proportionnel & la contri-
bution & une boucle & la fonction 4 deux points dans la théorie ¢4, a joué un rdle
essentiel dans la limite N — oo. Nous allons évaluer son comportement quand
la masse m tend vers zéro (dans I'échelle de coupure A).

Le diagramme & une boucle régularisé. Congidérons un propagateur régularisé
de de la forme générale (14.7). La diagramme 14 prend la forme (14.8):

di 1 ddk i
Qd(m):/wAA(k): (21r)dfm2+k2D(k2/A2) = AT wu(m/A),
(A1.34)
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o1 Ia fonction D(t) est positive et réguliére pour ¢ > 0 et normalisée par D{0) = 1.
En choisissant une fonction D(k) suffisamment croissante pour |k| — oo, il est
possible rendre tout diagramme convergent et en particulier le diagramme (14.8).

Nous avons besoin des premiers termes du développement de Qg{m) pour
m? — 0. Nous allons faire le calcul pour une fonction D particuliere, mais le
résultat exhibera la plupart des propriétés du cas général:

1 d¢k < gd-ldk
wa(z) = d r 2l = Ve 2 12 pd

(2m)d ) 22 +k2+k o 22A+k2 4k
ot la constante Ny est Paire de la sphére Sy_; de rayon unité, divisée par (2m)<.
La deuxi®éme intégrale, ol 'intégrale angulaire a été effectuée, définit une fonction
holomorphe pour 0 < Red < 4, ce qui est la situation la plus intéressante. Le
dénominateur est un polynéme du second degré en k? qui pour z = 0 a comme
racines k2 = 0 et k% = —1. De facon générale factorisons le polyndme

2+ + k= (K + k) (k3 4+ k).
Les deux racines sont des fonctions holmorphes en z? dans un voisinage de z = 0.
A Pordre 22, par exemple,

B =224 24005, k=1-210@%.

Nous procédons par prolongement analytique & partir de 0 < Red < 2 et séparons
I'intégrale en deux contributions

Ny oo 1 1
=—"— [ k¥ 'dk — .
wal2) k%~k§/0 (k2+k§ k2+k§)
Prenant k% comme variables raméne chaque intégrale A une intégrale connue. On
en déduit

s =K
0 K%+ K2 2sin(wd/2)
Utilisant ce résultat pour wy(2) nous reconnaissons la constante K4 définie en(14.125):g
2
k% — k%
Cette expression est maintenant réguliere jusqu’'a Red < 4. Les premiers termes
pour z — 0 sont donc

wq(z) = wy(0) — K(d)zd_2 +a(d)z? + O(=1, zd),

wqa(z) = K(d)

avec
a(d) = (3 —d/2)K(d),
dont on vérifie qu’il est égal & la valeur (14.13).

De fagon générale le terme proportionnel a kg_z engendre un développement
régulier en z? et le terme proportionnel & kf‘g engendre un développement
régulier multiplié par 272, On peut vérifier avec un peu d’analyse que cette
structure est générale.
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A1.7.2 La fonction & deux points a l'ordre 1/N pour u — 0

A Vordre 1/N un seul diagramme contribue la fonction 3 deux points (oo (figure
22). Dans la limite A — oo et aprés une renormalisation de masse, on trouve

20 ="+ s | e (o ar @) 0 ()

(A1.35)
Pour calculer les coefficients du développement de 1"((,20) (p) pour u — O
Z ag(e)uFp® % + By (E)u(”%}/spf%. (A1.36)

k>1

il est commode d’utiliser la transformée de Mellin de intégrale considérée comme
fonction de u. En effet si une fonction f(u) a pour v — 0 un comportement de
la forme uf, alors la transformée de Mellin

M(s) = ] " dun = f ()

o

a un pole & s = t. Appliquant cette transformation & l'intégrale, et inversant
I'ordre des intégrations g et & nous somines ramenés & 'intégrale

[ = (MY

Le résultat de I'intégration restante sur ¢ se déduit de l'intégrale générique

1 f ddq _ o d2u—2v P(Ju vV — d‘/z)r(d/Q N #‘)F(d/z — V)
e ] o T (@)L~ p =)
(A1.37)
Les termes avec des puissances entiéres de u correspondent au développement
perturbatif qui existe pour & suffisamment petit en régularisation dimensionnelle.
ay, a des pdles en £ = (21 + 2)/k pour lesquels la puissance correspondante de p?
est —I, c’est-a~dire un entier. On vérifie que F; a un pdle pour la méme valeur de
£ et que les contributions singuliéres se compensent dans la somme. Pour ces di-
mensions particulieres des logarithmes de u apparaissent dans le développement.

A1.8 Modeéle 7 non-linéaire: Régularisation dimensionnelle

Nous nous proposons d’étudier une version particuliere du modele ¢ non-linéaire
& I'ordre d’une boucle pour vérifier en particulier qu’il peut étre renormalisé avec
seulement deux constantes de renormalisation Z, Z; comme on ’a montré dans
le chapitre 15.
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Considérons la fonction de partition du modele ¢ non linéaire de symétrie

O(4) ~ 8U(2) x SU(2)

Z = / [(fg — wz(m))_l/EdﬁT(m)] exp [—H(m, c)], (A1.38)

ot 'action est donnée par
2
H(m,c) = fddm {; [(aﬂ(m))z + %} —e/ f? - ?’T’z(ﬁ?)} . (A1.39)

Dans ce qui suit il sera commode de poser ¢ = p?f.

Reégles de Feynman. Nous allons avoir besoin du propagateur et aux vertex a
4 et 6 points.

_1
PP+ p?
1
V(4) = 8_.]('252'1?:252'3?34 ((pl +p2)2 + Ju’z) 3

As(p) =

1
Ve = @511125@31451'5@6 ((pl +p2)° + ﬂ?’) :

Hamiltonien renormalisé.
YA
He(w) = ?f /ddm [(8%)2 + (60)2] — i f / o(x)d%, (A1.40)
oll ¢ est maintenant donné par:

o(z) = [fPZ1 - 7r2]1/2.

Ainsi en termes des champs renormalisés, A, ! acquiert un facteur supplémentaire
Z¢ 7, de méme que V®) le facteur ZyZ* et V(6 le facteur Z:Z3. De plus p? est
remplacé par MZZ*1/2Z;1.

Calculs & Uordre d’une boucle. Nous allons maintenant déterminer guelques
fonctions de corrélation renormalisées a 'ordre d’une boucle. 1I est commode de
poser d = 2 +£. Pour calculer les constantes de renormalisation, il est utile de
définir une constante de couplage sans dimension. On pose donc

F( —g/2)pf(Am) 2 =g.

Valeur moyenne du champ. La valeur moyenne (¢} est donnée par

(o) = fZ_l/Z— %f_l <ﬂ,2> —f (Z—1/2ﬁ23)’021v> ,
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o I est une intégrale qui apparalt partout a l'ordre d’une boucle

1 d’ a2 1
I= =pt e T(1-d/2).
(%W/ﬁ+ﬁ : Mﬂm( 42)

Si on choisit alors

Z_1+§2+O()

On obtient (o) = f.
Fonction & deuz points. Calculons I'inverse de la fonction & deux points I‘( ) =

[W(z)]ij . La fonction & deux points est proportionnelle & §;; facteur que I'on
omet dans ce qui suit. Alors

1 ddq
r® zZZz AL / O(f ™).
(p) = fp”?“ M+f (P +2.U")(2ﬂ.)d q2+u2+ (f )
On vérifie que la valeur de Z obtenue ci-dessus rend fini le coefficient de p?. A
partir du coefficient de p? on trouve que, si 'on choisit
2g

Ze=1— ",
f 2me

la fonction & deux points est finie et se réduit a son approximation en arbre
I () =p* + >+ 0 (7).

La dimension quatre. QQue se passe t-il lorsque la dimension d s’approche de
4?7 On vérifie que les divergences peuvent étre compensées par des contre-termes
correspondant & de nouvelles interactions de la forme

(Bud-8,0)° , (0¢-0¢),

ol ’on a noté ¢ le vecteur & quatre composantes m, 0. Ceci introduit bien sir de
nouveaux parameétres et génére & quatre dimensions un développement de basse
énergie dans l'esprit de la théorie des perturbations chirale (voir par exemple
Gasser et Leutwyler).

A1.9 Groupe de renormalisation fonctionnel et équations
de champs

Dans cette section nous rappellons la méthode générale qui permet de démontrer
les équations de champ pour des théories statistiques ou guantiques. Nous mon-
trons ensuite que les équations de groupe de renormalisation obtenues en section
16 s’en déduisent, ce qui fournit donc une autre démonstration.

Nous montrons enfin que la transformée de Legendre d’une fonctionnelle liée
simplement au hamiltonien satisfait une équation de flot plus simple,
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A1.9.1 Equations de champ et de groupe de renormalisation

Eguations de champ. Nous considérons Pintégrale fonctionnelle générale

Z= f [dg] e 7He)

Une méthode simple permet de démontrer les équations de champs, basée sur
Pinvariance d’une inégrale par changement de variables infinitésimal ¢ — ¢:

¢(z) = plz) + eK(p, z),

ol nous allons développer au premier ordre dans le paramétre constant €.
Le jacobien 7 de la transformation est

7 =det 22D =1 te [ TL0T)

S (y) ()

ol nous avons utilisé de nouveaun 'identité Indet = trIn.
On en déduit I’équation générale

<f dz {% ~ K(, m)%((f))] > o, (AL.41)

ot1 {-) signifie valeur moyenne avec le poids e~ "¢},
Une fagon équivalente d’obtenir cette équation est de remarquer que I'intégrale
d’'une dérivée totale est nulle:

/mw&iﬂKwﬁrW@=o.

+0(e?),

Explicitant la dérivée nous obtenons l'équation

5K () SH($)\
<M@)_K@me>o

Appliquant cette identité & une fonction K (¢, z} et intégrant sur x nous retrou-
vons I'équation (A1.41).

On peut bien sur se demander si ces manipulations formelles sont toujours
justifiées. Dans certains cas un processus limite a partir d’une approximation
de réseau, et méme de réseau fini peut se révéler nécessaire. Mais le plus sou-
vent démontrer directement que ces identités sont vraies a tous les ordres du
développement perturbatif.

Equation de groupe de renormalisation. On suppose maintenant que le hamil-
tonien H(¢) dépend d’un parametre s mais que la fonction de partition Z n’en

dépend pas, et donc
0z 0
ﬁ;—‘<aﬂwﬂﬁ—“-
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Nous décomposons H(¢, s) en une somme de deux termes

H(g, s) = L [ dz gAY (5) + V(6 5),

et donc I'équation devient

(3 [amoa@paatops pvisa) =0, (4L
avec o 8A
8 _E .
L’équation fondamentale (16.8) est alors obtenue avec le choix suivant:
' 6V
K(.0)= [ Do) |(619), - 29
La contribution du jacobien devient
dK (¢, )  Olndet A 82V
Josey = e gy
Le second terme donne
SHD) _ [ o . [ Ly 8V(e) }
[ex@a5 " - [wayne |6, -5
_ v
<[ata.+ 555
- _ oV (g} oV
= [asarnan (a7, (579, - FEHED]

Eliminant alors le terme quadratique entre les deux équations (A1.41) et (A1.42)
on obtient une équation qui exprime une condition suffisante pour que la fonction
de partition soit invariante:

8 _ L . 2V 6V{¢)V(4)
957 (#8) = zf dzdy Ds( —y) [5¢(w)a¢(y) 56(z) 5¢(y)}
+ 1813:1 detA'

2 ds

On reconnait 'équation (16.8) et en identifiant le parameétre & In A on obtient
les éqguations de groupe de renormalisation.

Pour prendre en compte la renormalisation du champ, on ajoute un terme
linéaire en ¢: K (¢, z) — K(¢,z) + 5n¢(z). Cela ajoute une constante infinic au
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jacobien, qui est compensée par un changement de normalisation de la fonction
de partition, et

fda;K(qﬁ,m % - /de(gﬁ,w)(?;((j)) £ /d oo )52(@))

De fagon plus générale, on obtient d’autres équations de groupe de renormalisa-
tion en ajoutant & K d’autres fonctionnelles locales de ¢. Mais ces manipulations
algébriques ne doivent pas faire perdre de vue que le but est un construire un
groupe de renormalisation qui a des points fixes.

A1.9.2 Transformation de Legendre

Nous avons vu en fin de section 16.1 que la fonctionnelle
1
W(J,s) = 5 fd:r: JRsJ —V(R,J, s) (A1.43)

avait une interprétation de fonctionnelle génératrice de fonctions de corrélation
connexes. On vérifie que W(J, s) satisfait une équation de flot analogue a
Péquation (16.18):

o 1 -1 -1 2w oW oW
s V(8) =3 f d%z d%[R; DR, (2 ){5 T80 T 57@) 67()
(Al.44)

1l est aussi naturel d’introduire la transformée de Legendre de W(.J):

W(J, s} + G(ep, s) /dda:J w(z), J(x) = 5:95?33)

Celle-ci satisfait une équation de flot que nous allons établir.
La stationarité de la transformation de Legendre impligue

0
%W =0.

o
+3_g
5 e

J

Par ailleurs il est commode de poser

Y, 8,x,y) = [ddstl(:r: — Z)E_J(i—)?;fm .

Alors une autre propriété de la transformation de Legendre entraine

82G
d, 3d 7 L ’ — 5
./d zd%z @000 Ry(z—2)5(p, 5,2, y) =6 (x —y). (A1.45)
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L’équation (A1.44) devient alors

5] 1 _
5:000.0) == [ dadtyli, D)o~ 1)(p,5,2,1)

1 - _
-5 [ @t dlRT DR e - phela)ely)
Avec ces définitions pour YV =

1 _
g(goa S) = E /ddm @Rs 1(:0'

Si I'on pose
1
Glp, 5) = E/ddw eR, o+ Gi(e, 8),

Péquation devient (omettant un terme indépendant de )

E%QI(SO, S) - _% /ddx ddy Ls(x - y)z((p': s, T, y)a (A146)

avec 8
Ly=R;'D, = &}nRS.

Le noyau Y:(¢p, s, z, y) est maintenant solution de

oGt
ip(2)dp(2")

De facon équivalente la transformée de Fourier

E((P, s, ZI: y) = 5(d) (35 - y)
(AL.4T)

Y, 8,1,y) + fddz d R,(x — 2)

S, 8,p,9) = /ddcc dby ePTH ¥( o, 5, 1, y)

satisfait

—~ —~ d I _~
S ) 1 Rulo) [ oo it S k) = ()6 a). (4149

et 'équation (A1.46) prend la forme

d 1 { d% dlnR.(k)e
agl(tp, S)__'é/(zw)ds 0 Y(p, 8, k,—k). (A1.49)

La fonctionnelle Gy(i, s) est locale et satisfait une équation relativement simple.
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Pour expliciter ces équations, par exemple, a P'ordre ¢? nous introduisons le
noyau 2y solution de

So(z,9,9) + / d?zd% Ro(w — 2)G7 (2 — #)Z0(<', y, 8) = 6 (2 — ),
ou en représentation de Fourier
- - ~ —1
Solk,s) = [1 + Ry(k) 1(2)(14;)] .

Alors
1 52 gI(4)

5 ©Zo + O(¥*),

¥ =¥y —

et donc

%) 1 f d¥k o
59 0) = =5 [ G DABSRG ,—p,k, b

La théorie ¢*. Nous posons maintenant s = In A et appliquons ces identités &
la théorie u¢?. A l'ordre u! nous avons

1

V(¢) = %mu f dz ¢*(z) + yu / dz ¢*(z) + O(u?).

On en déduit

1

W) = % f diz JRlJ—%rclu f d%z (RJ)2(sc)~Eu / d%z (RJ)*(z)+O(u?).

Par ailleurs
p(x) = [R™](x) = ¢(z) + O(u)

Utilisant la stationarité de la transformation de Legendre qui implique

oW 4G

RAAGNT ANy
8u+8u ’

on en déduit

G = turg / d?z % (z) + %u/ddm ©*(z) + Ou?).

A cet ordre on retrouve ’équation donnant r.; obtenue en section 16.3
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De fagon générale les équations (A1.47,41.49) peuvent étre résolues itérativement
pour fournir un développement perturbatif. A cause de la transformation de
Legendre seuls les diagrammes un-irréductibles contribuent. Ainsi le terme de
degré 6 en ¢ est maintenant d’ordre u3.

EGR en forme standard. Aprés élimination de la dépendance explicite en A et

renormalisation du champ, on obtient I’équation de flot analogue de I’équation
(16.44):

d _ d 1 0 01
)\agl(% A) = ]d x () {E(d—l-QJrT?) “I*?ivu@ ()

dln Ry
dA

+ 40 [ dtdlan e - Delael)

1
v / g déy A (z — ¥)S(, Ay, 7)

A1.9.3 Groupe renormalisation fonctionnel et régularisation dimen-
sionelle

Iustrons la remarque que ce formalisme général permet d’écrire d’autres équationsg
par un exemple.

Dans le cadre de la régularisation dimensionnelle la théorie n’a plus de di-
vergences de grande impulsion au moins pour des dimensions génériques. Par
contre la question qui reste ouverte est la question du comportement critique et
des divergences possibles associées. Pour écrire un groupe renormalisation exact
on peut, par exemple, introduire un facteur de coupure & petite impulsion sous
la forme d’un terme de masse. On part donc de

~ 1
Bnl?) =

et on écrit une condition nécessaire pour la fonction de partition soit indépendantefi
de m. L’expression formelle de I'équation (16.18) n’est pas modifiée, le parametre
m remplagant A

A A )
dp(z)op(y)  op(z) dd(y)

d . 1 d. 1d.
(g, m) = 2/d 5 dby D, (z—) | (A1.50)

avec maintenant

. A, (p) 2m?
D = — = .
m (p) m 8’!’)’% (pZ + m2)2

Une différence notable correspond aux intégrations, par exemple la fonction R(p)
est identique & A(p) puisque 1/(1 + p?) est une fonction réguliere pour p = 0.



(DRAFT du 9/7/3 14:51) 411 (DRAFT du 9/7/3 14:51)

Par contre les manipulations algébriques ne changent pas. Pour I'illustrer nous
pouvons calculer la fonction B(g) pour d = 4 a Pordre g*. Le coefficient est donné
en terme de B, (0) est la fonction B.(p) est donnée par Pexpression (16.54)

B.w= | %ﬁ(k)é*(p_ ).

Ici

< dtk 2

5.0~ [ fomys 577
1 /'°° k3 dk
T Ar? fy (k2 +1)8

1 / *® sds 1
T 872 J, (s+1)3 7 16w2°
c’est & dire un résultat identique a celui obtenu dans l'autre formalisme.
Le calcul de n{g) est un peu long mais on trouve de nouveau le méme résultat.
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