
Université Paris XI� Thèse de dotorat �soutenue parSamuel CaillerieSpéialité : Astrophysique et Méthodes Assoiées
Effets de la Topologie de l'Universsur le Fond Diffus Cosmologique

soutenue le 6/12/2005 devant le jury omposé de :Jean-Loup Puget . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . PrésidentJames Bartlett . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . RapporteurFrançois Bouhet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . RapporteurJean-Pierre Luminet . . . . . . . . . . . . . . . . . . ExaminateurMar Lahièze-Rey . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Direteur de thèse
Servie d'AstrophysiqueDSM/DAPNIA/CEA-Salay





Table des matièresNotations 10Résumé 11Remeriements 13Introdution: fond di�us osmologique et topologie 16I Fond di�us osmologique 211 Le modèle standard 231.1 Prinipe osmologique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231.1.1 Origine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231.1.2 Véri�ations observationnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . 241.2 Métrique de Robertson et Walker . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261.3 Equations d'Einstein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301.4 Conservation de l'énergie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311.5 Evolution de l'Univers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331.6 Rayonnement fossile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 362 Evolution des perturbations dans un adre relativiste 392.1 Perturbations en relativité générale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402.2 Métrique perturbée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412.3 Transformation des oordonnées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 422.3.1 Exemple : perturbation spatiale . . . . . . . . . . . . . . . . 422.3.2 Lois de transformation des tenseurs . . . . . . . . . . . . . . 432.3.3 Appliation aux perturbations de la métrique . . . . . . . . 452.4 Choix d'une jauge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 462.4.1 Jauge synhrone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 462.4.2 Jauge longitudinale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 472.5 Quantités perturbées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 473



2.6 Equations de onservation perturbées . . . . . . . . . . . . . . . . . 492.6.1 Equation de ontinuité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 492.6.2 Equation d'Euler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 492.7 Equations d'Einstein perturbées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 503 Thermodynamique de l'Univers 533.1 Equation de Liouville . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 533.1.1 Fontion de distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 533.1.2 Espae non-perturbé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 553.1.3 Espae perturbé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 563.2 Collisions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 573.3 Equation de Boltzmann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 594 Spetres de puissane 614.1 Harmoniques sphériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 614.2 Flutuations de température . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 624.3 Anisotropies primaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 654.3.1 Formule de Sahs-Wolfe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 654.3.2 E�et Doppler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 674.3.3 E�et Sahs-Wolfe ordinaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . 684.3.4 E�et Sahs-Wolfe intégré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70II Topologie de l'Univers 735 Topologie : adre général 755.1 Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 755.2 Exemples préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 765.3 Outils de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 795.3.1 Homéomorphismes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 795.3.2 Connexité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 795.3.3 Espae de revêtement universel . . . . . . . . . . . . . . . . 805.3.4 Domaine fondamental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 815.3.5 Groupe d'holonomies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 815.4 Espaes sphériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 835.5 Contraintes sur les topologies possibles . . . . . . . . . . . . . . . . 846 Premières approhes 876.1 Cristallographie osmique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 876.1.1 Méthode direte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 876.1.2 Histogramme de séparation de paires . . . . . . . . . . . . . 886.2 Reherhe de erles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 916.3 E�et Sahs-Wolfe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93



7 Modes propres du laplaien 977.1 Modes propres du laplaien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 977.2 Harmoniques hypersphériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 987.3 Harmoniques toroïdales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1007.3.1 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1007.3.2 Fontions de Wigner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1017.3.3 Fontions de Wigner et harmoniques toroïdales . . . . . . . 1037.3.4 Ation sur la omposée de deux rotations . . . . . . . . . . 1037.4 Appliations aux espaes sphériques . . . . . . . . . . . . . . . . . 1047.4.1 Générateurs des groupes d'holonomies . . . . . . . . . . . . 1047.4.2 Modes propres du laplaien . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1057.5 Changement de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1088 Simulations numériques 1118.1 Spetres de puissane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1128.1.1 A partir des artes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1128.1.2 A partir des multipliités des modes . . . . . . . . . . . . . 1158.2 Fontion de orrélation à deux points . . . . . . . . . . . . . . . . . 1178.3 Quantités statistiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1188.3.1 Corrélations roisées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1188.3.2 Isotropie statistique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1208.4 Pour aller plus loin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121Conlusion: quelle forme pour notre Univers ? 122Annexes 125A Tenseur de Riemann et onnetion a�ne 129A.1 Connetion a�ne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129A.2 Tenseur de Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131A.3 Appliation au modèle de Friedmann-Lemaître . . . . . . . . . . . 132A.4 Appliation à la jauge longitudinale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133B Fontions spéiales 135B.1 Polyn�mes de Legendre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135B.2 Harmoniques sphériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136B.2.1 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136B.2.2 Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137B.3 Fontions de Bessel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138B.4 Polyn�mes de Jaobi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140B.5 Polyn�mes de Gegenbauer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140B.6 Coe�ients de Clebsh-Gordan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141



C Quaternions 143C.1 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143C.2 Isomorphisme SO(3)∼SU(2)/Z2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144C.3 Isomorphisme SO(4)∼SO(3)×SU(2) . . . . . . . . . . . . . . . . . 144Artiles 146
A Laplaian eigenmodes for spherial spaes 149

A.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
A.1.1 Cosmi Topology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
A.1.2 Spherial spaes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

A.2 Eigenmodes of S3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
A.2.1 Basis (B1): hyperspherial harmonis . . . . . . . . . . . . . 152
A.2.2 The paraboli basis (B2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
A.2.3 The Wigner D-funtions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
A.2.4 Change of basis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

A.3 SO(4) rotations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
A.3.1 General ase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
A.3.2 Single ation rotations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
A.3.3 Invariant funtions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

A.4 Eigenmodes of spherial spaes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
A.4.1 Diagonal matries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
A.4.2 A general proedure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

A.5 Appliation to the spherial spaes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
A.5.1 Dodeahedral spae . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
A.5.2 Other multi-onneted spherial spaes . . . . . . . . . . . . 161

A.6 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
A.7 Appendies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

B Constraining Cosmi Topology with CMB Polarization 167
B.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
B.2 CMB physis and orrelation between mathed points in tempera-ture maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
B.3 A quik reminder of CMB polarization . . . . . . . . . . . . . . . . 172
B.4 Correlation in polarization maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
B.5 Simulated maps and results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
B.6 Possible soures of blurring of the irles . . . . . . . . . . . . . . . 177
B.7 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180

C A new analysis of Poinaré dodeahedral spaetime model 181
C.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181
C.2 Eigenmodes of the laplaian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184
C.3 Temperature maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186



C.3.1 Maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187
C.3.2 Cirles in the sky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

C.4 Harmoni analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188
C.4.1 Power spetrum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188
C.4.2 The temperature orrelation funtion . . . . . . . . . . . . . 190

C.5 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191





Table des �gures1.1 Répartition du nombre de galaxies en fontion de leur luminosité . 251.2 Relevé 2dF de la répartition de galaxies dans l'Univers . . . . . . . 251.3 Relevé 2dF de la répartition des quasars . . . . . . . . . . . . . . . 261.4 Représentation des �utuations de densité suivant les éhelles . . . 271.5 Synhronisation d'horloges . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 291.6 Les di�érents modèles de Friedmann-Lemaître . . . . . . . . . . . . 351.7 Les di�érentes phases d'évolution de l'Univers . . . . . . . . . . . . 362.1 Perturbation �tive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 404.1 Représentation de quelques harmoniques sphériques . . . . . . . . . 634.2 Composantes du spetre de puissane . . . . . . . . . . . . . . . . . 684.3 Spetre de puissane pour l'e�et Sahs-Wolfe . . . . . . . . . . . . 705.1 Constrution d'un tore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 775.2 Espae eulidien équivalent à un tore pour l'observateur repéré sure shéma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 775.3 Constrution de la bouteille de Klein . . . . . . . . . . . . . . . . . 785.4 Espae eulidien équivalent à une bouteille de Klein pour l'observa-teur indiqué . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 785.5 Homéomorphismes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 795.6 Tores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 805.7 Constrution du tore à partir d'un domaine fondamental général . 815.8 Constrution du domaine de Dirihlet du tore . . . . . . . . . . . . 825.9 Constrution de domaines de Dirihlet pour la bouteille de Klein . 825.10 Représentation shématique de l'espae de Poinaré . . . . . . . . . 846.1 Images fant�mes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 886.2 Pis du tore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 896.3 Histogramme des paires orrélées d'un tore ubique . . . . . . . . . 906.4 Sphère de dernière di�usion vue dans l'espae de revêtement universel 926.5 Flutuations de température sur la sphère de dernière di�usion . . 936.6 Cerles du tore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 946.7 Modes autorisés pour le tore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 956.8 E�et Sahs-Wolfe dans un Univers multi-onnexe . . . . . . . . . . 969



7.1 Représentation shématique des oordonnées toroïdales . . . . . . . 1017.2 Multipliité des modes dans les espaes sphériques . . . . . . . . . 1098.1 Spetres de puissane de l'espae de Poinaré suivant le nombre demodes utilisés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1138.2 Spetres de puissane omparés d'un espae de Poinaré et des don-nées WMAP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1138.3 Comparaison des spetres de puissane des di�érents polyèdres . . 1148.4 E�et de la ourbure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1148.5 Comparaison à un spetre ΛCDM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1158.6 Séparation en omposantes du spetre de puissane d'un espae dePoinaré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1178.7 Fontion de orrélation à deux points . . . . . . . . . . . . . . . . . 1188.8 Corrélations roisées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1198.9 Corrélations roisées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1208.10 Isotropie statistique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121B.1 Fontions de Bessel sphériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
B.1 Orientations and points of view . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171
B.2 The CMB salar E polarization anisotropies in a �attened toroidaluniverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
B.3 Sahs-Wolfe anisotropies in a �attened toroidal universe . . . . . . 176
B.4 Comparison of the irle mathing for a salar polarization E mapand a temperature map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178
C.1 Temperature map for a PDS with Ωtot = 1.02 (up to k = 230 givinga resolution of 6 ◦. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188
C.2 Cirles in the sky for a PDS with Ωtot = 1.02 (up to k = 230 givinga resolution of 6 ◦. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
C.3 Comparative power spetrum for WMAP3 (errorbars), Λ-CDM (dot-ted urve) and PDS (dashed urve) for Ωtot = 1.018. . . . . . . . . 190
C.4 Comparative angular orrelation resulting from WMAP data (fullline) ompared to Λ-CDM (long dashed) and models of PDS for 2di�erent Ωtot: 1.018 (dot) and 1.02 (short dashed). . . . . . . . . . 191



Notations
η . . . . . temps onforme
τ . . . . . temps propre
a . . . . . fateur d'éhelle
P . . . . pression
ρ . . . . . densité
E . . . . énergie
p . . . . . impulsion
S . . . . ation Tab. 1 � Paramètresds2 . . . . . . . . . . . . . . . élément de longueur in�nitésimal
gµν . . . . . . . . . . . . . . . tenseur métrique
g
déf
= det(gµν) . . . . . déterminant de la matrie métrique

γµν . . . . . . . . . . . . . . . tenseur métrique de Minkowski (espae plat de la re-lativité restreinte)
Rµ

νρσ . . . . . . . . . . . . tenseur de Riemann
Rµν

déf
= Rσ

µσν . . . . . tenseur de Rii
R

déf
= gµνRµν . . . . . . salaire de Rii

Γλ
µν . . . . . . . . . . . . . . . symbole de onnetion a�ne
Gµν . . . . . . . . . . . . . . tenseur d'Einstein
Tµν . . . . . . . . . . . . . . . tenseur énergie-impulsion
δµ
ν . . . . . . . . . . . . . . . . symbole de KronekerTab. 2 � Tenseurs
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T ,µ
déf
= ∂µT

déf
= ∂ T

∂xµ . . . . . . . . . dérivée partielle
T ;µ

déf
= DµT

déf
= ∇µT . . . . . . . dérivée ovariante

T µν déf
= (T−1)µν . . . . . . . . . . . . matrie inverse

gµσT σν
déf
= T µ

ν . . . . . . . . . . . . . montée des indies d'un tenseurtr(T )
déf
= T σ

σ
déf
= gσρT ρσ . . . . trae d'un tenseurTab. 3 � Opérations sur les tenseurs

c = 299 792 458 m.s−1 . . . . . . . . . . . . vitesse de la lumière
H0 ≃ 75 km.s−1.Mp−1 . . . . . . . . . . onstante de Hubble
G ≃ 6, 672.10−8 m3.kg−1.s−2 . . . . . onstante universelle de la gravitation
h ≃ 6, 626.10−34 m2.kg.s−1 . . . . . . . onstante de PlankTab. 4 � Constantes
R / C / H . . . . . . . . orps des réels/omplexes/quaternions
E . . . . . . . . . . . . . . . . quaternions purs
Z2

déf
= {−1, 1} . . . . groupe multipliatif à deux éléments

R
3 / S3 / H3 . . . . . espaes maximalement symétriques de Friedmann-Lemaître

S2 . . . . . . . . . . . . . . . sphèreSU(n) . . . . . . . . . . . . groupe spéial unitaireSO(n) . . . . . . . . . . . groupe spéial orthogonalTab. 5 � Groupes
Cl . . . . . . . . . . . . . . . . . . spetre de puissane
jl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . fontions de Bessel sphériques de première espèe
Ylm . . . . . . . . . . . . . . . . . harmoniques sphériques
Yklm . . . . . . . . . . . . . . . . harmoniques hypersphériques
〈j1m1; j2m2|jm〉 . . . . oe�ients de Clebsh-GordanTab. 6 � Fontions spéiales



Résumé
L'Univers est de mieux en mieux ompris, mais de nombreux points restentenore à être élairis ! Notamment, en Cosmologie, si les problèmes géométriques,liés à la forme loale de l'Univers, sont bien dérits, la topologie de l'Univers estenore bien mal onnue !Dans e manusrit, après quelques rappels de Cosmologie, nous essaierons demieux erner e problème de topologie. Nous allons don expliquer omment latopologie peut être dérite, à travers l'image lassique des �objets fant�mes� puisnous verrons que la topologie intervient au niveau des modes propres des di�érentesquantités physiques dérivant le ontenu de l'Univers en les disrétisant. Ainsi nouspouvons réinterpréter le omportement du spetre de puissane et notamment lequadrup�le faible en un e�et topologique lié au manque de modes pour ette éhelle.Cependant, le problème de la forme de l'Univers reste enore ouvert, puisquepeu d'estimateurs sont vraiment �ables ave les observations atuelles, mais nouspourrons au moins rejeter ertains modèles (omme les modèles eulidiens non sim-plement onnexes), et nous pourrons obtenir des ontraintes fortes sur les modèlesrestants.
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Un travail de thèse ne s'e�etuant jamais seul, de nombreuses personnes ontpartiipé diretement ou indiretement à ette thèse, que je ne pourrais don pasne pas iter dans e doument !Tout d'abord, je voudrais remerier mon direteur de thèse,Mar Lahièze-Rey,d'avoir aepté de me prendre d'abord en stage de DEA puis de m'avoir proposéune thèse devant initialement être dans la ontinuité du stage, mais dont l'objetifa été modi�é en ours de route, pour prendre une diretion aussi intéressante, sinonplus ; de m'avoir enadré en me proposant toujours plus de nouvelles pistes pouravaner dans e sujet assez vaste qu'est la topologie de l'Univers ; de m'avoir faitrenontrer un grand nombre de personnes ave qui j'ai pu être amené à travaillerpar la suite.Les nombreuses ollaborations que j'ai eu, ont également été enrihissantes,d'abord ave François Bouhet et Didier Vibert, puis surtout l'équipe de topologieave Jean-Pierre Luminet, Roland Lehouq, Alain Riazuelo, Je� Weeks. Je remerieplus partiulièrement es deux derniers, le premier pour m'avoir permis d'utiliserson ode CMBSlow qui m'a été tout partiulièrement utile et le seond pour m'avoirtransmis le ode de son outil de visualisation de la surfae de dernière di�usion etde l'in�uene de la topologie sur elle-i (CMBVisualization).Il me faut également iter mes ollègues de thèse, notamment Yann Raseradont les interminables disussions sur prinipalement la Cosmologie sont toujourspassionnantes et instrutives, mais aussi mes nombreux (puisque les déménage-ments ont été fréquents !) ollègues de bureau Renaud Belmont, toujours prêt àrépondre à mes questions, théoriques ou d'informatique, Pierrik Abrial, qui attenddésespérément ( !) que je me penhe sur le ode de WorldWind, mais qui a pum'élairer sur de nombreux points informatiques et sur les pixellisations de lasphère, et Savita Mathur qui a enduré les disussions de ses deux ollègues debureau sans bronher ! ! !Ma famille a également été adorable et m'a permis de bien me reposer lorsqueje rentrais à Laval les retrouver ! Et puis je ne peux onlure es remeriements sans15



remerier ma �anée, Claire Meunier, qui m'a souvent aidé au ours de ette thèseet n'a pas hésité à disuter ave moi des problèmes de physique et mathématiques,voire métaphysiques, que j'ai pu renontrer au ours de mon travail et m'a souventapporté des réponses onrètes ! Elle a également relu en entier e long manusrit(et déteté de nombreuses erreurs. . . ) ! Sa présene a été partiulièrement un bonsoutien puisque elle a dû me supporter pendant es 3 années de thèse et elle l'afait toujours ave le même enthousiasme !
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INTRODUCTION
Le fond di�us osmologique est l'un des outils de prédiletion de la osmologiemoderne. En e�et, il représente l'information életromagnétique la plus an-ienne que nous pouvons reevoir de notre Univers. Ce fond di�us osmologique vaainsi nous informer sur e qu'était l'Univers primordial, l'Univers à ses origines etdans sa globalité, e qui nous donnera de nombreuses ontraintes sur les physiquespossibles de l'Univers.Ce fond di�us osmologique trouve son origine dans la théorie du Big-Banghaud, théorie qui a été entrevue par Lemaître dès 1927 grâe à son modèle (f. se-tion 1.2), en notant que :� sauf as isolés, tel le modèle d'Einstein où la onstante osmologique a étéajustée de sorte à obtenir un Univers statique, l'Univers a dû ommenerdans une singularité initiale, appelée Big-Bang ;� la densité devait être initialement très élevée, en fait in�nie, puisqu'elle roîten inverse du fateur d'éhelle.Il a ependant fallu attendre les années 30 ave Tolman1 pour entrevoir lesaspets thermodynamiques de e modèle puis Gamow2, vers 1946, pour mettre aupoint un sénario élaboré, sénario qui sera repris en 1948 ave Alpher et Bethe3,prédisant e fameux fond di�us osmologique.Cependant, e modèle n'est resté que théorique jusqu'en 1965 où Penzias etWilson4, grâe à leur antenne miro-onde des laboratoires Bell, détetent aiden-tellement un rayonnement à 3K qu'ils ne parviennent pas à identi�er. Mais grâe àl'intervention de Burke, ils seront mis en ontat ave Dike qui travaillait ave sonéquipe sur de tels rayonnements. Dike on�rmera ainsi la présene de la signaturedu fond di�us osmologique dans ette observation5.Ce rayonnement sera étudié plus préisément dans la suite, d'abord ave desinstruments au sol, telle l'expériene de Roll et Wilkinson en 19666, mais il faudraattendre l'avènement des observations spatiales, ave des expérienes telles queCOBE7 ou plus réemment WMAP8, pour pouvoir s'a�ranhir des rayonnementsparasites au sol. Cela permettra ainsi de déteter les anisotropies en températurede e rayonnement, par rapport au spetre de orps noir. Ce sont es anisotropiesqui ontiendront la majorité de l'information essentielle pour la physique.Dans et exposé, e rayonnement, et en partiulier, don, ses anisotropies vontnous servir à estimer la forme de l'Univers, autrement dit, sa topologie. En e�et,la relativité générale, qui dérit l'Univers à grande éhelle, n'est paradoxalementqu'une théorie loale et ne peut don rien dire sur sa forme, tandis que le fond di�usosmologique peut, quant à lui, ontenir la signature de la topologie de l'Universet nous dire en partiulier si l'Univers est simplement onnexe ou non, tout au1f. Tolman, 1934.2f. Gamow, 1946.3f. Alpher et al., 1948.4f. Penzias et Wilson, 1965.5f. Dike et al., 1965.6f. Roll et Wilkinson, 1966.7f. Smoot et al., 1992; Wright et al., 1992; Kogut et al., 1992.8f. Hinshaw et al., 2003; Komatsu et al., 2003; Spergel et al., 2003.19



INTRODUCTIONmoins, pour des tailles pas trop grandes du motif de base dérivant éventuellementl'Univers.Cet exposé s'artiulera autour de deux parties prinipales. Dans la première,nous étudierons le adre général de la osmologie et la façon d'obtenir les di�érentesobservables à partir d'un modèle théorique donné et de onditions initiales préises,e qui nous permettra d'étudier par la suite les e�ets de la topologie.Nous nous intéresserons en partiulier à l'obtention de artes de �utuations detempérature et à la dérivation du spetre de puissane qui en déoule. Pour ela, ilnous faudra résoudre un ertain nombre d'équations di�érentielles qui nous donne-ront l'évolution des perturbations au ours du temps, équations qui se subdivisenten deux ensembles : les équations d'Einstein et les équations de Boltzmann.Dans la deuxième partie, nous entrerons dans le vif du sujet en dérivant equ'est la topologie et omment nous pouvons obtenir la forme de l'Univers. Pourela, nous e�etuerons d'abord un bref survol de e qu'est la topologie d'une ma-nière générale, puis nous verrons quelles appliations en déoulent pour l'étude dela forme de l'Univers.Nous évoquerons d'abord les méthodes diretes, telles que la reherhe d'imagesfant�mes qui donnent prinipalement des résultats négatifs et nous donnent ainsides limitations sur les hoix possibles de topologie. En�n, grâe à une étude pluspréise de la déomposition des modes dans l'Univers, nous pourrons étudier laforme de l'Univers par diverses analyses des données de température sur la sphèrede dernière di�usion et voir ainsi quelles sont les ontraintes atuelles et quels sontles modèles qui semblent privilégiés.
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Chapitre 1:Le modèle standard
Si la osmologie était dans l'Antiquité une disipline desriptive étudiant lespropriétés et les lois de la matière, la osmologie moderne est désormais unesiene préditive qui a de nombreuses fois fait ses preuves. La osmologie modernes'appuie essentiellement sur deux piliers : la relativité générale, dérivée par Einsteindès 1915, omme théorie dérivant les e�ets de la gravitation et sur le prinipeosmologique qui dérit le omportement global de l'Univers, plus préisément quia�rme qu'aux grandes éhelles l'Univers est homogène et isotrope.Nous partirons don de es hypothèses et retrouverons les résultats de Fried-mann1 et Lemaître, notamment en e qui onerne l'évolution de l'Univers. Enpartiulier, nous pourrons mettre en relief l'existene d'une singularité primordialepour ertains jeux de paramètres, puis de l'évolution des quantités thermodyna-miques qui entraîneront l'existene du fond di�us osmologique.Ce hapitre va don fournir le adre général des propriétés dans un Univers enexpansion. Dans le hapitre suivant, nous rajouterons la théorie des perturbationslinéaires pour dérire e qui se passe à des éhelles plus petites et pouvoir ainsiinterpréter les anisotropies présentes dans le fond di�us osmologique.1.1 Prinipe osmologique1.1.1 OrigineDès le troisième sièle avant notre ère, Aristarque de Samos a�rmait que laTerre n'était pas le entre de l'Univers, mais sa théorie fut vite rejetée et oubliée.Bien plus tard, au début du XVIe, Coperni relane l'idée que l'Homme n'a pasune position privilégiée dans le Système Solaire, e qui ne reste alors qu'une sim-pli�ation mathématique, mais Galilée le reprendra ensuite pour des raisons plusphysiques et progressivement ette idée s'imposera, jusqu'à être formalisée en le1Alexander Friedmann (1888-1925) est un physiien et mathématiien d'origine russe. Ainsi,l'orthographe latine de son nom peut varier, puisque n'est qu'une translitération de Fridman.On trouvera ainsi Friedman ou Fridman, ette dernière graphie étant la translitération la plusprohe du russe, mais nous suivrons ii l'usage oidental en utilisant Friedmann.23



CHAPITRE 1. LE MODÈLE STANDARDprinipe osmologique sur lequel repose la osmologie moderne.Ce prinipe osmologique dérit le modèle le plus simple d'Univers �physique�.Il repose sur les deux postulats suivants :� l'Univers est homogène, 'est-à-dire que les diverses grandeurs physiques quel'on pourra utiliser seront les mêmes en tout point ;� l'Univers est isotrope, 'est-à-dire que es grandeurs physiques seront lesmêmes quelle que soit la diretion dans laquelle l'observation est faite.Il existe également un prinipe osmologique fort qui a�rme que l'Univers esten plus des deux hypothèses préédentes, immuable dans le temps. Cependant,dans e ontexte, divers faits observationnels sont inexpliables, tel le paradoxed'Olbers (la nuit serait trop noire pour un Univers sans Big-Bang), ou l'origine dufond di�us osmologique qui, dans e adre, ne pourrait pas être expliqué.1.1.2 Véri�ations observationnellesA petite éhelle, de nombreuses inhomogénéités sont présentes dans l'Univers,telles les planètes, les étoiles, les galaxies, . . . Cependant, ela ne ontredit pasle prinipe osmologique qui, omme son nom l'indique, ne s'applique pas à eséhelles mais bien plut�t à l'Univers dans son ensemble, à des éhelles osmolo-giques, 'est-à-dire des éhelles dont l'ordre de grandeur est supérieure ou égal àquelques entaines de mégaparses.A e niveau, e prinipe est e�etivement bien véri�é et e par de nombreusesexpérienes. La plus anienne d'entre elle est l'analyse de la répartition du nombrede galaxies en fontion de leur position sur la sphère éleste. Edwin Hubble2 futle premier à utiliser ette méthode et a ainsi obtenu une répartition partiulière-ment isotrope. Dans le même artile, il montrait l'homogénéité de la répartitiondes galaxies à grande éhelle par un omptage de es objets en fontion de leurmagnitude (voir �gure (1.1)). En e�et, si nous supposons que le �ux émis par unegalaxie est à peu près le même d'un objet à l'autre, la luminosité observée de esobjets déroît ave le arré de la distane : L ∝ f/4πr2 . Si don l'Univers est ho-mogène, le nombre de galaxies dans un volume donné est proportionnel à e volumeet don à r3, d'où une relation linéaire entre le logarithme du nombre de galaxiesde magnitude inférieure où égale à une magnitude donnée et ette magnitude :
log(N<Lgal )

log(Lmax) = cte (1.1)Une autre méthode, plus direte de la mesure de l'homogénéité, qui permetau passage d'a�ner la mesure de Hubble de l'isotropie de l'Univers, onsiste àartographier et à reenser les objets présents dans l'Univers, a�n d'obtenir unevisualisation tridimensionnelle de la répartition des objets de l'Univers. L'expé-riene 2dF a ainsi reensé plus de 200 000 galaxies qui sont représentées sur la�gure (1.2).2f. Hubble, 1926. 24



1.1. PRINCIPE COSMOLOGIQUE
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log(Lgal)Fig. 1.1 � Répartition du nombre de galaxies en fontion de leur lumi-nosité. Cette �gure reprend les données de Hubble, 1926.

Fig. 1.2 � Relevé 2dF de la répartition de galaxies dans l'Univers. Plusde 200 000 galaxies sont représentées ii selon une distribution partiulièrementhomogène.Cette expériene a également relevé la position d'objets très lointains, en l'o-urrene des quasars, a�n de tester l'isotropie de l'Univers. La �gure (1.3) montrantle résultat de leurs observations met très nettement en relief ette isotropie. Unautre moyen de mesurer l'isotropie de l'Univers est d'observer enore plus loin : ene�et, le fond di�us osmologique, que nous allons étudier dans et exposé, est la25



CHAPITRE 1. LE MODÈLE STANDARDsoure de rayonnement életromagnétique la plus lointaine. De nombreuses expé-rienes (COBE, BOOMERanG, ARCHEOPS, WMAP, . . .) ont mesuré la répar-tition des températures au niveau de la surfae de la sphère de dernière di�usionet il a été montré que ette température est partiulièrement isotrope puisque lesrelevés indiquent que le fond est onstitué d'un rayonnement de orps noir dont latempérature est de 2, 726K ave une anisotropie inférieure à 10−3K.

Fig. 1.3 � Relevé 2dF de la répartition des quasars. Plus de 25 000 quasarssont représentés sur e shéma ave des magnitudes dans la bande B inférieures ouégales à 21.La �gure (1.4) montre la densité moyenne suivant l'éhelle d'observation de esphénomènes. Di�érentes méthodes sont utilisées suivant la profondeur de l'Universque l'on veut sruter et les tailles aratéristiques que l'on souhaite observer. Cediagramme montre don l'homogénéité qui règne dans l'Univers, notamment auxgrandes éhelles. Ainsi, l'étude du fond di�us osmologique permet de montrer queles �utuations de densité dans l'Univers observable pris dans son ensemble (enfait, jusqu'à la sphère de dernière di�usion) sont de l'ordre de 10−4.Nous avons don vu dans ette setion que l'Univers, pris dans son ensemble, estremarquablement homogène et isotrope. Nous allons don supposer dans e premierhapitre que es propriétés sont omplètement véri�ées, e qui va nous permettre dedégager des propriétés d'ensemble, puis dans les hapitres suivants, nous prendronses quantités moyennes omme Univers de fond pour les aluls. Nous rajouteronsensuite les �utuations autour de es quantités omme des perturbations dontl'évolution sera régie par les termes d'ordre 1 des di�érentes équations que nousserons amené à érire.1.2 Métrique de Robertson et WalkerLe prinipe osmologique n'est par dé�nition qu'une hypothèse, mais, ommenous l'avons vu dans la setion préédente, il semble bien véri�é, tout au moins aux26



1.2. MÉTRIQUE DE ROBERTSON ET WALKER

Fig. 1.4 � Représentation des �utuations de densité suivant leséhelles. Image tirée du site internet du Sloan Digital Sky Survey (SDSS -http://www.sdss.org/news/releases/20031028.powerspetrum.html).grandes éhelles. Ce prinipe va don pouvoir dérire orretement l'Univers dansson ensemble. Un tel modèle dérit dans un adre relativiste est appelé modèlede Friedmann3-Lemaître4 du nom des deux personnes qui l'ont élaboré indépen-damment pour la première fois. Par la suite, Robertson5 et Walker6 ont onstruitune métrique dérivant un tel Univers. Dans ette setion, nous allons reonstruireette métrique en nous appuyant sur le prinipe osmologique, puis dans les se-tions suivantes nous étudierons les propriétés d'un Univers possédant une tellemétrique.La métrique d'un espae est la donnée d'un produit salaire et e, en haun3f. Friedmann, 1922.4f. Lemaître, 1927.5f. Robertson, 1935.6f. Walker, 1936. 27



CHAPITRE 1. LE MODÈLE STANDARDde ses points. En partiulier, si nous onsidérons une base de et espae7 quenous noterons (eµ) , la métrique peut être représentée par une matrie ¯̄g dont lesoe�ients auront omme valeur :
gµν

déf
= eµ.eν (1.2)Cette matrie est appelée tenseur métrique. Les di�érents oe�ients gµν sont desfontions à priori arbitraires de l'espae et du temps : gµν ≡ gµν(t, xi) ≡ gµν(xµ).Ave es notations, l'élément de longueur ds2, qui mesure la distane entre deuxpoints in�niments prohes, le plus général sur et espae s'érit sous la forme :ds2 = gµνdxµdxν (1.3)De par sa dé�nition, ¯̄g est une matrie symétrique. Comme de plus ses oe�-ients sont réels, ¯̄g pourra être diagonalisée dans une ertaine base, même s'il peuts'avérer plus judiieux de hoisir une autre base. Nous allons voir qu'en fait, ii,nous pourrons bien réussir à diagonaliser la métrique dans une base �naturelle�.Le premier problème est de synhroniser nos horloges. Pour ela, onsidérons2 points de l'espae-temps A et B dont les oordonnées spatiales respetives sontrepérées par les veteurs ~xA et ~xB. A envoie alors en t1 un photon en diretionde B qui est reçu en t2. B réémet sit�t après réeption du photon, un photon endiretion de A. A reçoit e photon en t3. A et B vont pouvoir synhroniser leurshorloges, en posant :

t2
déf
= (t1 + t3)/2 (1.4)Cependant, ette synhronisation ne peut s'e�etuer que de manière loale (no-tamment à ause du problème de l'horizon qui fait que ertains points ne pourrontjamais reevoir de photons de A !). Pour l'étendre à tout l'Univers, il faudra donagir de même de prohe en prohe entre points voisins.Entre 2 points in�nitésimalement prohes, don distants de dl, le photon metle temps dτ à parvenir du point A au point B. On a don dl = cdτ , où c est lavitesse de la lumière et don du photon. La variable τ ainsi dé�nie s'appelle letemps propre.Ave ette synhronisation, nous avons déoupé notre espae en tranhes spa-tiales (don orrespondant à un temps donné), e qui nous donne pour la métrique :
g0i = gi0 = 0 (1.5)et en identi�ant le temps ave le temps propre :
g00 = c2 ≡ 1 (1.6)7dans e manusrit, les indies latins (i, j, . . .) varieront entre 1 et 3 et les indies gres entre 0et 3. La omposante d'indie 0 représentera ii une oordonnée temporelle. On adopte égalementla onvention d'Einstein sur les sommations : lorsqu'un indie est présent à la fois en haut eten bas dans un produit, on onsidère que l'on e�etue la somme sur toutes les valeurs que peutprendre et indie. 28



1.2. MÉTRIQUE DE ROBERTSON ET WALKER
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Fig. 1.5 � Synhronisation d'horloges. A envoie un signal lumineux au temps
t1. B reçoit e signal en t2 et le renvoie immédiatement à A. A reevra e signal autemps t3. Pour synhroniser leurs horloges, A dira que t2 orrespond à (t1 + t3)/2.où nous avons pris omme onvention que c ≡ 1 a�n d'améliorer la lisibilité, lefateur c pouvant se retrouver en �n de aluls par analyse dimensionnelle.De plus, omme l'espae est homogène, il possède la symétrie maximale et danse as, on peut montrer que la métrique �nale est :ds2 = dt2 − a2(t)

( dr2
1 −Kr2

+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

) (1.7)Dans e système de oordonnées, les observateurs sont dits omobiles et lefateur a(t), appelé fateur d'éhelle, qui représente l'expansion de la partie spatialede l'Univers au ours du temps et qui ontrairement à e que pensait Einstein nepeut pas rester onstante. Ce fateur dérit don omment augmente (ou diminue)la distane entre deux observateurs ��xes� (omobiles).De plus, seuls les observateurs omobiles verront l'Univers homogène et iso-trope. En partiulier, sur Terre, nous ne sommes pas tout à fait omobiles, puisquenous sommes animés de di�érents mouvements tels que la rotation de la Terre au-tour du Soleil et de elle du Système Solaire dans la Galaxie, . . . Cela, se traduitpar la présene d'un e�et Doppler dans le fond di�us osmologique omme nous leverrons plus loin en (4.3.2).La oordonnée t de ette métrique, appelée temps osmique, orrespond ommeon l'a vu au temps propre des observateurs omobiles, mais il peut être ommoded'introduire le temps onforme dé�ni omme étant :dη déf
=

dt
a(t)

(1.8)Ave ette dé�nition, la métrique de Robertson-Walker se réérit :ds2 = a2(η)

(

c2dη2 − dr2
1 −Kr2

+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

) (1.9)29



CHAPITRE 1. LE MODÈLE STANDARD1.3 Equations d'EinsteinLes équations d'Einstein indiquent la façon dont, loalement, la trame spatio-temporelle de l'Univers va être in�uenée par son ontenu matériel. Ces équationsont été dérivées indépendamment par Hilbert, qui partait du prinipe de moindreation de Hamilton, δS = 0, et par Einstein qui herhait une généralisation o-variante de l'équation de Poisson, ∆φ = −4πGρ. Elles prennent la forme d'uneégalité entre tenseurs :
Gµν = −8πGTµν (1.10)où G désigne la onstante universelle de la gravitation. Gµν

déf
= Rµν−gµνR/2−gµνΛest le tenseur d'Einstein ave onstante osmologique8. C'est e tenseur qui vadérire l'ensemble de la géométrie de l'Univers. Ce tenseur est par onstrution leseul dont la divergene est nulle et faisant intervenir la métrique. Tµν est le tenseurénergie-impulsion qui dérit le ontenu matériel de l'Univers. Ainsi, si l'on supposeque l'Univers est onstitué d'un �uide parfait, e tenseur prend la forme :

Tµν = (P + ρ)UµUν − Pgµν (1.11)où P est la pression du �uide, ρ sa densité d'énergie et Uµ est le quadri-veteurvitesse.De plus, pour les aluls qui suivent, il peut être ommode d'utiliser le tenseurénergie-impulsion de variane (1,1) au lieu du tenseur énergie-impulsion de variane(0,2) i-dessus. L'expression de T µ
ν est donnée par la relation :
T µ

ν = gµλTλν (1.12)De plus, la quantité gµνUµUν = UµUµ est un salaire et est don en partiulierla même dans tout référentiel. Ainsi, par exemple, dans le référentiel du entre demasse Uµ = (1, 0, 0, 0) e qui donne UµUµ = 1. Nous en déduisons alors la formedu tenseur T µ
ν qui sera diagonal :

T µ
ν =









−ρ 0 0 0
0 P 0 0
0 0 P 0
0 0 0 P









(1.13)Nous pouvons également supprimer la trae du tenseur de Rii R déf
= gµνRνµ,aussi appelé salaire de ourbure, en prenant la trae de l'équation d'Einstein, equi nous donne omme expression du salaire de ourbure :

R = 4πGT − Λ (1.14)où T déf
= gµνTνµ désigne la trae du tenseur énergie-impulsion et vaut −ρ+3P . Leséquations d'Einstein deviennent :

Rµ
ν = −8πG

(

T µ
ν − T

2

)

− Λδµ
ν (1.15)8le tenseur Rµν , R et Λ sont dérits dans l'annexe A.30



1.4. CONSERVATION DE L'ÉNERGIEDe plus, omme ela est fait en annexe A, on peut aluler le tenseur de Riilié à la métrique de Robertson et Walker (1.9) à partir du fateur d'éhelle. Enréunissant es di�érents résultats, la omposante temporelle des équations d'Ein-stein s'érit :
ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3P ) +

Λ

3
(1.16)où ȧ désigne la dérivée du fateur d'éhelle par rapport à la première oordonnée,soit ȧ := dadt .Les équations orrespondant à la partie spatiale des équations d'Einstein serésument en fait à une seule équation, e qui se omprend bien puisque nous avonsomme hypothèse du modèle de Friedmann-Lemaître l'isotropie de l'espae. Cetteéquation s'érit :

aä+ 2ȧ2 + 2k = 4πG(ρ− P )a2 + Λa2 (1.17)On peut réérire ette équation en éliminant les dérivées seondes grâe à (1.16),e qui donne :
H2 =

8πG

3
ρ− k

a2
+

Λ

3
(1.18)où nous avons introduit la onstante de Hubble H déf

= ȧ/a.Les équations (1.16) et (1.18) forment les équations de Friedmann qui dériventl'évolution d'un Univers homogène et isotrope.1.4 Conservation de l'énergieLes équations de Friedmann, (1.17) et (1.18) dérivent l'évolution du fateurd'éhelle en fontion du temps. La onnaissane de e fateur d'éhelle donneraalors l'évolution de l'Univers. En partiulier suivant les valeurs des di�érents para-mètres apparaissant dans les équations, il sera possible de déterminer si l'Universa onnu une singularité initiale ('est le Big-Bang 'est-à-dire un instant où le fa-teur d'éhelle est nul) ou non, et si l'Univers ontinuera indé�niment à s'étendreou au ontraire se reontratera.Pour pouvoir résoudre es équations, il faut d'abord onnaître la dépendane enle fateur d'éhelle de la densité. Cependant, la densité évoluera de façon di�érentesuivant que l'espèe est relativiste, ette espèe étant appelée rayonnement, ou non-relativiste, e qui sera appelé matière.La relation densité-fateur d'éhelle peut être obtenue par l'équation de onser-vation du tenseur énergie-impulsion :
∇µT

µ
ν = 0 (1.19)soit pour la omposante temporelle :

∂µT
µ
0 + Γµ

µ0T
0
0 − Γλ

µ0T
µ
λ = 0 (1.20)31



CHAPITRE 1. LE MODÈLE STANDARDDe l'équation (1.20) et de la forme du tenseur énergie-impulsion donnée en(1.13), nous pouvons déduire la forme de l'équation de la onservation de l'énergieen relativité générale :
ρ̇ = −3

ȧ

a
(ρ+ P ) (1.21)A e stade, il n'est pas enore possible de résoudre expliitement les équationsde Friedmann. C'est ii qu'intervient la distintion entre les di�érentes espèes del'Univers. En e�et, dans le as parfait, es espèes seront dotées d'une équationd'état, qui va relier la densité d'énergie à la pression de façon à fermer le sys-tème d'équations à résoudre. Cette équation d'état s'érira, omme nous le verronsensuite, de la manière générique suivante :

P = wρ (1.22)où w est une onstante indépendante du temps.L'équation de onservation de l'énergie se résout désormais simplement en fon-tion de la onstante w :
ρ

ρ0
=

(

a

a0

)−3(1+w) (1.23)où l'indie 0 désigne les quantités atuelles.Pour le rayonnement, d'après la théorie inétique des gaz, dans le as d'unedistribution des vitesses isotrope, la pression est reliée à la densité d'énergie par laformule :
P = ρ

v2

3
(1.24)soit, réérit en terme du paramètre w, puisque le rayonnement est par dé�nitionrelativiste et que don v ≃ c :

wr =
1

3
(1.25)En intégrant l'équation (1.23), nous obtenons que la densité d'énergie du rayon-nement est reliée au fateur d'éhelle par la loi de puissane :

ρr ∝ a−4 (1.26)On peut interpréter ette dilution de densité d'énergie par le fait que l'Universétant en expansion, un volume omobile est en fait une boîte dont le �té roîtave le fateur d'éhelle et don dans une boîte �xe, le nombre de photons déroîten a−3. Le fateur a supplémentaire provient du fait que les photons sont redshiftésave l'expansion et que leur fréquene, ν ∝ 1/λ, est inversement proportionnelleau redshift. Or l'énergie transportée par un photon étant en E = hν, la dilutionde densité d'énergie de rayonnement totale est en ρr ≡ E/V ∝ a−4.Pour la matière, la pression est négligeable devant la densité d'énergie, soit unparamètre w négligeable :
wm ≃ 0 (1.27)32



1.5. EVOLUTION DE L'UNIVERSe qui orrespond à la relation suivante entre la densité et le fateur d'éhelle :
ρm ∝ a−3 (1.28)où il n'y a ii que la dilution en volume en a−3, l'énergie d'une partiule de matièrerestant �xe ave l'expansion.1.5 Evolution de l'UniversNous pouvons maintenant reprendre l'équation de Friedmann (1.18), en déom-posant la densité d'énergie en ses deux omposantes introduites dans la setionpréédente :

(

H

H0

)2

= Ωr

(

a

a0

)−4

+ Ωm

(

a

a0

)−3

+ Ωk

(

a

a0

)−2

+ ΩΛ (1.29)où nous avons introduit le jeu de paramètres suivant :
Ωr =

8πGρ0
r

3H2
0

: paramètre de densité de rayonnement ;
Ωm =

8πGρ0
m

3H2
0

: paramètre de densité de matière ;
Ωk = − k

H2
0

: paramètre de ourbure ;
ΩΛ =

Λ

3H2
0

: paramètre de l'énergie du vide.Notons au passage que le paramètre de ourbure Ωk est de signe opposé à k quiest la ourbure : ainsi, lorsque la ourbure est positive, Ωk est négatif !Appliquons maintenant l'équation (1.29) au temps présent. Nous obtenons ainsila relation suivante entre es 4 oe�ients :
Ωr + Ωm + Ωk + ΩΛ = 1 (1.30)Ces paramètres ne sont don pas indépendants : la onnaissane des trois premiersnous donne le dernier.Résolvons maintenant l'équation (1.29). Puisque la onstante de Hubble or-respond à H = ȧ/a, ette équation peut être réérite :

∫ a

0

da
a0

√

Ωr

(

a
a0

)−2
+ Ωm

(

a
a0

)−1
+ Ωk + ΩΛ

(

a
a0

)2
= H0t (1.31)puis, par intégration numérique de ette équation, nous obtiendrons l'évolution dufateur d'éhelle en fontion du temps. 33



CHAPITRE 1. LE MODÈLE STANDARDEn supposant que le rayonnement est négligeable, e qui se produit assez ra-pidement puisque le terme de rayonnement est en a−4, d'après l'équation (1.30),seules les valeurs de la ourbure et de la onstante du vide vont déterminer l'évo-lution de l'Univers. Celle-i est représentée en fontion de es 2 paramètres sur la�gure (1.6).Nous pouvons voir que la dénomination habituelle d'Univers ouverts si k = 1et fermés si k = −1 ne orrespond pas tout à fait à la réalité lorsqu'il y a uneonstante osmologique ! En e�et, l'évolution de l'Univers est plut�t ditée par lavaleur de la onstante osmologique, même si dans le as où la ourbure est positivede nombreux sous-as apparaissent.De manière générale, lorsque la onstante osmologique est positive, l'Universpart d'une singularité primordiale ou Big-Bang et s'étend indé�niment en uneroissane exponentielle. Lorsque la onstante osmologique est nulle et la ourburedi�érente de 1, l'Univers débute également en une singularité primordiale maisl'évolution suit une loi de puissane qui tend vers une roissane linéaire du fateurd'éhelle a(t) ≃ H0
√

Ωkt. Par ontre, lorsque Λ < 0 ou que k = 1, il apparaît enplus une singularité au bout d'un temps �ni : 'est le Big-Crunh. Ces Universforment e que Georges Lemaître appelait Univers ph÷nix : l'Univers est réé à unertain instant puis ommene à s'étendre et au bout d'un temps �ni, se ontratejusqu'au Big-Crunh, qui orrespond à un nouveau Big-Bang et ainsi de suite.Les données des di�érentes observations du fond di�us osmologique ont permisd'ajuster es paramètres ave une préision augmentant ave des instruments deplus en plus préis. Les valeurs atuellement admises des paramètres osmologiquesest résumée dans le tableau 1.1.Paramètre Valeur estimée Barre d'erreur
H0 71 km.s−1.Mp−1 ±4 km.s−1.Mp−1

Ωr < 1, 5.10−2

Ωm 0,27 ±0, 0004

ΩΛ 0,73 ±0, 04

Ωk -0,02 ±0, 02Tab. 1.1 � Valeurs des di�érents paramètres osmologiques.Nous sommes don dans le as d'un Univers dont l'expansion se poursuivraindé�niment et sera de plus en plus rapide puisque la onstante osmologique estpositive. Nous pouvons également onstater que l'Univers est très prohe d'unUnivers plat, mais le as d'un Univers à ourbure positive, 'est-à-dire Ωtot ≥ 1,semblerait légèrement favorisé. Dans les derniers hapitres de et exposé, nousprivilégierons don l'étude des Univers à ourbure positive.34



1.5. EVOLUTION DE L'UNIVERS
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Fig. 1.6 � Les di�érents modèles de Friedmann-Lemaître.
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CHAPITRE 1. LE MODÈLE STANDARD1.6 Rayonnement fossileL'équation (1.29) nous indique que l'Univers ontient plusieurs phases d'évo-lution. En e�et, lorsque la taille de l'Univers est su�samment petite, le termedominant dans le membre de droite de l'équation est elui orrespondant au rayon-nement. Puis, si les onstantes sont su�samment bien ajustées, l'Univers entreradans une phase de domination par la matière, et en�n par la onstante du vide.C'est e qui est représenté en �gure (1.7).
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log aa aéq 0Fig. 1.7 � Les di�érentes phases d'évolution de l'Univers.La première ère est don elle du rayonnement : les partiules omposant l'Uni-vers sont alors majoritairement relativistes. De plus, le libre-parours moyen despartiules roît proportionnellement au fateur d'éhelle. En remontant le temps,les partiules interagissent don de plus en plus rapidement et ainsi, à l'origine,l'Univers est un ensemble de partiules à l'équilibre thermodynamique qui va pro-gressivement se refroidir ave l'expansion de l'Univers. Dans e as, l'Univers formeun orps noir, dont la température déroît en inverse du fateur d'éhelle (f. se-tion 3.1).Au bout d'un ertain temps, plus préisément, environ 300 000 ans après leBig-Bang, l'Univers sera su�samment froid pour que le libre-parours moyen desphotons soit de l'ordre de grandeur du rayon de Hubble : l'Univers devient transpa-rent au rayonnement életromagnétique, qui peut désormais parvenir jusqu'à noussans interation. Ce rayonnement, que nous appelons fond di�us osmologique vaêtre l'outil prinipal de ette thèse. Cette époque s'est produite peu après l'équi-valene entre la matière et le rayonnement : l'Univers venait don d'entrer dansl'ère de domination de la matière. 36



1.6. RAYONNEMENT FOSSILEQuant à nous, nous entrons dans une époque dominée par la onstante osmo-logique, la transition entre l'ère de la matière et l'ère dominée par le vide s'étante�etuée réemment puisque ΩΛ & Ωm.
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CHAPITRE 1. LE MODÈLE STANDARD

38



Chapitre 2:Evolution des perturbations dansun adre relativiste
Dans le hapitre préédent, nous avons montré l'existene d'un rayonnement defond osmologique. Ce rayonnement orrespond prinipalement à la tempé-rature des photons de ette époque, les photons étant thermalisés. Cela produiradon un spetre de orps noir. Cependant, dans e milieu, il y aura de nombreusesinhomogénéités qui produiront des anisotropies en température dans e rayonne-ment.Ces inhomogénéités sont la trae des futures grandes strutures qui empli-ront l'Univers. On onsidère souvent qu'elles ont été engendrées lors de la phased'in�ation exponentielle ayant eu lieu aux premiers instants de l'Univers. Elles setraduisent par des �utuations de densité, initialement dues à un hamp salaire,où les �utuations quantiques du vide vont devenir de petites perturbations sesuperposant ainsi au hamp de densité uniforme de l'Univers primordial.L'objet de e hapitre va être l'étude de l'évolution de es inhomogénéités. Pourela, nous allons supposer que la métrique de Robertson-Walker étudiée dans lehapitre préédent, dérivant un Univers de densité uniforme, va être perturbée.Cependant, l'étude relativiste des perturbations est plus ompliquée que l'approhelassique. Bardeen, 1980, a été le premier à mettre orretement en valeur e pro-blème et à y apporter des solutions. Il va don falloir introduire les notions dejauge, notamment voir les di�érentes jauges existantes où nous pourrons érire leséquations et obtenir les quantités invariantes de jauge, qui sont les �vraies� quan-tités physiques, puisqu'elles restent identiques à elle-même lors d'un hangementde oordonnées.Ainsi, tout en travaillant ave des quantités invariantes de jauge, nous pourronsérire les équations d'Einstein qui nous renseigneront sur le omportement temporeldes perturbations de densité. 39



CHAPITRE 2. EVOLUTION DES PERTURBATIONS DANS UN CADRERELATIVISTE2.1 Perturbations en relativité généraleComme nous l'avons annoné dans l'introdution de e hapitre, l'étude des per-turbations en relativité générale n'est pas aussi simple qu'en méanique lassique.En e�et, pour ette dernière, une perturbation est juste un éart su�sammentpetit par rapport à des quantités de fond. Considérons par exemple la densité dematière ρ(~x, t). Alors, à haque instant, nous pourrons prendre omme quantité defond la valeur moyenne de la densité de l'Univers ρ̄(t) à et instant et onsidérerque la perturbation pour e même instant, est la di�érene suivante :
δρ(~x, t) = ρ(~x, t) − ρ̄(t) (2.1)Cependant, ela revient à privilégier une oordonnée : la oordonnée temporelle,e que nous ne pouvons pas faire en relativité générale. De plus, en relativitégénérale, tous les référentiels sont équivalents et nous pourrons don en partiuliernous plaer dans un ertain référentiel où les perturbations seront annulées. Parexemple, si l'on onsidère la densité suivante :
ρ(x, t) = kt+ ǫ sinx (2.2)le hangement de repère t′ = t + ǫ/k sinx annule les perturbations que l'on avaitinitialement (voir la �gure (2.1)) ! Il va don falloir di�érenier les perturbationsintrinsèques, liées à la physique, et les perturbations de jauge, qui sont liées à unertain hoix de oordonnées.
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Fig. 2.1 � Perturbation �tive. Dans un premier système de oordonnées, nousobservons une ertaine perturbation qui s'annule par un hoix judiieux de oor-données (Figure issue du ours de Lesgourgues).Pour pouvoir traiter les perturbations en relativité générale, on peut don pro-éder de deux façons. La première onsiste à trouver des quantités qui se onserventpar hangement de référentiel : es quantités sont dites invariantes de jauge. Danse as, on pourra raisonner de façon lassique puisque les perturbations resterontles mêmes d'un référentiel à l'autre. C'est l'approhe utilisée par Bardeen. Ce-pendant, ette méthode devient vite très ompliquée au niveau alulatoire et lesquantités invariantes de jauge ne sont pas toujours simple à interpréter.40



2.2. MÉTRIQUE PERTURBÉEOn utilise don généralement la deuxième méthode qui onsiste à se �xer unejauge, 'est-à-dire une ertaine forme que devront posséder les perturbations de lamétrique. Physiquement, ela revient à �xer des hypersurfaes de simultanéité, equi permettra de synhroniser les horloges omme nous l'avons fait dans le modèlede Friedmann-Lemaître.2.2 Métrique perturbéePrenons omme métrique de départ la métrique omobile (1.9). La perturbationla plus générale de ette métrique s'érit :ds2 = a2(η)
[

(1 + 2φ)dη2 +Bidxidη − ((1 − 2ψ)γij +Dij)dxidxj
] (2.3)où −a2γij est la partie spatiale de la métrique de Friedmann-Lemaître (don γijest une métrique riemanienne statique), φ, ψ, Bi et Dij sont à priori des fontionsdes 4 oordonnées (η, xi). On peut déomposer es perturbations en di�érentesomposantes, e qui nous permettra de les lasser en di�érentes atégories et ainside mieux omprendre e que signi�e les di�érentes jauges que nous étudierons dansla suite.Nous noterons ḡµν le tenseur métrique non-perturbé qui sert de adre de réfé-rene à l'étude des perturbations. C'est don e tenseur qui servira à faire monteret desendre les indies. La dérivée ovariante ∇µ sera également assoiée à etenseur.Ainsi, Bi peut se déomposer en une partie longitudinale et une partie trans-verse de la façon suivante :

Bi = B
‖
i +B⊥

i (2.4)où la partie longitudinale B‖
i est, par dé�nition, de rotationnel nul e qui orrespondà ǫijk∇jB

‖
k = 0 et qui implique que nous pouvons érire B‖

i sous la forme B‖
i = ∇ib.La partie transverse B⊥

i , que nous allons noter bi, doit don dériver d'un rotationnelet sera don à divergene nulle ∇iB
i⊥ déf

= ∇i(ḡ
iµB⊥

µ ) = −a2γij∇iB
⊥
j = 0. D'où :

Bi = ∇ib+ bi (2.5)ave la ondition ∇ib
i = 0.Nous pouvons e�etuer le même genre de déomposition pour Dij , qui est untenseur sans trae (elle-i étant ontenue dans ψ) :

Dij = DT
ij +D

‖
ij +D⊥

ij (2.6)Nous avons ii trois omposantes :� la partie transverse DT
ij est à divergene nulle, soit pour haque indie j,

∇i(D
ij)T = 0. Nous noterons ette partie dij ;41



CHAPITRE 2. EVOLUTION DES PERTURBATIONS DANS UN CADRERELATIVISTE� la partie à divergene longitudinale D‖
ij , don dont la divergene est à diver-gene nulle, véri�e : ∇i∇jD

‖
ij = 0. Cela implique alors qu'il existe un tenseur

di à divergene nulle tel que D‖
ij = ∇(idj)

déf
= ∇idj + ∇jdi ;� la partie à divergene transverse D⊥

ij , qui véri�e : ǫijk∇j∇lD
⊥
kl = 0, e quidonne : D⊥

ij = ∇i∇jd.D'où l'expression �nale de Dij :
Dij = ∇i∇jd+ ∇(idj) + dij (2.7)ave ∇id

ij = 0 et ∇id
i = 0.La perturbation la plus générale de la métrique fait ainsi apparaître trois typesde perturbations :� les perturbations salaires : φ, ψ, b, d ;� les perturbations vetorielles : bi, di ;� une perturbation tensorielle : dij .La setion suivante va permettre de voir leur omportement lorsque nous ef-fetuons un hangement de oordonnées, a�n de voir les quantités invariantes dejauge, 'est-à-dire elles qui resteront identiques lors du hangement de repère.2.3 Transformation des oordonnéesEn relativité générale, les équations doivent pouvoir s'érire de la même façondans tout système de oordonnées. Il est don important d'étudier le omportementdes quantités dont nous aurons besoin pour érire les équations d'Einstein, pourpouvoir exhiber des invariants de jauge qui ontiendront la physique du problème.2.3.1 Exemple : perturbation spatialeSupposons que l'on perturbe uniquement la partie spatiale d'un système munid'une métrique de Friedmann-Lemaître. Dans e as, nous e�etuons un hange-ment de oordonnées qui fait passer des oordonnées spatiales xi aux oordonnées

x′i = xi + ξi, les ξi étant des fontions du temps et de l'espae. La métrique qui,initialement, a la forme (1.9), devient dans le nouveau système de oordonnées :ds2 = a2(η)

(

dη2 − γij

(dx′i − ∂ξi

∂η
dη − ∂ξi

∂x′k
dx′k)(dx′j − ∂ξj

∂η
dη − ∂ξj

∂x′k
dx′k))(2.8)Au premier ordre en ξ, qui représente la perturbation appliquée à notre systèmeautour de l'équilibre, nous obtenons :ds2 = a2(η)

(

dη2 + 2γij ξ̇
idηdx′j − γij

(

1 − 2
∂ξi

∂x′j

) dx′idx′j) (2.9)où nous avons posé ξ̇i déf
= ∂ξi

∂η et où nous avons utilisé que γij est symétrique,puisque γij est la partie spatiale de la métrique de Friedmann-Lemaître.42



2.3. TRANSFORMATION DES COORDONNÉESEn omparant ave la métrique la plus générale érite en (2.3), nous voyons queles Bi et les Dij peuvent être expliqués juste par le hangement des oordonnéesque l'on a e�etué. Nous pouvons généraliser et exemple au as d'un hangementde oordonnées quelonque qui pourra introduire au plus 4 degrés de libertés (1de temps et 3 d'espae), les oe�ients introduits dans (2.3) ne sont pas tousnéessaires, ertains orrespondant juste à un autre hoix de oordonnées.Fixer une jauge va don orrespondre à �xer es degrés de libertés �tifs, liésà un hoix de oordonnées, e qui nous permettra au passage de simpli�er leséquations puisqu'ainsi nous pourrons hoisir une ertaine forme de la métriqueadaptée aux aluls que nous souhaitons e�etuer. C'est e que nous verrons dansla prohaine setion, mais d'abord, nous allons voir omment se transforment lestenseurs lorsque l'on applique une perturbation à notre système et en partiulier,nous pourrons obtenir les quantités invariantes de jauge.2.3.2 Lois de transformation des tenseursCe paragraphe va don avoir pour but d'étudier la manière dont se transformentles tenseurs lorsqu'ils subissent un hangement de oordonnées. Tout d'abord, nousallons regarder la loi de transformation d'un salaire, dont la dé�nition est qu'enun même point physique, la valeur lors d'un hangement de oordonnées xµ 7→ x′µreste la même :
ρ′(x′µ) = ρ(xµ) (2.10)Puisque nous souhaitons étudier les perturbations à la métrique, nous ne onsi-dérerons que des hangements in�nitésimaux des oordonnées, 'est-à-dire quis'érivent sous la forme :

xµ 7→ x′µ = xµ + ξµ ave ξµ ≪ xµ (2.11)La loi de transformation pour les salaires (2.10) s'érit alors après renommagedes oordonnées, puisque e qui nous intéresse est le omportement autour du point
x :

ρ′(xµ) = ρ(xµ − ξµ) (2.12)Puisque les termes en ξ ne sont que des petites orretions aux oordonnées
x, on peut linéariser en ne gardant que les termes du premier ordre en ξ, e quidonne la loi de transformation d'un salaire lors d'un hangement de oordonnéesin�nitésimal :

ρ′(xµ) = ρ(xµ) − ξλ∂λρ(x
µ) (2.13)Nous pouvons e�etuer le même genre de raisonnement pour un tenseur unefois ontravariant ('est-à-dire un veteur), en partant de sa loi de transformation :

V ′ν(x′µ) =
∂x′ν

∂xλ
V λ(xµ) (2.14)43



CHAPITRE 2. EVOLUTION DES PERTURBATIONS DANS UN CADRERELATIVISTEDans e as, il apparaît 2 termes : le premier est le même que pour les salaires,provenant du développement de Taylor du veteur et le seond de la loi de transfor-mation tensorielle. La transformation d'un veteur sous hangement in�nitésimalde oordonnées est alors :
V ′ν(xµ) = V ν(xµ) + V λ(xµ)∂λξ

ν − ξλ∂λV
ν(xµ) (2.15)Il nous reste à onsidérer le as d'un tenseur une fois ovariant, puis après parproduit tensoriel, nous pourrons généraliser à tout tenseur. La loi de transformationpour un tenseur une fois ovariant est :

V ′
ν(x

′µ) =
∂xλ

∂x′ν
Vλ(xµ) (2.16)La dérivée apparaissant dans ette expression vaut au premier ordre : ∂xλ

∂x′ν ∼
δλ
ν − ∂νξ

λ, d'où la loi de transformation sous la perturbation :
V ′

ν(x
µ) = Vν(x

µ) − Vλ(xµ)∂νξ
λ − ξλ∂λVν(x

µ) (2.17)La dérivée de Lie d'un tenseur est la di�érene entre le tenseur exprimé dansles aniennes oordonnées et le tenseur exprimé dans les nouvelles oordonnéeslorsque le système subit un hangement de oordonnées in�nitésimal :
LξT

µ1...µm
ν1...νn

= T µ1...µm
ν1...νn

− T ′µ1...µm
ν1...νn

(2.18)Les lois de transformations étudiées préédemment (f. (2.13), (2.15), (2.17))nous donnaient les valeurs des dérivées de Lie d'un salaire, d'un veteur et d'untenseur 1 fois ontravariant. En ombinant, es égalités, nous obtenons la dérivéede Lie pour un tenseur m fois ontravariant et n fois ovariant :
LξT

µ1...µm
ν1...νn

= ξλ∂λT
µ1...µm

ν1...νn
+ T µ1...µm

ν1...λi...νn
∂νi
ξλi

− T
µ1...λj ...µm

ν1...νn
∂λj

ξµj (2.19)le premier terme orrespondant au développement de Taylor du tenseur en tantque fontion, le deuxième à la loi de transformation tensorielle de la partie ova-riante du tenseur et le troisième à la loi de transformation tensorielle de la partieontravariante de Tµν .On en déduit la relation entre le tenseur après hangement in�nitésimal deoordonnées et le tenseur initial :
T ′µ1...µm

ν1...νn
= T µ1...µm

ν1...νn
− ξλ∂λT

µ1...µm
ν1...νn

− T µ1...µm

ν1...λi...νn
∂νi
ξλi (2.20)

+ T
µ1...λj ...µm

ν1...νn
∂λj

ξµjoù les dérivées partielles peuvent être remplaées par des dérivées ovariantes, equi permet d'avoir une expression ovariante mais moins expliite pour les aluls,dans ette équation puisque les symboles de onnetion a�ne s'annulent deux àdeux. 44



2.3. TRANSFORMATION DES COORDONNÉES2.3.3 Appliation aux perturbations de la métriqueLa transformation de jauge introduite dans la partie préédente peut en parti-ulier s'appliquer à la métrique perturbée introduite en (2.3) par l'appliation dela formule (2.20) :
g′µν = gµν − ξλ∂λ(a2γµν) − a2γµλ ∂νξ

λ − a2γλν ∂µξ
λ (2.21)où dans les derniers termes, la métrique perturbée gµν a été remplaée par lamétrique non-perturbée de Friedmann-Lemaître a2γµν puisqu'on ne garde que lestermes d'ordre inférieur ou égal à 1.Pour mieux séparer les perturbations en seteurs (perturbations salaires, ve-torielles et tensorielles), nous allons onsidérer ii que l'espae est à ourbure nulle,soit ds2 = a2(dη2 − dx2 − dy2 − dz2) e qui implique : γµν = diag(1,−1,−1,−1),d'où sur la métrique :

g′µν = gµν − 2aȧγµνξ
0 − a2(γµλ ∂νξ

λ + γλν ∂µξ
λ) (2.22)où le point repère les dérivées par rapport à la première oordonnées, don ii parrapport au temps propre η.Cette équation va permettre de voir omment se transforment les perturbationsintroduites équation (2.3). Par exemple, le terme 00 s'érit :

a2(η)(1 + 2φ′) = a2(η)(1 + 2φ) − 2aȧξ0 − 2a2ξ̇0 (2.23)soit :
φ′ = φ−Hξ0 − ξ̇0 (2.24)où H déf

= 1
a

∂a
∂η ≡ ȧ est la onstante de Hubble onforme. Pour faire ressortir les dif-férentes omposantes salaires, vetorielles et tensorielles préédentes, nous allonsdéomposer la perturbation des oordonnées ξµ en :

{

ξ0 = T
ξi = ∂il + li

(2.25)où li est à divergene nulle.Nous pouvons alors appliquer le même genre de aluls que pour φ a�n d'obte-nir les transformations des autres perturbations. Finalement, lors de e hangementde oordonnées, nous obtenons les lois de transformations suivantes pour les per-turbations salaires :
φ′ = φ−HT − Ṫ (2.26)
ψ′ = ψ + HT (2.27)
b′ = b− T + l̇ (2.28)
d′ = d− l (2.29)45



CHAPITRE 2. EVOLUTION DES PERTURBATIONS DANS UN CADRERELATIVISTEpour les perturbations vetorielles :
b′i = bi + l̇i (2.30)
d′i = di − li (2.31)et pour la perturbation tensorielle :
d′ij = dij (2.32)Nous pouvons observer en partiulier que dij est invariant de jauge : il seradon bien dé�ni puisque inhangé quelle que soit la perturbation donnée autourdu système initial.Dans la suite, nous étudierons prinipalement les perturbations salaires de lamétrique. Il est don important d'obtenir également des invariants de jauge sa-laires. En ombinant les lois de transformation des salaires érites au-dessus, nousonstatons qu'il existe deux tels salaires invariants de jauge. Ce sont les potentielsde Baarden. Ils s'érivent :

Φ = φ−H(b+ ḋ) − (ḃ+ d̈)

Ψ = ψ + H(b+ ḋ)
(2.33)Ce hoix n'est qu'un hoix arbitraire : d'autres invariants de jauge salaires auraientpu être onstruits ave les lois érites préédemment. Mais eux-i ont l'avantagede s'érire de façon simple en fontion des potentiels diagonaux φ et ψ qui vontnous servir dans la suite.En�n, il existe un invariant de jauge vetoriel qui s'érit :

Vi = bi + ḋi (2.34)2.4 Choix d'une jaugeNous pouvons maintenant étudier les propriétés de quelques jauges, elles-iétant souvent omplémentaires, haque jauge pouvant être mieux adaptée que lesautres pour e�etuer un alul partiulier ou pour obtenir une information physiquesur e qui se passe dans le référentiel d'étude.2.4.1 Jauge synhroneLa jauge synhrone orrespond à une perturbation agissant uniquement sur lapartie spatiale de la métrique, don à : φ = 0, e qui indique que la oordonnéetemporelle orrespond au temps propre et Bi = 0, qui indique que les oordonnéesspatiales onstantes sont orthogonales aux hypersurfaes à temps onstant. Lamétrique est alors : ds2 = dt2 − a2(t)Dijdxidxj (2.35)Cette jauge a été largement employée puisque la plupart des aluls y ont uneexpression simple. Cependant, ette jauge n'est pas bien dé�nie puisque le hoix des46



2.5. QUANTITÉS PERTURBÉESonditions initiales, 'est-à-dire d'une hypersurfae temporelle et les oordonnéesspatiales orrespondantes, est arbitraire ! Cela fait ainsi apparaître des solutionsnon physiques1. C'est ainsi que Bardeen2 a été amené à utiliser une approheinvariante de jauge.Un deuxième problème lié à e hoix de jauge est qu'elle est dé�nie par desobservateurs en hute libre. Cela posera don problème lorsque deux tels observa-teurs se renontreront puisqu'un même point physique aura alors deux oordonnéesdi�érentes !2.4.2 Jauge longitudinaleLa jauge longitudinale, enore appelée newtonienne ou onforme, orrespondomme son nom l'indique à une jauge où la métrique est diagonale :ds2 = (1 + 2φ)dt2 − a2(t)(1 − 2ψ)γijdxidxj (2.36)Comme nous pouvons le onstater, ette jauge ne fait intervenir que les degrésde liberté salaires. Cette jauge est don bien adaptée aux aluls dépendant dees quantités mais pas des perturbations vetorielles ou tensorielles. Cependant,les perturbations vetorielles se dissipant rapidement, nous ne nous intéresseronspas à es perturbations et les perturbations tensorielles peuvent être rajoutéessimplement dans la métrique érite au-dessus indépendamment des perturbationssalaires.Le fait que ette jauge soit diagonale simpli�e grandement l'ériture des é-quations. De plus, φ a une interprétation physique simple, puisqu'il orrespond aupotentiel gravitationnel en méanique newtonienne (voir l'équation (2.52)). D'autrepart, vu l'ériture des potentiels de Bardeen (2.33), nous onstatons que dans ettejauge, ils oïnident simplement ave les deux perturbations de la métriques φ et
ψ. En partiulier, es deux quantités seront bien dé�nies et pourront être utiliséesdans les équations puisque invariantes de jauge.Les deux jauges présentées ii sont les plus utilisées, mais il en existe d'autres,omme les jauges omobiles ou de feuilletage plats. Dans e mémoire, nous utili-serons la jauge longitudinale pour e�etuer les aluls.2.5 Quantités perturbéesPour étudier le régime linéaire d'évolution des équations, nous allons devoirétudier les équations d'Einstein perturbées. A elles seules, nous aurions pu obtenirsu�samment d'information sur le omportement des perturbations de la métrique,mais il est en général plus simple d'érire, et d'interpréter, les équations de onser-vation du tenseur énergie-impulsion, qui ne sont toutefois qu'une onséquene des1voir par exemple Bednarz, 1985.2f. Bardeen, 1980. 47



CHAPITRE 2. EVOLUTION DES PERTURBATIONS DANS UN CADRERELATIVISTEéquations d'Einstein. Il faudra don tout de même également résoudre les équationsd'Einstein.Les seuls tenseurs intervenant dans es deux systèmes d'équations sont le ten-seur d'Einstein, dont les perturbations sont diretement liées à elles de la métrique,et le tenseur énergie-impulsion.Tout d'abord, la métrique que nous allons onsidérer est la métrique perturbéeen jauge synhrone, puisque nous n'étudierons que les perturbations salaires, soit :
g00 = 1 + 2φ
g0i = 0
gij = −a2(t)(1 − 2ψ)γij(r, θ, φ)

(2.37)et la métrique inverse :
g00 = 1 − 2φ
g0i = 0
gij = −a−2(t)(1 + 2ψ)γij(r, θ, φ)

(2.38)où γij ≡ diag( 1
1−kr2 , r

2, r2 sin2 θ) est la partie spatiale de la métrique omobile nonperturbée et γij son inverse. De plus, les perturbations de la métrique, φ et ψ, sontdes fontions des quatre oordonnées spatio-temporelles.Quant au tenseur énergie-impulsion, il s'érit, pour un �uide parfait, si le sys-tème n'est pas perturbé :
T µ

ν = (ρ+ P )UµUν − Pδµ
ν (2.39)où ρ est la densité d'énergie, P la pression et Uµ le quadri-veteur vitesse. Dans leréférentiel du entre de masse et pour le système non-perturbé, Uµ s'érit simple-ment (1, 0, 0, 0). Si maintenant, nous appliquons une perturbation au système, unevitesse va se rajouter au �uide et le quadri-veteur devient : Uµ = (1, v1, v2, v3),et les 2 autres quantités vont se réérire omme la quantité hors perturbation plusune perturbation, soit : ρ̄→ ρ̄+δρ et P̄ → P̄+δP , où la barre désigne les quantitéshors perturbation.De plus, pour être tout à fait général, il faut rajouter un tenseur de trae nulle,

Πµ
ν , qui est appelé pression anisotrope. Le tenseur énergie-impulsion a alors laforme :

T 0
0 = −(ρ̄+ δρ)

T 0
i = −(ρ̄+ P̄ )vi

T i
i = (P̄ + δP )δi

j + Πi
j

(2.40)où les quantités de fond ρ̄ et P̄ et ne sont toujours que des fontions du temps,tandis que les quantités perturbées δρ, δP , vi et Πi
j sont des fontions des 4oordonnées spatio-temporelles. 48



2.6. EQUATIONS DE CONSERVATION PERTURBÉES2.6 Equations de onservation perturbéesLe but de ette setion va être d'obtenir les perturbations d'ordre 1 présentesdans l'équation de onservation du tenseur énergie-impulsion,
T µν

;µ = 0 (2.41)Ce système va nous fournir deux ensemble d'équations : la partie temporelle,nous donnera l'équation de onservation de l'énergie ou équation de ontinuité, etla partie spatiale, l'équation d'Euler. Pour simpli�er, nous ne raisonnerons ii quesur un système �tif onstitué d'un seul �uide parfait, mais en théorie, il faudraitonsidérer un système multi-�uide ouplé.2.6.1 Equation de ontinuitéIl s'agit don de résoudre la partie temporelle de l'équation (2.41), soit demanière détaillée, et en ne gardant que les termes d'ordre 1 au plus, sahant quela quantité T 0i est d'ordre 1 ainsi que Γ0
i0 :

T 00
,0 + T i0

,i + T i0Γj
ij + 2T 00Γ0

00 + T 00Γi
0i + T ijΓ0

ij = 0 (2.42)où T µν déf
= gνσT µ

σ, e qui se alule aisément à partir des tenseurs métriques eténergie-impulsion perturbés, puisque la métrique gµν est diagonale.A l'ordre 0, nous obtenons à nouveau l'équation de onservation de l'énergie(1.21) :
˙̄ρ = −3H(1 + w)ρ̄ (2.43)où ˙̄ρ

déf
= dρ̄dη désigne la dérivée de la densité d'énergie par rapport au temps onforme

η et w est le paramètre introduit en setion 1.4 désignant le rapport entre la pressionet la densité, et qui est onstant pour un �uide donné. Cependant, dans l'Univers,plusieurs espèes de partiules oexistant, e paramètre ne sera plus onstant.A l'ordre 1, en utilisant l'équation de onservation de l'énergie à l'ordre 0 et enutilisant le fait que la divergene de la vitesse vi est ∇v déf
= vi

;i = vi
,i + vjΓj

ij, nousobtenons l'équation de ontinuité :
δ̇ = −3Hδw + (1 + w)(a∇v + 3ψ̇) (2.44)où δ déf

= δρ/ρ̄ est la �utuation de densité et où la �utuation du paramètre w estdé�nie omme étant :
δw

déf
=
P

ρ
− P̄

ρ̄
=

(

δP

δρ
− w

)

δ (2.45)2.6.2 Equation d'EulerNous pouvons de même érire la partie spatiale de l'équation de onservationdu tenseur énergie-impulsion en déomposant les di�érentes omposantes spatiales49



CHAPITRE 2. EVOLUTION DES PERTURBATIONS DANS UN CADRERELATIVISTEet temporelles des di�érentes sommes, e qui donne :
T 0i

,0 + T ji
,j + T 0iΓi

i0 + T jiΓk
jk + T 0σΓi

σ0 + T jσΓi
σj = 0 (2.46)Dans e as, nous retrouvons bien le fait qu'il n'y ait pas de terme d'ordre 0,omme dans le as non-perturbé, et à l'ordre 1, nous obtenons l'équation d'Euler :

v̇i = −H(1 − 3w)vi − ẇ

1 + w
vi − δP ,i

(1 + w)ρ̄
− w

1 + w
Πij

;j − φ,i (2.47)Nous avons gardé ii la dérivée temporelle du paramètre w dans ette équation,même si nous avons vu que pour le as d'un système à un �uide e paramètre étaitonstant.Nous pouvons aussi onstater que pour un �uide onstitué uniquement de ma-tière, don de paramètre w = 0, il n'y a plus de dépendane en la pression aniso-trope Πij.2.7 Equations d'Einstein perturbéesIl reste à érire les équations d'Einstein lorsque la métrique est perturbée, equi orrespond à la présene de petites inhomogénéités de la matière présente dansl'Univers. Les aluls de l'annexe A nous donnent un jeu de quatre équations dif-férentes, en déomposant les parties spatiales et temporelles, par appliation del'égalité Gµ
ν = −8πGT µ

ν . Ces équations ontiennent une partie à l'ordre 0 quiest elle déjà obtenue dans le hapitre préédent, lors de l'étude du modèle deFriedmann-Lemaître. Nous n'allons don érire que les quantités d'ordre 1 inter-venant dans ette équation. Le jeu d'équations que nous obtenons alors est lesuivant :� omposante temporelle µ = ν ≡ 0 :
∆ψ + 3H2φ− 3k

a2
ψ + 3Hψ̇ = 4πGδρ (2.48)� omposante roisée µ ≡ 0, ν ≡ i :

Hφ,i + ψ̇,i = −4πG(ρ̄+ P̄ )vi (2.49)� trae de la omposante spatiale µ = ν ≡ i :
(

2
ä

a
+H2

)

φ− kψ

a2
+H(φ̇+ 3ψ̇) + ψ̈ +

1

3
(∆ψ − ∆φ) = −4πGδP (2.50)� omposante spatiale sans trae µ ≡ i, ν ≡ j :50



2.7. EQUATIONS D'EINSTEIN PERTURBÉES
(ψ − φ);i;j = 8πGΠi

j (2.51)En partiulier, nous pouvons utiliser les équations (2.48) et (2.49), pour obtenirla relation suivante :
(

∆ − 3k

a2

)

ψ = 4πG

(

δρ+ 3(ρ̄+ P̄ )H

∫

vidxi

) (2.52)qui orrespond à la généralisation relativiste de l'équation de Poisson en jaugelongitudinale. ψ orrespond don à un potentiel gravitationnel dont la soure est laperturbation de densité δρ. Le dernier terme de ette relation dépend du référentieldans lequel sont érite les équations. Il ne s'agit don que d'un terme de jauge quiaurait pu être annulé si nous avions onsidéré la métrique dans une autre jauge.De plus, l'équation (2.51), nous indique qu'en l'absene de pression anisotropedu tenseur énergie-impulsion, don en partiulier pour un �uide parfait, les poten-tiels orrespondant aux perturbations de la métrique sont égaux :
ψ = φ (2.53)Les équations érites au-dessus sont des équations pour les modes salairespuisque nous avons utilisé la jauge longitudinale (2.36). Nous aurions pu érireégalement elles pour les perturbations vetorielles et tensorielles en résolvant dela même manière les équations d'Einstein. Mais omme elles-i ne seront pasutilisées dans la suite, nous ne les dérivons pas ii3.Dans e hapitre, nous avons don érit un jeu d'équations permettant dealuler l'évolution des perturbations de la métrique une fois onnu le tenseurénergie-impulsion. Or pour ela, il va nous falloir érire les équations de Boltzmannqui vont nous dire la forme expliite de e tenseur. C'est e que nous allons fairedans le prohain hapitre.

3voir par exemple Bardeen, 1980, pour une dérivation indépendante de jauge.51
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Chapitre 3:Thermodynamique de l'Univers
Maintenant que nous avons vu omment la géométrie, liée au ontenu ma-tériel de l'Univers par les équations d'Einstein, évoluait au ours du temps,nous devons voir omment vont se omporter les di�érents �uides omposant l'Uni-vers à l'intérieur de ette trame spatio-temporelle. C'est e que va permettre l'équa-tion de Boltzmann que nous allons étudier dans e hapitre. Dans sa forme la plusgénérique, elle-i s'érit : dfdt = C[f ]. Bien que de forme simple, ette équationdi�érentielle est souvent di�ile voire impossible à résoudre analytiquement.Nous allons ii étudier séparément les deux membres de ette équation avantde l'étudier dans sa forme globale. Le premier membre traduit la onservation dunombre de partiules le long de sa trajetoire : il s'agit de l'équation de Liouvilleou de Boltzmann sans ollision. Le seond membre est un terme de ollision prin-ipalement onstitué de l'e�et Compton. Il traduit le fait que les photons hangentd'énergie lors de la di�usion sur un életron libre. Ce proessus est importantpuisque 'est lui qui maintient à l'équilibre baryons et photons dans l'Univers pri-mordial et le thermalise réant ainsi le orps noir observé au premier ordre des�utuations de température.3.1 Equation de Liouville3.1.1 Fontion de distributionNous n'allons don pour l'instant nous intéresser qu'aux e�ets de la gravitationsur les photons1. Pour ela, nous allons onsidérer l'évolution lagrangienne (noussuivons le mouvement des partiules) de la fontion de distribution des photons.Puisque nous adoptons un point de vue lagrangien et que nous n'étudions pourle moment que la partie sans ollision, le système est fermé et la fontion dedistribution des photons est onstante au ours de son évolution :dfdt = 0 (3.1)1l'équation de Boltzmann pourrait s'appliquer tout aussi bien à d'autres �uides, relativistesou non. 53



CHAPITRE 3. THERMODYNAMIQUE DE L'UNIVERSCette équation est appelée équation de Liouville.Cette équation fait intervenir la forme de la métrique. Nous allons don munirl'espae de la métrique de Robertson-Walker (1.9) érite sous la forme :ds2 = dt2 − a2(t)γijdxidxj (3.2)omme métrique de fond, où γij désigne la métrique d'un espae maximalementsymétrique tridimensionnel. Puisque e qui va nous intéresser sont les inhomogé-néités, nous allons lui rajouter des perturbations en utilisant la jauge longitudinale,soit : ds2 déf
= gµνdxµdxν = (1 + 2φ)dt2 − (1 − 2ψ)a2(t)γijdxidxj (3.3)Maintenant que nous avons la métrique de notre espae, nous allons pouvoirérire l'équation de Liouville (3.1) de manière plus expliite. En e�et, la fontion dedistribution est dé�nie de façon naturelle dans l'espae des phases. En partiulier,ette fontion de distribution est une fontion du quadri-veteur position xµ ≡

(

t
xi

) et du quadri-veteur impulsion2 pµ ≡
(

E
pi

), où E est l'énergie de lapartiule et pi son impulsion. Cependant, e dernier quadri-veteur ne possède que3 omposantes indépendantes, puisque ses omposantes véri�ent la relation :
pµpµ

déf
= gµνp

µpν = m2 (3.4)où m est la masse de la partiule onsidérée. En partiulier, pour les photons, etterelation devient :
pµpµ = 0 (3.5)En�n, nous pouvons déomposer l'impulsion en son module, dé�ni ommeétant :

p
déf
=

√

−gijpipj =
√

g00p0p0 ≃ (1 + φ)E (3.6)où la deuxième égalité provient de l'équation (3.5), et en sa diretion de propagation
ni, qui véri�e don :

{

ni ∝ pi

−gijn
inj = 1

(3.7)la première ondition indiquant que les veteurs ni et pi sont alignés et la deuxièmere�étant la normalisation de ni, es 2 onditions déterminant de façon unique nià partir de l'impulsion, en partiulier : ni = pi/p.L'équation de Liouville a don maintenant la forme suivante :
∂f

∂t
+
∂f

∂xi

dxidt +
∂f

∂p

dpdt +
∂f

∂ni

dnidt = 0 (3.8)2plus préisément, f devrait être une fontion de la position x
µ et de son moment onjugué

∂L

∂vµ , où L est le lagrangien du système onsidéré et v
µ = ∂xµ

∂t
le quadri-veteur vitesse, mais onpeut montrer que ela revient à l'approhe utilisée ii.54



3.1. EQUATION DE LIOUVILLEConsidérons alors un paramètre a�ne λ de genre temps tel que le quadri-veteur impulsion soit la dérivée par rapport à e paramètre du quadri-veteurposition :
pµ =

dxµdλ (3.9)En partiulier, la vitesse est reliée de façon simple à l'impulsion :dxidt = pi/p0 (3.10)et les quatre équations des géodésiques véri�ées par les photons ont la forme, pourhaune des 4 omposantes spatio-temporelles, repérées par λ :
p0dpλdt + Γλ

µνp
µpν = 0 (3.11)soit sous forme plus expliite, en déomposant les symboles de onnetion a�nesuivant la métrique :

p0dpλdt =

(

1

2
gµν,λ − gµλ,ν

)

gλλpµpν (3.12)en ayant utilisé le fait que les métriques onsidérées ii (perturbées et non-pertur-bées) sont diagonales et symétriques.3.1.2 Espae non-perturbéDans e as, l'espae est dérit par la métrique de Robertson-Walker et la fon-tion de distribution sera donnée par la physique statistique et suivra une distribu-tion de Fermi-Dira ou de Bose-Einstein, puisque l'on suppose le milieu thermaliséet don à l'équilibre thermodynamique, suivant l'espèe étudiée. Pour les photons,la fontion de distribution sera don donnée par la statistique de Bose-Einstein,soit3 :
f(E) =

gγ

~

1

exp(E−µ
kBT ) − 1

≡ 2

eE/T − 1
(3.13)où gγ = 2 est le nombre d'états autorisés pour le photon et µ est le potentielhimique, qui représente la quantité d'énergie à fournir au système pour rajouterune partiule. Pour le as des photons, le potentiel himique est nul puisque espartiules sont réées et annihilées aléatoirement.Dans le as non-perturbé, le module de l'impulsion p̄ est égal à la omposante

p0 du quadri-veteur impulsion et représente don l'énergie E. La omposantetemporelle de l'équation des géodésiques (3.12) nous donne alors la variation del'énergie puisque p0 = E :
E
dEdt =

1

2
gii,0p

ipi = Hgiip
ipi (3.14)3nous posons onformément à l'usage ~ ≡ 1 et kB ≡ 1 dans la deuxième équation.55



CHAPITRE 3. THERMODYNAMIQUE DE L'UNIVERSoù la deuxième égalité vient de e que pour la métrique non-perturbée, la métriqueest de la forme gij = −a2(t)γij(r, θ, φ), et que la dérivation ne se fait que parrapport au temps. De plus, les photons étant des partiules de masse nulle, larelation (3.5) nous donne �nalement :dEdt = −HE soit E ∝ a−1 (3.15)L'énergie se dilue don proportionnellement au fateur d'éhelle. De plus, lafontion de distribution étant un salaire, sa loi de transformation d'un système deoordonnées xµ à un autre système x′µ orrespond à f(E) = f ′(E′), e qui nouspermet de voir que la variation de température des photons suit elle de l'énergieet don est également en inverse du fateur d'éhelle :
Tγ ∝ a−1 (3.16)e que nous aurait également donné la résolution de l'équation de Liouville (3.8)dans e as non-perturbé.3.1.3 Espae perturbéIl va s'agir maintenant d'étudier l'évolution des perturbations de densité et detempérature de l'Univers avant la reombinaison. La métrique utilisée est donmaintenant la métrique de Robertson-Walker perturbée (3.3), et nous allons her-her à résoudre l'équation de Liouville où il nous faut trouver une expression dedpdt . Pour ela, nous allons utiliser la omposante temporelle de l'équation des géo-désiques : dp0dt = g00

(

gµµ,0
pµpµ

2p0
− g00,νp

ν

) (3.17)En utilisant le fait que p =
√

g00p0p0 ≃ (1 + φ)p0, il vient au premier ordre en lesperturbations de la métrique :
1

p

dpdt = −H +
∂ψ

∂t
− ni ∂φ

∂xi
(3.18)L'équation de Liouville s'érit don :

∂f

∂t
+
pi

p0

∂f

∂xi
−

(

H − ∂ψ

∂t
+ ni ∂φ

∂xi

)

∂f

∂p
+
∂ni

∂t

∂f

∂ni
= 0 (3.19)Le but de e paragraphe étant d'obtenir l'évolution des �utuations de tempé-rature, nous allons introduire di�érentes quantités thermodynamiques à partir dela fontion de distribution. En partiulier, par dé�nition, la densité d'énergie desphotons s'érit omme le premier moment de la fontion de distribution, soit :

ργ =
gγ

(2π)3

∫

f(η,E)Ed3E (3.20)56



3.2. COLLISIONSOr, omme pour des photons, l'énergie est reliée à leur impulsion par la relation :
E = p et que le nombre d'états autorisés pour le photon est gγ = 2, la densitéd'énergie est :

ργ =
1

π2

∫

fp3dp (3.21)Puisque le rayonnement fossile suit une loi de orps noir orrespondant à unrayonnement thermalisé, la densité d'énergie des photons est reliée à sa températurepar la loi de Stefan ργ ∝ T 4. Cette loi orrespond juste au alul de l'intégrale i-dessus sur toutes les impulsions, dans le as où la fontion de distribution suit la loide Bose-Einstein et n'est don valable que dans le as non-perturbé. Cependant, àl'ordre 0, ette loi reste valable. On en déduit alors les �utuations de températurepour e rayonnement suivant la fontion de distribution :
Θ

déf
=
δT

T
=

1

4

δργ

ργ
=

1

4

(

1

π2ργ

∫

fp3dp− 1

) (3.22)En multipliant l'équation de Liouville par p3 et en l'intégrant sur les impul-sions, nous obtenons :
Θ̇ + ni ∂

∂xi
(Θ + φ) − ψ̇ + γ̇i ∂

∂γi
Θ = 0 (3.23)3.2 CollisionsEn fait, pour que l'équation de Boltzmann soit omplète, il faut rajouter unterme de ollisions, qui indique le nombre de photons introduits ou sortants dusystème.Le prinipal e�et qui intervient dans e terme de ollisions au niveau du fonddi�us osmologique est l'e�et Compton, qui orrespond à la di�usion d'un photonsur un életron :

γ + e→ γ + e (3.24)De plus, dans la plupart des situations osmologiques, le transfert d'impulsion
q′−q

q = p−p′

p , où q et p désignent respetivement les impulsions de l'életron et duphoton, du photon à l'életron, dans le repère de l'életron initialement au repos,lors de ette ollision est négligeable : 'est l'approximation Thomson.Pour érire le terme de ollision, il faut également onnaître la fontion dedistribution des életrons présents dans l'Univers. Si nous supposons que le �uided'életrons est thermalisé dans un ertain référentiel, la limite non-relativiste nousdonne pour es életrons une fontion de distribution maxwellienne :
g(¯̄x, ¯̄q) =

(2π)3

~

xene

(2πmekBT )3/2
exp

(

−(q −meve)
2

2mekBT

) (3.25)57



CHAPITRE 3. THERMODYNAMIQUE DE L'UNIVERSoù les doubles barres présentes au-dessus de symboles indique que l'on onsidèrees quantités en tant que tenseurs et lorsque es symboles sont en gras, il ne s'agitque de leur omposante spatiale.Nous pouvons alors érire le terme de ollision dans un référentiel loalementorthonormal, qui orrespond simplement au bilan des apparitions et disparition desphotons dans l'élément de volume des phases dxdp (voir par exemple Bernstein,1988) :
C[f ] =

1

2E(p)

∫

D ¯̄qD ¯̄q′D ¯̄p (2π)4δ(4)(¯̄p + ¯̄q − ¯̄p′ + ¯̄q′)|M |2

×
(

g(¯̄x, ¯̄q′) f(¯̄x, ¯̄p′) − g(¯̄x, ¯̄q) f(¯̄x, ¯̄p))
) (3.26)où le terme de Pauli et d'émission stimulée ont été négligés. La quantité δ(4) désignela distribution de Dira quadridimensionnelle, la fontion f est la fontion dedistribution des photons utilisée dans les setions préédentes, les éléments devolume Dq, Dq′ et Dp sont dé�nis par :

D ¯̄q
déf
= δ(4)(q2 +m2 −E(q))d ¯̄q =

dq
2E(q)(2π)3

(3.27)et l'élément de matrie de di�usion |M |2, qui dérit la probabilité de transition duphoton d'un état d'impulsion à un autre, s'érit :
|M |2 = 2(4π)2α2

(

p′

p
+
p

p′
− sin2β

) (3.28)où α est la onstante de struture �ne et β déf
= arccos( p.p′

‖p‖‖p′‖) ≡ arccos(n.n′), nétant la diretion de propagation du photon, est l'angle de la di�usion Thomson.Dans et élément de matrie, nous avons enlevé l'e�et de la polarisation, poursimpli�er le alul, mais et e�et n'est toutefois pas tout à fait négligeable aumoment des dernières di�usions.Les életrons étant non-relativistes, leur impulsion est donnée par la relation
q ≃ meve ≃

√
mekBT , et omme leur masse est supérieure à la température dumilieu, leur impulsion est grande devant la température qui est l'ordre de grandeurde l'impulsion des photons. On en déduit alors que le transfert d'impulsion auxéletrons q′−q est au mieux de l'ordre de grandeur de la température, e qui indiqueque q′ = q′ − q + q ≃ q. De plus, les énergies sont respetivement données par

E(p) ≃ p et E(p′) ≃ p′ puisque les photons sont relativistes et E(q) = E(q′) ≃ mepuisque les photons sont non-relativistes, soit :
C[f ] =

1

8(2π)5m2
e

∫ dq dp δ(4)(¯̄p− ¯̄q− ¯̄p′+¯̄q′)|M |2g(¯̄x, ¯̄q)
[

f(¯̄x, ¯̄p′)−f(¯̄x, ¯̄p)
] (3.29)l'intégrale se faisant don à ¯̄p− ¯̄p′ = ¯̄q− ¯̄q′. La omposante 0 de ette égalité entreles deux quadri-veteurs impulsion s'érit p−p′ = q′0− q0 où q0 = q2

2me
est l'énergie58



3.3. EQUATION DE BOLTZMANNde l'életron, soit :
p− p′ =

1

2me

(

q′2 − q2
)

=
1

2me

(

(p − p′ + q)2 − q2
)

≃ p ve.(n − n′) (3.30)où dans la dernière égalité, nous avons pris p′ ≃ p puisque le module de l'impulsiondu photon est quasiment inhangé. Cei nous permet d'e�etuer un développementlimité de f(¯̄x, p′,n′) − f(¯̄x, p,n′) en fontion de l'impulsion p et en utilisant lanormalisation ∫

g(q)dq = (2π)3xene, le terme de ollision se réduit à :
C[f ] =

α2xene

m2
e

∫ dn′(1 + (n.n′)2)

(

f(¯̄x, p,n′) − f(¯̄x, p,n) − p
∂f

∂p
ve.(n − n′)

)(3.31)Introduisons alors le moment isotrope de la fontion de distribution :
f0

déf
=

∫

dn

4π
f(¯̄x, p,n) (3.32)et la quantité f ij, proportionnelle au moment quadrupolaire de la fontion dedistribution qui est dé�nie par :

f ij déf
=

∫

dn

4π
(ninj +

1

3
gij)f(¯̄x, p,n) (3.33)où gij est la partie spatiale de la métrique, assurant la normalisation donnée en(3.7), du veteur ni.Ave es dé�nitions et en notant que l'intégrale sur toutes les diretions d'unefontion proportionnelle à et angle est nulle, l'équation (3.31) se réérit en fontionde la fontion de distribution des photons et de es moments de la façon suivante :

C[f ] = σTxene

(

f0 − f + ninjf
ij − ve.np

∂f

∂p

) (3.34)où σT
déf
= 8πα2

3m2
e
est la setion e�ae de la di�usion Thomson. Le dernier terme del'équation étant proportionnel à la vitesse du �uide de fond, représente l'e�et Dop-pler lié à e �uide.3.3 Equation de BoltzmannL'équation de Boltzmann omplète peut maintenant être érite de façon détail-lée en utilisant l'équation de Boltzmann sans ollision (3.23) et le terme de ollision(3.34), qu'il faut réérire en fontion des �utuations de température, après mul-tipliation par p3 et intégration sur les impulsions. Nous obtenons alors l'équationsuivante pour l'évolution des �utuations de température :

Θ̇ + ni ∂

∂xi
(Θ + ψ) + ṅi ∂

∂ṅi
Θ + φ̇ = τ̇(Θ0 − Θ − niv

i
e +

1

16
ninjΠ

ij
γ ) (3.35)59



CHAPITRE 3. THERMODYNAMIQUE DE L'UNIVERSoù τ̇ déf
= xeneσT est la variation de profondeur optique du milieu et les momentsquadrupolaires de la densité d'énergie des photons sont dé�nis par :

Πij
γ

déf
=

4

π2ργ

∫

p3dp f ij (3.36)L'équation (3.35) est l'équation fondamentale dérivant la formation des aniso-tropies primaires du fond di�us osmologique. Cette équation, ave les équationsd'Einstein (2.48) à (2.51), est elle utilisée dans les odes, tels CMBFast, ou le odeutilisé pour les di�érents résultats du hapitre 8, pour aluler des �utuations detempérature, et par suite des spetres de puissane en température, à partir d'unmodèle théorique donné.Par exemple, Seljak et Zaldarriaga, 1996, donne une méthode pratique pourintégrer e système d'équations de manière assez simple et e�ae en utilisantune déomposition multipolaire des �utuations de température dans l'espae deFourier :
Θ(k,n) =

+∞
∑

l=0

(2l + 1)(−i)lal(k, η)Pl(cos(k.n)) (3.37)puis en déomposant les aluls en un terme soure onvolué par un terme géomé-trique :
al(k, η = η0) =

∫ η0

0
S(k, η)jl(k(η0 − η))dη (3.38)où le terme soure S(k, η) est obtenu en réarrangeant les di�érentes équations etdépend des �utuations de la métrique et du moment quadrupolaire de la densitéd'énergie. Les fontions de Bessel forment le terme géométrique lorsque l'on est enespae plat K = 0, mais si la ourbure est non nulle, e terme doit être modi�é,omme ela est fait dans Zaldarriaga et al., 1998 et Hu et al., 1998.
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Chapitre 4:Spetres de puissane
Les �utuations de densité au niveau de la sphère de dernière di�usion sontsupposées gaussiennes, e qui provient en partiulier des modèles d'in�ation sil'on onsidère que les �utuations de densité ont été engendrées initialement parl'ation d'un hamp salaire. Dans e as, si l'Univers est simplement onnexe,omme nous le supposons dans ette première partie, l'information onernant les�utuations de température est entièrement ontenue dans le spetre de puissanedes �utuations de température1. Cependant, e ne sera plus le as pour des Universmultiplement onnexes, omme nous le verrons dans la prohaine partie, même sile spetre de puissane reste un bon outil d'analyse de données sur la sphère.Nous allons don étudier dans e hapitre, premièrement, la façon de dériverun spetre de puissane à partir d'un modèle théorique, grâe à la déompositionde quantités observables en harmoniques sphériques, et deuxièmement de voir lamanière dont ertains e�ets partiuliers, par l'intermédiaire de la formule de Sahset Wolfe, ontribuent à e spetre de puissane.4.1 Harmoniques sphériquesLes données que l'on possède sur le fond di�us osmologique sont situées sur unesphère, appelée sphère de dernière di�usion et qui orrespond à l'époque d'émissiondes photons du fond di�us osmologique. En fait, ette époque n'est pas dé�nie enun instant préis (f. amortissement de Silk). Cependant, on peut onsidérer quela sphère où sont représentées les données est �xée en un temps préis, temps quiorrespond à une époque moyenne d'émission des photons du fond di�us.De plus, si nous onstruisons une base de la sphère, les di�érentes observablespréédentes pourront être ramenées à une série de nombres, es nombres étant lesoe�ients des données projetées sur les di�érents éléments de la base. En partiu-lier, les équations permettant d'obtenir les �utuations de température (f. (1.10))1La notion de spetre de puissane regroupe un ertain nombre de signi�ations. En fait, eladésigne la transformée de Fourier de la fontion d'autoorrélation d'un quantité physique. Ii, ils'agit des �utuations de températures, mais ela aurait pu être des �utuations de densité dontun exemple est le spetre de Harrison-Zel'dovih.61



CHAPITRE 4. SPECTRES DE PUISSANCEfont intervenir un laplaien. On peut don herher une base de la sphère quidiagonalise et opérateur, 'est-à-dire une fontion f qui véri�e pour tout x surl'ensemble onsidéré, don ii sur la sphère :
∆S2f(x) = λf(x) (4.1)où ∆S2 est le laplaien sur la sphère et λ est un réel quelonque.On peut montrer qu'un ensemble de fontions véri�ant ette équation sont lesharmoniques sphériques Ylm qui diagonalisent le laplaien pour les valeurs propresde la forme −l(l + 1), les l dérivant les entiers naturels, soit :

∆S2Ylm(θ, φ) = −l(l + 1)Ylm(θ, φ) (4.2)où m varie dans −l,−l + 1, ..., l. En déomposant le laplaien en une partie dé-pendant uniquement de la variable θ et une autre ne dépendant que de la variable
φ, l'équation préédente nous permet d'obtenir une expression plus expliite desharmoniques sphériques (voir également l'annexe B) :

Ylm(θ, φ) = Pm
l (cos θ)eimφ (4.3)où les polyn�mes de Legendre assoiés sont dé�nis par la relation :

Pm
l (x)

déf
= (−1)m(1 − x2)m/2 dmdxm

Pl(x) (4.4)où ont été utilisés les polyn�mes de Legendre :
Pl(x)

déf
=

1

2ll!

dldxl
(1 − x2)l (4.5)Des propriétés plus détaillées des harmoniques sphériques, dont une représen-tation graphique est donnée pour quelques valeurs de l et m sur la �gure (4.1),et des polyn�mes de Legendre sont données dans l'annexe B. En partiulier, lesdi�érentes relations de normalisation sont très souvent utilisées, notamment pourinverser di�érentes formules, ainsi que les relations de symétrie des harmoniquessphériques qui peuvent simpli�er les équations.4.2 Flutuations de températureComme ela a été dit dans la setion préédente, nous pouvons déomposerles �utuations de température sur les harmoniques sphériques puisque elles-iforment une base de la sphère. Notons ette déomposition :

Θ(θ, φ) =

+∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

almYlm(θ, φ) (4.6)où alm est une onstante omplexe. 62



4.2. FLUCTUATIONS DE TEMPÉRATURE

Fig. 4.1 � Représentation de quelques harmoniques sphériques. Ce shémadonne le module des harmoniques sphériques pour l ≤ 3 et m positif (�gure issuede http://mathworld.wolfram.om/SpherialHarmoni.html).Grâe à la normalisation des harmoniques sphériques, donnée en annexe (B.14),nous pouvons inverser ette relation pour obtenir les oe�ients alm une foisonnues les �utuations de température :
alm =

∫∫

Θ(θ, φ)Y ∗
lm(θ, φ) sin θdθdφ (4.7)où Y ∗

lm désigne le omplexe onjugué de Ylm.De plus, on peut montrer2 que les �utuations de température sont propor-tionnelles dans l'espae de Fourier à un ertain opérateur linéaire de onvolution,ne dépendant que du module du veteur d'onde, appliqué aux modes propres dulaplaien pour l'espae de Friedmann-Lemaître onsidéré, qui sont les ondes planespour un espae plat :
Θ(θ, φ) =

∫ d3k

(2π)3/2
Ok(e

ik.x)
√

Pφ(k)êk (4.8)où Pφ(k) est un spetre de puissane primordial qui prend, par exemple, la forme :
Pφ(k) ∝ k−3 pour un spetre de Harrison-Zel'dovih (ou invariant d'éhelle), et êk2f. Riazuelo et al., 2004. 63



CHAPITRE 4. SPECTRES DE PUISSANCEest un hamp aléatoire gaussien qui satisfait la normalisation suivante :
< êkê

∗
k′ >= δ(k − k′) (4.9)où la moyenne est e�etuée sur les réalisations.Or la formule (B.18), nous permet de développer l'exponentielle sur les harmo-niques sphériques. En séparant les omposantes dépendant angulairement de k etelles en dépendant radialement, puis en utilisant l'équation (4.7), nous obtenonsl'expression suivante pour les oe�ients alm des �utuations de température :

alm = il
∫

k2dk Gl(k)
√

Pφ(k)êlm(k) (4.10)où
Gl(k)

déf
= Ok(

√

2

π
jl(kRSDD)) (4.11)est l'opérateur de onvolution appliqué à la partie radiale des modes propres dulaplaien, qui sont pour e as, don pour un espae de ourbure nulle, les fontionsde Bessel sphériques jl(x) (voir l'annexe B.3 pour la dé�nition de ette fontion).

RSDD désigne le rayon de la surfae de dernière di�usion et la variable aléatoire :
êlm(k) =

∫ dΩkY
∗
lm(θk, φk) êk (4.12)qui orrespond à la partie isotrope de la variable aléatoire êk. Cette variable aléa-toire est également un hamp aléatoire gaussien dont la normalisation est donnéepar :

< êlm(k) ê∗l′m′(k′) >=
δ(k − k′)

k2
δll′δmm′ (4.13)On en déduit don que dans un Univers simplement onnexe, qui a été prisplat ii pour illustrer le raisonnement, mais peut également être ouvert ou fermé,nous avons :

< alma
∗
l′m′ >= Cl δll′δmm′ (4.14)où Cl est appelé spetre de puissane en température. Dans un Univers simple-ment onnexe de Friedmann-Lemaître, il n'est don néessaire d'étudier que esoe�ients Cl qui ontiennent toute l'information en température du fond di�usosmologique. Or, omme nous le verrons, dans la deuxième partie, si la topolo-gie de l'Univers est non-triviale, la déomposition des �utuations de températuree�etuée en (4.8) ne fait plus intervenir une intégrale, mais une somme, puisqueles symétries de l'Univers, de par es dimensions �nies, interdiront l'existene deertains modes. Dans e as, il peut y avoir de l'information ontenue dans lesoe�ients alm qui ne l'est pas dans le spetre de puissane (voir setion 8.3.1).Revenons au spetre de puissane d'un espae simplement onnexe. A partirde la formule préédente (4.14), nous pouvons inverser la relation pour obtenir une64



4.3. ANISOTROPIES PRIMAIRESformule expliite du spetre de puissane en fontion des �utuations de tempéra-ture :
Cl =< |alm|2 >=

1

2l + 1

l
∑

m=−l

< |alm|2 > (4.15)Dans ette formule, la moyenne est, omme pour les êk, une moyenne sur lesréalisations. Lorsque l'on a un modèle théorique, obtenir ette moyenne ne posepas de problèmes, mais pour l'Univers réel, il n'y a qu'une réalisation ! Dans e as,on utilise don la deuxième égalité sans e�etuer de moyenne, puisque haque almest �xé par les observations, mais puisque l'on somme sur 2l + 1 valeurs, à l �xé,ela donne une bonne simulation au moins aux grands multip�les. Il y aura dontoujours une inertitude élevée pour les petits multip�les, et don pour les grandsangles : 'est e qui est appelé variane osmique.Celle-i provient du fait que l'on peut onsidérer les alm omme des variablesgaussiennes. On a ainsi une distribution du χ2 à 2l + 1 variables, e qui impliqueune variane de la forme :
∆Cl =

√

2

2l + 1
Cl (4.16)qui sera don élevée pour les termes de petit l.4.3 Anisotropies primaires4.3.1 Formule de Sahs-WolfeAvant d'étudier quelques e�ets intervenant dans les �utuations de tempéra-ture du fond di�us osmologique, nous allons dériver la formule de Sahs-Wolfe3permettant de les mettre en évidene assez simplement.Erivons don la omposante temporelle de l'équation des géodésiques (voir(A.6)) pour les photons : d2xµdλ2

+ Γµ
ρσ

dxρdλ dxσdλ = 0 (4.17)où λ désigne un paramètre a�ne de genre temps le long de la trajetoire desphotons et les Γµ
ρσ sont les symboles de onnetion a�ne assoiés à la métrique duproblème. Ii, nous allons onsidérer une métrique de Robertson-Walker perturbée.Mais pour simpli�er les aluls, nous allons nous plaer dans la métrique omobileassoiée : ds2 = (1 + 2φ)dη2 − (1 − 2ψ)γijdxidxj (4.18)Nous avons simplement onsidéré la métrique perturbée en jauge longitudinale(2.36), mais sans le fateur a2. En e�et, e fateur, qui ne dépend que de la o-ordonnée temporelle, induit juste une transformation onforme. Or, es transfor-mations redonnent les mêmes équations du mouvement et induisent don la même3f. Sahs et Wolfe, 1967. 65



CHAPITRE 4. SPECTRES DE PUISSANCEphysique. En e�et, pour une partiule sans masse, l'ation s'érit :
S =

∫ ds gµν
dxµds dxµds (4.19)Ainsi, pour une transformation onforme, ette ation est inhangée. En partiulier,si l'on onsidère la transformation gµν → a2(η)gµν et ds → a2(η)ds, l'ation restela même.Pour ette métrique, l'équation des géodésiques s'érit, au premier ordre en lesperturbations φ et ψ, suivant le paramètre a�ne qu'est le temps propre, qui estégalement l'absisse urviligne pour des photons dans un espae non-perturbé, τ :d2δx0dτ2

+ δΓ0
ρσ

dx̄ρdτ dx̄σdτ = 0 (4.20)ave : δΓ0
00 = φ̇, δΓ0

0i = φ,i et δΓ0
ij = −ψ̇γij et où les quantités surmontées d'unebarre désignent les quantités non-perturbées. Nous pouvons également omme dansle hapitre préédent déomposer la trajetoire des photons sur sa diretion depropagation : x̄µ = nµτ , où la diretion nµ est indépendante de l'absisse urviligne

τ puisque les photons se propagent suivant les géodésiques. De plus, en espae nonperturbé, il s'agit également de la première oordonnées, don nµ ≡ (1, ni), ave
nini

déf
= −γijn

inj = −1 puisque sur une géodésique gµνx
µxν = 0. On en déduitalors après intégration de l'équation préédente entre la période de reombinaisonet maintenant : dδx0dτ = −2φ+

∫ τ0

τr

(ψ̇ + φ̇)dτ (4.21)où nous avons utilisé la relation dφdτ
déf
= φ̇ + φ,in

i et où les points désignent desdérivées par rapport au temps propre.De plus, l'énergie d'une partiule de quadri-impulsion pµ et mesurée par unobservateur de quadri-vitesse uµ par rapport à ette partiule est :
E = gµνp

µuν = (1 + 2φ)p0u0 − γij p̄
iuj (4.22)où pour la deuxième égalité, nous avons utilisé le fait que uj est déjà un terme dupremier ordre en les perturbations. Cette quantité orrespond en fait au déplae-ment du �uide par rapport à nous, et qui représente don la vitesse des baryons

vi introduite dans le tenseur énergie-impulsion perturbé (2.40). De plus, la quadri-vitesse est normalisée (voir setion 1.3), soit gµνu
µuν = 1, puis en di�éreniantette expression, on obtient au premier ordre :

δg00ū
0 + 2ḡ00δu

0 = 0 (4.23)puisque les ui sont déjà d'ordre 1. Or au repos, u0 vaut 1 et ave l'expression dela métrique, la oordonnée temporelle de la vitesse est :
u0 = ū0 + δu0 = 1 − φ (4.24)66



4.3. ANISOTROPIES PRIMAIRESLe quadri-veteur impulsion est, quant à lui, la dérivée de la position par rap-port au paramètre a�ne introduit préédemment, don :
pµ =

dxµdλ = E

(

nµ +
dδxµdτ ) (4.25)en déomposant la position en sa partie non-perturbée et sa partie perturbéepuisque dx̄µdλ = p̄0 = E est l'énergie au repos des photons. Nous pouvons main-tenant réérire l'énergie perturbée des photons :

E = E

(

1 − φ− vin
i +

∫ τ0

τr

(ψ̇ + φ̇)dτ) (4.26)De plus, pour une distribution de photons, la température peut se réexprimeren fontion de l'énergie à la reombinaison alulée au-dessus et elle atuelle quivaut E0 = E(1 + δT
T (η0)) = E(1 + 1

4
δρr

ρr
(η0)), de la manière suivante :

δT

T
=

E − E0

E0
(4.27)e qui donne �nalement la formule de Sahs-Wolfe pour les �utuations de tempé-rature :

δT

T
=
δr
4

− φ− niv
i +

∫ τ0

τr

(ψ̇ + φ̇)dτ (4.28)Cette équation omporte trois parties :� les deux premiers termes δr

4 −φ ≡ −1
3φ qui est l'e�et Sahs-Wolfe ordinaire ;� le troisième terme qui orrespond à un e�et de déplaement du �uide estl'e�et Doppler ;� l'intégrale qui orrespond à l'intégration des �utuations du potentiel sur laligne de visée est appelé e�et Sahs-Wolfe intégré.Ce sont es e�ets que nous allons détailler dans les paragraphes qui suivent etvoir omment ils se traduisent dans le spetre de puissane. Ces e�ets sont résuméspar le graphe (4.2), e�ets qui ont été obtenus numériquement à partir de l'équationi-dessus pour les paramètres osmologiques standards.4.3.2 E�et DopplerL'e�et Doppler orrespond, omme son nom l'indique, au terme de déplaementdu �uide. Celui-i se traduit par des déalages vers le rouge ou le bleu en fréqueneset induit par la loi de Wien des �utuations de température autour de la loi deorps moir. Ce terme se déompose en deux parties : la première est la vitessed'ensemble du �uide par rapport à l'observateur. Cet e�et, n'est qu'un e�et dejauge puisque dépend du hoix de oordonnées. Cela orrespond à des �utuationsde la forme :

δT

T

∣

∣

∣

∣Doppler = n̂.vobs = vobs cos(θ) =

√

4π

3
vobsY10(θ, φ) (4.29)67



CHAPITRE 4. SPECTRES DE PUISSANCE

0

1

2

3

4

5

6

7

8

10 100 1000

l(l
+

1)
 C

l /
 2

π

l

Total
Sachs-Wolfe
Doppler
ISW

Fig. 4.2 � Composantes du spetre de puissane. Figure issue de Riazueloet al., 2004.où n̂ est un veteur unitaire re�étant la diretion d'observation.En partiulier, ela se traduit par un e�et dip�laire : le spetre de puissane as-soié à et e�et ne ontient qu'un seul terme, le terme l = 1 qui vaut : C1 = 4π
9 v

2obs.Ce terme est la ontribution la plus importante aux �utuations de tempéra-ture après l'e�et prinipal de orps noir. En e�et, le orps noir est à une tem-pérature de Torps noir ≃ 2, 725K tandis que le dip�le est à une température de
Tdip�le ≃ 3.346mK 4, soit des �utuations de 10−3 tandis que les autres ontribu-tions n'interviendront qu'à 10−4 près. Ce terme est don généralement utilisé pouralibrer les autres données et est don enlevé du spetre de puissane.Le deuxième e�et est elui des déplaements individuels des photons dans lespuits de potentiel qui interviennent à des éhelles angulaires bien moins grandeset produisent des osillations dans le spetre de puissane.4.3.3 E�et Sahs-Wolfe ordinaireDans ette setion, nous dérivons le spetre de puissane lié à l'e�et Sahs-Wolfe dans un espae simplement onnexe et plus loin (setion 6.3), nous verronsla façon dont il s'érit lorsque l'Univers possède une topologie non triviale.Cet e�et est elui qui domine aux grandes éhelles. Il dérit l'ation de lagravitation sur un photon qui veut esalader un puit de potentiel. Il orrespondaux deux premiers termes de l'équation de Sahs-Wolfe. Or, on peut montrer5 quele terme lié aux �utuations de densité vaut 2

3Φ, soit pour le terme Sahs-Wolfe4e qui orrespond au passage à une vitesse d'environ 370 km/s en diretion d'un �GrandAttrateur�.5f. White et Hu, 1997. 68



4.3. ANISOTROPIES PRIMAIRESordinaire :
δT

T

∣

∣

∣

∣SWO = −1

3
Φ (4.30)où Φ est le potentiel gravitationnel. On peut déomposer e potentiel en modes deFourier :

Φ(r) =

∫

Φke
ikrdk (4.31)Il est alors d'usage d'introduire le spetre de puissane primordial qui dérit lafaçon dont sont orrélés les di�érents modes au moment de leur émission, soit :

P(k,k′)
déf
=< Φk(0)Φ∗

k′(0) > (4.32)où Φk(0) est le mode de Fourier du potentiel gravitationnel à la surfae de dernièredi�usion. Or, e qui nous intéresse est la statistique du mode atuellement (ou equi revient au même, puisque après l'égalité le rayonnement n'interagit plus) aumoment de l'égalité matière-rayonnement. On peut montrer que es deux quantitéssont égales à un fateur près : Φk(ηéquiv) = 9
10Φk(0). De plus, la théorie de l'in-�ation montre que e spetre ne dépend que du module d'un des veteurs d'onde,plus préisément :

< ΦkΦ∗
k′ >= P(k)δ(k − k′) (4.33)Ce spetre est à priori quelonque : il est juste à �xer à d'éventuelles ontraintesobservationnelles. On peut ainsi onstater qu'il suit bien une loi de puissane, ainsile spetre s'érit :
k3P(k) ∝ kn−1 (4.34)où n est un nombre prohe de 1 6. Le as où n est égal à 1 est appelé spetreinvariant d'éhelle ou spetre de Harrison-Zel'dovih.En�n, en utilisant la même déomposition que préédemment de l'exponentiellesur les harmoniques sphériques, nous obtenons les oe�ients alm orrespondants,soit :

alm = −4πil
∫

Φkjl(kr)Y
∗
lm(θk, φk)dk (4.35)En utilisant (4.15) et la forme générique du spetre de puissane Pk, nousobtenons l'expression de l'e�et Sahs-Wolfe :

Cl = A
Γ

(

3−n
2

)

Γ
(

4−n
2

)

Γ
(

l + n−1
2

)

Γ
(

l + 5−n
2

) (4.36)En partiulier, si le spetre est invariant d'éhelle, n = 1 et les oe�ients Cldeviennent simplement :
Cl = A

Γ(1)Γ(l)

Γ(3/2)Γ(l + 2)
=

B

l(l + 1)
(4.37)6WMAP donne 0.93 ± 0.03. 69
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Fig. 4.3 � Spetre de puissane pour l'e�et Sahs-Wolfe. Cette omposanteest représentée pour di�érents indies spetraux n. En partiulier, le as n = 1orrespond à une ourbe onstante.La quantité l(l + 1)Cl est don onstante. C'est pourquoi le spetre de puissaneest souvent représenté en termes de l(l + 1)Cl (à un fateur multipliatif près) :aux grandes éhelles, le spetre de puissane est quasiment plat, omme nous pou-vons le onstater sur la �gure (4.3), et pour un spetre de Harrison-Zel'dovih,ette quantité est onstante. Comme l'e�et Sahs-Wolfe est dominant aux grandeséhelles, on observe également e plateau dans le spetre total : on parle ainsi deplateau Sahs-Wolfe.4.3.4 E�et Sahs-Wolfe intégréCet e�et est lié aux �utuations du potentiel sur la ligne de visée. C'est leterme :
δT

T

∣

∣

∣

∣SWI =

∫ τ0

τr

(ψ̇ − φ̇)dτ (4.38)de l'équation (4.28).Cet e�et est don nul si les potentiels restent onstants au ours du temps.Physiquement, ela se omprend si l'on onsidère un photon qui rentre dans unpuit de potentiel onstant au ours du temps. Dans e as le déalage en fréquenedue à l'entrée dans e puit va être ompensé par le déalage qu'il va subir ensortie. C'est e qui orrespond au fait que les potentiels n'interviennent que parleur dérivées temporelles.Cet e�et se subdivise également en deux ontributions, suivant leur époque :tout d'abord, lorsque le rayonnement domine enore sur la matière, on parle d'e�etSahs-Wolfe intégré préoe. Dans e as, à la transition entre es deux ères, lespuits de potentiel de taille plus petites que l'horizon vont se ombler. Cet e�et vadon jouer pour des éhelles de la taille de l'horizon.Après la transition entre es deux ères, on parle d'e�et Sahs-Wolfe intégré70



4.3. ANISOTROPIES PRIMAIREStardif. Cette ontribution sera partiulièrement sensible dans le as d'un Universouvert ou ave onstante osmologique. En e�et, dans e as, l'Univers va entrerdans une période d'expansion rapide, faisant ainsi varier la forme des potentiels.Dans e as, les ontributions le long de la trajetoire vont en moyenne se ompen-ser loalement. Cet e�et interviendra don majoritairement aux grandes éhelles,soit aux petits multip�les dans le spetre de puissane.
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Deuxième partieTopologie de l'Univers
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Chapitre 5:Topologie : adre général
Dans la première partie, nous avons impliitement exploité une ambiguïté pré-sente en relativité générale : en e�et, les équations d'Einstein sont des équa-tions loales puisque di�érentielles. Ces équations ne dérivent don que la géo-métrie de l'Univers, 'est-à-dire la ourbure présente en haque point de l'Uni-vers. Nous avons ensuite supposé, par extension que ette propriété était validepour l'Univers dans son ensemble, ainsi que le suppose le modèle de Friedmann-Lemaître. Cependant, si nous voulons maintenant onsidérer le problème de ma-nière réellement globale, il faut faire appel à la topologie, branhe des mathéma-tiques qui étudie les formes des objets, qui ne peut s'aider des équations d'Einstein.Ce hapitre va don d'abord dérire l'intérêt d'étudier la topologie de l'Uni-vers puis à travers des exemples, nous allons introduire les di�érents oneptstopologiques qui nous seront utiles pour la suite. Nous verrons ensuite quelquesappliations pour les espaes eulidiens et les espaes sphériques tridimensionnels,es derniers étant eux qui nous intéresseront plus partiulièrement dans la suite.5.1 MotivationA la suite d'Einstein, l'habitude a été prise de ne onsidérer omme Universpossibles que des espaes simplement onnexes, soit :� un espae sphérique si la ourbure est stritement positive ;� un espae eulidien si la ourbure est nulle ;� un espae hyperbolique si la ourbure est stritement négative.Mais si ertains, omme de Sitter1, Weyl ou Friedmann proposèrent des Universpossédant une topologie plus omplexe, eux-i ont rapidement été oubliés et mêmesi quelques publiations ont été produites sur e sujet entre temps2, il a falluattendre une époque plus réente pour que la topologie soit de nouveau étudiée defaçon préise en osmologie3.1f. de Sitter, 1917.2f. Ellis, 1971; Sokolov et Starobinskii, 1976.3f. Lahièze-Rey et Luminet, 1995. 75



CHAPITRE 5. TOPOLOGIE : CADRE GÉNÉRALMalgré les apparenes, es espaes ne sont pas plus ompliqués à étudier queles espaes préédemment ités. En e�et, nous pouvons par exemple onsidérer leas des simulations numériques osmologiques. Pour avoir un résultat en un pointdonné, nous devons alors onsidérer les données en tout point de l'espae d'où lanéessité de travailler sur un volume �ni, hoisi naturellement plus grand que lesobservations aujourd'hui possibles, et de se �xer des onditions aux limites.Deux solutions sont habituellement utilisées pour simuler e volume �ni. Lapremière est d'imposer arti�iellement des valeurs �xes sur les bords. La deuxième,moins arbitraire et plus physique onsiste à �xer des onditions aux limites pé-riodiques. On se retrouve don �nalement à onsidérer un Univers multiplementonnexe, bien que tel n'était pas le but initialement herhé et mêmes si les e�ets dela topologie seront toutefois amoindris, voire annulés par la grande éhelle hoisie.Une autre motivation vient de la méanique quantique. Dans les modèles per-mettant d'uni�er la gravitation ave les autres fores, des dimensions spatialessont ajoutées à l'espae (voir par exemple, les théories de Kaluza4 et Klein5 ou lesthéories des ordes6), et dans e as, il apparaît naturellement que es dimensionsdoivent être ompates, enroulées autour des 3 dimensions habituelles.Un espae multiplement onnexe est don failement envisageable, d'où etteétude. Cependant, si l'Univers possède e�etivement une topologie non triviale,les tailles aratéristiques représentant l'Univers seront en tout as très grandes,omme nous le verrons par la suite et peut-être de taille supérieure à l'horizonauquel as les e�ets de la topologie seront faible et à la limite inobservables etnous ne pourrions dans e as tranher.Cependant pour envisager un étude de la topologie, nous allons onsidérer iique nous avons un temps universel pour synhroniser nos horloges, et don que latopologie n'a�etera que les setions spatiales de l'Univers, et non l'espae-tempstout entier.5.2 Exemples préliminairesPlaçons-nous à 2 dimensions pour mieux visualiser les di�érents espaes en jeu.Dans e as, l'exemple le plus simple d'espae ave une topologie non-triviale estle tore.La onstrution d'un tore est simple : il su�t de prendre un retangle de papier,puis de oller le �té droit de e retangle ave son �té gauhe, e qui nous donneun ylindre, puis de oller les bords haut et bas de e ylindre (f. �gure (5.1)).Comme indiqué dans la légende de la �gure, les tores que l'on peut représentersont des tores de révolution, 'est-à-dire des tores engendrés par un erle que l'onfait tourner autour d'un axe entral. Mais ii, e que l'on a onstruit est un tore platet don dont la ourbure est onstante et égale à 0, omme un espae eulidien !4f. Kaluza, 1921.5f. Klein, 1926.6f. Nambu, 1973. 76



5.2. EXEMPLES PRÉLIMINAIRES
2 31

Fig. 5.1 � Constrution d'un tore. 1 - On part d'une feuille de papier retan-gulaire. On identi�e les faes droite et gauhe de notre feuille, e qui donne unylindre. 2 - On identi�e les erles de base de e ylindre de façon à obtenir untore. 3 - En fait, sur ette �gure, le tore représenté est un tore de révolution parsimpliité (dont en partiulier, la ourbure n'est pas onstante...), mais en réalité,on devrait obtenir un tore dont le diamètre des erles intérieur et extérieurs sontidentiques (puisque orrespondant à la hauteur du ylindre divisé par 2π).Cependant, tore plat et tore de révolution sont équivalents topologiquement : nouspouvons déformer l'un sans assure ou ollage pour obtenir le deuxième.De par la onstrution de notre tore, on voit qu'il est équivalent pour un ob-servateur (à 2 dimensions, ii...) de vivre dans e tore où dans un plan dont lemotif, orrespondant à la feuille de papier de l'exemple, se répéterait indé�nimentde part et d'autre autour de lui (f. �gure (5.2)).
OBS.

Fig. 5.2 � Espae eulidien équivalent à un tore pour l'observateur repérésur e shéma.Un autre exemple de surfae à topologie non-triviale est la bouteille de Klein.Sa onstrution est légèrement plus ompliquée que elle du tore : omme indiquésur la �gure (5.3), on onstruit également un ylindre, mais ontrairement au asdu tore, nous n'identi�ons pas les deux erles diretement, mais en identi�antleurs points diamétralement opposés. Comme le tore plat, et espae ne peut être77



CHAPITRE 5. TOPOLOGIE : CADRE GÉNÉRALreprésenté dans notre espae eulidien tridimensionnel. De plus, dans e as, il n'estmême pas possible de onstruire d'espae topologiquement équivalent à elui-i enrestant à trois dimension, ontrairement au tore où nous pouvons onstruire destores de révolution parfaitement dé�nis et onstrutibles dans notre espae.
1 2 3

Fig. 5.3 � Constrution de la bouteille de Klein. Pour e�etuer ette onstru-tion, nous pouvons suivre les mêmes étapes que pour le tore. Cependant, ettefois-i, au niveau de la deuxième étape, il ne faut plus identi�er diretement lesdeux erles de base, mais identi�er les points diamétralement opposés de es deuxerles. Il ne s'agit don ii qu'une onstrution de l'esprit, puisque ela n'est paspossible dans un espae à trois dimensions. Ainsi, le goulot de la bouteille deKlein représentée sur le troisième shéma n'intersete pas réellement le reste de labouteille, mais en est juste une représentation ommode.
OBS.Fig. 5.4 � Espae eulidien équivalent à une bouteille de Klein pourl'observateur indiqué.Nous nous sommes basés sur es 2 espaes, tore et bouteille de Klein, qui sontprobablement les espaes fermés les plus simples à visualiser puisque omme nousle verrons en 5.3.5, e sont les 2 seuls espaes ompats de ourbure nulle à 2dimensions. 78



5.3. OUTILS DE BASE5.3 Outils de baseDans la setion préédente, ave les exemples du tore et de la bouteille de Klein,nous avons vu omment marhait intuitivement la topologie. Nous allons mainte-nant étudier quelques outils qui vont nous servir dans la suite pour dérire unelasse plus vaste d'espaes non simplement onnexes, mais toujours maximalementsymétriques omme demandé par les équations d'Einstein.5.3.1 HoméomorphismesLes homéomorphismes sont l'outil de base pour la topologie : en e�et, d'unpoint de vue topologique, 2 objets seront onsidérés omme étant équivalents s'ilssont homéomorphes.Mathématiquement, un homéomorphisme est une fontion ontinue telle queson inverse soit ontinue et réalisant une bijetion entre les 2 espaes onsidérés.Plus onrètement, un homéomorphisme est une déformation élastique, 'est-à-dire qui va faire passer d'un objet à un autre de façon ontinue, autrement dit sansdéhirure ni ollage. En partiulier, une tasse de afé et un beignet sont homéo-morphes et don, d'un point de vue topologique, es 2 objets sont indisernables(voir �gure (5.5)). Par ontre, une sphère n'est pas homéomorphe à la tasse puis-qu'il faudrait déhirer la sphère pour obtenir l'anse de la tasse.

Fig. 5.5 � Homéomorphismes. D'un point de vue topologique, la tasse de afé etle beignet sont équivalents puisque nous pouvons ontinûment déformer l'un pourobtenir le deuxième. Cependant, pour passer d'une sphère à une tasse, il faudraitfaire un trou : es 2 objets ne sont don pas homéomorphes entre eux.5.3.2 ConnexitéVoyons maintenant la onnexité. Nous avons abondamment utilisé les termes�simplement onnexes� pour désigner les espaes sans topologie, utilisés lassi-quement pour dérire les solutions de Friedmann-Lemaître, et de �multiplementonnexe� pour eux ave topologie.Pour voir e que es termes englobent, nous allons introduire le genre d'unespae. Par dé�nition, le genre est le nombre de trous perçant l'espae étudié. Si79



CHAPITRE 5. TOPOLOGIE : CADRE GÉNÉRALnous reprenons nos exemples de la setion préédente, le tore et la bouteille deKlein sont tous deux des espaes de genre 1, tandis que le premier tore de la �gure(5.6) est de genre 2, et ainsi de suite.Le genre est utile pour aratériser les espaes multiplement onnexes puisquee nombre est un invariant topologique. Cei orrespond bien à notre intuitionpuisque si l'espae onsidéré est transformé sous un homéomorphisme, le nombrede trous de et espae restera inhangé. En partiulier, un espae est dit simplementonnexe s'il est de genre 0 et multiplement onnexe sinon.

Fig. 5.6 � Tores. Tores de genres respetifs 2, 3 et 4, le genre étant le nombre detrous dans les tores dessinés ii.5.3.3 Espae de revêtement universelMaintenant que nous avons vu e qu'était la onnexité, nous pouvons introduireles espaes de revêtement universel. Cette notion a un sens assez intuitif : l'espaede revêtement universel d'un espae quelonque est l'espae simplement onnexede même ourbure que et espae. En partiulier, une propriété intéressante estque la métrique sera la même sur l'espae étudié et son revêtement universel.Dans nos exemple de la setion préédente, nous n'avons onsidéré que desespaes plats, i.e. de ourbure nulle, et bidimensionnels. Pour es espaes, l'espaede revêtement universel est don le plan eulidien.Dans la suite de notre exposé, les setions spatiales de notre espae-tempsétant à 3 dimensions et de ourbure onstante, les espaes de revêtement univer-sel orrespondants seront don les espaes simplement onnexes tridimensionnels.Cependant à 3 dimensions, ela n'est pas aussi simple qu'en dimension 2, où lesespaes simplement onnexe de ourbure onstante ne sont que de 3 sortes : lasphère, le plan et l'espae hyperbolique. En e�et, en dimension 3, on peut montrerqu'il existe 8 espaes simplement onnexes de ourbure onstante ! En partiulier,l'équivalent tridimensionnel du ylindre qui sera bien simplement onnexe, ontrai-rement au ylindre. Mais dans e as, l'espae n'est plus isotrope : en e�et, unediretion sera in�nie, mais pas les 2 autres. Or omme nous nous intéressons à desmodèles osmologiques, nous n'étudierons que les espaes homogènes et isotropes.Dans e as, il n'existe plus que 3 atégories d'espae. Il s'agit de :80



5.3. OUTILS DE BASE� la sphère tridimensionnelle S3 si la ourbure est positive ;� l'espae eulidien R
3 si la ourbure est nulle ;� l'espae hyperbolique tridimensionnel H3 si la ourbure est négative.Dans le as homogène et isotrope, nous retrouvons don tout de même bien lesgénéralisations de nos 3 espaes simplement onnexes bidimensionnels.5.3.4 Domaine fondamentalDans la setion préédente, nous avons onstruit notre tore à partir d'un re-tangle. Mais nous aurions pu faire ette onstrution à partir de beauoup d'autresformes de feuille de papier : en partiulier, un parallélogramme aurait tout aussibien pu onvenir ainsi qu'un hexagone ou bien la forme de la �gure (5.7). Ces�gures sont appelées domaine fondamental du tore.

Fig. 5.7 � Constrution du tore à partir d'un domaine fondamental gé-néral.En fait, e domaine fondamental orrespond aussi à un déoupage arbitraire denotre espae de départ de façon à pouvoir l'étaler dans son espae de revêtementuniversel.Un as partiulier de domaine fondamental est le domaine de Dirihlet. Pouronstruire e domaine, il su�t pour un observateur de sou�er dans un ballonjusqu'à e que elui-i remplisse tout l'espae (voir �gure (5.8)). Par ontre, danse as, il faut faire attention que le domaine de Dirihlet peut dépendre de laposition de l'observateur (voir �gure (5.9)).5.3.5 Groupe d'holonomiesUne fois onstruit le domaine fondamental d'un espae, il faut préiser les règlesqui vont permettre d'identi�er les �tés de e domaine pour obtenir notre espae.C'est e que vont permettre les holonomies.Ces holonomies sont en fait des isométries sans point �xe et qui vont servirà paver l'espae de reouvrement universel à l'aide du domaine fondamental dé-rit préédemment. Par exemple, sur la �gure (5.2), nous onstatons que si nousonsidérons les translations horizontales et vertiales de veteurs bien hoisis, nouspouvons engendrer, à l'aide du retangle formant le domaine fondamental du torebidimensionnel, tout le plan. Dans le as de la bouteille de Klein, e sera une trans-81
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Fig. 5.8 � Constrution du domaine de Dirihlet du tore. Le domainede Dirihlet orrespond à e qu'obtiendrait si un observateur gon�ait un ballonau maximum de façon à e que e ballon et ses autres �opies� remplissent toutl'espae. Pour e as partiulier, il s'agit juste du retangle qui nous a servi àonstruire le tore. Le premier shéma orrespond au point de vue intérieur, dansl'espae de revêtement universel et le seond, à un point de vue extérieur à l'espaetorique.

Fig. 5.9 � Constrution de domaines de Dirihlet pour la bouteille deKlein. Dans e as, nous observons que suivant la position de l'observateur, ledomaine de Dirihlet peut être un retangle ou un hexagone.lation dans la diretion horizontale sur le shéma (5.4) et une translation suivied'une symétrie axiale pour l'autre diretion.En étudiant les isométries, nous pouvons ainsi lasser tous les sous-espaestopologiques d'un espae donné. Prenons l'exemple du plan eulidien. Dans e as,les isométries de et espae sont :� les translations d'un ertain veteur ~a ≡ (ax, ay) ;� les rotations d'un ertain entre O et d'angle α ;� les symétries par rapport à un axe ∆ ;et leurs omposées entre elles. 82



5.4. ESPACES SPHÉRIQUESLes groupes d'holonomies ne omprenant que des isométries sans point �xe, lesrotations et les symétries pures sont exlues. Il ne reste don que les translationset les symétries suivies d'une translation. Nous obtenons omme espaes possiblesdans le plan :Espae Représentation Pavage Groupe d'holonomiesPlan R
2 {e}

Cylindre {ta}

Ruban de Möbius {ta ◦ s∆}

Tore {ta, tb}

Bouteille de Klein {ta, tb ◦ s∆}Tab. 5.1 � Espaes de ourbure onstante du plan. Dans e tableau sontreprésentés les inq topologies possibles pour les espaes eulidiens bidimension-nels. La olonne �représentation� donne une représentation de es espaes en lesplongeant dans R
3 et la olonne �pavage� représente l'espae omme le verrait unobservateur y vivant.5.4 Espaes sphériquesMaintenant que nous avons fait un bref survol des propriétés élémentaires dela topologie, nous allons spéialiser es propriétés aux espaes sphériques. En e�et,les données de WMAP semblent indiquer que la ourbure de l'Univers est plut�t83



CHAPITRE 5. TOPOLOGIE : CADRE GÉNÉRALpositive, plus exatement que :
Ωtot = 1.02 ± 0.02 (5.1)D'autre part, de nombreux artiles réents semblent penher en faveur de mo-dèles sphériques, et plus partiulièrement pour un modèle partiulier : le dodéa-èdre de Poinaré7.Nous allons résumer ii les di�érents espaes auxquels nous aurons a�aire, 'est-à-dire les di�érents espaes de ourbure positive. Nous reprendrons la lassi�ationprésente dans l'artile Lehouq et al., 2002.Pour la sphère à 3 dimensions, nous savons que le groupe des isométries est

SO(4). Le groupe d'holonomies des espaes multionnexes dont l'espae de reou-vrement universel est la 3-sphère sera don inlus dans SO(4). La lassi�ation del'artile ité préédemment donne les espaes suivants :� espaes : Zp ;� espaes diédraux d'ordre 2m : Dm� otaèdre O ;� tétraèdre T ;� iosaèdre I.Les trois derniers groupes orrespondent à des espaes qui sont ompats : esont les espaes dits polyédriques qui orrespondent respetivement à l'otaèdre,le tétraèdre (es deux premiers groupes sont duaux et don le groupe d'holono-mies orrespond à l'espae lui-même) et l'espae de Poinaré. Ce dernier espae,représenté sur la �gure (5.10), est l'assemblage de douze pentagones, e qui neserait pas possible dans un espae eulidien, mais l'est en ourbure positive. C'estet espae qui semble privilégié dans les études de topologie de l'Univers et il seradon prinipalement utilisé dans la suite.
Fig. 5.10 � Représentation shématique de l'espae de Poinaré.5.5 Contraintes sur les topologies possiblesUne objetion peut toutefois être soulevée ontre la topologie. En e�et, lorsquel'espae est multiplement onnexe, don possède une topologie non triviale, elui-7f. Luminet et al., 2003; Aurih et al., 2005a.84



5.5. CONTRAINTES SUR LES TOPOLOGIES POSSIBLESi peut être homogène, mais l'isotropie ne peut pas toujours être imposée ! Ceisemble ontredire le prinipe osmologique étudié en setion 1.1. Puisque le prin-ipe osmologique semble bien s'appliquer, ela restreint l'Univers a des formesoù l'isotropie reste possible ou des modèles où les tailles aratéristiques sont del'ordre de grandeur du rayon de Hubble.A priori, les données observationnelles semblent maintenant penher plut�tvers des valeurs de ourbure Ωtot positives. C'est pour ela que dans la suite denotre exposé nous nous onentrerons prinipalement sur les espaes eulidiens etsphériques, qui sont également un peu plus simple à étudier, puisque dans le ashyperbolique, les simulations numériques peuvent diverger rapidement.De plus, les espaes eulidiens sont bien onnus et bien étudiés, puisque pos-sède des propriétés simples et sont plus naturels à appréhender. En partiulier,la reherhe de erles, omme nous le verrons dans la prohaine partie, se révèlenégatif pour es espaes.Il reste don prinipalement les espaes sphériques, notamment l'espae dePoinaré qui semble prometteur (f. par exemple Luminet et al., 2003 ou Aurihet al., 2005a). C'est autour de et espae que nous allons dérire les di�érentes topo-logies existantes et leur propriétés. Dans le dernier hapitre, il ne sera mentionnéquasi-exlusivement que es espae de Poinaré pour les di�érentes appliationsnumériques et les omparaisons aux données observationnelles.
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Chapitre 6:Premières approhes
Nous allons maintenant disuter de quelques méthodes permettant de mettre enoeuvre assez simplement, 'est-à-dire sans passer par les spetres de puissaneen température et plus généralement par la déomposition sur les harmoniquessphériques des �utuations de température, méthodes qui seront étudiées dans ledernier hapitre. Nous allons don tout d'abord nous baser sur l'analyse d'obser-vations de répartition spatiale de galaxies : il s'agit de la ristallographie osmique.Nous reherherons ensuite des motifs dans les artes de �utuations de tempéra-ture du fond di�us osmologique : 'est la méthode de reherhe des erles. Nousexaminerons ensuite quelques e�ets de la topologie sur la partie Sahs-Wolfe duspetre de puissane. Ces trois approhes nous permettront de donner un premierétat des lieux de la topologie de l'Univers.6.1 Cristallographie osmique6.1.1 Méthode direteUne première idée qui permet de voir si l'Univers est multi-onnexe est lareherhe d'images multiples d'un même objet. En e�et, nous avons vu dans lehapitre préédent qu'être dans un Univers multi-onnexe revenait à se plaerdans l'espae de revêtement universel qui serait pavé par un domaine fondamental.Ainsi, haque objet peut être vu plusieurs fois, réant des images �fant�mes� delui-même.Une première limite évidente est que la taille aratéristique du domaine fon-damental ne peut pas être inférieure au Mp puisque 'est la distane qui noussépare de la galaxie semblable à la notre (la galaxie d'Andromède) la plus prohe.Mais, nous pouvons aller bien plus loin en plaçant dans un diagramme tridimen-sionnel virtuel, la position des galaxies atuellement onnues les plus prohes. Detelles représentations on été étudiées notamment ave le 2dF (voi en setion 1.1.2)et s'il apparaît une struture en �laments de la répartition des objets dans l'Uni-vers, il n'apparaît pas de motif se répétant. De telles études montrent que la taillearatéristique ne pourra pas être inférieure à quelque 100 Mp.87
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Fig. 6.1 � Images fant�mes. Le erle sur ette �gure visualise la surfae dedernière di�usion, qui représente notre horizon. Nous voyons que si la longueuraratéristique du domaine fondamental est plus grande que le rayon de la sphèrede dernière di�usion, il n'y aura pas d'images �fant�mes�.6.1.2 Histogramme de séparation de pairesLa méthode de l'histogramme de séparation des paires d'objets est un ra�-nement de la méthode préédente. Cette méthode, initiée par Lehouq, Lahièze-Rey et Luminet1, onsiste à prendre un atalogue su�samment grand des objets(galaxies, éventuellement quasars) présents dans l'Univers et de représenter leurrépartition en fontion de la distane les séparant. Chaque espae réera ainsi unspetre partiulier qui permettra de l'identi�er. En e�et, l'histogramme montreraune répartition identique à elle de l'Univers simplement onnexe qui lui orres-pond, mais auquel des pis se superposeront pour ertaines distanes propres àhaque espae et qui seront reliées aux dimensions aratéristiques du polyèdrefondamental.Prenons, par exemple, le as du tore. Pour et espae, le polyèdre fondamentalest un parallélépipède. Dans e as, l'histogramme des séparations galaxies à ga-laxies à l'intérieur de e polyèdre donnera la répartition habituelle d'un Univers àourbure nulle, puisque nous avons tout de même une répartition de galaxies sui-vant une loi uniforme en première approximation, mais à laquelle il va se rajouterdes pis. Ces pis présents en des distanes préises orrespondent aux distanespour lesquelles nous retrouvons notre galaxie en nous déplaçant en ligne droite.Dans le as du tore, es pis orrespondront aux distanes dont les valeurs sont :
dpis =

√

(nxLx)2 + (nyLy)2 + (nzLz)2 (6.1)omme ela est illustré sur la �gure (6.2). En e�et, dans haque ellule élémentaire,la distribution des galaxies est uniforme, e qui va produire un fond de réparti-1f. Lehouq et al., 1996. 88



6.1. CRISTALLOGRAPHIE COSMIQUEtion des vitesses orrespondant à la répartition que nous obtiendrions dans le assimplement onnexe et qu'il faut multiplier par le nombre de ellules qui apparaîtà l'intérieur de la surfae de dernière di�usion. Puis, sur e fond se superposentles distanes d'une galaxie d'une ellule par rapport à ses translatées des veteurs
(nxLx, nyLy, nzLz), où nx, ny et nz sont des entiers. Puisque es distanes sontpour haque galaxie de haque ellule, il faut multiplier e nombre par le nombrede ellules omme préédemment, mais aussi par le nombre d'objets dans haquemaille ! C'est e qui produit les pis aux distanes de la forme donnée en équation(6.1).
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Fig. 6.2 � Pis du tore. Les galaxies sont réparties uniformément dans haqueellule, elles-i se répétant régulièrement réant ainsi des pis dans la distributiondes distanes de paires de galaxies.Ces histogrammes vont don former des spetres propres à haque espae mul-tiplement onnexe, déterminés par la position des pis, omme nous l'avons vu pré-édemment, mais aussi par leur intensité relative. En e�et, onsidérons les graphesde la �gure (6.3) qui montrent les spetres de quatre Univers toriques, de mailleubique, dont la longueur du �té varie. Le premier graphe montre l'histogrammed'un Univers dont le �té mesure 0.15 fois la taille de l'Univers observable. Enpartiulier, le premier pi n'est pas le plus intense : en e�et, il orrespond à unedistane égale à son �té, don d'après la formule (6.1), ela orrespond à des trans-lations de veteurs ±Lux ou ±Luy ou enore ±Luz. Dans une maille élémentaire,es veteurs orrespondent à haune des arêtes du ube, haune intervenant dansquatre ubes. La multipliité totale de e pi est don 12 ∗ 1
4 = 3.Le pi suivant orrespond à une distane de √

2 fois le �té du ube. Il s'agitdon des diagonales du ube orrespondants aux triplets (0, 1, 1) de la formule(6.1), aux signes et aux permutations de es entiers près. Dans e as, il y adeux diagonales par fae du ube et haque fae appartient à deux ube, d'où lamultipliité 2∗6∗ 1
2 = 6. Le deuxième pi doit don être deux fois plus intense quele premier, e qui est bien le as. 89



CHAPITRE 6. PREMIÈRES APPROCHES
0

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

0.007

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0

0.0005

0.001

0.0015

0.002

0.0025

0.003

0.0035

0.004

0.0045

0.005

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.0005

0.001

0.0015

0.002

0.0025

0.003

0.0035

0.004

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1Fig. 6.3 �Histogramme des paires orrélées d'un tore ubique. Ces graphesreprésentent le nombre de galaxies séparées par une distane donnée en fontionde ette distane, normalisée à DSDD. Les quatre graphes représentés i-dessusorrespondent respetivement à des rapports de la longueur du ube sur le diamètrede la sphère de dernière di�usion valant : L/DSDD = 0.15, 0.2, 0.25 et 0.3. L'airesous les ourbes ('est-à-dire le nombre de galaxies) est normalisée à 1.En ontinuant ainsi e raisonnement, nous obtenons le tableau 6.1.2. En par-tiulier, les positions des pis sont donnés par la formule (6.1) : es pis serontprésents pour toutes les raines arrées de somme de trois entiers arrés, en nor-malisant la position des pis à la longueur du ube. Un théorème, démontré parDesartes, a�rme que les sommes de trois arrés orrespondent à tous les entiersnaturels exepté eux de la forme 4m(8n + 7), m et n étant deux entiers. C'estpourquoi le nombre 7 n'apparaît pas dans la olonne d2. Il existe aussi des posi-tions orrespondant à deux triplets distints (i.e. di�érents même à permutationdes termes et à signe près) : ainsi 3 =
√

02 + 02 + 33 =
√

12 + 22 + 22.Cependant, es multipliités donnent des rapports théorique entre les di�érentspis. Ces rapports seront d'autant plus exats que le rapport L/DSDD sera petit,tandis que sur la �gure (6.2), nous avons onsidéré des rapports prohes de l'unité,qui orrespondent à des as plus vraisemblables. En e�et, lorsque les distanesgalaxies à galaxies sont supérieures ou égale au diamètre de la sphère de dernièredi�usion, elles-i n'apparaissent pas dans l'histogramme, puisque nous ne pouvonsvoir que des objets à l'intérieur de la surfae de dernière di�usion. De même, lorsquenous herhons des distanes prohes de DSDD, elles-i apparaissent moins queprévues puisque pour ertains objets prohes de la sphère de dernière di�usion, ilfaudrait pouvoir atteindre des objets en dehors de elle-i. C'est pour ela que surle dernier graphe de la �gure (6.2), nous n'observons plus que 3 pis.90



6.2. RECHERCHE DE CERCLESPosition d du pi d2 Triplet orrespondant Multipliité1 1 (0,0,1) 31.414 2 (0,1,1) 61.732 3 (1,1,1) 42 4 (0,0,2) 32.236 5 (0,1,2) 122.449 6 (1,1,2) 122.828 8 (0,2,2) 63 9 (0,0,3)-(1,2,2) 15Tab. 6.1 � Multipliité des pis du tore ubique.Cette méthode est don limitée puisqu'elle ne marhera que si le domaine fon-damental de l'Univers est su�samment petit pour que les pis puissent apparaître.Mais les résultats de ette méthode, même s'ils sont négatifs apportent tout demême des ontraintes sur les topologies aeptables et sur des limites inférieuresde taille d'Univers.De plus, il a été montré2 que les pis n'apparaissent que pour les espaes dontles groupes d'holonomies sont des translations de Cli�ord, 'est-à-dire des transfor-mations g telles que pour tout élément x de l'espae, la distane d(x, gx) entre lepoint initial et son image est indépendante du point x initial hoisi. En partiulier,ertains espaes de ourbure négative seront engendrés par des éléments qui nesont pas des translations de Cli�ord. Pour remédier à e problème, Lehouq et al.,2000 propose une méthode qui généralise la méthode détaillée dans ette setionpour tout espae multiplement onnexe.6.2 Reherhe de erlesUne autre méthode qui utilise le fait qu'un espae multionnexe peut êtreonsidéré omme son espae de reouvrement universel, mais dont une maille élé-mentaire, l'un de es domaines fondamentaux, se répète d'une ertaine manière estla méthode des erles sur la surfae de dernière di�usion.Cette méthode est plus préise que la préédente puisque regarde plus loindans l'Univers que préédemment : ave la méthode préédente, nous ne pouvionsdisposer que d'objets jusqu'à des redshifts au mieux de l'ordre de 1 − 2 et quisont de moins en moins omplets lorsque z augmente. Ii, nous nous appuieronsdiretement sur les données de la surfae de dernière di�usion don pour un red-shift de l'ordre de z ∼ 1000. Pour ette méthode, des espaes dont les longueursaratéristiques sont de l'ordre de grandeur de l'horizon seront don à priori bien2f. Uzan et al., 1999. 91



CHAPITRE 6. PREMIÈRES APPROCHESdétetés.

Fig. 6.4 � Sphère de dernière di�usion vue dans l'espae de revêtementuniversel. Les retangles indiquent la maille fondamentale de l'espae et les erlesreprésentent les sphères de dernière di�usion relativement à haque maille. Lesroix indiquent les points qui doivent être d'égale intensité. Dans un espae à troisdimensions, es points sont plaés sur des erles.La �gure (6.4) illustre le prinipe de la méthode de reherhe des erles : si lasurfae de dernière di�usion est à une distane plus grande que la taille araté-ristique du domaine fondamental de l'espae, les �utuations de température surle erle C1 devront être les mêmes que elles sur le erle C2, puisque es deuxerles orrespondent à une même position dans l'espae réel. Dans e as, il doitdon apparaître des erles identiques, diamétralement opposés, par exemple, sil'espae torique, dans une arte des �utuations de température telle qu'observéepar exemple par WMAP. Si on représente maintenant des �utuations de tempé-rature sur ses sphères, nous devons don obtenir, omme sur la �gure (6.5)3, destempératures quelonques puis pour ertains erles une valeur qui va se retrouverailleurs sur la sphère.La reherhe de erles au niveau de la surfae de dernière di�usion omporteessentiellement deux di�ultés : la première est de trouver où seront situés leserles identiques. En e�et, dans le as torique, il s'agira tout simplement de erlesdiamétralement opposés, omme illustré sur la �gure (6.6), mais la manière dontes erles sont disposés dépend, et aratérise en fait, l'espae dans lequel on est.De plus, pour ertains espaes, la forme et la position des erles dépendra de laposition de l'observateur. . .Il est don généralement plus simple de présupposerune forme d'espae et de reherher les erles que nous pourrions avoir si nous3les graphes de ette �gure ont été produits grâe à un logiiel mis au point par Je�rey Weeks.92



6.3. EFFET SACHS-WOLFE

Fig. 6.5 � Flutuations de température sur la sphère de dernière di�u-sion.sommes e�etivement dans un tel espae. Cette méthode doit don s'aider desautres méthodes pour pouvoir failiter le travail, sauf si les positions des erlessont simples à herher omme dans le as d'un Univers torique.La deuxième di�ulté est de se �xer un seuil d'erreur que l'on peut admettreomme di�érene entre les deux erles : en e�et, les données observationnelles sontlimitées à une ertaine préision, liée notamment aux instruments, et il faut pouvoirdire si les données présentes sur un erle sont les mêmes que sur le deuxième4 etil n'est pas aisé de onstruire un estimateur sûr dans es onditions.Cependant, ette reherhe fournit un moyen e�ae et préis, même si unpeut long numériquement, de déterminer la forme de l'Univers. Cette reherhe deerles a ainsi été e�etuée par de nombreuses équipes travaillant sur la topologie,par exemple Cornish et al., 1996, qui ont introduit ette méthode, ou bien Rou-kema, 1997, ou enore Riazuelo et al., 2004. Cependant, la plupart des reherhesde erles orrélés sont faites pour des espaes simples, notamment les espaeseulidiens où les erles sont plus aisés à reherher.6.3 E�et Sahs-WolfeAu vu des ontraintes sur la topologie de l'Univers indiquées par la méthodede la setion préédente, la topologie n'agira prinipalement qu'à grande éhelle etl'e�et ontribuant de façon prédominante aux grandes éhelles dans les �utuationsde température est l'e�et Sahs-Wolfe. On va don supposer dans ette setion que4C'est ainsi que lors du workshop "Cosmi Topology between WMAP and PLANCK : Fatsand Theories" organisé par Jean-Pierre Luminet à Meudon en Mars 2005, l'équipe de BoudewijnRoukema estimait avoir obtenu des erles identiques si l'on supposait que l'espae était un espaede Poinaré, tandis que l'équipe de Glenn Starkman, pour le même espae estimait qu'il n'y enavait pas ! 93
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Fig. 6.6 � Cerles du tore. Il y a ii 13 paires de erles orrélés représentésii sur une sphère de dernière di�usion �tive (�gure issue de Cornish et Weeks,1998).seul et e�et intervient dans le spetre de puissane. En termes de �utuations detempérature, l'e�et Sahs-Wolfe se traduit par (voir 4.3.3) :
δT

T
(θ, φ) =

1

3
Φ(Rre/a, θ, φ) (6.2)où Φ est le potentiel gravitationnel, Rre est le rayon de la sphère de dernièredi�usion atuel et a le fateur d'éhelle.Pour obtenir le spetre de puissane, nous allons proéder omme dans le assimplement onnexe et déomposer le potentiel en modes de Fourier. Cependant,dans le as, simplement onnexe, seuls ertains modes seront autorisés. Dans lasuite de ette setion, nous allons onsidérer l'exemple du tore qui est le plus simpleà appréhender, mais les résultats pour des espaes plus ompliqués pourront êtreobtenus de façon similaire.Pour le tore, les modes aeptés seront les seuls qui auront les symétries deson groupe d'holonomies, en l'ourrene, ii, il faudra que la longueur d'onde dees modes dans une diretion donnée soit un multiple de la longueur du tore dansette même diretion (voir �gure (6.7)).Les modes autorisés seront don de la forme :

k =

(

2πnx

Lx
,
2πny

Ly
,
2πnz

Lz

) (6.3)où le domaine fondamental du tore sera un parallélépipède de �tés Lx, Ly et Lzet ave nx, ny et nz qui sont des entiers relatifs. Dans e as, la déompositiondu potentiel dans l'espae de Fourier donnera une somme sur tous es veteursd'onde autorisés. Il s'agit don ii non plus d'une déomposition en intégrale deFourier omme dans le as simplement onnexe, mais d'une déomposition en sériede Fourier, e qui se omprend bien puisque l'espae se répète périodiquement. La94



6.3. EFFET SACHS-WOLFE
n=1

n=2

n=3

LFig. 6.7 � Modes autorisés pour le tore. On ne représente ii qu'une dimensionpour mieux visualiser e qui se passe. Puisque l'espae se répète, l'onde doit êtreidentique à elle-même au bout de ette longueur. Le veteur d'onde n'aura donomme valeurs possibles 2πn
L où L est la longueur du tore.déomposition du potentiel est don la suivante :

Φ(r) =
∑

k autorisés Φ(k) eikr (6.4)
=

∑

nx,ny,nz∈Z

Φ

(

2πnx

Lx
,
2πny

Ly
,
2πnz

Lz

)

e
2iπ

(

nxx
Lx

+
nyy

Ly
+ nzz

Lz

) (6.5)(6.6)Nous pouvons ensuite appliquer la même démarhe que dans le as simplementonnexe pour obtenir le spetre de puissane : nous déomposons l'exponentiellesur les harmoniques sphériques, e qui nous permet d'obtenir les oe�ients almpuis les Cl :
alm =

4π

3

∑

k

ilΦ(k)jl(kRre)Y ∗
lm(θk, φk) (6.7)puis, en utilisant la relation d'addition des harmoniques sphériques (relation (B.15)),nous obtenons :

Cl =

(

4π

3

)2
∑

k,k′

< Φ(k)Φ(k′) > jl(kRre)jl(k′Rre)Pl(cos θ̂) (6.8)où θ̂ désigne l'angle séparant les deux veteurs k et k′.Dans le as multiplement onnexe, nous avons vu que l'espae n'est plus né-essairement isotrope. Cependant, puisque les longueurs aratéristiques de notreespae semblent être du même ordre de grandeur que le diamètre de la surfaede dernière di�usion, l'isotropie est onservée en bonne approximation dans l'es-pae observable. Ainsi, nous pouvons onsidérer une distribution isotrope pour lepotentiel Φ, e qui orrespond à la forme suivante pour la fontion de orrélation :
< Φ(k)Φ(k′) >= P(k)δkk′ (6.9)où il s'agit ii du symbole de Kroneker entre les omposantes des deux veteursd'ondes, puisque eux-i prennent des valeurs disrètes.95



CHAPITRE 6. PREMIÈRES APPROCHESSahant que Pl(1) = 1, le spetre de puissane se réduit maintenant à :
Cl =

(

4π

3

)2
∑

k

P(k)j2l (kRre) (6.10)Dans le as simplement onnexe, omme nous l'avions fait en 4.3.3, et e�etse traduit simplement par un plateau pour la quantité l(l + 1)Cl. Dans le asmultiplement onnexe, nous avons des osillations autour de e plateau ave uneoupure aux grandes éhelles. En e�et, ela s'explique par le fait qu'aux petiteséhelles, don pour l grand, quasiment tous les modes sont autorisés, et que donle omportement doit être très prohe du as simplement onnexe, où es modessont distribués de manière ontinue. Cependant, aux grandes éhelles, les modesautorisés se raré�ent, mais ave une puissane totale onstante. Cette puissanese répartit don sur les di�érents k possibles et un l représentent les k pour uneertaine éhelle et don moins les k sont présents, moins le spetre pourra être lissee qui est qualitativement plus prohe des observations5.
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5voir aussi Weeks et al., 2004 pour une disussion sur la suppression du terme quadrup�laire,qui est une question plus subtile qu'il n'y paraît !96



Chapitre 7:Modes propres du laplaien
Dans la littérature, la base habituelle utilisée pour travailler sur la sphère estla base des harmoniques sphériques présentée dans un hapitre préédent (ensetion 4.1). Cependant, ette base ne possède pas toujours de bonnes propriétés,notamment sous une rotation quelonque. Or, il est utile, notamment ave l'intro-dution de la topologie de herher des fontions dont les propriétés de transfor-mation sont plus simples sous le groupe d'holonomies de l'espae étudié.Ainsi, pour les aluls du hapitre suivant il sera fait usage de la base desharmoniques toroïdales. Cependant, les odes numériques tels CMBFast ou le odeCMBSlow1, employés pour les appliations numériques, e�etuent les aluls dansla base des harmoniques hypersphériques. Il faudra don également obtenir uneformule de passage simple ave la nouvelle base.7.1 Modes propres du laplaienCette partie, qui reprend essentiellement les aluls de Lahièze-Rey et Caille-rie, 2005 (voir également en annexe A), est très mathématique. Elle peut être passéeen première leture, mais nous allons en donner la motivation dans ette setion.En fait, le alul des modes propres du laplaien est la lé permettant les alulsnumériques pour l'étude des �utuations de température des espaes à topologienon triviale.En e�et, dans la première partie, nous avons vu la méthode permettant dealuler les �utuations de température. Celle-i nous onduit à résoudre des équa-tions impliquant un laplaien. Or, aluler les modes propres du laplaien revientà transformer son ation en simple multipliation (voir l'équation (4.1) dans laprohaine setion).Ainsi, si nous réussissons à obtenir une base de l'espae ave un ertain en-semble de modes propres du laplaien, et ela sera e�etivement possible ave lesharmoniques hypersphériques et les harmoniques toroïdales, les équations seront1Code qu'Alain Riazuelo (IAP) a érit et m'a aimablement permis de modi�er et d'utilisersans réserve ! 97



CHAPITRE 7. MODES PROPRES DU LAPLACIENbien plus simples à résoudre numériquement, et 'est ette propriété qu'exploitentles odes numériques tels CMBFast ou le ode que j'ai utilisé.7.2 Harmoniques hypersphériquesLes harmoniques hypersphériques sont une généralisation des harmoniques sphé-riques que nous avons déjà renontré dans les hapitres préédents. Les harmo-niques sphériques formaient une base naturelle sur la sphère d'un espae eulidien,les harmoniques hypersphériques formeront une base des espaes tridimensionnelsmais de ourbure onstante.Comme leur nom l'indique, es fontions sont harmoniques, e qui veut direqu'elles sont solutions de l'équation de Laplae sur un ertain espae X :
∆Xf

déf
= D[X]iD

[X]
i f = 0 (7.1)en partiulier, les harmoniques sphériques orrespondent à la partie radiale de lasolution de ette équation pour X qui est l'espae eulidien traditionnel R

3. Lesharmoniques hypersphériques sont, quant à elles, la partie spatiale des solutions del'équation de Laplae (7.1) dans un espae X orrespondant à l'un des 3 espaesde Friedmann-Lemaître. Les harmoniques hypersphériques seront don solution del'équation aux valeurs propres du laplaien, enore appelée équation de Helmholtz :
∆X3Yklm = λYklm (7.2)où ∆X3 est la partie spatiale du laplaien ∆XF L

et λ est une onstante omplexe àpriori quelonque. Nous verrons qu'en fait ses valeurs sont disrètes et dépendentde l'espae X3 qui est don la partie spatiale d'un des espaes maximalementsymétriques de Friedmann-Lemaître, soit R
3, S3 ou H3.Développons maintenant les harmoniques hypersphériques en oordonnées hy-persphériques (χ, θ, φ), qui sont les oordonnées sphériques sur haun des espaesmaximalement symétriques, soit :

Yklm(χ, θ, φ) = Rkl(χ)Slm(θ, φ) (7.3)alors l'équation de Helmholtz devient :
Slm∆radRkl +Rkl∆angSlm = λRklSlm (7.4)où ∆rad et ∆ang sont respetivement les parties radiale (i.e. dépendante de χ) etangulaire (i.e. dépendante de θ et φ) du laplaien ∆X3 . Cela peut se réérire enséparant les parties radiale et angulaire :

1

Rkl
∆radRkl − λ =

1

Slm
∆angSlm (7.5)98



7.2. HARMONIQUES HYPERSPHÉRIQUESPuisque le membre de gauhe ne dépend que de la variable χ et le membrede droite que des variables angulaires, es 2 membres sont égaux à une mêmeonstante α :
{

∆radRkl = (α+ λ)Rkl

∆angSlm = αSlm
(7.6)La deuxième équation est exatement elle véri�ée par les harmoniques sphériqueslassiques, puisqu'il s'agit de l'équation de Helmholtz (voir annexe (B.8)) sur lasphère. On en déduit que les harmoniques hypersphériques ont omme partie an-gulaire les harmoniques sphériques et que la onstante α vaut −l(l + 1), e quidonne l'équation di�érentielle dont est solution la partie radiale, en érivant defaçon expliite le laplaien :

σ3(χ)

χ2

ddχ (

χ2

σ(χ)

dRkldχ )

+

(

λ− σ2(χ)
l(l + 1)

χ2

)

Rkl = 0 (7.7)ave :
σ(χ) =







sinχ si K > 0
χ si K = 0
sinhχ si K < 0

(7.8)Cette équation est bien onnue et sa solution est donnée par Harrison2, qui dé-rit d'abord les solutions en espae plat et ensuite les solutions en espaes ourbés,et repris dans Lehouq et al., 2002, ave une normalisation un peu di�érente, quenous allons utiliser ii. Cette normalisation orrespond, en intégrant sur toute lasetion spatiale de l'espae-temps étudié, à :
∫

Yklm(χ, θ, φ)Y∗
k′l′m′(χ, θ, φ) σ2(χ)dχdΩ =

1

k2
δkk′δll′δmm′ (7.9)où l'élément d'angle solide est dΩ déf

= sin2 θdθdφ.Tout d'abord, pour un espae eulidien, don K = 0, les modes propres existentpour tout entier k positif ou nul. Dans e as, on obtient que les fontions radialessont de la forme :
Rkl(χ) =

√

2

π
jl(kχ) (7.10)Pour les espaes sphériques, don pour K > 0, les modes propres seront dé�nislorsque les nombres k auront la forme k = (ν+1)

√
K, où ν est un entier, là enore,positif ou nul. Les fontions radiales prennent alors la forme :

Rkl(χ) =

√

(ν + 1)

kσ(χ)

(ν + l + 1)!

(ν − l)!
P

−1/2−l
ν+1/2 (cos(

√
Kχ)) (7.11)

= l!

√

2(ν − l)!

π(ν + 1)(ν + l + 1)!
(2 sin(

√
Kχ))l C l+1

k−l(cos(
√
Kχ)) (7.12)2f. Harrison, 1967. 99



CHAPITRE 7. MODES PROPRES DU LAPLACIENLes fontions radiales peuvent don s'exprimer en termes de polyn�mes de Legendreassoiés P l
m, mais pour des nombres demi-entiers. C'est pour ela qu'il est plusommode d'introduire ii les polyn�mes de Gegenbauer C l

m, dont la dé�nition etles propriétés sont dérites dans l'annexe B.5.En�n, pour les espaes hyperboliques, don de ourbure K négative, les modessont dérits par les nombres omplexes k qui auront, ette fois, deux formes di�é-rentes possibles :� les éléments réels qui sont les entiers positifs ou nuls ;� les éléments imaginaires purs tels que les entiers ik soit ompris dans l'inter-valle [0;
√
−K].Dans e as, la partie radiale est donnée, en fontion des polyn�mes de Legendreassoiés, par :

Rkl(χ) =

√

Nkl

kσ(χ)
P

−1/2−l
−1/2+iω(cosh(

√
−Kχ)) (7.13)où ω désigne le rapport k/√−K et Nkl désigne le fateur de normalisation. Commeindiqué dans Lehouq et al., 2002, e fateur ne peut être alulé que pour lesmodes repérés par un indie k réel. Les autres préfateurs devront être obtenuspar prolongement analytique. Dans le as où k est réel, il est donné par :

Nkl = Πl
n=0(ω

2 + n2) (7.14)Maintenant que nous avons vu l'expression et les propriétés de la base desharmoniques hypersphériques, nous allons maintenant étudier une autre base, spé-i�que ette fois au as sphérique.7.3 Harmoniques toroïdalesLa base des harmoniques toroïdales, ou base parabolique, est une base spéi-�que à la sphère tridimensionnelle (as où K > 0 de la setion préédente), maispuisque nous étudierons plus partiulièrement les espaes sphériques, ette basesera adaptée à nos aluls.7.3.1 Dé�nitionLes harmoniques toroïdales sont dé�nies le plus naturellement dans le systèmede oordonnées toroïdales. Les oordonnées artésiennes habituelles sont en or-respondane ave es oordonnées par les égalités suivantes :














x1 = cosα cos θ
x2 = sinα cosφ
x3 = sinα sinφ
x4 = cosα sin θ

(7.15)où 0 ≤ α ≤ π/2, 0 ≤ θ ≤ 2π et 0 ≤ φ ≤ 2π. θ et φ portent le même nomque les variables angulaires en oordonnées hypersphériques puisqu'elles jouent100



7.3. HARMONIQUES TOROÏDALESessentiellement le même r�le. Nous pouvons ainsi représenter shématiquement esoordonnées omme indiqué sur la �gure (7.1).
α

α

α

α

α

Fig. 7.1 � Représentation shématique des oordonnées toroïdales. Cesoordonnées peuvent être représentées omme un empilement de tores imbriquésles uns dans les autres. α = 0 orrespond à un tore d'épaisseur nulle (un erle)et lorsque α augmente, la taille du tore orrespondant augmente, jusqu'à la valeur
α = π/2 qui orrespond en fait à l'axe des z. (shéma issu de Lehouq et al., 2003)L'expression des harmoniques toroïdales dans es oordonnées est :

Tk;m1,m2
(α, θ, φ) = Ck;m1,m2

(cosα eiθ)l(sinα eiφ)mJ
(m,l)
d (cos(2α)) (7.16)où l'indie k est un entier positif ou nul et les indies m1 et m2 varient entre

−k/2 et k/2. Pour alléger les notations, nous avons également posé : l = m1 +m2,
m = m2 −m1, d = k/2 −m2 et Ck;m1,m2

qui est une onstante de normalisationvaut :
Ck;m1,m2

=

√

k + 1

2π2

√

(k/2 +m2)!(k/2 −m2)!

(k/2 +m1)!(k/2 −m1)!
(7.17)et les Jm,l

d désignent des polyn�mes de Jaobi (voir l'annexe B.4).Ainsi onstruites, les harmoniques toroïdales sont également solutions de l'é-quation de Helmholtz (C.1) pour X3 = S3 seulement ette fois, ontrairement auxharmoniques hypersphériques préédentes.7.3.2 Fontions de WignerCes fontions proviennent de la méanique quantique (voir par exemple Banderet Itzykson, 1966) et seront dé�nies par rapport à un espae de Hilbert où ertainespropriétés seront partiulièrement simples à dériver en utilisant les notations de101



CHAPITRE 7. MODES PROPRES DU LAPLACIENla méanique quantique, notamment les bras et kets. Puis, omme nous le mon-trerons dans la suite, es fontions, étant reliées aux harmoniques toroïdales, nouspourrons exploiter les propriétés des fontions de Wigner, en les transposant auxharmoniques de la façon adéquate.Nous dé�nirons don les fontions de Wigner par leur ation sur les rotations
g de la sphère S2. Ces rotations appartiennent don au groupe d'isométries de lasphère. Le groupe de matrie orrespondant à es fontions est le groupe SO(3),qui est formé des matries réelles 3 × 3 qui sont orthogonales : tMM = I3 etspéiales : detM = 1.Les fontions de Wigner appliquées à la rotation g s'érivent :

Dj
m1m2

(g)
déf
= 〈jm1|Rg|jm2〉 (7.18)où l'indie j peut prendre des valeurs entières ou demi-entières, positives ou nulleset les indies m1 et m2 sont ompris entre −j et j.Dans ette dé�nition, nous avons introduit les veteurs |jm〉 qui peuvent êtreonsidérés omme des harmoniques sphériques lassiques. Plus préisément, es 2quantités sont liées par :

〈lm|x〉 = Ylm(θ, φ) (7.19)lorsque x est un élément de la sphère S2 repéré par (θ, φ).En�n, l'élément Rg désigne l'ation naturelle à gauhe de la rotation g. Don,si f est une fontion s'appliquant aux éléments de S2, nous avons par dé�nitiond'une ation à gauhe :
Rgf(x) = f(g−1x) (7.20)Une première propriété de es fontions peut être obtenue en insérant la relationde fermeture suivante (puisque les veteurs |jm〉 forment une base orthonormée) :

+∞
∑

j=0

j
∑

m=−j

|jm〉〈jm| = 1l (7.21)dans la dé�nition des fontions de Wigner. Nous obtenons ainsi la déompositionsur les harmoniques sphériques de l'ation d'une rotation appliquée à une harmo-niques sphériques :
RgYlm(θ, φ)

déf
= 〈lm|Rg|x〉
= 〈lm|Rg

∑

l,m′

(|lm′〉〈lm′|)|x〉

RgYlm(θ, φ) =
∑

l′,m′

Dl
mm′(g)Ylm′(θ, φ) (7.22)Les fontions de Wigner sont d'ailleurs le plus souvent introduites par ette relation-i dans la littérature. 102



7.3. HARMONIQUES TOROÏDALES7.3.3 Fontions de Wigner et harmoniques toroïdalesComme nous l'avons annoné dans le paragraphe préédent, il existe une re-lation simple liant les fontions de Wigner et les harmoniques toroïdales. Il fauttoutefois noter que es deux fontions ne sont pas dé�nies sur les mêmes espaes :les harmoniques toroïdales s'appliquent à des éléments de la sphère tridimension-nelle, tandis que les fontions de Wigner s'appliquent à des rotations de R
3.Cependant, nous allons pouvoir établir une relation entre les éléments de esdeux espaes, S3 et SO(3), par le biais de SU(2) qui est le groupe des matries spé-iales et unitaires. Ces matries sont don à oe�ients omplexes, de déterminant1, et unitaires, don véri�ant : tM∗M = I2, où M∗ désigne la matrie onjuguéede M . En expliitant es propriétés, nous obtenons aisément que es matries sontde la forme :

M =

(

u v
−v∗ u∗

) (7.23)où u et v sont deux nombres omplexes véri�ant u2 + v2 = 1.La première étape onsiste don à identi�er S3 et SU(2). Or, en tant quevariétés, la sphère peut être mise en bijetion ave SU(2) grâe à l'identi�ationsuivante, utilisant les oordonnées toroïdales :
g =

(

cosα eiθ i sinα eiφ

i sinα e−iφ cosα e−iθ

) (7.24)qui est bien un élément de SU(2).La deuxième étape onsiste à relier SU(2) et SO(3). Cependant, dans e as, laorrespondane ne sera plus biunivoque : en e�et, omme ela est fait en annexeC.2, nous pouvons montrer que pour deux éléments de SU(2), il y aura un élémentqui leur orrespondra dans SO(3), e que l'on note : SU(2)∼ SO(3)/Z2 où Z2 est legroupe à 2 éléments {−1,−1}. Cependant, nous n'avons pas besoin d'exploiter etisomorphisme, il s'agit juste de savoir qu'il existe pour que nous puissions utiliserun espae donné, qui sera ii SU(2), pour faire les aluls.Compte tenu des identi�ations que nous avons exhibées, nous pouvons érirela relation liant les harmoniques toroïdales aux fontions de Wigner :
Tk;m1,m2

(u) =

√

k + 1

2π2
Dk/2

m1,m2
(gu) (7.25)où gu est la rotation assoiée à l'élément u ∈ S3.7.3.4 Ation sur la omposée de deux rotationsUne autre propriété qui nous servira dans la suite est l'ation que vont avoir lesfontions de Wigner sur la omposée de deux rotations. En utilisant la dé�nition(C.6) des fontions de Wigner, ela s'obtient failement. En e�et, nous avons, enutilisant la dé�nition de l'ation d'une rotation Rg :

Dj
m1,m2

(g1g2) = 〈jm1|Rg2
Rg1

|jm2〉 (7.26)103



CHAPITRE 7. MODES PROPRES DU LAPLACIENEn insérant entre les deux rotations la relation de fermeture (7.21), nous obte-nons la formule d'addition suivante :
Dj

m1,m2
(g1g2) =

∑

m

Dj
m1,m(g2)D

j
m,m2

(g1) (7.27)En fait, ette relation nous sera prinipalement utile en termes d'harmoniquestoroïdales, e qui se réérit :
Tk;m1,m2

(gx) =
∑

m

Dk/2
m,m2

(g)Tk;m1,m(x) (7.28)où nous n'avons plus maintenant la omposée de deux rotations g1g2, omme dansla formule préédente, mais l'ation d'une rotation g, qui sera plus loin un généra-teur du groupe d'holonomies de notre espae, sur un point x de S3.7.4 Appliations aux espaes sphériquesNous allons maintenant voir un exemple onret d'appliations de es di�é-rentes bases pour simpli�er les aluls et pouvoir s'en servir dans les simulationsnumériques telles qu'elles seront étudiées dans le prohain hapitre.7.4.1 Générateurs des groupes d'holonomiesComme nous l'avons vu en setion 5.3.5, le groupe d'holonomies d'un espaeest un groupe disret d'isométries de et espae sans point �xe. Le groupe d'holo-nomies sera don un sous-groupe du groupe des isométries de l'espae simplementonnexe assoié à l'espae étudié. Dans ette partie, nous travaillerons sur les es-paes sphériques, i.e. eux dont l'espae de revêtement universel est la sphère S3.Or le groupe des isométries de et espae est SO(4). Don, les groupes d'holono-mies seront des sous-groupes de SO(4). De plus, es groupes étant disrets, ils sontengendrés par un nombre �ni d'éléments : es éléments sont appelés les générateursdu groupe d'holonomies.Pour les espaes polyédriques, 'est-à-dire ii, le tétraèdre, l'otaèdre et le do-déaèdre, il n'y a que deux générateurs pour haun de leur groupe d'holonomies,qui sont don des éléments de SO(4) ayant pour valeur :� tétraèdre :
t1 =

1

2









1 −1 −1 1
1 1 −1 −1
1 1 1 1

−1 1 −1 1









t2 =
1

2









1 −1 −1 −1
1 1 1 −1
1 −1 1 1
1 1 −1 1









(7.29)� otaèdre :
o1 =

1√
2









1 0 1 0
0 1 0 1

−1 0 1 0
0 −1 0 1









o2 =
1√
2









1 0 0 1
0 1 −1 0
0 1 1 0

−1 0 0 1









(7.30)104



7.4. APPLICATIONS AUX ESPACES SPHÉRIQUES� iosaèdre :
i1 =









c −1/2 0 −C
1/2 c C 0
0 −C c 1/2
C 0 −1/2 c









i2 =









c −C 1/2 0
C c 0 1/2

1/2 0 c C
0 −1/2 −C c









(7.31)où c déf
= cos(π/5) et C déf

= cos(2π/5).Cependant, pour e�etuer les aluls dans la base des harmoniques toroïdales,il faudra travailler sur des éléments de la sphère et non sur des éléments de SO(4),omme ela est le as pour les éléments i-dessus. Pour ela, il est utile d'introduirela déomposition de SO(4) en produit diret : SO(4) ∼ SU(2) × SU(2) (au signeprès), qui s'érit de façon expliite :
Ax ≡ aguxad (7.32)où A est un élément de SO(4) et u et v sont des éléments de SU(2). x est unpoint de S3 et ux est la matrie de SU(2) orrespondante. A étant un élément deSO(4), il transforme un élément de la sphère S3 en un autre élément de S3, don lemembre de gauhe est un élément de S3, et le membre de droite étant un produitde matries de SU(2), le résultat reste une matrie de SU(2). La relation i-dessusest don une équivalene entre un élément de la sphère et l'élément orrespondantde SU(2).Pour les générateurs ités plus haut, il s'agit en fait, d'éléments partiuliers deSO(4), qui orrespondent à un ouple (ag, id) où id est l'élément identité de SU(2).La matrie ag orrespondante est pour les 3 espaes préédents :

t1 ≡ 1

2

(

1 − i −1 − i
1 + i 1 + i

)

t2 ≡
(

1 + i −1 + i
1 + i 1 − i

) (7.33)
o1 ≡

(

e−iπ/2 0

0 eiπ/2

)

o2 ≡ 1√
2

(

1 1
−1 1

) (7.34)
i1 ≡

(

c+ i/2 C
iC c− i/2

)

i2 ≡
(

c+ iC 1/2
−1/2 c− iC

) (7.35)7.4.2 Modes propres du laplaienDans les setions préédentes de e hapitre, nous avons étudié les bases dont leséléments sont modes propres du laplaien ('est-à-dire sont solutions de l'équationde Helmholtz (C.1)) sur la sphère. Ainsi, tout mode propre du laplaien sur lasphère, se déomposera de manière unique sur l'une ou l'autre de es 2 bases.Ce qui nous intéresse dans et exposé est d'obtenir les modes propres du la-plaien dans un espae multiplement onnexe quelonque dont le reouvrementuniversel est la sphère. Dans e as, si l'espae s'érit : E = S3/Γ, les modespropres fs, où s est un indie repérant le mode propre, devront véri�er les deuxonditions suivantes : 105



CHAPITRE 7. MODES PROPRES DU LAPLACIEN1. fs est solution de l'équation de Helmholtz sur la sphère :
∆S3fs = λfs (7.36)où λ est un omplexe à priori quelonque ;2. fs est invariant sous le groupe d'holonomies :
gifs = fs (7.37)où les gi désignent les di�érents éléments du groupe Γ.La première ondition indique juste que fs se déompose sur l'une des basesde la sphère solution de l'équation de Helmholtz que nous avons introduites préé-demment. En partiulier, si nous prenons la base des harmoniques toroïdales, nousobtenons omme veteur propre assoié à une valeur propre λk ≡ −k(k + 2) :

fks(x) =
∑

m1,m2

fksm1m2
Tk;m1,m2

(x) (7.38)où les oe�ients fksm1m2
sont des nombres réels et x est un point de l'hypersphère

S3. La deuxième ondition se réérit don :
∑

m1,m2

fksm1m2
Tk;m1,m2

(gix) =
∑

m1,m2

fksm1m2
Tk;m1,m2

(x) (7.39)En identi�ant les oe�ients des éléments de la base des harmoniques toroï-dales, après avoir déomposé le terme Tk;m1,m2
(gix) sur la base en fontion de xseulement grâe à la formule (7.28), nous obtenons :

fksm1m2
=

k/2
∑

m=−k/2

Dk/2
m2,m(gi)fksm1m (7.40)C'est ette équation qui renferme toute l'information sur les modes propres du la-plaien des espaes multiplement onnexes sphériques.Nous pouvons déjà remarquer que ette équation ne dépend pas de l'indie

m1 : haque fksm1m2
peut don être onsidéré indépendamment des autres. Enpartiulier, on peut érire que fksmm2

= fksm2
δmm1

et l'équation (7.38) se réérit :
fks(x) =

∑

m2

fksm1m2
Tk;m1,m2

(x) (7.41)e qui est valable pour n'importe quel indie m1. En partiulier, la dégénéresenede la valeur propre λk sera proportionnelle au nombre d'indies m1 possibles, 'est-à-dire proportionnel à k+1, et l'indie s qui repère justement ette dégénéreseneest une fontion de m1.Revenons maintenant à l'étude d'un as partiulier de l'équation (7.40) poursimpli�er la suite des aluls. En e�et, les générateurs, omme nous l'avons vu pré-édemment, peuvent s'érire sous la forme d'une matrie de SU(2). En partiulier,106



7.4. APPLICATIONS AUX ESPACES SPHÉRIQUESelles ont la forme (7.24). Lorsque le générateur est diagonal, ela signi�e don que
α = 0 (mod π) La dé�nition des harmoniques toroïdales et la relation entre esharmoniques et les fontions de Wigner indiquent don que :

Dk/2
m2,m(gi) = e2im2θδm2m (7.42)puisque pour cos(2α) = 1, les polyn�mes de Jaobi valent 1. La formule préédente(7.40) se réérit alors :

(1 − e2im2θ)fs,m1,m2
= 0 (7.43)Cette formule est très utile pour simpli�er les aluls puisque, si le générateur giest diagonal, tous les oe�ients fksm1m2

vont être nuls sauf lorsque l'exponentielleest égale à 1, soit pour :
m2θ = 0 (mod π) (7.44)Cependant, les générateurs donnés plus haut ne sont pas diagonaux, sauf pourle générateur o1 de l'otaèdre. Mais ela est juste un hoix de base sur la sphère,puisque les matries sont à oe�ients omplexes, il existe toujours une base oùelles seront diagonales. D'autre part, un autre hoix de ette base ne hangeraen rien la physique : les données seront simplement tournées sur la sphère parrapport aux données initiales. Il faudra toutefois, une fois ette base hoisie, yrester pour les autres aluls que nous e�etuerons dans et espae. En partiulier,pour haque espae, nous ne pourrons diagonaliser simultanément qu'un seul desdeux générateurs mais ette diagonalisation va permettre de simpli�er leur étude.Un alul montre que nous pouvons réérire les générateurs préédents :

t1 ≡ 1

2

(

eiπ/3 0

0 e−iπ/3

)

t2 ≡ 1

2
√

3

( √
3 + i −2 − 2i

2 − 2i
√

3 − i

) (7.45)
o1 ≡

(

e−iπ/2 0

0 eiπ/2

)

o2 ≡ 1√
2

(

1 1
−1 1

) (7.46)
i1 ≡

(

eiπ/5 0

0 e−iπ/5

)

i2 ≡
(

c+ is 1/2 − isc
−1/2 − isc c− is

) (7.47)ave c déf
= cos(π/5) et s déf

= sin(π/5)/
√

5. Ainsi, l'équation (7.44) orrespond pourhaun de es espaes à l'annulation de tous les fksm1m2
dont l'indie m2 véri�e :� tétraèdre : m2 = 0 (mod 3) ;� otaèdre : m2 = 0 (mod 2) ;� iosaèdre : m2 = 0 (mod 5).Reprenons maintenant l'équation (7.40). En regardant plus préisément, nouspouvons observer qu'il s'agit d'une équation aux valeurs propres pour la valeurpropre 1 d'un ertain opérateur dont la matrie Dk(g) possède les oe�ients

D
k/2
i+k/2,j+k/2(g) à l'intersetion de la ligne i et la olonne j. Les Fs,m1

≡ (fksm1i)i∈{−k/2,...,k/2}ne sont que des veteurs propres de ette équation pour haque s et m1 �xés, s107



CHAPITRE 7. MODES PROPRES DU LAPLACIENdésignant la dégénéresene de e veteur propre. Il s'agit don de résoudre l'équa-tion :
Dk(g)Fs,m1

= Fs,m1
(7.48)e qui peut se faire ave un logiiel de alul formel, tel Mathematia, ou numé-riquement dans un langage de bas niveau si l'on souhaite améliorer le temps dealul et la préision.Cependant, Dk(g) est une matrie arrée de taille k+1. Les aluls deviennentdon très vite ompliqués. Mais, 'est ii qu'intervient le alul préédent sur lesgénérateurs diagonaux : en fait, il n'y a à onsidérer que les indies de ette ma-trie véri�ant les onditions indiquées préédemment sur les espaes ! Ainsi, pourle dodéaèdre, la matrie à diagonaliser n'aura plus qu'environ (suivant la valeurde k) 25 fois moins de oe�ients. Finalement, le alul à faire est de résoudrel'équation aux valeurs propres :

D̃k(g)F̃s,m1
= F̃s,m1

(7.49)e qui n'est possible que pour ertaines valeurs de k, puisque pour les autres k, lamatrie D̃k(g) ne possèdera pas la valeur propre 1.Dans le as où ette équation est soluble, la multipliité de 1 peut être supé-rieure à 1 : 'est justement ette dégénéresene que repère l'indie s du veteurpropre F̃s,m1
. On peut montrer3 que la multipliité de ette valeur propre est, enfontion de k et de l'espae étudié, donnée par les relations :� tétraèdre :

mT = (k + 1) (1 + 2[k/6] + [k/4] − k/2) (7.50)� otaèdre :
mO = (k + 1) (1 + [k/8] + [k/6] + [k/4] − k/2) (7.51)� iosaèdre :
mI = (k + 1) (1 + [k/10] + [k/6] + [k/4] − k/2) (7.52)où les rohets des formules préédentes désignent la partie entière de l'élémentà l'intérieur de es rohets. De plus, l'entier k ne peut prendre que des valeurspaires, 'est-à-dire que si k est impair alors la multipliité du mode orrespondantest nulle. Une représentation graphique de es modes est donnée sur la �gure (7.2).Nous pouvons aussi onstater que la dégénéresene de es trois espaes est bienproportionnelle à k+ 1 omme nous l'avions annoné préédemment par un alulsimple.7.5 Changement de baseNous avons exhibé deux bases de S3 qui diagonalisent le laplaien. Or, si la basedes harmoniques toroïdales est plus simple à utiliser, la base utilisée le plus généra-lement dans les odes numériques est elle des harmoniques hypersphériques dontles propriétés sont mieux onnues.3f. Ikeda, 1995. 108



7.5. CHANGEMENT DE BASE
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kFig. 7.2 � Multipliité des modes dans les espaes sphériques. Les troisgraphes i-dessus représentent les multipliités des modes des espaes tétraédrique,otaédrique et iosaédrique respetivement.Ainsi pour pouvoir utiliser es deux bases en même temps, en utilisant à haquefois elle qui est la plus adaptée, il faut une formule qui permette de passer de l'uneà l'autre. Une telle formule est donnée par la relation suivante4 :
Yklm(u) = ik+l−m

k/2
∑

m1,m2=−k/2

(−1)m2〈k
2
,−m1;

k

2
,m2|l,m〉Tk;m1,m2

(u) (7.53)où les oe�ients < k/2,−m1; k/2,m2|l,m > sont appelés oe�ients de Clebsh-Gordan. Leurs propriétés sont rappelées en annexe B.6. En partiulier, la relationd'addition (B.35) nous permet d'intervertir la relation i-dessus en la multipliantpar 〈k/2,m3; k/2,m4|l,m〉 et en renommant les indies :
Tk;m1,m2

(u) = (−i)k(−1)m2

+∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

im−l〈k
2
,−m1;

k

2
,m2|l,m〉Yklm (7.54)Maintenant nous pouvons érire les di�érents modes propres des espaes mul-tiplement onnexes sphériques sous les formes suivantes adaptées aux deux bases :

Ψks =
∑

m1,m2

fksm1m2
Tk;m1,m2

=
∑

l,m

ξkslmYklm (7.55)4f. Bander et Itzykson, 1966. 109



CHAPITRE 7. MODES PROPRES DU LAPLACIENoù la première égalité est elle que nous avions déjà érite en (7.38) et la deuxièmeest son équivalent dans la base des harmoniques hypersphériques. Les ξkslm, toutomme les fksm1m2
, sont des nombres à priori omplexes.De la formule de hangement de base, nous déduisons la formule permettantd'obtenir les oe�ients de la base des harmoniques hypersphériques à partir deeux de la base des harmoniques toroïdales, puisque 'est essentiellement etteonversion qui nous servira :

ξkslm = im−l−k
∑

m1,m2

(−1)m2〈k
2
,−m1;

k

2
,m2|l,m〉fksm1m2

(7.56)En résumé, la démarhe à adopter est de ommener à herher les modes sousla forme des fksm1m2
. On regarde quel espae est étudié, e qui nous donne unerestrition sur les indies m2, puis de résoudre l'équation aux valeurs propres (7.49)pour les fksm1m2

non nuls. La formule i-dessus (7.56) nous donne alors les oef-�ients dans la base des harmoniques hypersphériques, 'est-à-dire les oe�ients
ξkslm.De plus, en théorie linéaire les di�érents modes, indexés par le nombre d'onde
k, évoluent de façon indépendante. Les équations sont don résolues pour haquemode dans l'espae de Fourier puis pour obtenir la quantité dans l'espae réel, ilfaut ensuite e�etuer la somme de tous es modes, e qui revient à la transforméede Fourier du as simplement onnexe étudié en première partie.
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Chapitre 8:Simulations numériques
Dans e hapitre, nous allons nous appuyer à la fois sur les modèles théoriqueset sur les observations des artes de �utuations de température du fonddi�us osmologique, plus préisément de la déomposition de es dernières sur lesharmoniques sphériques. Nous allons don en partiulier, prinipalement disuterdes résultats du ode CMBSlow ité dans le hapitre préédent (voir page 97), quiva nous permettre d'obtenir des artes simulées de �utuations de température surla sphère de dernière di�usion.Cependant, es artes simulées ne sont pas utilisables diretement. En e�et,elles prennent omme onditions initiales, pour les équations d'évolution que nousavons dérivées en première partie, une réalisation orrespondant à une ertainevariable aléatoire gaussienne. Or notre Univers possède des onditions initialesbien préises, �xées, représentées par une réalisation �xée de la variable aléatoirepréédente. Les artes omplètes ne pourront don n'être utilisées qu'en termes dequantités statistiques : nous obtiendrons une ertaine moyenne, après avoir e�etuéun nombre de simulations su�samment grand, e qui orrespondra à la valeurespérée de la quantité donnée, et un éart-type, qui nous donnera les barres d'erreurpour ette même quantité physique. L'analyse de es quantités, notamment par lebiais des spetres de puissane, possède des signatures aratéristiques en topologiemultiplement onnexe, signatures que nous essaierons de mettre en relief.De plus, nous supposons ii que le hamp salaire ayant donné naissane aux�utuations de densité primordiales se omporte omme une variable aléatoiregaussienne, mais ei n'est vrai qu'à l'intérieur du domaine fondamental de l'es-pae. Or, dans le adre de la topologie, le volume de e domaine est �ni : l'ana-lyse des propriétés de l'Univers dans son ensemble entraînera don une apparentenon-gaussianité, e qui n'est qu'un artefat observationnel. Nous disuterons donégalement des e�ets de ette apparente non-gaussianité.111



CHAPITRE 8. SIMULATIONS NUMÉRIQUES8.1 Spetres de puissane8.1.1 A partir des artesNous avons déjà vu au paragraphe 4.2 la méthode pour obtenir à partir d'unearte le spetre de puissane des �utuations. Dans le as d'un Univers multiple-ment onnexe nous pourrons don proéder de la même façon.Cependant, dans e dernier as, le alul des artes est limité puisque la mé-thode que nous avons vue dans le hapitre préédent pour aluler les modespropres d'un espae multiplement onnexe ne donne pas de formules expliites,mais juste une série de alul numériques qu'il faut e�etuer. En partiulier, nousne pourrons ainsi aluler qu'un nombre �ni de ξkslm en plus des aluls habituelsà e�etuer dans le as simplement onnexe. C'est don le alul des modes qui vanous limiter, d'autant plus qu'il faut un très grand nombre de es oe�ients pourobtenir une préision satisfaisante.Pour donner un ordre de grandeur, si nous alulons tous les ξkslm jusqu'àune ertaine valeur k = kmax, alors le multip�le maximal qui fournira un résultatsatisfaisant est donné par la formule :
lmax ∼ (kmax + 1)

√
Ω − 1 (8.1)Cette formule est illustrée par la �gure (8.1) qui montre les spetres de puissaneobtenus ave le ode en n'utilisant les modes que jusqu'à une valeur propre donnée,représentée par k ii. On voit nettement sur le graphe une oupure franhe qui estrepoussée lorsque le nombre de modes utilisés augmente. La oupure a lieu bienavant la valeur lmax indiquée i-dessus qui orrespond à la valeur maximale oùla ourbe restera prohe du résultat idéal ('est-à-dire pour un nombre in�ni demodes). Ainsi, la ourbe allant jusqu'à k = 24 (qui est elle utilisée dans Luminetet al., 2003) orrespond à lmax ≃ 3, 4, tandis que la oupure est plut�t vers lesmultip�les de l'ordre de l ≃ 7 − 8.Dans notre as, pour l'espae de Poinaré, nous avons utilisé au mieux les o-e�ients ξkslm jusqu'à k ∼ 250. Pour ela, il faut aluler de l'ordre de 1, 7.109oe�ients ξkslm si eux-i étaient tous non nuls. En fait, omme nous l'avons vudans le hapitre préédent 7.4.2, l'utilisation de la base des harmoniques toroï-dales permet de faire apparaître un grand nombre de tels oe�ients nuls. D'autrepart, si nous onsidérons que le paramètre Ωtot vaut 1, 02, omme semblent favo-riser et les données observationnelles et les modèles théoriques se basant sur unespae de Poinaré, la formule i-dessus nous apprend que nous ne pourrons pasespérer dépasser l ∼ 35, alors que les données WMAP donnent des informationsorretes sur le spetre de puissane jusqu'à l ∼ 1000 !D'un autre �té, les phénomènes qui nous intéressent prennent plae prinipale-ment aux grandes éhelles et es quelques multip�les peuvent déjà donner quelquesinformations sur les espaes à exlure et eux qui semblent les plus probables, mêmesi une analyse plus poussée sera néessaire pour tranher. Nous verrons en fait uneméthode plus e�ae pour traiter les spetres de puissane en température dans le112



8.1. SPECTRES DE PUISSANCE
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Fig. 8.1 � Spetres de puissane de l'espae de Poinaré suivant le nombrede modes utilisés. Le graphe intérieur orrespond à quatre modes utilisés (k =
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CHAPITRE 8. SIMULATIONS NUMÉRIQUES
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8.1. SPECTRES DE PUISSANCE
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CHAPITRE 8. SIMULATIONS NUMÉRIQUESpotentiel sur les modes propres Ψks du laplaien sur la sphère S3 s'érit :
δT

T

∣

∣

∣

∣

SW

=
1

3

∑

k,s

Φks(ηSDD)Ψks(χSDD, θ, φ) (8.2)où l'indie k repère la valeur propre du laplaien et s est l'indie orrespondant àla dégénéresene de e mode. En utilisant la déomposition de Ψks sur les harmo-niques hypersphériques de la formule (7.55), nous obtenons les alm orrespondants :
aSW

lm =
1

3

∑

ks

ΦksξkslmRkl(χSDD) (8.3)A l'aide de la normalisation (4.32) du potentiel, nous obtenons le spetre depuissane assoié :
CSW

l =
1

9(2l + 1)

∑

k,s,m

Pφ(k)Rkl(ηSDD)ξ2kslm (8.4)Cette équation est elle utilisée dans le paragraphe préédent et alulée à l'aided'un ode numérique onnaissant les oe�ients ξkslm. L'apport de Aurih et al.,2005a a été de supposer qu'une ertaine somme de es oe�ients se alule sim-plement, plus préisément que l'on a la relation :
1

2l + 1

∑

s,m

ξ2kslm =
Nm[X](k)

(k + 1)2
(8.5)où N est l'ordre du groupe d'holonomies de l'espae X étudié et m[X](k) est lamultipliité du mode assoié à k donnée par les formules (7.50) à (7.52) pourles trois espaes sphériques. Cette onjeture a ensuite été prouvée par JesperGundermann1. Cette relation permet don bien de s'a�ranhir du alul de haundes modes individuels et la somme à e�etuer est simple, puisque le spetre depuissane devient :

CSW
l =

N

9

∑

k

Pφ(k)Rkl(ηSDD)
m[X](k)

(k + 1)2
(8.6)Nous pouvons alors e�etuer le même genre de aluls pour les autres ompo-santes. Lorsque nous e�etuons le alul numérique pour un espae de Poinaré deourbure Ωtot = 1.018, nous obtenons le graphe de la �gure (8.6). Ce graphe est àomparer à elui de la première partie en �gure (4.2) (e ne sont pas diretementles mêmes grandeurs, puisqu'ii e qui est traé est δTl qui est juste le arré duspetre de puissane habituel multiplié par l(l + 1)). En partiulier, aux petiteséhelles, i.e. aux grands multip�les, les ontributions des di�érentes omposantessont onfondues ave elles du as simplement onnexe, e qui est bien le résultatattendu, puisque la topologie est un e�et de grande éhelle. Nous pouvons éga-lement onstater que la omposante la plus a�etée est la omposante Doppler :pour les deux autres, il ne s'agit que d'un e�et à peine pereptible.1f. Gundermann, 2005. 116



8.2. FONCTION DE CORRÉLATION À DEUX POINTS
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Fig. 8.6 � Séparation en omposantes du spetre de puissane d'un es-pae de Poinaré. Le spetre de puissane total est représenté ainsi que lesontributions Doppler, SW et ISW (�gure issue de Aurih et al., 2005a).8.2 Fontion de orrélation à deux pointsCette fontion dé�nit la manière dont sont orrélés statistiquement deux pointsséparés d'une distane angulaire donnée. Mathématiquement, elle est dé�nie parla formule :
C(θ) =<

δT

T
(n̂)

δT

T
(n̂′) > (8.7)la moyenne se faisant sur toutes les diretions n̂ et n̂′ séparées par l'angle θ déf

=
arccos(n̂.n̂′).De plus, si nous déomposons les �utuations de température en harmoniquessphériques et utilisons la relation d'addition (B.15), la dé�nition du spetre depuissane Cl donnée par l'équation (4.15) dans le as isotrope permet d'obtenir larelation suivante entre la fontion de orrélation et le spetre de puissane :

C(θ) =
1

4π

∑

l

ClPl(cos θ) (8.8)Cette fontion ne donne don pas plus d'informations que le spetre de puis-sane étudié préédemment, mais elle permet de mieux mettre en relief les di�éren-117



CHAPITRE 8. SIMULATIONS NUMÉRIQUESes entre les di�érents modèles. Ainsi, les résultats obtenus dans les deux setionspréédentes pourront être réinterprétés en termes de fontion de orrélation, enutilisant juste la formule préédente et les spetres de puissane préédents.La �gure (8.7) montre es fontions de orrélation à deux points pour les don-nées observationnelles, pour le as simplement onnexe et en�n pour l'espae do-déaédrique. Nous pouvons remarquer que là aussi, il y a oupure des modes pourles petites éhelles dans le as de l'espae de Poinaré, mais ei ressort moinsque dans le spetre de puissane, puisque la orrélation angulaire privilégie l'in-formation aux grandes éhelles. En partiulier, nous pouvons onstater ii aussique les données WMAP s'insrivent de façon plus naturelle dans le modèle do-déaédrique plut�t que dans le modèle ΛCDM, qui s'éloigne signi�ativement desdonnées observationnelles.
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Fig. 8.7 � Fontion de orrélation à deux points. Là enore, nous omparonsles résultats pour WMAP (ourbe en trait plein), le modèle ΛCDM (�onordane�- traé en pointillés) et l'espae de Poinaré (ourbe tiretée).8.3 Quantités statistiquesNous avons vu que la taille �nie de l'Univers engendrait une non-isotropie, non-isotropie qui n'est toutefois pereptible qu'aux grandes éhelles. Cela se traduit pardes �utuations de températures qui ne semblent plus tout à fait gaussiennes pourun observateur de et espae. Il est don possible, si nous utilisons un estimateurbien hoisi, de mettre en évidene ette non-isotropie.8.3.1 Corrélations roiséesLes oe�ients alm renferment toute l'information sur les �utuations de tempé-rature. Cependant, il ne orrespondent qu'à une réalisation de arte, tandis queles modèles théoriques pourront simuler une réalisation, mais pas néessairement118



8.3. QUANTITÉS STATISTIQUESla même. Il faut don travailler sur des quantités statistiques, e qui peut être faitpour un modèle numérique en e�etuant un grand nombre de simulations et enmoyennant les quantités obtenues. Cei étant impossible pour les données obser-vationnelles, ela pourra induire des barres d'erreur statistiques partiulièrementgrandes.Notamment, dans e paragraphe, nous allons étudier les orrélations roiséesqui sont dé�nies omme étant :
C lm

l′m′

déf
=< alma

∗
l′m′ > (8.9)qui ontiennent don toute l'information ontenue dans les artes. Cependant,ii, nous ne pourrons pas e�etuer de moyenne pour les données observationnelles,même si nous pourrons observer des omportements globaux qui devront approhereux des modèles théoriques. Nous pouvons don essayer d'étudier le omporte-ment des C lm

l′m′ dans leur ensemble et de voir si les données observationnelles s'enrapprohent. Ainsi, la �gure (8.8) représente es oe�ients pour un tore dans unespae plat et la �gure (8.9) pour l'espae de Poinaré.
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C l′m′

lm , où m varie de −l à l sont ompris dans la zone allant de l2 + 1 à (l + 1)2.Dans es deux as, nous pouvons onstater que le maximum d'intensité est surla diagonale, 'est-à-dire pour l = l′ et m = m′. Cei se omprend bien puisquenous avons pris des modèles d'Univers dont les tailles sont prohes de l'horizon etdans e as, nous nous rapprohons du modèle simplement onnexe pour lequel
C l′m′

lm = Clδll′δmm′ . Mais, ertains oe�ients sont non nuls hors diagonale, mêmes'ils sont d'intensité plus faible et sont plaés suivant un motif aratéristique liéà la forme de l'espae. 119
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κl =

∫ dΩ

∫ dΩ′
(

2l + 1

8π2

∫ dRχl(R)C(Rn̂,Rn̂′)
)2 (8.10)où C(n̂, n̂′) est la fontion de orrélation à deux points introduite préédemmententre les deux diretions n̂ et n̂′. R orrespond à une rotation agissant don sur lespoints de la sphère S2. En�n, χl est un poids orrespondant à l'intégration sur lesrotations de S2, qui vaut χl(R) =

∑

mDl
mm′(R), où les Dl

mm′ sont les fontionsde Wigner du hapitre préédent.Ainsi, es κl sont un ensemble d'estimateurs orrespondant, en fait, à une om-binaison quadratique des oe�ients C lm
l′m′ étudiés préédemment. Si es oe�ients2en anglais, bipolar power spetrum ou BiPS.120



8.4. POUR ALLER PLUS LOINsont tous nuls, l'Univers est alors stritement isotrope, mais dans le as ontraire,plusieurs e�ets peuvent intervenir notamment la variane osmique dont l'ationest représentée sur la �gure (8.10).
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Fig. 8.10 � Isotropie statistique. Dans le as parfaitement isotrope, tous lesoe�ients doivent être nuls. Cependant, ela est à prendre au sens statistique : lavariane osmique, qui orrespond aux ourbes délimitant le graphe, donne l'enve-loppe des points où nous ne pourrons pas onlure sur une éventuelle anisotropie.Cependant, les résultats postérieurs de es deux auteurs onernant la mesurede l'isotropie statistique se révèle plut�t infrutueuse : les κl restent dans les barresd'erreurs liées aux e�ets statistiques, omme indiqué dans Souradeep et Hajian,2005 : e résultat montre une fois de plus qu'il n'y a pas violation radiale d'isotro-pie, mais qu'il peut y avoir de légères anisotropies aux plus grandes éhelles qu'ilsn'ont pas omplètement testé, notamment à ause des e�ets résiduels de la galaxiequi gêne les interprétations.8.4 Pour aller plus loinLes prinipales méthodes utilisées atuellement pour déteter la multi-onnexitéde l'Univers ont été présentée dans le hapitre 6 et dans ette partie-i. Cependant,de nouvelles pistes enore peu exploitées sont en ours d'élaboration pour tenterd'observer le détail qui permettra de disriminer le modèle d'Univers.Parmi es méthodes, il y a la méthode des veteurs multipolaires de Maxwell,qui est notamment abordée dans Katz et Weeks, 2004 et qui semblerait montrerdes axes privilégiés de l'Univers. Cependant, ette étude reste à développer et àinterpréter.Une autre méthode, qui ette fois, ontrairement à la plupart des études men-tionnées dans et exposé, utiliserait non pas les artes de �utuations de tempé-rature du fond di�us osmologique, mais elle de polarisation. Cette méthode estl'objet de l'artile B présent en annexe. Son prinipe onsiste à étudier les proprié-tés géométriques de la polarisation qui rée ertains motifs dans les artes suivantla forme de l'espae étudié. Les données observationnelles en polarisation étantenore peu préises, il ne s'agit don ii que d'une approhe théorique, qui pourra121



CHAPITRE 8. SIMULATIONS NUMÉRIQUESêtre détaillée ave l'arrivée des prohains satellites, tel Plank, qui exploreront plusminutieusement les données en polarisation.
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ConlusionQuelle forme pour notre Univers ?
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CONCLUSION
Cet exposé se veut une sensibilisation et une première approhe au problèmequ'est la reherhe d'une forme, 'est-à-dire d'une topologie, pour notre Uni-vers. Comme nous l'avons vu le moyen qui semble le plus préis et le plus promet-teur dans ette quête est le fond di�us osmologique.Si la théorie du fond di�us osmologique, notamment le alul des �utuationsde température au niveau de la surfae de dernière di�usion, est bien onnue, latopologie de l'Univers ave toutes ses impliations est enore un domaine réent,puisque l'intérêt pour ette question n'est réapparu qu'il y a une dizaine d'années.Toutefois quelques équipes, au niveau mondial, ont développé de nombreuxoutils et méthodes a�n de mettre en évidene ette struture topologique nonsimplement onnexe de l'Univers. Les premières approhes ont d'abord permis demettre des ontraintes sur les formes et les tailles possibles des di�érentes topo-logies. Notamment, les approhes diretes telles que reherhe d'image fant�mesou ristallographie osmique permettent de voir que les tailles aratéristiques del'Univers, s'il est multiplement onnexe est au minimum de l'ordre du rayon de lasphère de rayon de di�usion.Il a don fallu mettre en plae des outils plus préis, tels que la reherhe deerles dans le iel, mais qui s'interprète failement et a été mise en plae prinipa-lement pour les espaes eulidiens. Ainsi, après quelques années d'investigations,les résultats semblent indiquer que l'Univers n'est très probablement pas eulidien.Au niveau de ra�nement supérieur, il faut étudier les modes de Fourier desobservables qui, toujours si l'Univers est de topologie non-triviale, devraient êtrequanti�és. Dans e as, nous voyons apparaître des motifs dans le spetre de puis-sane qui se retrouvent bien dans le spetre observé : hute aux grandes éhellesangulaires et osillations autour d'un spetre assez lisse, de type Λ-CDM, phéno-mène qui ressort d'autant mieux en terme de orrélation à deux points. Cependant,ei pourrait s'expliquer par d'autres interprétations physiques, puisque ela se jouesur des di�érenes assez minimes, le plus souvent dans les barres d'erreur.Il a don fallu mettre en plae des estimateurs plus performants, ou tout aumoins, qui ontiennent plus d'informations et permettront de dire de façon plusdé�nitive si es déviations sont bien dues à la topologie ou non. Toutefois, ei nedonne pas enore de résultats onrets : de nombreux indies semblent penher enfaveur d'un modèle d'Univers dodéaédrique de Poinaré de ourbure de l'ordre de
Ωtot ≃ 1.02, le spetre de puissane, notamment aux niveau des grandes éhelles,semble être bien en aord ave les données observées, mais les observations restentenore peu préises pour séparer les e�ets statistiques des déviations qu'engendrela topologie par rapport aux modèles standards. Mais peut-être que les prohainesgénérations de satellites dédiés à l'observation du fond di�us osmologique per-mettront de onlure si la topologie est observable ou non, et si oui, de préiser laforme de l'Univers.
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Annexe A:Tenseur de Riemann etonnetion a�ne
Cette annexe a pour but d'introduire quelques outils de base de la relativitégénérale, outils qui serviront prinipalement dans la première partie de emémoire, prinipalement dans les hapitres 1 et 2. En partiulier, nous dé�nironsles symboles de onnetion a�ne, introduits pour généraliser les dérivées lassiques,puis le tenseur de Riemann qui dérit la géométrie de l'Univers. Dans e tenseurest en fait inlus toute l'information sur la ourbure en haque point de l'Universqui est vu omme une variété de lasse au moins C2, puisque le tenseur de Riemannest onstruit à partir de la métrique, de ses dérivées premières et seondes.En �n de ette annexe seront détaillés quelques aluls onrets de es di�éren-tes quantités dans le as d'un Univers de Friedmann-Lemaître, puis d'un Universde Friedmann-Lemaître auquel on rajoute une perturbation, qui sera ii onsidéréeen jauge longitudinale.A.1 Connetion a�neEn relativité, les di�érentes équations que nous pourrons érire devront être o-variantes, 'est-à-dire invariantes sous un quelonque hangement de oordonnées.Or, la dérivée habituelle n'est pas ovariante ! Il faut don introduire un opéra-teur qui devra se omporter omme une dérivée et qui aura les propriétés d'unedérivée habituelle en limite de hamps faible. Cet opérateur s'appelle la dérivéeovariante et fait intervenir les oe�ients de onnetion a�ne1, qui vont donsouvent intervenir dans les équations.Ce symbole de onnetion2 est dé�ni par3 :

Γρ
µν =

1

2
gρσ(gνσ,µ + gσµ,ν − gµν,σ) (A.1)1parfois enore appelée onnetion de Christo�el, de Levi-Civita ou de Riemann.2Attention : la onnetion a�ne, malgré la notation indiée, n'est pas un tenseur !3f. Weinberg, 1972. 129



ANNEXE A. TENSEUR DE RIEMANN ET CONNECTION AFFINEoù par dé�nition les gµν sont les oe�ients de la matrie inverse de la métrique
gµν , e qui signi�e que les omposantes de es 2 matries véri�ent, pour tous indies
µ et ν :

gµρgρν = δµ
ν (A.2)où δµ

µ′ est le symbole de Kroneker, don égal à 1 si µ = µ′ et à 0 sinon.Nous pouvons maintenant exprimer les dérivées ovariantes, que nous noteronsindi�éremment par ∇µT où T;µ pour la dérivée ovariante d'un tenseur T parrapport à la oordonnée xµ, en fontion des dérivées partielles et des symboles deonnetion a�ne :
∇λT

µ1...µm
ν1...νn

= ∂λT
µ1...µm

ν1...νn
+ T µ1...σ...µm

ν1...νn
Γµi

λσ

− T µ1...µm
ν1...σ...νn

Γσ
λνi

(A.3)En pratique, les tenseurs ne dépassent que rarement l'ordre 2, et eux dont nousaurons le plus besoin de aluler les dérivées seront les salaires, dont la dérivéeovariante est tout simplement la dérivée partielle :
∇λρ = ∂λρ (A.4)et les quadri-veteurs dont la dérivée ovariante est :

∇λV
µ = ∂λV

µ + V σΓµ
λσ (A.5)Une appliation immédiate de e formalisme est l'équation des géodésiques. Ene�et, elle orrespond à la généralisation relativiste du prinipe d'inertie, qui ex-prime que la dérivée temporelle de la vitesse est nulle dans un référentiel inertiel.En relativité, e sera la dérivée ovariante du quadri-veteur vitesse par rapport autemps propre qui sera nulle dans tout référentiel. En développant ette équation,nous obtenons : d2xµdλ2

+ Γµ
ρσ

dxρdλ dxσdλ = 0 (A.6)où λ est un paramètre a�ne de genre temps dérivant la géodésique.La dérivée ovariante véri�e également le théorème de Rii, qui est très sou-vent utilisé en relativité générale, qui a�rme que la dérivée ovariante du tenseurmétrique s'annule identiquement :
∇λgµν = 0 (A.7)e qui se omprend bien puisque la dérivée ovariante est par dé�nition ovarianteet est faite pour s'adapter à la forme de l'espae où elle est dé�nie : en partiulier,nous pourrons toujours hoisir un référentiel où la métrique est onstante et où sadérivée sera nulle. 130



A.2. TENSEUR DE RIEMANNA.2 Tenseur de RiemannLe tenseur de Riemann est le seul tenseur qui peut être onstruit à partir de lamétrique et de ses dérivées premières et seondes. Il apparaît don naturellementdans les équations d'Einstein. Mathématiquement, il s'obtient à partir des symbolesde onnetion a�ne par la formule :
Rλ

µνρ = ∂ρΓ
λ
µν − ∂νΓ

λ
µρ + Γσ

µνΓ
τ
ρσ − Γσ

µρΓ
τ
νσ (A.8)On peut alors montrer que e tenseur orrespond au ommutateur de 2 dérivéesovariantes, soit pour tout quadri-veteur Vµ :

[∇µ,∇ν ]Vρ
déf
= Vρ;µ;ν − Vρ;ν;µ = Rλ

ρµνVλ (A.9)En prenant la dérivée ovariante de ette relation et après permutations ir-ulaires de l'identité obtenue, nous obtenons un système d'équations très souventutilisées en relativité générale, appelées identités de Bianhi, qui s'érivent don :
Rλµ{νρ;σ}

déf
= Rλµνρ;σ +Rλµρσ;ν +Rλµσν;ρ = 0 (A.10)où Rλµνρ

déf
= Rλ

µνρ.A partir du tenseur de Riemann, nous pouvons onstruire deux autres tenseurspar ontrations suessives. Le premier est le tenseur de Rii, qui vaut :
Rµν

déf
= Rλ

µλν (A.11)et le seond, appelé salaire de Rii ou salaire de ourbure :
R

déf
= gµνRµν (A.12)A partir de es deux derniers tenseurs, on peut dé�nir le tenseur d'Einstein quiest de rang 2 et symétrique. Son expression est donnée par :

Gµν
déf
= Rµν − 1

2
gµνR+ gµνΛ (A.13)Les identités de Bianhi montrent alors que la divergene de e tenseur est nulleet puisque les équations d'Einstein indiquent que le tenseur d'Einstein est égal àun fateur multipliatif près au tenseur énergie-impulsion, on en déduit l'analoguerelativiste de la onservation de l'énergie :

T µν
;µ = 0 (A.14)131



ANNEXE A. TENSEUR DE RIEMANN ET CONNECTION AFFINEA.3 Appliation au modèle de Friedmann-LemaîtreNous allons maintenant appliquer es dé�nitions au alul des di�érentes quan-tités qui nous seront utiles pour le alul des équations d'Einstein, 'est-à-dire toutd'abord les symboles de onnetion a�ne puis le tenseur de Rii et en�n le salairede ourbure.Considérons d'abord un Univers non perturbé de Friedmann-Lemaître. Danse as, nous avons vu en setion 1.2 que la métrique prend la forme diagonalesuivante : ds2 = c2dt2 − a2(t)

( dr2
1 − kr2

+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

) (A.15)Le tenseur métrique ne ontient don que quatre omposantes non nulles quis'érivent :
g00 = c2 ≡ 1 g11 = − a2(t)

1 − kr2
g22 = −a2(t)r2 g33 = −a2(t)r2 sin2 θ(A.16)A partir de es oe�ients, la formule (A.1) nous donne les oe�ients deonnetion a�ne, dont les seuls non nuls sont les suivants :

Γ0
11 = aȧ

1−kr2 Γ0
22 = aȧr2 Γ0

33 = aȧr2 sin2 θ

Γ1
01 = Γ1

10 = Γ2
02 = Γ2

20 = Γ3
03 = Γ3

30 = ȧ
a

Γ1
11 = kr

1−kr2 Γ1
22 = −r(1 − kr2) Γ1

33 = −r(1 − kr2) sin2 θ

Γ2
12 = Γ2

21 = Γ3
13 = Γ3

31 = 1
r

Γ2
33 = − sin θ cos θ Γ3

32 = Γ3
23 = cos θ

sin θ

(A.17)
L'appliation de la formule (A.11) nous permet alors d'obtenir les di�érentesomposantes du tenseur de Rii. En partiulier, e alul montre que e tenseurest diagonal et que les omposantes diagonales valent respetivement :

R00 = 3
ä

a
(A.18)

R11 = −aä+ 2ȧ2 + 2k

1 − kr2
(A.19)

R22 = −r2(aä+ 2ȧ2 + 2k) (A.20)
R33 = −r2(aä+ 2ȧ2 + 2k) sin2 θ (A.21)Finalement, la formule (A.12) nous donne le salaire de ourbure :

R =
6

a2
(aä+ ȧ2 + k) (A.22)132



A.4. APPLICATION À LA JAUGE LONGITUDINALEA.4 Appliation à la jauge longitudinaleNous allons suivre la même démarhe que préédemment, mais pour un modèlede Friedmann-Lemaître perturbé en jauge longitudinale. Dans e as, la métriqueest donnée par l'équation (2.36) :ds2 = (1 + 2φ)dt2 − a2(η)
(

(1 − 2ψ)γijdxidxj
) (A.23)La métrique est enore diagonale, e qui va simpli�er les aluls. Les oe�ientsdiagonaux de ette métrique sont expliitement :

g00 = 1 + 2φ (A.24)
g11 = −(1 − 2ψ)

a2(t)

1 − kr2
(A.25)

g22 = −(1 − 2ψ) a2(t) r2 (A.26)
g33 = −(1 − 2ψ) a2(t) r2 sin2 θ (A.27)où les perturbations φ et ψ sont toutes deux des fontions des quatre oordon-nées spatio-temporelles. Les quantités alulées dans la suite ne le seront qu'aupremier ordre en φ et ψ puisque es 2 perturbations sont par dé�nition supposéesnégligeables aux époques qui nous intéressent.On en déduit les symboles de onnetion a�ne :� omposantes temporelles λ ≡ 0 :
Γ0

00 = φ̇ (A.28)
Γ0

0i =
∂φ

∂xi
(A.29)

Γ0
ij = a2γij

(

H(1 − 2φ− 2ψ) − ψ̇
) (A.30)� omposantes spatiales λ ≡ i :

Γi
00 = a−2γis ∂φ

∂xs
(A.31)

Γi
0j = (H − ∂ψ

∂xi
)δi

j (A.32)
Γi

jk = Γ̄i
jk +

(

∂ψ

∂xs
γisγjk − ∂ψ

∂xk
δi
j −

∂ψ

∂xj
δi
k

) (A.33)où H déf
= ȧ/a = 1

a
dadt est la onstante de Hubble et Γ̄i

jk désigne les oe�ients deonnetion a�ne non perturbés, alulés en (A.17).Les ontributions perturbées orrespondantes du tenseur de Rii sont les sui-vantes :
δR00 = ∆φ+ 3

(

H(φ̇+ 2ψ̇) − ψ̈
) (A.34)

δR0i = −2
(

ψ̇,i +Hφ,i

) (A.35)
δRij = φ;i;j − ψ;i;j

+γij

(

2(φ + ψ)(2ȧ2 + aä) + 2aȧ(φ̇+ 3ψ̇) + a2ψ̈ − a2∆ψ
) (A.36)133



ANNEXE A. TENSEUR DE RIEMANN ET CONNECTION AFFINEoù les virgules sont des dérivées partielles et les points-virgules des dérivées o-variantes. L'opérateur ∆ qui apparaît dans le premier terme du tenseur de Riiet va se retrouver dans les équations d'Einstein est le laplaien ovariant, qui estdé�ni par la relation :
∆φ

déf
= gijφ;i;j = −a−2γij

(

φ,i,j + φ,µΓµ
ij

) (A.37)Il ne reste maintenant plus qu'à aluler le salaire de ourbure par ontrationdu tenseur de Rii, e qui donne :
δR = 2∆φ+ 4∆ψ − 12(H2 +

ä

a
)φ+

12k

a2
ψ − 3H(φ̇+ 4ψ̇) − 6ψ̈ (A.38)A partir de es di�érents tenseurs et du tenseur énergie-impulsion perturbé(voir (2.40)), nous pouvons déduire les équations d'Einstein (2.48), (2.49) et (2.51).
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Annexe B:Fontions spéiales
Tout au long de et exposé, de nombreuses fontions et de nombreux symbolesmathématiques sont introduits. Ceux-i permettent souvent de simpli�er et lesnotations et les raisonnements. Mais pour ne pas surharger le orps du doument,ertaines de leurs propriétés seront rappelées ii et utilisées diretement dans lesparties préédentes.En partiulier, nous nous arrêterons plus partiulièrement sur les harmoniquessphériques, elles-i étant un outil essentiel pour l'analyse de données sur unesphère. En e�et, elles ont omme propriété de former une base de la sphère bidi-mensionnelle et sont solutions de l'équation de Helmholtz, qui fournit une manièresimple de onvertir un laplaien en multipliation. En partiulier, les harmoniquessphériques vont nous être partiulièrement utiles pour l'analyse des artes du fonddi�us osmologique, puisque elles-i sont dé�nies sur la sphère de dernière di�u-sion et les équations d'évolution des �utuations de température ontiennent unlaplaien.Cette annexe va don nous permettre de passer en revue quelques dé�nitionset quelques propriétés de es harmoniques sphériques ainsi que des polyn�mes deLegendre qui onstituent la partie azimuthale de es harmoniques, puis de quelquesautres fontions ou symboles utilisés dans e mémoire.B.1 Polyn�mes de LegendreLes polyn�mes de Legendre ont initialement été introduits pour résoudre l'é-quation di�érentielle du seond ordre suivante dont ils sont solutions pour toutentier l positif ou nul :

(1 − x2)y′′ − 2xy′ + l(l + 1)y = 0 (B.1)En partiulier, on peut montrer que les polyn�mes suivants onviennent :
Pl(x) =

1

2ll!

dldxl
(1 − x2)l (B.2)135



ANNEXE B. FONCTIONS SPÉCIALESCes polyn�mes, qui sont de degré l, sont appelées polyn�mes de Legendre. Ainsionstruits, ils forment une famille orthonormée (le fateur 1
2ll!

est justement lefateur de normalisation) pour le produit salaire entre polyn�mes dé�ni par :
(P,Q) 7−→

∫ 1

−1
P (t)Q(t)dt (B.3)A partir de es polyn�mes, nous pouvons onstruire les polyn�mes de Legendreassoiés qui vont généraliser les polyn�mes de Legendre i-dessus de façon à pouvoirêtre solution d'une équation di�érentielle un peu plus générale que (B.1) et quiorrespondra à la partie azimuthale du laplaien en sphérique. Les polyn�mes deLegendre assoiés sont dé�nis par :

Pm
l (x) = (1 − x2)

dmdxm
Pl(x) (B.4)où l est toujours un entier positif ou nul et m est ompris entre −l et l.Les polyn�mes de Legendre assoiés sont don solutions de l'équation di�éren-tielle suivante qui généralise l'équation (B.1) lorsque m est non nul :

(1 − x2)y′′ − 2xy′ +

(

l(l + 1) − m2

1 − x2

)

y = 0 (B.5)B.2 Harmoniques sphériquesB.2.1 Dé�nitionNous pouvons maintenant onstruire les harmoniques sphériques à partir dees polyn�mes de manière simple à partir de leur dé�nition qui est qu'elles sontharmoniques sur la sphère, 'est-à-dire qu'elles orrespondent à la partie angulairede la solution de l'équation de Laplae en oordonnées sphériques. Don si nousnotons f ette solution, elle-i véri�e :
∆f(r, θ, φ) ≡ 1

r2
∂

∂r

(

r2
∂f

∂r

)

+
1

r2
∆angf = 0 (B.6)où ∆ang est le laplaien angulaire, qui s'érit :

∆ang ≡ 1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

+
1

sin2 θ

∂2

∂φ2
(B.7)Si nous supposons que la fontion f se déompose en une partie radiale etune partie angulaire sous la forme f(r, θ, φ) = g(r)Ylm(θ, φ), en séparant dansl'équation préédente les parties angulaire et radiale, es deux omposantes sontégales entre elles et valent une onstante que nous pouvons noter −l(l + 1), où ldésigne un entier positif ou nul1, soit :

∆angYlm(θ, φ) = −l(l + 1)Ylm(θ, φ) (B.8)1Cette équation n'aura des solutions que si la onstante possède ette forme puisque e sontles valeurs propres de l'opérateur ∆ang. 136



B.2. HARMONIQUES SPHÉRIQUESCette équation est appelée équation de Helmholtz. Elle orrespond en fait à uneéquation aux valeurs propres pour l'opérateur laplaien angulaire.Les fontions Ylm qui sont la partie angulaire de f sont don les harmoniquessphériques voulues. Pour résoudre ette équation, nous allons réappliquer le mêmeméanisme qu'au-dessus, mais ette fois ave les deux variables angulaires θ et
φ. En séparant les harmoniques sphériques sous la forme Ylm(θ, φ) ≡ f(θ)g(φ),l'équation i-dessus donne deux omposantes, l'une dépendant uniquement de θ,l'autre uniquement de φ. Nous pouvons don dire que es deux omposantes sontégales entre elles et valent une onstante que nous pouvons noter m, soit :

sin θ
∂

∂θ

(

sin θ
∂f(θ)

∂θ

)

+ l(l + 1) sin2 θf(θ) = mf(θ) (B.9)
∂2

∂φ2
g(φ) = mg(φ) (B.10)La deuxième équation se résout simplement puisque orrespond à elle d'unosillateur harmonique et donne tout simplement une exponentielle imaginaire :

g(φ) = eimφ (B.11)et nous pouvons réérire la première en e�etuant le hangement de variable x déf
=

cos θ, e qui donne :
(1 − x2)f ′′(x) − 2xf ′(x) +

(

l(l + 1) − m

1 − x2

)

f(x) = 0 (B.12)Nous reonnaissons, omme attendu, l'équation di�érentielle dérivant les poly-n�mes de Legendre assoiés. En regroupant es moreaux, nous obtenons l'expres-sion suivante des harmoniques sphériques :
Ylm(θ, φ) =

√

2l + 1

4π

√

(l −m)!

(l +m)!
Pm

l (cos θ)eimφ (B.13)le oe�ient multipliatif étant là pour assurer la normalisation des harmoniquessphériques sur la sphère, e qui s'érit :
∫∫

Ylm(θ, φ)Y ∗
l′m′(θ, φ) sin θdθdφ = δll′δmm′ (B.14)B.2.2 PropriétésPlusieurs relations onernant es harmoniques sphériques seront utilisées dansle texte outre leur dé�nition et leur relation de normalisation. En partiulier, lesharmoniques sphériques obéissent à la relation d'addition suivante :

l
∑

m=−l

Ylm(θ, φ)Y ∗
lm(θ′, φ′) =

2l + 1

4π
Pl(cos θ̂) (B.15)137



ANNEXE B. FONCTIONS SPÉCIALESoù θ̂ est l'angle entre les 2 veteurs x et x′ respetivement dirigés par (θ, φ) et
(θ′, φ′). Nous avons don la relation :

cos θ̂ =
x.x′

‖x‖‖x′‖ (B.16)Les polyn�mes de Legendre véri�ant également une telle relation d'addition,mais ette fois par rapport à l'indie l, ela se reporte sur les harmoniques sphéri-ques de la façon suivante :
+∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

Ylm(θ, φ)Y ∗
lm(θ′, φ′) = δ(θ − θ′)δ(φ− φ′) (B.17)où les symboles δ sont les distributions de Dira, mais qui sont à prendre moduloun ertain multiple de π, dépendant des domaines de dé�nitions des angles θ et φ.Ainsi, δ(θ − θ′) = 1 équivaut à θ = θ′ (mod π) et pour φ e sera modulo 2π.Lorsque nous utiliserons di�érentes observables dans l'espae de Fourier, nousutiliserons souvent e développement de l'exponentielle sur les harmoniques sphé-riques :

eikr = 4π

+∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

iljl(kr)Y
∗
lm(θk, φk)Ylm(θ, φ) (B.18)où nous avons déomposé les deux veteurs r et k en oordonnées sphériques, soit :

r ≡ (r, θ, φ) et k ≡ (k, θk, φk) et où jl désigne la fontion de Bessel sphérique depremière espèe que nous allons dérire dans la partie qui suit.B.3 Fontions de BesselLes fontions de Bessel existent sous plusieurs formes. Elles sont en fait dé�niesomme étant les parties radiales des équations de Laplae dans un espae de our-bure onstante dans di�érents systèmes de oordonnées : les fontions de Besselproprement dites orrespondent au système ylindrique et les fontions de Besselsphériques, qui sont elles que nous emploierons le plus souvent dans ette exposé,orrespondent aux oordonnées sphériques.Les fontions de Bessel (ylindriques) d'ordre l, où l est un nombre réel positif,sont don solutions de l'équation di�érentielle :
x2y′′ + xy′ + (x2 − l2)y = 0 (B.19)Cette équation di�érentielle est du deuxième ordre. Elle possède don deuxsolutions indépendantes. Si nous herhons une solution développable en série en-tière, nous obtenons la fontion, appelée fontion de Bessel de première espèe dela forme :

Jl(x) =
(x

2

)l
+∞
∑

i=0

(−1)ix2i

22ii!Γ(i+ l + 1)
(B.20)138



B.3. FONCTIONS DE BESSELSi l n'est pas entier, Jl et J−l sont deux solutions indépendantes de l'équation(B.19) et forment don une base de l'espae de es solutions.Dans le as, où l n'est pas entier, e n'est plus le as. Il faut alors obtenirune solution indépendante. Un exemple de telle solution est la fontion de Besselde deuxième espèe ou fontion de Neumann (parfois enore appelée, mais plusrarement, fontion de Weber). Celle-i est de la forme :
Nl(x) =

cos(πl)Jl(x) − J−l(x)

sin(πl)
(B.21)Dans le as sphérique, l'équation di�érentielle à résoudre est maintenant :

x2y′′ + 2xy +
(

x2 − l(l + 1)
)

y = 0 (B.22)En fait, ette équation se résout simplement puisque si l'on pose y = x−1/2z, onretrouve une équation de Bessel ylindrique :
x2z′′ + xz′ +

(

x2 − (l + 1/2)2
)

z = 0 (B.23)On en déduit que les solutions de l'équation de Bessel sphérique se délinent enoreen deux espèes qui seront respetivement la fontion de Bessel sphérique (depremière espèe) jl et la fontion de Bessel sphérique de deuxième espèe nl quis'érivent :
jl(x) =

π

2x
Jl+1/2(x) (B.24)

nl(x) =
π

2x
Nl+1/2(x) (B.25)Une représentation graphique des premières fontions de Bessel sphériques, quiseront elles prinipalement utilisées ii, est donnée en �gure (B.1).
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Fig. B.1 � Fontions de Bessel sphériques. Ce graphe représente les six pre-mières (de l = 0 à 5) fontions de Bessel sphériques.139



ANNEXE B. FONCTIONS SPÉCIALESB.4 Polyn�mes de JaobiLes polyn�mes de Jaobi forment une famille orthogonale de polyn�mes pourle produit salaire :
(P,Q) 7−→

∫ 1

−1
P (t)Q(t)(1 − t)l(1 + t)mdt (B.26)

l et m étant deux réels supérieurs ou égaux à −1, a�n d'assurer la onvergene del'intégrale.On peut alors montrer que es polyn�mes s'érivent, pour haque ouple d'in-die (l,m), sous la forme :
J (l,m)

n (x) =
(−1)n

2nn!(1 − x)l(1 + x)m
∂n

∂xn

(

(1 − x)l(1 + x)m(1 − x2)n
) (B.27)En omparant ave la formule (B.2), nous voyons que les polyn�mes de Le-gendre sont juste un as partiulier des polyn�mes de Jaobi pour le ouple d'en-tiers (l = 0,m = 0), e que l'on aurait pu voir aussi sur les produits salaires.Les polyn�mes de Jaobi sont solutions de l'équation di�érentielle :

(1 − x2)y′′ +
(

(m− l) − (l +m+ 2)x
)

y′ + n(n+ l +m+ 1)y = 0 (B.28)B.5 Polyn�mes de GegenbauerLes polyn�mes de Gegenbauer Cλ
m forment une famille supplémentaire de po-lyn�mes orthogonaux. Ils orrespondent au poids (1 − t2)λ−1/2, où λ est un réelsupérieur ou égal à -1/2, e qui représente le produit salaire suivant :

(P,Q) 7−→
∫ 1

−1
P (t)Q(t)(1 − t2)λ−1/2dt (B.29)En partiulier, es polyn�mes seront proportionnels (et non égaux à ause de lanormalisation qui n'est pas la même) aux polyn�mes de Jaobi pour l = m =

λ− 1/2. Leur forme expliite est la suivante :
Cλ

m(x) =
1

Γ(λ)

[m/2]
∑

i=0

(−1)i
Γ(λ+m− i)

i!(m− 2i)!
(2x)m−2i (B.30)où [m/2] désigne la partie entière de m/2.Ils sont don reliés aux polyn�mes de Jaobi, d'indies ités préédemment, parla relation suivante :

Cλ
n(x) =

Γ(λ+ 1/2)

Γ(λ+ n+ 1/2)

Γ(2λ)

Γ(2λ+ n)
J (λ−1/2,λ−1/2)

n (x) (B.31)140



B.6. COEFFICIENTS DE CLEBSCH-GORDANNous pouvons également érire l'équation di�érentielle dont sont issus es poly-n�mes, puisque 'est ainsi que nous pouvons les identi�er pour les faire interveniren tant que fontions radiales des modes propres des espaes sphériques. Cetteéquation est la suivante :
(1 − x2)y′′ − (2λ+ 1)y′ +m(m+ 2λ)y = 0 (B.32)Pour onlure sur es polyn�mes, nous pouvons également iter une relationentre eux-i et les polyn�mes de Legendre assoiés qui sera utilisée dans le textepour l'équation (7.11) :

Cλ
m(x) =

√
2π

2λm!

Γ(m+ 2λ)

Γ(λ)
(1 − x2)−

2λ−1

4 P
1/2−λ
λ+m−1/2(x) (B.33)B.6 Coe�ients de Clebsh-GordanLes oe�ients de Clebsh-Gordan ont initialement été introduits en méaniquequantique pour dérire la probabilité qu'un système de deux partiules, de momentsinétiques j1 et j2 et dont les omposantes suivant l'axe z sont respetivement m1et m2, se projettent sur un spin équivalent j. Ce oe�ient s'érit don :

Cjm
j1j2m1m2

= 〈j1j2 m1m2|j1j2 jm〉 ≡ 〈j1m1; j2m2|jm〉 (B.34)Ces éritures sont toutes trois employées dans la littérature. Ce sera prinipalementla dernière qui sera utilisé dans e mémoire. De plus, es oe�ients orrespondantà des probabilités d'états physiques, e seront des nombres réels ompris entre 0et 1.D'autre part, les |jm〉 forment une base et nous pouvons utiliser la relation defermeture (7.21) pour obtenir la relation d'addition suivante :
∑

j,m

〈j1m1; j2m2|jm〉〈j1m3; j2m4|jm〉 = δm1m3
δm2m4

(B.35)où nous avons utilisé le fait que les oe�ients de Clebsh-Gordan sont réels, soit
〈j1m3; j2m4|jm〉 = 〈jm|j1m3; j2m4〉 et que les kets |j1m1; j2m2〉 forment une baseorthonormée.En exploitant leur dé�nition, nous pouvons montrer que es oe�ients ne sontnon nuls que s'ils satisfont les relations suivantes :

{

m = m1 +m2

|j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2
(B.36)En onsidérant l'appliation d'opérateurs J+ et J−, omme ela est fait parexemple dans Cohen-Tannoudji et al., 1977, nous pouvons obtenir plusieurs re-lations de réurrene sur les oe�ients de Clebsh-Gordan. En partiulier, nous141



ANNEXE B. FONCTIONS SPÉCIALESobtiendrons la relation suivante :
〈j1m1; j2m2|jm〉 =

√

j1(j1 + 1) −m1(m1 − 1)

j(j + 1) −m(m+ 1)
〈j1m1 − 1; j2m2|jm− 1〉

−
√

j2(j2 + 1) −m2(m2 − 1)

j(j + 1) −m(m+ 1)
〈j1m1; j2m2 − 1|jm− 1〉 (B.37)En utilisant les onditions aux limites et la relation de réurrene i-dessus,nous pouvons aluler de prohe en prohe les oe�ients de Clebsh-Gordan. Enpartiulier, on peut montrer alors que l'expression expliite de es oe�ients est2 :

〈j1m1; j2m2|jm〉 = δm,m1+m2

√

(j1+j2−j)!(j+j1−j2)!(j2+j−j1)!(2j+1)

j1 + j2 + j − 1
×

√

(j +m)!(j −m)!(j +m1)!(j −m1)!(j +m2)!(j −m2)! × (B.38)
∑

i

(−1)i

(j1−m1−i)!(j2+m2−i)!(j−j2+m1+i)!(j−j1−m2+i)!(j1+j2−j−i)!i!où la somme porte sur tous les entiers i positifs ou nul tels que tous les termesentre parenthèses du dénominateur soient positifs ou nuls.Ces oe�ients obéissent également aux deux relations de symétrie suivantesqui peuvent être véri�ées immédiatement à l'aide de l'expression préédente :
〈j2,−m2; j1,−m1|j,−m〉 = 〈j1,m1; j2,m2|j,m〉 (B.39)

〈j2,m2; j1,m1|j,m〉 = (−1)j1+j2−j〈j1,m1; j2,m2|j,m〉 (B.40)

2f. Landau et Lifshitz, 1977. 142



Annexe C:Quaternions
Les quaternions sont des objets mathématiques inventés initialement par Hamil-ton pour dérire les rotations dans l'espae. Ces objets peuvent don souventêtre remplaés par d'autres objets mathématiques pour les aluls, tels les ma-tries des groupes orthogonaux, mais permettent souvent de trouver des démons-trations plus élégantes de démonstrations déjà établies autrement. Nous verronsainsi quelques dé�nitions de base, puis leur utilisation pratique pour démontrerdeux isomorphismes, utiles pour les aluls du texte.C.1 Dé�nitionIl existe de nombreuses manières d'introduire es quaternions. La plus simpleest de les onsidérer omme éléments d'une algèbre sur R de la même manière que
C est une algèbre sur R.L'algèbre des quaternions H est de dimension 4, en tant qu'espae-vetoriel,sur R. Il existe don 4 éléments de H indépendants que l'on peut noter 1, σ1, σ2,
σ3 et qui véri�eront les relations suivantes :

1σi = σi1 σiσj = −σjσi si i 6= j σ2
i = −1 (C.1)Puisque H est de dimension 4 sur R, et don de dimension 2 sur C, H peutêtre onsidérée omme sous-espae vetoriel des matries 2 × 2 à oe�ients dans

C, e qui va nous donner un exemple onret de quaternions. Dans e as, les 4éléments qui formeront la base seront les matries de Pauli (à un fateur près),données par :
1 =

(

1 0
0 1

)

σ1 =

(

i 0
0 −i

)

σ2 =

(

0 1
−1 0

)

σ3 =

(

0 i
i 0

) (C.2)qui sont bien des matries omplexes 2 × 2 véri�ant les identités (C.1).Tout élément de H s'érit don omme une ombinaison linéaire des 4 élémentsde base : A = a0 + a1σ1 + a2σ2 + a3σ3, soit en notation matriielle :
A =

(

a0 + ia1 a2 + ia3

−a2 + ia3 a0 − ia1

) (C.3)143



ANNEXE C. QUATERNIONSLe onjugé quaternionique de A est dé�ni par : A∗ déf
= a0 − a1σ1 − a2σ2 − a3σ3et sa norme par : ‖A‖2 déf

= AA∗ = a2
0 + a2

1 + a2
2 + a2

3. Ave la forme matriiellei-dessus, on obtient don : ‖A‖2 = det(A). En omparant la matrie i-dessus etune matrie de SU(2), nous voyons que SU(2) est don exatement l'ensemble desquaternions unitaires (i.e.de norme 1).Nous pouvons également déomposer H en 2 sous-espaes vetoriels : R et E quiest engendré par σ1, σ2 et σ3. Ainsi, tout quaternion peut être vu omme sommed'un réel et d'un élément de E : A = a1 + aE, ave aE = a1σ1 + a2σ2 + a3σ3 ∈ E.C.2 Isomorphisme SO(3)∼SU(2)/Z2Soit U un élément de SU(2) don inlus dans H. Soit X un quaternion pur,que nous pourrons don onsidérer omme un élément de R
3, puisque l'ensembledes quaternions purs forment un R-espae vetoriel de dimension 3. Alors, d'aprèsla propriété sur la norme i-dessus, nous obtenons :

‖UXU∗‖2 = det(UXU∗) = det(X) = ‖X‖2 (C.4)où pour la deuxième égalité, nous avons utilisé que U ∈ SU(2) et est don dedéterminant 1. Puisque l'appliation pU : X 7→ UXU∗ est linéaire et onserveles normes, ette appliation est orthogonale. Comme X peut-être identi�é à unveteur, nous obtenons alors que pU ∈ O(3).D'autre part, SU(2) est onnexe (puisque homéomorphe à la sphère S3), etomme det(pU ) est à valeurs dans l'ensemble disret, {−1, 1}, il ne peut prendre quel'une de es valeurs. Il su�t don de onsidérer une matrie U de SU(2) partiulière,par exemple 1, auquel as, nous obtenons : det(p1) = 1. Par onséquent, pour toutematrie U de SU(2), pU est dans SO(3).L'appliation p : U 7→ pU est don un morphisme de groupe surjetif, et pouronstruire un isomorphisme, il su�t de quotienter par le noyau de l'appliation pqui est {−1, 1} = Z2, d'où :
SO(3) ∼ SU(2)/Z2 (C.5)C.3 Isomorphisme SO(4)∼SO(3)×SU(2)Tout d'abord, nous pouvons remarquer que la multipliation à gauhe ou àdroite par un quaternion peut s'érire sous forme matriielle. En e�et, notons

A = a0 + a1σ1 + a2σ2 + a3σ3 et B = b0 + b1σ1 + b2σ2 + b3σ3 deux quaternions. Lamultipliation de es deux éléments de H se déompose de la façon suivante :
AB = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3

+ (a1b0 + a0b1 − a3b2 + a2b3) σ1

+ (a2b0 + a3b1 + a0b2 − a1b3) σ2

+ (a3b0 − a2b1 + a1b2 + a0b3) σ3

(C.6)144



C.3. ISOMORPHISME SO(4)∼SO(3)×SU(2)Nous pouvons réérire la formule i-dessus sous forme matriielle dans la base
(1, σ1, σ2, σ3) de H onsidéré omme espae vetoriel de dimension 4 sur R :

AB =









a0 −a1 −a2 −a3

a1 a0 −a3 a2

a2 a3 a0 −a1

a3 −a2 a1 a0

















b0
b1
b2
b3









déf
= GAB (C.7)De plus, la matrie GA véri�e la propriété tGAGA = ‖A‖I4, où ‖A‖ est lanorme de A et I4 est la matrie identité de M4(R). Don si A est unitaire, alors

GA est un élément de SO(4) et est don une matrie de rotation à gauhe. Demême, nous aurions pu érire le produit des deux quaternions sous la forme :
AB =









b0 −b1 −b2 −b3
b1 b0 b3 −b2
b2 −b3 b0 b1
b3 b2 −b1 b0

















a0

a1

a2

a3









déf
= DBA (C.8)où DB orrespond à une matrie de rotation à droite.Soit maintenant une matrie de SO(3). Notons σ l'appliation qui va lui assoierune matrie de SO(4) :

σ : SO(3) −→ SO(4)

S 7−→ σS
déf
=

(

1 0

0 S

) (C.9)Nous pouvons maintenant onstruire l'isomorphisme entre les deux espaesités qui sont SO(4) et SO(3)×SU(2) :
SO(3) × SU(2) −→ SO(4)

(S, q) 7−→ σSDq
(C.10)où q est un élément de SU(2), don équivalent à un quaternion unitaire, d'où le faitqu'on lui ait assoié une matrie à droite Dq, qui est don une matrie de SO(4),puisque q est unitaire.L'appliation linéaire i-dessus est bien bijetive. En e�et, Dq étant une matriede SO(4) et S une matrie de SO(3), tSS = I3, soit tσSσS = I4 en e�etuant leproduit matriiel par blos, et det(σS) = det(S) = 1, don σS est également unélément de SO(4). Comme SO(4) est un groupe, leur produit reste dans e groupe.L'appliation (C.10) est don bien à valeurs dans SO(4). De plus, l'injetivité semontre failement, vu que les éléments du noyau de ette appliation véri�ent :

σSDq ≡
(

1 0

0 S

)









q0 −q1 −q2 −q3
q1 q0 q3 −q2
q2 −q3 q0 q1
q3 q2 −q1 q0









= I4 (C.11)145



ANNEXE C. QUATERNIONSpuisque I4 est l'élément neutre de SO(4). On voit don que pour que ette onditionsoit réalisée, le produit de la première ligne de σS par les olonnes suessives de
Dq implique q0 = 1, q1 = q2 = q3 = 0. Don Dq est l'élément neutre de SU(2).Puis, les autres produits donnent S = I3, soit l'élément neutre de SO(3). D'oùl'injetivité de l'appliation.D'autre part, soit un élément de A ∈ SO(4), qui véri�e don en partiulier,
tAA = I4, e qui s'érit :








a00 a01 a02 a03

a10 a11 a12 a13

a20 a21 a22 a23

a30 a31 a32 a33

















a00 a10 a20 a30

a01 a11 a21 a31

a02 a12 a22 a32

a03 a13 a23 a33









=









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









(C.12)en partiulier, la première ligne de A forme un quaternion unitaire q puisque a2
00 +

a2
01 + a2

02 + a2
03 = 1. De plus, vu la forme de la matrie de rotation à droite Dq, leproduit AtDq est de la forme :

AtDq =









a00 a01 a02 a03

a10 a11 a12 a13

a20 a21 a22 a23

a30 a31 a32 a33

















a00 −a01 −a02 −a03

a01 a00 a03 −a02

a02 −a03 a00 a01

a03 a02 −a01 a00









=

(

1 0

0 σ

)(C.13)De plus, A et Dq étant dans SO(4), leur produit l'est également et don σ est unematrie de SO(3), e qui montre la surjetivité puis l'isomorphisme annoné.
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Artile A:Laplaian eigenmodes forspherial spaes
Mar Lahièze-Rey, Samuel CaillerieClassial and Quantum Gravity 22 (2005) 695-708

The possibility that our spae is multi - rather than singly - onnetedhas gained a renewed interest after the disovery of the low power forthe �rst multipoles of the CMB by WMAP. To test the possibility thatour spae is a multi-onneted spherial spae, it is neessary to knowthe eigenmodes of suh spaes. Exepted for lens and prism spae, andin some extent for dodeahedral spae, this remains an open problem.Here we derive the eigenmodes of all spherial spaes. For dodeahedralspae, the demonstration is muh shorter, and the alulation methodmuh simpler than before. We also apply to tetrahedri, otahedriand iosahedri spaes. This ompletes the knowledge of eigenmodesfor spherial spaes, and opens the door to new observational tests ofosmi topology.The vetor spae Vk of the eigenfuntions of the Laplaian on the three-sphere S
3, orresponding to the same eigenvalue λk = −k (k + 2), hasdimension (k + 1)2. We show that the Wigner funtions provide abasis for suh spae. Using the properties of the latter, we express thebehavior of a general funtion of Vk under an arbitrary rotation G ofSO(4). This o�ers the possibility to selet those funtions of Vk whihremain invariant under G.Speifying G to be a generator of the holonomy group of a spherialspae X, we give the expression of the vetor spae V

k
X of the eigen-funtions of X. We provide a method to alulate the eigenmodes upto arbitrary order. As an illustration, we give the �rst modes for thespherial spaes mentioned. 149



ARTICLE A. LAPLACIAN EIGENMODES FOR SPHERICAL SPACES
A.1 Introdution
A.1.1 Cosmi TopologyThe possibility that spatial setions of our Universe have a multi-onneted topol-ogy o�ers interesting alternatives to the standard big bang models1. The reentsuggestion by [Luminet et al., 2003℄ that a peuliar variant, namely the Poinarédodeahedral spae, may explain the de�ieny in the �rst modes of the angularpower spetrum of the CMB, as observed by WMAP has renewed the interestto this question. It is presently an important task of osmology to hek thispossibility.The best hope to test the possible multi-onnetedness of spae omes fromthe CMB �utuations. For this task, the most important harateristi of a multi-onneted spae X is the set of its eigenmodes, a subspae of the modes of itsuniversal overing2. The main onsequenes on the CMB are (i) a suppression ofpower at the sales omparable to, or larger than, the irumferene of X, and (ii)a violation of isotropy at these sales. Thus, observational signatures may ouras a redution of power in the angular CMB spetrum (as reported by [Luminetet al., 2003℄), and as the imprint of orrelations between di�erent modes. Thepreditions of these observable e�ets require the knowledge of the eigenmodes [ofthe Laplaian℄ of X. For instane, [Luminet et al., 2003℄ use a limited numberof eigenmodes of the Poinaré spae, alulated numerially. More preise heksrequire the knowledge of a larger number of modes of this spae. The examinationof other models require the knowledge of the eigenmodes of other spherial spaes.This paper is devoted to the alulation of the eigenmodes of all variants ofthe multi-onneted spherial spaes. They are de�ned as quotients X ≡ S3/Γ,where the three-sphere S3 is the universal overing spae of X, and Γ ⊂SO(4)is the holonomy group of X. The transformations of Γ leave X invariant. Theompatness of S3 implies the �niteness of Γ. The latter is �nitely generated, i.e.by a �nite number of transformations.
A.1.2 Spherial spaesIn the family of spherial spaes, the eigenmodes of lens and prism spaes havebeen alulated by [Lehouq et al., 2002℄ in analyti form3. For the dodeahedralspae, only the very �rst modes had been alulated numerially, by [Luminetet al., 2003℄. Later, [Lahièze-Rey, 2004a℄ redued the alulation to an eigenvalueproblem of redued dimensionality, allowing their estimations up to arbitrary order.For the other spherial spaes, the knowledge of the eigenmodes remains an openproblem. Here, we present a general method to alulate the eigenmodes of any ofthe spherial spaes X = S3/Γ.1see e.g. Lahièze-Rey et Luminet, 1995.2see e.g. Riazuelo et al., 2004.3see also Lehouq et al., 2003; Lahièze-Rey, 2004b.150



A.2. EIGENMODES OF S3For a given eigenvalue λk, the eigenmodes of X desribe an eigenspae Vk
X .The dimension of this vetor spae has been alulated, very generally, by [Ikeda,1995℄. We use his results as a ross-hek of the alulations below.Our alulation is based on the fat that eah Γ has two generators G±, whihare single left ation rotations of SO(4). We obtain the straightforward deompo-sition

Vk
X = Vk

G+
∩ Vk

G−
,and we give expliit analyti expressions of the Vk
G±

, whih are the vetor spaesof the eigenfuntions of S3 invariant under G±.Although the expressions of the two Vk
G±

's are very simple, there is no generalanalyti expression of their intersetion. Thus, to obtain an expliit expression ofthe modes, we propose a general method, whih applies to any spherial spae. Itis based on the fat that a basis of Vk is provided by the Wigner funtions. Fromthe rotation properties of the latter, we derive a simple invariane ondition of themodes of S3 under G±, and thus under Γ. This provides the eigenmodes of X,whih are the eigenmodes of S3 whih remain invariant under Γ.In (A.2), we analyze the eigenfuntions of S3. We prove that the Wignerfuntions provide a onvenient basis (B2), di�erent from the widely used basis
(B1) provided by the usual hyperspherial harmonis. In (A.3), we derive therotation properties of this basis under SO(4), from whih we dedue those of alleigenfuntions of S3. This allows to give a riterion for the invariane of suh afuntion under an arbitrary rotation of SO(4). In (A.4), we give an expliit analytiexpression for the invariant subspaes Vk

G±
, and we provide a general proedureto alulate the eigenmodes of any spherial spae. The �rst modes are expliitlygiven in Appendix.

A.2 Eigenmodes of S3The eigenmodes of S3 are the eigenfuntions of the Laplaian ∆S3 of S3. Theeigenvalues are known to be of the form λk = −k(k + 2), where k ∈ N. Theeigenmodes orresponding to a given value of k span the eigenspae Vk, a vetorspae of dimension (k + 1)2. They are the solutions of the Helmoltz equation
∆S3f = λkf = −k(k + 2) f, k ∈ N. (A.1)Eah eigenspae Vk realizes the (k + 1)2 dimensional irreduible representation ofSO(4), the isometry group of S3.The orresponding eigenspae Vk

X , of X = S3/Γ, the goal of our searh, is thevetor spae of funtions of Vk whih are Γ - invariant. Eah Vk
X is a subvetorspae of Vk, whose dimension (possibly zero) is the degeneray of λk on X.151



ARTICLE A. LAPLACIAN EIGENMODES FOR SPHERICAL SPACES
A.2.1 Basis (B1): hyperspherial harmonisLet us all (B1) the most widely used (orthonormal) basis for Vk provided by thehyperspherial harmonis

(B1) ≡ {Ykℓm, 0 ≤ ℓ ≤ k,−ℓ ≤ m ≤ ℓ} (A.2)It generalizes the usual spherial harmonis Yℓm on the sphere (note that Ykℓm ∝
Yℓm). In fat, it an be shown4 that a basis of this type exists on any sphere Sn.Moreover, [Erdélyi et al., 1953℄ and [Fryant, 1991℄ has shown that the (B1) basisfor Sn is �naturally generated� by the (B1) basis for Sn−1. In this sense, the (B1)basis for S3 is generated by the usual spherial harmonis Yℓm on the 2-sphere S2.The generation proess involves harmoni polynomials onstruted from nullomplex vetors. The basis (B1) is in fat based on the redution of the repre-sentation of SO(4) to representations of SO(3): eah Ykℓm is an eigenfuntion ofan SO(3) subgroup of SO(4) whih leaves a seleted point of S3 invariant. Thismakes these funtions useful when one onsiders the ation of that partiular SO(3)subgroup. But they show no simple behaviour under a general rotation.This basis is adaptated to the usual polar spherial oordinates (ψ, θ, φ).
A.2.2 The paraboli basis (B2)The seond (orthonormal) basis of Vk is spei� to S3:

(B2) ≡ {Tk;m1,m2
, −k/2 ≤ m1,m2 ≤ k/2} (A.3)where m1 and m2 vary independently by integers (and, thus, take integral or semi-integral values aording to the parity of k). It is for instane introdued in [Banderet Itzykson, 1966℄ by group theoretial arguments, it appears naturally adapted tothe systems of toroidal oordinates to desribe S3:















x0 = r cosχ cos θ
x1 = r sinχ cosφ
x2 = r sinχ sinφ
x3 = r cosχ sin θspanning the range 0 ≤ χ ≤ π/2, 0 ≤ θ ≤ 2π and 0 ≤ φ ≤ 2π. Here, the

(xµ) represent the artesian oordinates of the embedding spae IR45), and as weonsider only spherial spaes, r is thus the radius of S3, whih is a onstantassumed hereafter to be 1.The expliit expression of the Tk;m1,m2
an be found in [Bander et Itzykson,1966℄, [Lehouq et al., 2003℄ or [Lahièze-Rey, 2004b℄. It is proportional to a Jaobipolynomial:

Tk;m1,m2
(X) = Ck;m1,m2

(cosχ eiθ)ℓ (sinχ eiφ)m P
(m,ℓ)
d (cos(2χ)), (A.4)4see e.g. Bander et Itzykson, 1966; Erdélyi et al., 1953; Fryant, 1991.5see e.g. Lahièze-Rey, 2004b; Lehouq et al., 2003.152



A.2. EIGENMODES OF S3where we have written
ℓ = m1 +m2, m = m2 −m1, d = k/2 −m2.The fator Ck;m1,m2
an be omputed from normalization requirements (there is afator √2 laking in [Lahièze-Rey, 2004b℄ formula) as

Ck;m1,m2
≡

√

k + 1

2π2

√

(k/2 +m2)!(k/2 −m2)!

(k/2 +m1)!(k/2 −m1)!
. (A.5)We also note these useful proportionality relations:

cosℓ χ sinm χ P
(m,ℓ)
k−ℓ−m

2

(cos 2χ) ∝ cosℓ χ sin−m χ P
(−m,ℓ)
k−ℓ+m

2

(cos 2χ)

∝ cos−ℓ χ sinm χ P
(m,−ℓ)
k+ℓ−m

2

(cos 2χ).
(A.6)Sine (B2) is a basis, we have Vk = span (Tk;m1,m2

)−k/2≤m1,m2≤k/2. It appearsonvenient to de�ne the subvetor spaes
Vk,m1 ≡ span (Tk;m1,m2

)−k/2≤m2≤k/2 . (A.7)We have
Vk =

k/2
⊕

m1=−k/2

Vk,m1 .We show now that the Tk;m1,m2
identify, up to a onstant, to the Wigner D-funtions.

A.2.3 The Wigner D-funtionsThe Wigner D-funtions are de�ned as funtions on the Lie group SO(3):SO(3) −→ C

g 7−→ Dj
m′m(g) ≡ 〈jm′|Rg|jm〉. (A.8)Here, g is rotation of SO(3), and Rg expresses its natural left ation f 7→ Rgf onfuntions: Rgf(x) ≡ f(g−1x). The vetors |jm〉, m ∈ [[−j, j℄℄ form an orthonormalbasis for Hj, the 2j+1 dimensional irreduible representation of SU(2). When j isinteger, this is an IUR of SO(3), and the |jm〉 an be taken as the usual spherialharmonis Yℓm. This implies

RgYjm =
∑

m′

Dj
m′m(g−1) Yjm′ (A.9)(Care must be taken that one �nds in the literature other de�nitions with indiesexhanged; we adopt here the notations of [Edmonds, 1960℄).153



ARTICLE A. LAPLACIAN EIGENMODES FOR SPHERICAL SPACESAs manifolds, the three-sphere S3 and SU(2) are idential. This allows toidentify any point of S3 to an element of SU(2) by the following relation:
S3 −→ SU(2)

x ≡ (χ, θ, φ) 7−→ ux ≡
(

cosχ eiθ i sinχ eiφ

i sinχ e−iφ cosχ e−iθ

)

. (A.10)(Note that one �nds other phase hoies for this identi�ation in the literature).On the other hand, there is a group isomorphism between SU(2) and SO(3)/Z2,where Z2 refers to the multipliative group {−1, 1}. Thus, eah element u of SU(2)de�nes an SO(3) rotation gu. In pratie, a rotation of SO(3) is parametrizedby its Euler angles α, β, γ. Taking into aount the identi�ation above, theorrespondene takes the form:
SU(2) 7→ SO(3) (A.11)

u = (χ, θ, φ) 7→ gu = (α, β, γ), (A.12)where
χ =

β

2
θ =

α+ γ

2
φ =

α− γ

2
. (A.13)This allows to onsider the Wigner D-funtions as funtions on SU(2) and,thus, on S3. Their expliit expression (see for instane [Edmonds, 1960℄) showstheir identi�ation to the previous funtions Tk;m1,m2

:
Dk/2

m2,m1
(ux) ≡

√

2π2

k + 1
Tk;m1,m2

(u), (A.14)with −k/2 ≤ m1,m2 ≤ k/2. This will allow to use their very onvenient propertieswith respet to rotations.
A.2.4 Change of basisWe have two bases for Vk. Calulations may be more onvenient in one or theother. Most numerial odes use a development in the basis (B1). Here we willalulate the eigenmodes ofX in the basis (B2). A onversion requires the formulaefor the hange of basis, whih result from the properties of the Wigner funtions.The expansion may be found in [Gazeau, 1978℄ (see also [Bander et Itzykson,1966℄, whih uses however di�erent onventions):

Yklm(u) = ik+l−m
∑

m1,m2

(−1)m2(
k

2
,−m1;

k

2
,m2 | l,m) Tk;m1,m2

(u), (A.15)where the (j,m1; j,m2 | l,m) are the Clebsh-Gordan oe�ients. We an invertthis formula by multiplying it by another Clebsh-Gordan oe�ient (j,m3; j,m4 |154



A.3. SO(4) ROTATIONS
l,m) and by summing on the 2 indies l andm. The orthonormality of the Clebsh-Gordan oe�ients then gives the relation (after renaming indies):

Tk;m1,m2
(u) = (−1)m2

∑

l,m

i−k−l+m(
k

2
,−m1;

k

2
,m2 | l,m) Yklm(u) (A.16)The properties of the Clebsh-Gordan oe�ients (non zero only when −m1 +

m2 = m with the previous notation) redue these formulae, respetively, to
Yklm(u) =

∑

m1

ik+l+m1+m2(
k

2
,−m1;

k

2
,m1 +m | l,m) Tk;m1,m1+m(u). (A.17)and

Tk;m1,m2
(u) =

∑

l

(
k

2
,−m1;

k

2
,m2 | l,m2 −m1)

Ykl(m2−m1)(u)

ik+l+m1+m2
. (A.18)

A.3 SO(4) rotations
A.3.1 General aseThe isometries of S3 form the group SO(4), the rotation group of the embeddingspae IR4. We note G : x 7→ Gx suh an isometry, and de�ne its ation on afuntion f of S3 as

RG : f 7→ RGf ; RGf(x) ≡ f(G−1x).Using the previous identi�ation between S3 and SU(2), it is very onvenientto use the SU(2)×SU(2) representation of SO(4). Any rotation G of SO(4) isrepresented (modulo a sign) as a pair (ul, ur) of two SU(2) matries, respetivelyating on the left and on the right on ux, an element of SU(2):
(ul, ur) : SU(2) −→ SU(2)

ux 7−→ ul · ux · ur = uGx,
(A.19)where all matries belong to SU(2). (The SO(4) matries of the form (ul, ur = u−1

l )form a spei� SO(3) subgroup).The resolution of identity in Hj (or equivalently, the omposition of two su-essive SO(3) rotations, with Rg1◦g2
= Rg2

◦Rg1
), implies the well known additionformula

Dj
mm′(uv) =

∑

m′′

Dj
mm′′(u) D

j
m′′m′(v). (A.20)Using (A.14), this implies

Tk;m′m(xuv) =
∑

m′′

D
k/2
mm′′(u) Tk;m′m′′(xv). (A.21)155



ARTICLE A. LAPLACIAN EIGENMODES FOR SPHERICAL SPACESHere, xu is the point of S3 orresponding to u ∈ SU(2). Now we will use the samenotation for a funtion on S3 and on SU(2): f(xu) = f(u).In these formulae, uv refers to the produt of two SU(2) matries. We are nowable to ompute the ation of a rotation G of SO(4) on the basis funtions Tk;m1,m2by using the deomposition (A.19) of G and by using twie the addition formula(A.21) for Tk;m1,m2
.Thus, we obtain the rotation properties of the basis (B2) of eigenfuntionsunder the rotation G ≈ (ul, ur):

RGTk;m1,m2
(v) ≡ Tk;m1,m2

(u−1
l v u−1

r )

=
∑

m

∑

m′

Dk/2
m2m(u−1

l ) D
k/2
m′m1

(u−1
r ) Tk;m′m(v). (A.22)This ompletely spei�es the rotation properties of the basis (B2) under SO(4).

A.3.2 Single ation rotationsA speial ase is a single left ation rotation (hereafter SLAR), G ≡ (ul, ur ≡
IISU(2)), where ul ∈SU(2) de�nes an SO(3) rotation g. The previous formularedues to:

RGTk;M,m2
(v) ≡ Tk;m1,m2

(u−1
l v)

=
∑

m

Dk/2
m2m(u−1

l ) Tk;Mm(v). (A.23)We note that G preserves the �rst index M = m1. This means that eah Vk,M(see A.7) is invariant under G. This implies that the researh of eigenfuntionsinvariant under a SLAR G may be performed in eah Vk,M separately. Moreover,sine the invariane equation does not depend on M = m1, the solution in one ofthem will give the solution for all of them.From (A.23), the invariane ondition reads
Tk;M,m2

(v) =
∑

m

Dk/2
m2m(u−1

l ) Tk;Mm(v). (A.24)
A.3.3 Invariant funtionsThe eigenfuntions of X ≡ S3/Γ are the eigenfuntions of S3 whih remain invari-ant under Γ. A neessary and su�ient ondition is that they remain invariantunder the generators of Γ, whih are SLARs.Thus, we searh the eigenfuntions invariant under an arbitrary SLAR G. Fora given value k, let us all their spae Vk

G ⊂ Vk. Sine G preserves the vetor spae
Vk,M , we have the deomposition

Vk
G =

k/2
⊕

M=−k/2

Vk,M
G ; Vk,M

G ≡ Vk,M ∩ Vk
G.156



A.3. SO(4) ROTATIONSThe searh of the G-invariant eigenmodes is equivalent to the searh of thevetor spaes Vk,M
G , for the di�erent values of k,M , in Vk,M .In Vk,M , the expansion of a funtion f on the anonial basis,

f =

k/2
∑

m=−k/2

fk;Mm Tk;M,m,desribes it as the vetor F with the k + 1 omponents Fm ≡ fk;Mm. Similarly,we write for simpliity the matrix Mmn ≡ D
k/2
nm(u−1

ℓ ). Then, equ.(A.24) takes thevery simple form
Fm =

∑

n

Mmn Fn. (A.25)This is an eigenvalue equation MF = F. Its solutions are the eigenvetors of thematrix M , with the eigenvalue 1.We reall (see equ.A.8) that the Wigner funtion are the rotation matrix ele-ments in the (k+1) - dimensional representation k/2. Assuming k = 2ℓ even, thevetor F represents also an harmoni funtion on the 2-sphere ψV ≡
∑

m Fm Yℓm ∈
Vℓ. Thus, (A.25) beomes

ψV = (Rg)
t ψV(the subsript t holds for matrix transposition). This is the ondition for thefuntion fV to be invariant under the SO(3) rotation g−1. The solution of thisproblem is well known. Let us all n and 2π/N the oriented (unit) axis and angle(assumed an integer divisor of 2π) of the rotation g.

• Diagonal ase: When n is along Oz, the rotation is diagonalized : theSU(2) matrix, u = diag(eiπ/N , e−iπ/N ), [Rg]mn = δmn e2iπ m/N and, using(A.4) and (A.14),
D

k/2
m2m(u−1) = δmm2

(e−iπ/N )m+m2 P
(m2−m,m+m2)
k/2−m (1)

= e−2iπm/N δmm2
.

(A.26)The eigenspae orresponding to the eigenvalue 1 is thus span(eNµ)−JN≤µ≤JN
,after de�ning JN ≡ ⌊k/2N⌋ (⌊·⌋ means integer part), and where ei is theith basis vetor. In other words, the non zero omponents of an invariantvetor have as index an integer multiple of N . The dimension of this spaeis 2JN + 1.Coming bak to SO(4), this results implies immediately that

Vk,M
G = span(Tk;M,Nµ), −JN ≤ µ ≤ JN .

• When n is not along Oz, we may diagonalize Rg as g = ρ−1 D ρ. Theeigenvalue equation beomes
fV = ρ−1 D ρ fV .157



ARTICLE A. LAPLACIAN EIGENMODES FOR SPHERICAL SPACESThis is the same eigenvalue equation as above, with the same solution, al-though not for V but for ρV . The eigenspae orresponding to the eigenvalue1 is thus span(ρ−1 eNµ)−JN≤µ≤JN
.Coming bak to SO(4), this results implies immediately that

Vk,M
G = span(ρ−1 Tk;M,Nµ), −JN ≤ µ ≤ JN .

A.4 Eigenmodes of spherial spaesWhen we have two generators G±, the eigenspae is simply
Vk,M

X = Vk,M
G+

∩ Vk,M
G−

.In any spherial spae, we hose a frame where one of the generators of Γ isdiagonalized, so that the invariane ondition relative to this generator takes thesimple form (A.29). Thus, the problem is redued to the searh of the invarianeondition relative to the other generators.
A.4.1 Diagonal matriesApplying equation (A.23) to a diagonal matrix as above, we obtain:

RgTk;m1,m2
(v) = e−2iπ m2/N Tk;m1m2

(v) (A.27)Let us assume that a generator of the holonomy group of a spherial spae Xis represented by a diagonal left ation SU(2) matrix g ≈ (ul, II) with ul of thediagonal from above. The invariane ondition, under g, of the basis funtions forthis spae takes the form
Tk;m1,m2

(ul) = e−2iπm2/NTk;m1m2
(ul). (A.28)Its solution is

m2 = 0 (mod N), (A.29)or m2 = Nµ, where µ varies in the range [−JN ..JN ].Hereafter, all sums involving µ, ν are assumed to go in this range (2JN + 1values). This is the seletion rule for the eigenmodes invariant under g.
A.4.2 A general proedureThe spherial spaes onsidered below all have two generators whih are SLARs,
G± ≡ (γ±, II). Let us hose a frame where G+ is diagonal. Then, form above, wean write

Vk,M
G = span(Tk;M,Nµ), −JN ≤ µ ≤ JN .In other words, all eigenfuntions Tk;M,m, with m = Nµ are G+-invariant.158



A.4. EIGENMODES OF SPHERICAL SPACESSine there is no simple way to alulate the intersetion
Vk,M

X = Vk,M
G+

∩ Vk,M
G−

,we propose a pratial proedure.Let us expand a G+-invariant funtion in the basis (B2) as
f =

∑

m

∑

µ

fk;m,Nµ Tk;m,Nµ, µ = −JN · ·JN .The invariane ondition under the rotation γ−, for suh a funtion, takes theform:
RG−

f = f :

∑

m

∑

µ

fk;m,Nµ RG−
Tk;m,Nµ(x) =

∑

m

∑

µ

fk;m,Nµ Tk;m,Nµ(x).
(A.30)With the transformation law (A.23), this beomes:

fk;m,Nµ =
∑

ν

fk;m,Nν D
k/2
Nν,Nµ

(

(γ−)−1
)

. (A.31)This equation is independant of index m.This implies that the eigenspae for k splits as the diret sum
Vk

X =
⊕

m

Vk,m
X .The degeneray of the eigenvalue λk is the dimension of Vk

X . This implies that
dim

(

Vk
X

)

= (k + 1) dim
(

Vk,m
X

)

.Thus, the solution for m does not depend on m, and we an write fk;m,n =
fk;m0,n, where m0 is some index in [[− k/2; k/2℄℄. Equ. (A.31) is still an eigenvalueequation, but in a vetor spae of restrited dimension 2JN + 1: Let us de�ne thematrix Mk, of order 2JN + 1, through its oe�ients:

[Mk]µ,ν ≡ D
k/2
Nν,Nµ

(

(γ−)−1
)

, µ, ν = −JN · ·JN .Note that this matrix does not depend on the index M . Let us also de�ne the
(2JN + 1)- vetor F through its omponents :

[F ]µ ≡ fk;M,Nµ.Equation (A.31) ould thus be written in matrix form:
MkF = F . (A.32)159



ARTICLE A. LAPLACIAN EIGENMODES FOR SPHERICAL SPACESThis eigenvalue equation may be easily solved, for instane with Mathematia.The results are given in appendix.Having found the solution under the form of the vetors Fs, with 1 ≤ s ≤ σ,with σ = 1/(2JN + 1) times the degeneray of the eigenvalue (σ is found as aresult of the eigenvalue problem; the value oinide with that given by [Ikeda,1995℄). We have �nally a basis (Yk;M,s)M=−k/2..k/2, s=1..σ for the eigenmodes of Xorresponding to the eigenvalue k, where
Yk;M,s ≡

JN
∑

µ=−JN

(Fs)µ Tk;M,N µ. (A.33)
A.5 Appliation to the spherial spaesFor eah spae, the steps are the following:

• We write the two generators in the SU(2) × SU(2) forms. Sine both areSLARs, this orresponds to two SU(2) matries γ±. (We thank J. Weeks forproviding generators in suitable form).
• We diagonalize the matrix γ+.
• We dedue the value JN .
• We solve the eigenvalue equation (A.32) in the vetor spae of dimension

2JN + 1. This gives the vetor(s) F by their omponents
• Then equ. (A.33) gives the eigenmodes of X.

A.5.1 Dodeahedral spaeThe two SU(2) generators,
(

c+ iC ±i/2
±i/2 c− iC

)

; c ≡ cos(π/5), C ≡ cos(2π/5), (A.34)beome, after diagonalization,
γ+ =

(

eiπ/5 0

0 e−iπ/5

)

γ− =

(

cos(π/5) + i sin(π/5)/
√

5 2i sin(π/5)/
√

5

2i sin(π/5)/
√

5 cos(π/5) − i sin(π/5)/
√

5

) . (A.35)We have N = 5, JN = ⌊k/10⌋.Equ.(A.33) gives the eigenmodes. We have heked that they orrespond tothose found by [Lahièze-Rey, 2004a℄. 160



A.6. CONCLUSIONAs we mentioned, it may be more onvenient to express these modes in themore widely used basis (B1). The solution of our problem in this basis is, for thedodeahedral spae:
fk(x) =

∑

l,m,m′

im−k−l(−1)m
′

fk;m′(
k

2
,m′ −m;

k

2
,m′ | l,m) Yklm, (A.36)where the index m′ satisfy the ondition (A.29) for the dodeahedral spae, l varyin [[0, k℄℄ and m vary in [[− l, l℄℄.

A.5.2 Other multi-onneted spherial spaesBeside lens and prism spaes, three other multi-onneted spherial spaes remain.In eah one, holonomy groups are generated by two left-ation SO(4) rotations.We follow the same proedure.We give in the table below a list of these spaes with their 2 generators, undertheir SU(2) form.Tetrahedron 1
2

(

1 − i −1 − i
1 + i 1 + i

)

1
2

(

1 + i −1 + i
1 + i 1 − i

)diagonal form (

eiπ/3 0

0 e−iπ/3

)

1√
3

(

1
2 (
√

3 + i) −1 − i

1 − i 1
2(
√

3 − i)

)

Otahedron (

e−iπ/2 0

0 eiπ/2

)

1√
2

(

1 1
−1 1

)

Iosahedron (

c+ i/2 iC
iC c− i/2

) (

c+ iC 1/2
−1/2 c− iC

)diagonal form (

eiπ/5 0

0 e−iπ/5

) (

c+ is 1/2 − ics
−1/2 − ics c− is

)with c := cos(π/5) and s := sin(π/5)/
√

5.Computations gives the tables in appendix, where we presented the �rst modesfor the di�erent spherial spaes. More modes an be obtain by sending us an emailat: ailleri�disovery.salay.ea.fr.Note that the modes for the Iosahedron are the same than those of the Do-deahedron, as expeted; they are however given here in a di�erent frame.
A.6 ConlusionThe introdution of the basis (B2) of Wigner funtions provided the expliit be-havior of the modes of S3, under the rotations of SO(4). This allowed to write aninvariane ondition of these modes under any rotation, and under the holonomy161



ARTICLE A. LAPLACIAN EIGENMODES FOR SPHERICAL SPACESgroup Γ of a spherial spae S3/Γ. The solutions of the orresponding equationsgive the vetor spaes of the eigenmodes of S3/Γ. These modes are alulatedexpliitly, for the �rst values of k, for the spherial spaes, in the basis (B2). Wegive the transformation relations to express them in the more usual basis (B1) ofhyperspherial harmonis.This allows to alulate the power angular spetrum of the CMB �utuations,as predited by the osmologial model with Poinaré dodeahedral spae, up toarbitrary multipoles k. This work is in progress. It will allow to hek if thepreditions of [Luminet et al., 2003℄ hold up to higher orders. In any ase, theonfrontation of the predited power spetrum with observations may not o�erenough disriminating power. Thus, we intend to alulate the ross orrelationspredited from this model. They are zero for Gaussian isotropi �utuations, andthus allow more spei� tests of osmi topology. This work is also in progress.The present results allow to extend these alulations to the remaining spherialspaes, a work also in progress. Hopefully, this will provide a de�nitive test of thease of a multi-onneted spae with positive urvature, at least for a range ofsales omparable with that of the last sattering surfae.
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A.7. APPENDICES
A.7 AppendiesTable of eigenfuntions for the dodeahedral spaeEigenmodes of dodeahedral spae orresponds to the basis of funtions (fk(x))m∈[[−k/2;k/2℄℄,where fk =

∑

m,m′ fk;m′Tk;m,m′ . In this table is indiated the allowed k (thosewhere Dk admits 1 as an eigenvalue) and the orresponding fk;m′, for m′ = 0
(mod 5) (for others values of m′, fk;m′ = 0).k=120.529150262 i 0.663324958 0.529150262 ik=20-0.3158058475 i 0.578273291 0.362950869 i 0.578273291-0.3158058475 ik=24-0.486949689 0.3025227264 i 0.585422924 0.3025227264 i-0.486949689k=30-0.2829840984 0.391305507 i -0.516526862 00.516526862 -0.391305507 i 0.2829840984k=32-0.329930901 i 0.425449096 -0.331083071 i 0.448380790-0.331083071 i 0.425449096 -0.329930901 iFor this spae and others, we have alulated more modes, and with an higherpreision. As indiated in the text, these modes ould be asked at: ailleri�disovery.salay.ea.fr.
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ARTICLE A. LAPLACIAN EIGENMODES FOR SPHERICAL SPACESTable of eigenfuntions for the tetrahedral spaeFor this spae, we present modes under the form: fk;m, with the notationused above, where m = 0 (mod 3). For k = 12, we an observe that modes aredegenerated and we thus have 2 series of fk;m.k=60.333333333 - 0.333333333 i 0.745355992-0.333333333 - 0.333333333 ik=80.608580619 -0.360041149 - 0.360041149 i-0.608580619 ik=12-0.00323332162 + 0.00323332162 i 0.7383322050.2666917602 + 0.2666917602 i 0.2828693156 i-0.341013640 + 0.341013640 i0.354280119 + 0.354280119 i -0.0861446455 i-0.353087976 + 0.353087976 i 0.689157164-0.0929259330 - 0.0929259330 ik=140.491351820 i -0.1888525745 + 0.1888525745 i0.611952283 0.1888525745 + 0.1888525745 i-0.491351820 i
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A.7. APPENDICESTable of eigenfuntions for the otahedral spaeFor this spae, we present modes under the form: fk;m, with the notation usedabove, where m = 0 (mod 2).k=4-0.612372435 0.500000000 -0.612372435k=8-0.379649579 -0.1447862189 -0.818416944 -0.1447862189-0.379649579-0.530330085 0.3118047822 -0.493006648 0.3118047822-0.530330085k=10-0.353553390 -0.612372435 0 0.6123724350.353553390k=120.507752400 -0.1250000000 0.342326598 -0.4677071730.342326598 -0.1250000000 0.5077524000.1230304012 -0.672015232 0.0829470795 0.22969035370.0829470795 -0.672015232 0.1230304012
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ARTICLE A. LAPLACIAN EIGENMODES FOR SPHERICAL SPACESTable of eigenfuntions for the iosahedral spaeFor this spae, we present modes under the form: fk;m, with the notation usedabove, where m = 0 (mod 5).k=120.1882530268 + 0.3999418963 i 0.6533724434-0.2617387416 + 0.5560616500 ik=20-0.2115446757 - 0.0542397647 i 0.3004753102 - 0.3633777752 i0.1486544684 + 0.3158151081 i 0.6556494140.1798126817 - 0.3820104577 ik=24-0.0622550053 - 0.3255605557 i -0.2352778614 - 0.0603249209 i-0.3529784282 + 0.4268720642 i -0.1437372075 - 0.3053684305 i0.6406372434k=300.02978235622 + 0.1557458776 i 0.2506842548 + 0.0642750991 i-0.2564612869 + 0.3101497151 i 0.0002877519 + 0.0006113259 i0.560360227 0.2128816958 - 0.4522652865 i0.2718985718 + 0.3288186907 i
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Artile B:Constraining Cosmi Topologywith CMB PolarizationAlain Riazuelo, Samuel Caillerie, Mar Lahièze-Rey, Jean-Pierre Luminet, RolandLehouqsubmitted to Physial Review DMultiply onneted spae setions of the universe on a sale smallerthan the horizon size an leave an imprint on osmi mirowave bak-ground polarization maps, in suh a way that the so-alled �irles-in-the-sky� method an be used to detet or onstrain the topology. Weinvestigate some spei� ases, namely toroidal and sixth-turn spaes,in order to show the in�uene of topology on CMB polarization. Theorrelation between mathed points happens to be always positive andhigher than 75% regardless of the angular sale and of the osmologialparameters, exept for reionization. This �gure is better than what o-urs in temperature maps, but is ahieved only in the absene of noise.It is only slightly redued by the �ltering sheme.
B.1 IntrodutionThe question of a possible multiply onneted topology of our osmi spae goesbak to the pioneering works of Shwarzshild and Friedmann more than 75 yearsago. In the past two deades, various strategies and methods have been devisedto probe a non trivial topology of the spae setions of the universe, using urrentor forthoming data from osmologial observations1. Sine the topologial lengthsales are a priori not known, it is useful to survey the largest observable sale inorder to inrease the odds of deteting, or at least onstraining, the spae topol-ogy. The Cosmi Mirowave Bakground (CMB) emitting region, the so-alled lastsattering surfae (LSS) is situated at a redshift of z ≃ 1100 and represents the1see e.g. Lahièze-Rey et Luminet, 1995; Levin, 2002; Rebouas, 2005; Souradeep et Hajian,2005. 167



ARTICLE B. CONSTRAINING COSMIC TOPOLOGY WITH CMBPOLARIZATIONdeepest region that an be studied in the eletromagneti domain. Thus its useful-ness for osmology in general is tremendous as indiated by [Liddle et Lyth, 2000℄.Sine more than one deade2, temperature anisotropies in the CMB radiation havebeen mapped as a funtion of the diretion. They result from those density �u-tuations in the primordial plasma, whih are the seeds of evolved strutures in theuniverse. Their study provides ruial information on the matter-energy ontentsof the universe, as well as some hints on the physial proess whih ould havegenerated the �rst density perturbations at a muh earlier epoh3.CMB anisotropies an also be used to onstrain the topology. The main imprintof a non trivial topology on the CMB is well-known in the ase when the harater-isti topologial length sale (alled the injetivity radius) is smaller than the radiusof the last sattering surfae: the rossings of the LSS with its topologial imagesgive rise to pairs of mathed irles of equal radii, entered at di�erent pointson the CMB sky, and exhibiting orrelated patterns of temperature variations4.Suh �irles-in-the-sky� searhes are urrently in progress using the WMAP data.They are however omputationally very expensive, and the present results are notompletely lear. On the one hand, a massive searh mathing irle with radiilarger than 25◦ gave negative results5. On the other hand, another searh extendedto smaller radii6 laimed to have found six pairs of antipodal mathed irles ina dodeahedral pattern, onsistent with the Poinaré dodeahedron spae modelreently proposed by some of us7 to aount for the observed anomalies on theCMB angular power spetrum on large sales. The statistial signi�ane of suhresults still has to be lari�ed. In any ase, a lak of nearly mathed irles doesnot exlude a multiply onneted topology on sale less than the horizon radius:detetable topologies may produe irles of small radii whih are statistially hardto detet and urrent analysis of CMB sky maps ould have missed even antipodalmathing irles beause various e�ets may damage or even destroy the temper-ature mathing8. Moreover, even if it might already seem severely onstrained byobservational data, there are still unexpeted and still unexplained features on thelarge angular sales of the CMB temperature map9 whih may hint for some sortof breaking of statistial isotropy of the CMB, a feature whih is not shared bymany models others than multiply onneted topology, and whih is present evenwhen the injetivity radius is larger than the size of the observable universe10.Reent work by [Aurih et al., 2005a℄, [Gundermann, 2005℄ and [Caillerie et al.,2005℄ support the dodeahedron model. Sine the above mentioned anomalies de-2see e.g. Smoot et al., 1992.3see e.g. Liddle et Lyth, 2000.4see e.g. Cornish et al., 1998.5see e.g. Cornish et al., 2004.6see e.g. Roukema et al., 2004.7see e.g. Luminet et al., 2003.8see Riazuelo et al., 2004 or Aurih et al., 2005a.9see e.g. Eriksen et al., 2004; Copi et al., 2004; Shwarz et al., 2004.10see e.g. Riazuelo et al., 2004. 168



B.2. CMB PHYSICS AND CORRELATION BETWEEN MATCHED POINTSIN TEMPERATURE MAPSteted in the �rst year WMAP data11 suggest the presene of some statistialanisotropy in the CMB radiation, it appears thus neessary to better onstraintopology, by using tests of di�erent nature. It is now widely understood that thepolarization of the CMB, predited long ago12, an provide a lot of additional in-formations for reonstruting the osmologial model13. The information enodedin polarization is expeted to beome a neessary input for preision osmology,when it will be mapped in detail in the next release of the WMAP data 14 and laterby the Plank satellite mission 15. In this artile we show how the polarization analso be used to put additional onstraints on spae topology.This paper is organized as follows: in Se. B.2, we remind the key ingredi-ents for deteting topologial signatures in a CMB temperature map, using theirles-in-the-sky method. In Setion B.3, we reall the basi properties of CMBpolarization that are useful for our purpose. We then ompute in Se. B.4 theexpeted orrelation for polarization maps, taking into aount the spei�ities ofpolarization. Our main result is that the orrelation in polarization maps is alwayslarger than 75%, assuming an ideal ase where no noise is present in the maps.In Se. B.5 we present simulated maps for the 3-torus and the sixth-turn spaein order to illustrate the validity of our method. In Se. B.6, we look for varioussoures of blurring of the orrelation when onsidering two e�ets : reionizationand �nite resolution.
B.2 CMB physis and orrelation between mathed pointsin temperature mapsLet us �rst review the di�erent ontributions to CMB temperature as well as po-larization anisotropies. The apparent temperature �utuation in a given diretion
n̂ an be expressed (in Newtonian gauge) by

δT

T
(n̂) = (

1

4

δρ

ρ
+ Φ)

∣

∣

∣

∣

rn̂

− n̂.ve(rn̂) +

∫ r

0
(Φ̇ + Ψ̇)

∣

∣

∣

ln̂
dl, (B.1)where the quantities Φ and Ψ are the usual Bardeen potentials16, ve being theveloity within the eletron �uid. The �rst terms are evaluated at the LSS, i.e.,at rn̂, where r represents the radius of the LSS. They represent the Sahs-Wolfeand Doppler ontributions to CMB temperature anisotropies. The last term giveaounts of the energy exhanged by photons with time-varying gravitational �elds,known as the integrated Sahs-Wolfe (ISW) e�et. This formula is independentof the topology of the universe and is valid in the limit of an in�nitely thin last11see e.g. Eriksen et al., 2004; Copi et al., 2004; Shwarz et al., 2004.12see e.g. Rees, 1968.13see e.g. Hu et White, 1997.14see http://map.gsf.nasa.gov.15see http://si.esa.int/siene-e/www/area/index.fm?fareaid=17.16see e.g. Mukhanov et al., 1992; Durrer, 1994.169



ARTICLE B. CONSTRAINING COSMIC TOPOLOGY WITH CMBPOLARIZATIONsattering surfae and in absene of reionization. In order to go beyond theseapproximations, one should replae the quantities evaluated at the LSS, at rn̂, byquantities averaged on spheres of various radii, weighted by the probability for aneletron to have experiened its last sattering at the orrespond epoh17. Suhorretions are however not relevant for our purpose here.In a multiply onneted spae, any two omoving points of spae are joined bymore than one geodesi. This haraterizes the imprint of topology on osmology.The immediate onsequene is that the observed sky may show multiple imagesof a radiating soure. Geometrially, the observational spae identi�es with theportion of the overing spae (i.e. the orresponding simply onneted manifold)whih lies inside the horizon sphere. Multiple images (also alled topologial, orghost images) of a given soure are related by disrete isometries belonging tothe holonomy group. The ations of these holonomies tile the observational spaeinto idential ells whih are opies of a fundamental domain. It results the mostintuitive way to detet a multiply onneted topology: to identify the multipleimages of the same elestial objet. This applies to faraway osmologial souressuh as galaxy lusters18 as well as spots in the CMB, i.e., di�erent points of theLSS whih would orrespond to a single point of physial spae.When the fundamental domain is smaller than size of the LSS (at least alongone diretion), the multiple images of the LSS so generated in the overing spaeinterset themselves. In this ase, the Sahs-Wolfe ontributions to the CMB radia-tion (whih do not depend on the diretion of observation) are stritly idential forhomologous points of the LSS. This is at the basis of the now popular �irles-in-the-sky� method, sine the intersetion of two opies of the LSS sphere is a irle.Aordingly, a multiply onneted topology may be haraterized by temperatureorrelations between pairs of spei� mathed irles19.However, even in an ideal situation where noise removal would be perfet, suha orrelation is not perfet. It is exat for the Sahs-Wolfe ontribution (and evenonly on sales larger than the width of the last sattering surfae), but absent forthe Doppler and ISW ontributions20 . In partiular, the ISW ontribution dependson the whole path between the emitting point of the LSS and the observer. In amultiply onneted spae, two mathed points of the LSS are joined to the observerby two di�erent paths. Therefore, their orresponding ISW ontributions di�ersigni�antly, exept possibly on the very largest sales. This blurs the temperatureorrelations.A simple estimator for the orrelation between pairs of irles is the irleomparison statisti (hereafter CCS)
S(φ∗) ≡

2 < T1(±φ) T2(φ+ φ∗ >
< [T1(±φ)]2 + [T2(φ+ φ∗]2 >

(B.2)17see e.g. Hu et White, 1997.18see e.g. Lehouq et al., 1996.19see e.g. Cornish et al., 1998.20see e.g. Riazuelo et al., 2004. 170



B.2. CMB PHYSICS AND CORRELATION BETWEEN MATCHED POINTSIN TEMPERATURE MAPS
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(i) (ii)Figure B.1: Orientations and points of view. This �gure shows the di�erentvetors as seen by an observer O, whih sees di�erent points P on last satter-ing surfae whih orrespond to the same physial point, and the situation as isregarding from the point P how looks like the Universe.where < >= 1/2π
∫ 2π
0 dφ de�ned by [Cornish et al., 1998℄. The CCS ranges in theinterval [−1,+1]: irles that are perfetly mathed have S = 1, while unorrelatedirles have a mean value of S = 0.Let us for instane estimate the expeted orrelation between mathed irlesin the simple ase where the orientations of the two mathed points remains. Thisours when they are linked by a simple translation, like in the toroidal ase.Without loss of generality, let us �x the oordinate system suh that the twoimages of a point lie at olatitudes ±α in diretions n̂1 = (sinα, 0, cos α), n̂2 =

(sinα, 0,− cosα). The amplitudes of the Doppler terms in these two diretions areproportional to n̂1.N̂ and n̂2.N̂ respetively, where −N̂ represents the diretion ofthe eletron �uid veloity (the same for both points aording to our hypothesis).It results, between the two Doppler ontributions a orrelation
CD =

2n̂1.N̂ × n̂2.N̂

(n̂1.N̂)2 + (n̂2.N̂)2
. (B.3)In the above equation, the average orrelation is omputed by averaging boththe numerator and the denominator in the �xed diretion N̂. After simple algebra,this gives

〈CD〉 = − cos(2α) = cos Θ, (B.4)where Θ = π − 2α represents the angular separation of the two points.Can we generalise this reasoning to an arbitrary geometry and topology ? Ina multionneted spae, the observer O sees multiple images of an unique soure171



ARTICLE B. CONSTRAINING COSMIC TOPOLOGY WITH CMBPOLARIZATIONpoint P in real spae (Fig. B.1, (i)). Let P1 and P2 be two images of the samepoint soure P . These images are of ourse related by P2 = g(P1), where g is anholonomy transformation. The normalized diretion of the veloity of the eletron�uid is represented by −N̂1 at P1 and −N̂2 = Dg(−N̂1) at P2, where Dg is thedi�erential appliation orresponding to g. Two light rays reah the observer at
O who an measure their arrival diretions n̂O

1 and n̂O
2 . A strit appliation ofequation (B.3) would imply alulating the salar produts n̂O

1 .N̂1 and n̂O
2 .N̂2,hoping to express CD in terms of observed quantities as the angle ΘO between

n̂O
1 and n̂O

2 (it is well de�ned as cos ΘO ≡ n̂O
1 .n̂

O
2 ). But these salar produts areunde�ned beause the vetors involved are not attahed to the same point. Thus

CD must be better de�ned.We hoose to adopt a dual point of view (Fig. B.1, (ii)). The point soure P ,with veloity diretion −N̂, emits light to two opies O1 = O and O2 = g−1(O1)ofthe observer. These two homologous observers see the soure respetively in thediretions n̂′O
1 = n̂O

1 and n̂′O
2 , de�ned at O1 and O2 respetively. These two dire-tions annot be ompared, nor their salar produt formed, sine they orrespondto vetors attahed to di�erent points of spae-time. However, the two light raysreahing O1 and O2 depart from the same point P following spatial diretions n̂1and n̂2. This allows us to apply equation (B.3) to estimate CD as above. Averag-ing both the numerator and the denominator over N̂ gives 〈CD〉 = cos ΘP where

ΘP de�ned by cos ΘP ≡ n̂1.n̂2 is the angle under whih the soure �sees" the twoopies of the observer.
ΘP is not an observable quantity. There is in priniple no di�ulty to onvert

ΘP into ΘO, but this is a tedious alulation, whih requires the exat knowl-edge of the geometry of spae-time and the expliit expression of the holonomytransformation g, and of its di�erential appliation Dg. This requires to estimatethe parallel transport of the vetors n̂1 and n̂2 along the null geodesis (the lightrays), as well as along the trajetory of the holonomy transformation. However,the situation is greatly simpli�ed when spae is �at: then Dg = II for a translation,and −II for a translation with spae inversion. In this ase, we have respetively
cos ΘP = cos ΘO and cos ΘP = − cos ΘO.Unsurprisingly, two antipodal points are fully antiorrelated sine they orre-spond to a Doppler e�et seen from opposite diretions, whereas the limit wherethe two points are in the same diretion gives a fully orrelated Doppler term.After a quik reminder about polarization in the next setion, we shall perform asimilar analysis for polarization.
B.3 A quik reminder of CMB polarizationWe reall that the propagation of a density wave in an anisotropi plasma induesa linear polarization of the CMB21. Eah photon is polarized when sattered o� byan eletron of the photon-baryon plasma. The isotropi superposition of photons21see e.g. Rees, 1968. 172



B.3. A QUICK REMINDER OF CMB POLARIZATIONin the CMB destroys on the average the polarization. However, the presene ofa loal quadrupole in the photon �uid indues a weak residual polarization inthe diretion orthogonal to the plane de�ned by the quadrupole. The amount ofobserved polarization depends on the orientation of the observer with respet tothe quadrupole, in analogy with the Doppler term dependene on the relative anglebetween the line of sight and the �uid veloity. The perfet �uid approximationfor the photon �uid would imply the absene of quadrupole. But, during thedeoupling, the perfet �uid approximation is broken by the dramati derease ofthe sattering rate, as the free eletrons beome bound to the atomi nulei. Thisgenerates a linear polarization of the CMB temperature. This predition was onlyreently veri�ed22, beause of the low amount of polarization expeted.To analyze the generation of polarization, we may onsider a density wave,whih generates density gradients in the photon �uid, in the diretion of itswavevetor. When the photons propagate, these density gradients generate a loaldipole in the photon �uid: in a region initially riher in photons to its left thanto its right, appears a dipole oriented from left to right. It results a dipole distri-bution, whose diretion and intensity remain onstant on a given waveplane, butvary along the orthogonal diretion. A similar reasoning shows that this dipolegradient generates a loal quadrupole, and so on. This is just a rephrasing ofthe Boltzmann equation, whih ouples the ℓ-th multipole of the radiation to the
(ℓ− 1)th and (ℓ+ 1)th multipoles.Given suh a loal quadrupole, the sattering of photons on free eletronsgenerates a polarization as explained above. Sine the orientation of the dipoleand quadrupole are determined uniquely by the diretion of the initial density �eld,the generated polarization also depends on the angle between the line of sight andthe quadrupole diretion.For onveniene, the usual linear Q and U Stokes parameters, measured ineah diretion of the mirowave sky (and assuming some rather arbitrary hoie ofthe axis of the polarizer), are split into �eletri� and �magneti� parts, through anon loal transformation. These names re�et the intuitive properties of the or-responding patterns with respet to parity transformation. For symmetry reasons,the density �utuations reate only E-modes (i.e., url-free) polarization patternson the sky. Although one expets that tensor modes (gravitational waves) alsoontribute to the CMB �utuations, the salar (density) modes are expeted to bedominant23. Thus, we assume hereafter that polarization is due to salar modesonly, so that we only onsider the angular dependene of the amplitude of thesalar E modes.22see e.g. Kova et al., 2002.23see e.g. Liddle et Lyth, 2000. 173



ARTICLE B. CONSTRAINING COSMIC TOPOLOGY WITH CMBPOLARIZATION
B.4 Correlation in polarization mapsThe polarization is estimated by a method similar to that of Se. B.2. The onlydi�erene lies in the angular dependene of the (salar part) of the polarizationtensor.For the Doppler term, the amplitude of is proportional to n̂.N̂ = cos θ, where
θ is the angle between the �uid veloity diretion N̂ and the line of sight n̂. Thus,the total angular momentum method assoiates naturally the salar part of thisDoppler term with the spherial harmonis Y 0

1 . In a similar way, following [Hu etWhite, 1997℄, one an assoiate the salar part of the polarization with the spin-weighted spherial harmonis 2Y
0
2 ∝ sin2 θ = 1−(n̂.ẑ)2. Although far less intuitive,this an be understood from purely geometrial onsiderations. This allows us toompute the expeted orrelation CS

E of the salar E mode of polarization for thetwo points, by a method similar as above: one simply has to replae the angulardependene cos θ by sin2 θ. Therefore, one obtains
CS

E =
2(1 − (n̂1.N̂)2) × (1 − (n̂2.N̂)2)

[1 − (n̂1.N̂)2]2 + [1 − (n̂2.N̂)2]2
, (B.5)and, after averaging,

〈

CS
E

〉

= 1 − sin2 α cos2 α = 1 − 1

4
sin2 Θ (B.6)In the worst ase (points in orthogonal diretions), the orrelation level still remainsabove 75%, and inreases toward 1 for antipodal points.

B.5 Simulated maps and resultsIn order to illustrate the e�ieny of the method, we apply it, as an example, totwo simple ases of multionneted spaes: the 3-torus and the sixth-turn spae24,whih bears some similarities with a 3-torus. We onsider a �at ΛCDM modelwith density parameters, for the osmologial onstant and the old dark matter,
ΩΛ = 0.7, Ωc = 0.3, and a Hubble onstant H0 = 72 km s−1 Mpc−1; we ne-glet reionization. We used our CMB ode to ompute maps of the salar CMBpolarization E, with the method desribed in [Riazuelo et al., 2004℄. The onlydi�erene is that the quantities Θℓ(k, η) are replaed by their polarization oun-terparts Eℓ(k, η).For the 3-torus, low resolution maps are presented in Fig. B.5. The main resultis that the polarization �utuations are always positively orrelated, although notas perfetly as for the (aademi) pure SW temperature map, as shown after inFig. B.5.For the sixth-turn spae we alulate the orrelations between irles on varioussimulated CMB maps. For this spae, the fundamental domain is an hexagonal24see e.g. Riazuelo et al., 2004. 174



B.5. SIMULATED MAPS AND RESULTS

Figure B.2: The CMB salar E polarization anisotropies in a �attenedtoroidal universe. We onsider here a �attened torus of size∼ 1/6.3 the diameterof the LSS in the horizontal diretion. We show three opies of the LSS, whoseintersetions orrespond to the mathed irles. We onsider a small number ofmodes. No �ltering has been applied to the map. Therefore, all the angular salesto whih the modes ontributes are faithfully represented here. The mathing isvery good for the largest nearby irles. It then dereases, and inreases again forthe smallest irles, as follows from Eq. B.6. It is the worst for irles of radius 45degrees, as seen in the bottom left and upper right on�gurations.175



ARTICLE B. CONSTRAINING COSMIC TOPOLOGY WITH CMBPOLARIZATION

Figure B.3: Sahs-Wolfe anisotropies in a �attened toroidal universe.Sine only the Sahs-Wolfe ontribution is onsidered here, the mathing betweenthe irles is almost perfet, regardless of the angular size or distane of the irles.Note that the map seems to be at a lower resolution than the polarization mapsine the former has a relatively �at ℓ(ℓ+ 1)Cℓ spetrum, whereas the latter has afast growing spetrum beause no large sale polarization is present.
176



B.6. POSSIBLE SOURCES OF BLURRING OF THE CIRCLESprism. But along the diretion of the prism, the di�erent opies are not deduedfrom a translation (as this is the ase for a torus), but from a srew motion de�nedas a translation omposed with a π/3 rotation along the vertial axis (here orre-sponding to the diretion of the prism and to the vertial diretion in the maps).The observer sitting at the enter of the prism expets to see pairs of mathed ir-les at opposite latitude. In eah pair the irles are relatively twisted by an angle
nπ/3, where n is the number of srew motions one has to perform to go from oneirle to the other. The prism height L is taken equal to one Hubble radius. Thisimplies a radius of the observable universe RLSS ∼ 3.246 Hubble radii. Therefore,we expet a series of mathed irles at latitudes

θn = ± arccos

(

n
L

2RLSS

)

, (B.7)with 1 ≤ n ≤ 6. The twist between the irles of latitude ±θn is
ϕn = n

π

3
. (B.8)Sine for a sixth-turn spae, both the diretion of observation and the angulardependene of the emitting region are subjet to the same srew motions, theabove formula (B.6) remains valid. Fig. B.5 shows a few illustrations for variousases. The dependene of the mathing of the irles as a funtion of their distaneis more straightforward.

B.6 Possible soures of blurring of the irlesThe nie result of Eq. (B.6) will however not orrespond to what an be observed,at least for four reasons:1. The relevane of Eq. (B.6) relies on the assumption that all the polarizationis generated at the last sattering epoh, and does not take into aount anyequivalent of the ISW e�et for the polarization. However, the duration ofthe last sattering epoh is short only in the absene of reionization. Sinethe last WMAP results25 suggest that a signi�ant amount of reionizationtook plae, maybe as early as z ∼ 15, one expets that some part of the ob-served CMB radiation was sattered long after reombination. This shouldindue a bump in the observed polarization spetrum at large angular sale(as well as a bump in the ross-orrelated TE spetrum, as already laimedby the WMAP team). In this ase, the angular sales at whih reionizationontributes should blur the irles. However, the angular power spetrum ifstrongly inreasing in this region. Thus, at the to intermediate (ℓ ∼ 60) an-gular sales, the low ℓ ontribution of reionization should beome negligible,as ompared to that of the reombination epoh.25see e.g. Komatsu et al., 2003. 177



ARTICLE B. CONSTRAINING COSMIC TOPOLOGY WITH CMBPOLARIZATION

Figure B.4: Comparison of the irle mathing for a salar polarization
E map and a temperature map. In these plots we ompute the orrelationbetween irles of latitudes ±θ, with a possible twist between them in a sixth-turnspae. Given the small orrelation length of CMB anisotropies in any realistiosmologial model, the orrelation between irles is expeted to be negligibleexept when the irles are very lose (around θ = 0 with a negligible twist), or forthe values θn and ϕn given in Eqns (B.7,B.8) given by the topology we onsiderhere. The �rst plot shows the orrelation for a polarization map, whereas thenext one show the orrelation for the pure Sahs-Wolfe, then the full temperaturemap for the same density �eld. Although the pure (but unobservable) Sahs-Wolfe ontribution always gives as expeted a 100% orrelation (up to pixellizatione�ets) for the mathing irles, this is no longer the ase for the other maps.Note that the orrelation in the polarization map starts from 100% for untwistedequatorial irles, then dereases and reahes a minimum for irles of latitude
∼ 40 degrees, and then inreases again for smaller irles, as expeted. Thispattern is always present in polarization maps. For omparison, a temperaturemap may not show suh a regular pattern, in partiular at low or intermediateangular sales suh as in these maps, where either the ISW or Doppler terms blurthe orrelations. 178



B.6. POSSIBLE SOURCES OF BLURRING OF THE CIRCLES2. Equivalently, gravitational lensing is expeted to ontribute to the CMBpolarization anisotropies at large ℓ. The relevant range is however expetedto be su�iently di�erent (large angular sales for reionization, small onesfor lensing), as to preserve a limited range of ℓ where both reionization andlensing are negligible.3. We have assumed a perfet signal-to-noise ratio in the data. This is ertainlythe most objet able hypothesis done here sine at present very little is knownon how to extrat as aurately as possible foreground polarized emissionfrom CMB observations. A areful analysis of the expeted signal-to-noiseratio of WMAP and Plank mission polarization maps and its imprint on thedetetability of the topology of the universe should be performed and is leftfor future studies.4. Finally, Eq. (B.6) was alulated under the assumption that the whole setof angular sales to whih a plane wave (say) ontributes was observed. Inpratie, an angular �ltering is applied to a map, in partiular to aountfor the instrument resolution. A single mode with omoving wavenumber kmostly ontributes to the angular sale ℓ
ℓ ∼ kηLSS, (B.9)where ηLSS is the omoving distane of the last sattering sphere. However,this is only approximate, and a plane wave usually ontributes also, althoughwith less intensity, to all the angular sales larger than this value (see Ref. [Huet White, 1997℄). As a onsequene, a map of resolution ℓmax exhibits in prin-iple perfetly the orrelations due to modes with k . kmax = ℓmax/ηLSS, butalso inompletely exhibits the ontributions from larger wavenumbers. Theonsequene is a derease of the expeted orrelation. To avoid this problem,the best way is to hose a value of ℓmax whih orresponds to a dereasing partof the spetrum, making the ontribution of higher wavenumbers k > kmax assmall as possible. For this reason, in a pure Sahs-Wolfe map, a better orre-lation is obtained when the resolution orresponds to the derease of the �rstpeak (ℓmax ∼ 300− 400), than before the �rst peak maximum (ℓmax ∼ 150).It happens that the most detailed irle searh in CMB temperature map26was preisely performed at angular resolution ℓ ∼ 400 − −500, so that thispossibly annoying problem was evaded.In other words, there is the neessity to onvolve the three-dimensionalFourier spetrum with some window funtion in order to projet it on theelestial sphere and obtain the Cℓ. This window funtion is not in�nitelynarrow as was done in the approximation made in Eq. (B.9). However, thewindow funtion assoiated to the salar E mode of polarization is in fatfar more peaked than that of the Sahs-Wolfe ontribution to temperature26see e.g. Cornish et al., 2004. 179



ARTICLE B. CONSTRAINING COSMIC TOPOLOGY WITH CMBPOLARIZATIONanisotropies, mainly beause of the intrinsi angular dependene of the polar-ization27. Therefore, this e�et does seem to be problemati for the imprintof topology in polarization maps.As we explained, among these four problems, the third one is ertainly the mostproblemati. It is possible that even the Plank mission sensitivity to polarizationwill not inrease the signal-to-noise ratio su�iently enough to allow to searh forthe topology of the universe in that way. Future polarization designed experiments,however, should be able to do the job. The problem addressed in this paperrepresents an example of the required sensitivity that might be imposed whendesigning next generation CMB experiments.
B.7 ConlusionHigh preision experiments suh as WMAP now give a lear outline of the os-mologial model of out universe. Despite this tremendous suess of modern os-mology, some old questions suh as the shape of spae are still unanswered. Inthis paper, we have desribed a new test to searh for the topology of the universeusing polarization maps. This test is rather ambitious as it neessitates lean dataon the CMB polarization map. Given the advantages of the polarization mapswhih have been presented here, it appears highly likely that future missions withsu�ient good signal-to-noise ratio (Plank, or some future polarization dediatedmissions) will help bringing de�nitive onlusions about the question of osmitopology. AknowledgementsThe authors wish to thank Simon Prunet, Glenn Starkmann and Jean-PhilippeUzan for enlightening disussions about CMB physis and topology of the universe.Most of the simulations presented here were performed on the MPOPM luster ofthe Meudon Observatory omputing enter. A.R. wishes to thank Prof. Yin forenlightening disussions about �oating point arithmetis.

27see e.g. Hu et White, 1997. 180



Artile C:A new analysis of Poinarédodeahedral spaetime modelS. Caillerie, M. Lahièze-Rey, J.P. Luminet, R. Lehouq, A. Riazuelo, and J. WeeksThe full three�year WMAP results reinfore the absene of large an-gle orrelations at sales greater than 60 degrees. The Poinaré do-deahedral spae model, whih may explain naturally suh features,thus remains a plausible osmologial model. Here, we have used reenteigenmodes alulations of the dodeahedral spae to predit the tem-perature �utuations of the osmi mirowave bakground (CMB) insuh models, with an improved angular resolution. We have designedthe predited maps of the CMB, and on�rmed the expeted preseneof mathing irles. For a set of admissible osmologial parameters, wehave derived the angular power spetrum of the CMB, up to large val-ues of the wavenumber. Comparison with the WMAP3 observationalon�rms a remarkable �t with a Poinaré dodeahedral spae model,for a value Ωtot = 1.018 of the averaged (total) energy density.
C.1 IntrodutionThe interest for osmi topology has been renewed after the �rst-year Wilkin-son Mirowave Anisotropy Probe observations [Bennett et al., 2003a℄ (hereafter(WMAP1), whih gave unexpeted disrepanies with the standard Λ-CDM modelwith in�nite �at spae setions, inluding a lak of large angle orrelations in theangular power spetrum at multipoles ℓ = 2 and 3, and violations of statistialisotropy in the same multipoles [Shwarz et al., 2004℄. Among various possibleexplanations, it has been suggested [Spergel et al., 2003℄ that a spatially �nitemulti-onneted universe may explain the large-angle orrelations. More preisely,[Luminet et al., 2003℄ have shown that a osmologial model where the spatialsetions identify to the Poinaré dodeahedral spae (hereafter PDS osmologialmodel) predits low multipoles in the CMB �utuations spetrum whih �t well181



ARTICLE C. A NEW ANALYSIS OF POINCARÉ DODECAHEDRALSPACETIME MODELthe observational data, although it has not been stated if it may aount for theviolations of statistial anisotropy (whih may be interpreted as a loal, non os-mologial e�et). More generally, it was proved [Weeks et al., 2004℄ that the longwavelengths modes are relatively lowered in a speial family of losed multion-neted spaes alled �well-proportioned". Beside the PDS model, they inlude also�at tori and the other polyhedri spherial spaes. The power spetrum for ota-hedral and tetrahedral spaes have been alulated by [Aurih et al., 2005b℄ andshown to be also onsistent with the WMAP1 large angle orrelations, althoughrequiring a rather high value of the density parameter Ω.The PDS model predits 6 pairs of mathed antipodal irles as a de�nitesignature. Suh irles have been searhed in WMAP1 data by di�erent teams,using various statistial indiators and massive omputer alulations. On the onehand, [Cornish et al., 2004℄ and [Shapiro Key et al., 2006℄ have searhed mathedirles. Their negative result led them to rejet the PDS hypothesis. On the otherhand, with a di�erent analysis, [Roukema et al., 2004℄ found six pairs of mathedirles distributed in a dodeahedral pattern, with angular sizes onsistent with thePDS model. However their laim was not aompanied by a statistial analysisof the results. Eventually, [Aurih et al., 2005b℄ and [Aurih et al., 2005℄ alsoperformed a searh for mathing irles. Their areful analysis showed that thestatistis was onsiderably degraded by the integrated Sahs Wolfe and Dopplerontributions to the temperature �utuations in the CMB (see Eq. (C.18) below).They onluded that the model ould not be rejeted or on�rmed by suh analyses.The topi remains ontroversial and keeps the debate about the pertinene of PDSopen.The reent release of the full three�year WMAP results (hereafter WMAP3)[Spergel et al., 2006; Page et al., 2006; Hinshaw et al., 2006; Jarosik et al., 2006℄brings new informations. The lak of angular orrelation at large angles was notinvestigated in the original analysis of the WMAP team, but [Copi et al., 2006℄reported an absene of large angle orrelations, at sales greater than 60 degrees(i.e. for ℓ = 2, 3), at a 99.85% C.L., even more signi�ant in WMAP3 than inWMAP1. This reinfores the interest of studying the eigenmodes of the PDS modeland of the resulting angular power spetrum, for a plausible set of osmologialparameters.A multi-onneted spae is generially de�ned as the quotient spae E = X/Γ,where X (the universal overing of E) is a maximally symmetri spae, and Γ anholonomy group (see, e.g., [Lahièze-Rey et Luminet, 1995℄), whih maps E ontoitself. The symmetri spae X orresponds to an homogeneous spatial setionof a standard Friedmann-Lemaître spaetime. In the ase of the PDS, it is thethree-sphere S3, and its �nite holonomy group Γ is generated by two elements,represented by two speial orthogonal matries.This paper evaluates further the preditions of a PDS osmologial model,and ompares them with the CMB new observational results. This requires theknowledge of the eigenmodes of the Laplaian on the PDS, i.e. the solution ofits eigenvalue Helmoltz equation. Up to reently, only numerial solutions were182



C.1. INTRODUCTIONavailable, and for the �rst modes only (orresponding to the lower wavenumbers k).For instane, the alulations of [Luminet et al., 2003℄ were purely numerial, andonly up to k = 24. In [Aurih et al., 2005b℄, they were extended up to k = 230. Thepresent work is based on new analytial alulations of the eigenmodes of the PDS,whih appeared in [Lahièze-Rey et Caillerie, 2005℄ and onsistent with a reentwork by Bellon [Bellon, 2006℄. They are summarized in xxx, and allowed us toompute modes for very high values of k, muh beyond k = 230. However storageapaity limited the the results presented in this artile to k = 230 as the numberof modes goes as k3
max beause a mode k is de�ned by the (k + 1)2 oe�ients ofits projetion on S3 modes). If the aim is to alulate the power spetrum only(without maps temperature maps) we an go further, up to k = 3000, using atheorem onjetured by [Aurih et al., 2005b℄ and demonstrated by [Gundermann,2005℄.The eigenmodes of the multi-onneted spae E are those of its universal ov-ering X, whih are invariant under Γ. They are the solutions ψ of the Helmholtzequation:

∆Xψ = λkψ (C.1)where ∆X is the laplaian on X and λk the eigenvalue assoiated to the integerwavenumber k. The invariane ondition under Γ reads:
Rgψ = ψ, ∀g ∈ Γ. (C.2)where Rg express the natural left ation of the rotation g of Γ (a subgroup of

SO(4)) on funtions: ψ 7→ Rgψ, with Rgψ(x) ≡ ψ(g−1x). It results that anyeigenvalue for a spherial spae is an eigenvalue for S3. The latter are of the form
λk = −k(k+2), indexed by the integer wavenumbers, k ∈ N. Eah has multipliity
(k + 1)2. The eigenvalues of the PDS form a subset of this set. Their values havebeen given by [Ikeda, 1995℄.Given a model for gravitational instabilities, the statistial distribution of theCMB temperature �utuations results from that of the eigenmodes in the PDS.Applying the method of [Lahièze-Rey et Caillerie, 2005℄, we onstrut realizationsof the latter, up to wavenumbers kmax = 230. From them, we alulate the impliedrealizations of the CMB temperature. This allowed us to reah a resolution inthe temperature �utuations orresponding to the (urvature dependent) angularwavenumber ℓmax ∼ kmax

√
Ωtot − 1 ∼ 30.In setion C.3, we show the �typial� maps orresponding to suh realizationswith angular resolution θ ∼ 3 ◦. In these maps, we exhibit the expeted preseneof mathed �irles in the sky� [Cornish et al., 1998℄.From the realizations of the temperature distributions, we have generated astatistial set of realizations of the eigenmodes distribution. This allowed us toestimate expetation values and statistis for the harateristi of the CMB tem-perature distributions, in partiular for the angular power spetrum oe�ients

Cℓ, up to the limited ℓmax.For the modes with lowest values of ℓ (up to 24), we on�rm the previousalulations of [Luminet et al., 2003℄. We extend them over a wider range of the183



ARTICLE C. A NEW ANALYSIS OF POINCARÉ DODECAHEDRALSPACETIME MODELspetrum, and ompare with the WMAP3 data [Spergel et al., 2006; Page et al.,2006; Hinshaw et al., 2006; Jarosik et al., 2006℄.
C.2 Eigenmodes of the laplaianWe reall brie�y the main results obtained in [Lahièze-Rey et Caillerie, 2005℄,summarizing the key elements and insisting on pratial details, onerning theeigenmodes of the PDS, i.e. on the solutions of equations (C.1) and (C.2) for thePDS.The solutions of (C.1), for the three sphere S3, form a vetor spae, whih is thediret sum of the subvetor spaes orresponding to eah value of λk: ⊕∞

k=0 Vk.We note Vk the vetor spae ontaining the eigenmodes of S3 orresponding tothe eigenvalue λk = −k(k + 2). Similarly, the vetor spae of eigenmodes ofPDS is splitted as the diret sum ⊕∞
k=0 VPDSk . Eah VPDSk , the vetor spae ofall eigenmodes of PDS with the same eigenvalue λk, is a subvetor spae of Vk,possibly redued to the empty set. Its dimension is the degeneray of λk whih isan integer multiple of k + 1. It is non zero only if k is even. Its value has beenalulated expliitely by Ikeda [Ikeda, 1995℄.After suh a splitting, the eigenmodes are omputed independently on eah

VPDSk . For onveniene, they are expressed in a basis of Vk.First, we an onsider the paraboli basis of Vk, whih was �rst introdued in[Bander et Itzykson, 1966℄ by group theoretial arguments. It orresponds to thefollowing set of funtions, for k,m1,m2 ∈ N and −k/2 ≤ (m1,m2) ≤ k/2:
Tk;m1,m2

: S3 −→ C

(χ, θ, φ) 7−→ α(cosχ eiθ)l(sinχ eiφ)mPm,l
d (cos 2χ)

(C.3)where l := m1 + m2, m := m2 − m1, d = k/2 − m2 and the oe�ient α =
√

k+1
2π2

√

(k/2+m2)!(k/2−m2)!
(k/2+m1)!(k/2−m1)! is omputed from normalization requirements. As T ≡

{Tk;m1,m2
} is a basis of Vk, it generates Vk

X , so eah solution of (C.1) for the PDSan be deomposed on this set as:
ψPDSk =

∑

m1,m2

fk;m1,m2
Tk;m1,m2

(C.4)where the fk;m1,m2
are omplex numbers.In order to be an eigenmode of the PDS, ψPDSk has to be invariant under Γ,the holonomy group of the PDS. To be so, it is su�ient that it is invariant undertwo generators, that we note g1 and g2:
Rg1

ψPDSk = ψPDSk and Rg2
ψPDSk = ψPDSk (C.5)where Rg expresses the natural left ation of the SO(4) rotation g as de�ned above.184



C.2. EIGENMODES OF THE LAPLACIANTo solve this system of equations, owing to their nie properties under rota-tions on the sphere, we introdued the Wigner D-funtions. This set of funtionsnaturally ats on the Lie group SO(3) via the following ation:
Dj

m1,m2
: SO(3) −→ C

g 7−→ < j,m1|Rg|j,m2 >
(C.6)The vetors |jm〉, −j ≤ m ≤ j, form an orthonormal basis for Hj, the 2j + 1dimensional irreduible representation of SU(2). When j is integer, this is alsoan irreduible unitary representation of SO(3), and the |jm〉 an be taken as theusual spherial harmonis Yjm. This implies

RgYjm =

j
∑

m′=−j

Dj
m′m(g−1) Yjm′ . (C.7)In [Lahièze-Rey et Caillerie, 2005℄, we also derived a useful identity whihdesribes the ation of these funtions on the produt of two elements of SO(3),

Dj
m1,m2

(gh) =
∑

m

Dj
m,m2

(g) Dj
m1,m(h), (C.8)whih is just the resolution of identity in their de�nition (C.6).The identity between the three-sphere S3 and SU(2), as manifolds, allows us tolink these funtions with those of the paraboli basis. Any point of S3 is identi�edto an element of SU(2) by the following relation:

S3 −→ SU(2)

x ≡ (χ, θ, φ) 7−→ ux ≡
(

cosχ eiθ i sinχ eiφ

i sinχ e−iφ cosχ e−iθ

)

. (C.9)(Note that one �nds other phase hoies for this identi�ation in the literature).On the other hand, there is a group isomorphism between SU(2) and SO(3)/Z2,where Z2 refers to the multipliative group {−1, 1}. Thus, eah element u of SU(2)de�nes an SO(3) rotation gu. In pratie, a rotation of SO(3) is parametrizedby its Euler angles α, β, γ. Taking into aount the identi�ation above, theorrespondane takes the form:
SU(2) −→ SO(3)

u = (χ, θ, φ) 7−→ gu = (α, β, γ),
(C.10)with

χ =
β

2
θ =

α+ γ

2
φ =

α− γ

2
. (C.11)This allows to onsider the Wigner D-funtions as funtions on SU(2) and,thus, on S3. Their expliit expression (see for instane [Edmonds, 1960℄) showsthe identi�ation, up to a onstant, to the previous funtions Tk;m1,m2

:
Dk/2

m2,m1
(ux) ≡

√

2π2

k + 1
Tk;m1,m2

(u), (C.12)185



ARTICLE C. A NEW ANALYSIS OF POINCARÉ DODECAHEDRALSPACETIME MODELwith −k/2 ≤ m1,m2 ≤ k/2.We an now write expliitely equation (C.5), by expanding modes on theparaboli basis. This gives, for any x on S3,
∑

m1,m2

fk;m1,m2
Tk;m1,m2

(x) =
∑

m1,m2

fk;m1,m2
Tk;m1,m2

(g−1x), (C.13)where g is one of the two generators (g1 or g2) of the spherial spae under onsid-eration. Using property (C.8), we obtain the simple relation between oe�ientsof the eigenmodes:
fk;m1,m2

=
∑

m

fk;m1,m Dk/2
m,m2

(g−1) (C.14)First, we an note that this equation is independant of index m1. This allows thesplitting of our vetor spae as the diret sum
Vk

X =
⊕

Vk
X,m1

.More pratially, this orresponds to writing the eigenmode fk;m1,m2
as:

fk;m1,m2
= fkm2

δm0m1
, (C.15)where m0 is some arbitrary integer between −k/2 and k/2. This implies that thedegeneray of an eigenmode of a spherial spae is proportional to k + 1. Thus,we rewrite equation (C.14) as an eigenvalue equation:

Dk,gFk = Fk (C.16)where Fk is the vetor with oordinates fkm2
and Dk,g is the matrix whose generalterm is Dk/2

m,m2
(g−1). We thus obtain a system of two eigenvalue equations that wehave to solve simultaneously. In [Lahièze-Rey et Caillerie, 2005℄, we have shownthat when we hoose a basis of the three-sphere where one generator, e.g. g1, isdiagonal (whih is always possible), this impose a ondition on m2 as:

m2 = 0 (mod n) (C.17)where the integer n = 5 in the ase of the PDS. In this ase, �nding the eigenmodesof the Laplaian orresponds to �nding a solution of (C.16) for g = g2 and wherewe onsider only indies m2 satisfying the ondition (C.17).
C.3 Temperature mapsWe now assume osmologial models where a spatial setion is a PDS, and werestrit our study to the values of the parameter Ωtot in the range favorized byWMAP1 and WMAP3 observations. 186



C.3. TEMPERATURE MAPS
C.3.1 MapsMatter �utuations at the reombination are assumed to follow a Gaussian randomdistribution with a �at power spetrum. Thus, a realization is given by a gaussianrandom distribution of the modes alulated in the previous setion, onstrainedto have the desired power spetrum law.Suh a distribution of matter �utuations generates a temperature distributionon the CMB whih results from di�erent physial e�ets. If we substrat fore-ground e�ets like galaxy motion and the blak-body spetrum, it will mainly begenerated by the ordinary Sahs-Wolfe e�et at large sales, whih results fromthe photon sattering on matter. At smaller sales, Doppler osillations are alsoimportant, whih arise from the aousti motion of the baryon-photon �uid, aswell as the integrated Sahs-Wolfe e�et. The latter has the same physial ori-gin as the ordinary Sahs-Wolfe e�et, namely the energy exhanges between theCMB photons and the time-varying gravitational �elds, but on the line of sightrather than on the last sattering surfae (hereafter LSS). This is summarized inthe Sahs-Wolfe formula whih gives the �utuations of temperature in a givendiretion n̂ as:

δT

T
(n̂) =

(

1

4

δρ

ρ
+ Φ

)

(ηLSS) − n̂.ve(ηLSS) +

∫ η0

ηLSS

(Φ̇ + Ψ̇)dη (C.18)where the quantities Φ and Ψ are the usual Bardeen potentials, and ve the veloitywithin the eletron �uid; overdots denote time derivatives. The �rst terms repre-sent the Sahs-Wolfe and Doppler ontributions, evaluated at the LSS. The lastterm is the integrated Sahs-Wolfe (ISW) e�et. This formula is independent ofthe spatial topology, and is valid in the limit of an in�nitely thin LSS, negletingthe reionization.The temperature distribution is alulated with a CMBFast-like ode devel-opped by one of us1, under the form of temperature �utuations maps at the LSS.One suh realization is mapped on �gure C.1, where the �rst modes, up to k = 230,give an angular resolution of about 6 ◦, thus without �ne details. This is su�ientfor a study of the topologial e�ets, whih are dominant at the larger sales.Suh maps are the starting point for topology analysis: �rstly, for the searhof mathed pairs of irles, as desribed in the next paragraph; seondly, throughtheir deompositions in spherial harmonis, whih provide us the alm oe�ients.Relevant ombinations of them will give us statistial estimators like the powerspetrum, that we study in next setion. They allow diret omparison betweenobservational data theory.
C.3.2 Cirles in the skyA multi-onneted spae an be seen as a ell (alled the fundamental domain),the opies of whih tile its universal overing spae. If the radius of the LSS is1This ode, alled CMBSlow, has been developped by A. Riazuelo in order to take into aountnumerous �ne e�ets, in partiular topologial ones.187
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Figure C.1: Temperature map for a PDS with Ωtot = 1.02 (up to k = 230 giving aresolution of 6 ◦.greater than the typial length of the ell, the LSS wraps all the way around theuniverse and interset itself through irles. Eah irle of self-intersetion appearsto the observer as two di�erent irles the sky, assoiated to homologous faes ofthe fundamental polyhedron, on the map of temperature �utuations. Figure C.2shows the intersetion of the di�erent homologous LSS's, as seen by an observersitting inside one of them.However, these irles are generated only by a pure Sahs-Wolfe e�et ; theadditional ontributions to the CMB temperature �utuations (Doppler e�et andintegrated Sahs-Wolfe e�et) produe di�erent patterns, in di�erent diretions,whih blur the topologial signal.This has been analysed arefully by [Aurih et al., 2005b℄ and [Aurih et al.,2005℄, whih onlude that an absene of detetion is not signi�ative. Onthe other hand, a detetion of mathing irles would strongly suggest a multi-onneted topology of spae.
C.4 Harmoni analysis
C.4.1 Power spetrumAs any funtion de�ned on the sphere, the CMB temperature �utuations an bedeomposed into spherial harmonis:

δT

T
(n̂) =

+∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

alm Ylm(n̂) (C.19)188
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Figure C.2: Cirles in the sky for a PDS with Ωtot = 1.02 (up to k = 230 giving aresolution of 6 ◦.where n̂ is the unitary vetor in the diretion given by the two angles (θ, φ).For an isotropi and homogeneous statistial distribution of matter in the uni-verse, the relevant information ontained in the temperature �utuations is onlyontained in the power spetrum, de�ned as
Cl :=

1

2l + 1

l
∑

m=−l

< alma
∗
lm > . (C.20)Suh a power spetrum has been alulated from the temperature �utuations ofthe CMB measured by WMAP. We ompare it here with the preditions of ourmodel.From the set of our realizations of the predited temperature maps, we havealulated a �utuation power spetrum. The �gure C.4.1 gives our estimatedspetra, for di�erent osmologial models haraterized by three di�erent values of

Ωtot, ompared with the WMAP3 data. The normalization is de�ned by imposingthat our urves must onverge with Λ-CDM when ℓ is high, as topology is signi�-ant only at high angles and low ℓ. We an see that the three di�erent models ofPDS agree well with observations, up to the uto� value ℓmax ∼ kmax

√
Ωtot − 1.Here, as numerial omputations only goes up to the wavemode kmax ∼ 230, dataresults are relevant only up to a value of ℓ ∼ 25 − 30, depending on Ωtot.In order to ompare the preditions of simply onneted and multi-onnetedtopologies, we have also ompared our best �t predited spetrum with the oneobtained from the standard Λ-CDM. Figure C.3 shows that Λ-CDM model presenta quadrupole larger than expeted and is a bit too large for the multipole ℓ = 20.189
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lFigure C.3: Comparative power spetrum for WMAP3 (errorbars), Λ-CDM (dottedurve) and PDS (dashed urve) for Ωtot = 1.018.
C.4.2 The temperature orrelation funtionThe two-point temperature orrelation funtion C(θ) is de�ned as C(θ) :=<
δT (n̂) δT (n̂′) >, where the average is done on all unitary vetors n̂ and n̂′ suhthat n̂.n̂′ = cos θ. Statistial isotropy would imply:

C(θ) ≃ 1

4π

+∞
∑

l=2

(2l + 1) Cl Pℓ(cos θ), (C.21)where Cℓ is the power spetrum and Pℓ is a Legendre polynomial. Figure C.4 showsthis orrelation funtion for observational data, Λ-CDM data and two Poinarédodeahedral spae data. It is easy to see that temperature orrelation funtion190



C.5. CONCLUSION
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Figure C.4: Comparative angular orrelation resulting from WMAP data (full line)ompared to Λ-CDM (long dashed) and models of PDS for 2 di�erent Ωtot: 1.018(dot) and 1.02 (short dashed).displays very weak orrelations at wide angles 50 ◦ < θ < 160 ◦. The Λ-CDMmodel whih gives the best-�t to the WMAP data fails to reprodue the lak ofpower at large angles. (One might argue, however, that this disrepany shouldnot be overemphasized, beause a Galati ut needs to be applied to the data atsuh large angles; and beause the expetation values of C(θ) are omputed froma muh smaller number of pixels). In addition, a small disrepany also appears,between the Λ-CDM model and the WMAP data, at angles less than 50 ◦.The PDS models provide muh better �ts to the data, in partiular for Ωtot =
1.018. This results from the sensitivity of the orrelation funtion to the high-order modes, preisely the most in�uened by topologial e�ets. Clearly, the
Λ-CDM model strongly diverges from observational data at the largest angularsales, beyond 50 ◦.
C.5 ConlusionThe reent analytial alulations of the eigenmodes of the PDS allowed us toinrease the auray of the predited maps of the CMB temperature �utuationsin PDS osmologial models. We have generated simulated maps of the CMBorresponding to suh models. The irles on the sky, whih provide the expetedsignature of the topology, are found as expeted.191



ARTICLE C. A NEW ANALYSIS OF POINCARÉ DODECAHEDRALSPACETIME MODELUsing a random set of gaussian realizations of the matter �utuations, we havealulated the predited power spetrum of the CMB temperature �utuations andthe two-point temperature orrelation funtion. The results for the lower modeson�rm the numerial estimations of [Luminet et al., 2003℄. But the knowledgeof the PDS modes allowed us to estimate the multipoles up to ℓ ∼ 30. We haveobtained a good �t with the WMAP data, implying that the PDS osmologialmodel remains a good andidate. Our alulations exlude the ompatibility of astandard Λ-CDM model with the WMAP data.Clearly, the power spetrum alone does not provide su�ient information toon�rm de�nitely a osmologial model with multi-onneted spatial setions. Al-though the observational data on the large-angle orrelations have been on�rmedin WMAP3, alternative explanations may still be found, the simplest one being anintrinsially non sale invariant spetrum. Thus, it remains an important task toprovide omplementary heks of the topologial hypothesis. Among suh possi-bilities, the examination of the non-diagonal terms of the orrelation matrix mayprovide additional informations. The latter is not easy to derive, and di�ult tointerpret statistially. On the other hand, examination of polarization e�ets givesan additional tool for investigating spae topology as proposed by [Riazuelo et al.,2005℄.As mentioned in the introdution, the PDS is only one among various multi-onneted spherial spaes whih may explain some features of the power spetrum.The eigenmodes of the other polyhedral spaes have reently been alulated. Thiso�ers us the possibility to perform a similar analysis for the orresponding osmo-logial models. Suh a work is in progress.
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