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Titre Diversité morphologique et analyse de données multivaluées

Résumé Ce mémoire de thèse introduit une nouvelle méthodologie pour l’analyse de don-
nées multivaluées et plus particulièrement pour la résolution de problèmes de séparation de
sources. Les approches classiques de séparation de sourcescherchent à tirer partie d’une
certaine diversité entre les composantes à estimer. En parallèle, la dernière décennie a
vu apparaître une nouvelle communauté scientifique dont lestravaux ont essentiellement
porté sur la recherche et l’utilisation de représentationsdites parcimonieuses des signaux.
Ce travail de thèse a été dédié à la conception d’une nouvelleapproche des problèmes
de séparation de source aveugle fondée sur l’utilisation detelles représentations parcimo-
nieuses des signaux. Nous introduirons en particulier une nouvelle méthode de séparation de
source aveugle intitulée Analyse en Composantes Morphologiques Généralisées que nous
appliquerons dans divers domaines : l’analyse de données multispectrales, l’extraction de
composantes astrophysiques dans cadre de la mission spatiale Planck de l’Agence Spatiale
Européenne et la restauration adaptative de données multivaluées.

Mots-clés Diversité morphologique, parcimonie, représentations parcimonieuses, onde-
lettes, séparation de source aveugle, données multivaluées

Title Morphological diversity and multivalued data analysis

Abstract This report describes a new methodology for multivalued data analysis. More
precisely, we will focus on source separation problems. Classical source separation tech-
niques aim at devising quantitative measures of diversity between the sources to be estima-
ted. During the last decade, an active field of research has focused on using sparse repre-
sentations for a wide range of signal processing problems. In this report, we introduce a
new way of solving blind source separation problems in the so-called sparse representation
paradigm. We devise a new blind source separation techniquecoined Generalized Morpho-
logical Component Analysis. This source separation methodhas been applied to various
multivalued data analysis issues : hyperspectral data analysis, extraction of astrophysical
components in the scope of the Planck mission of the EuropeanSpace Agency and adaptive
restoration of multivalued data.

Keywords Morphological diversity, sparsity, sparse representations, wavelets, blind source
separation, multivalued data
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Notations et définitions

Notations

Les vecteurs sont notés en minuscule et en gras. Lai-ème entrée du vecteurx est notée
x[i]. Sauf indication, un vecteur sera noté sous forme d’une ligne :x = [x[1], · · · , x[t]].
Les matrices sont notées en majuscule et en gras. L’élément figurant à lai-ème ligne et
j-ème colonne deX est notéX[i, j]. La i-ème ligne sera notéexi et la j-ème colonnex j .

Définitions

Normes

Pour un vecteurx de taillet, on définit la normè p avecp > 0 comme suit :

‖x‖`p =
















t
∑

k=1

|x[k]|p
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









1/p

Notons deux cas limites :

– Cas p→ 0 : la (pseudo)-normè0 d’un vecteurx est égale au nombre de ses entrées
non nulles.

– Cas p→ +∞ : la norme`∞ est définie comme suit :‖x‖`∞ = maxk |x[k]|.

Pour les matrices, certaines normes particulières seront utilisées. L’extension de la norme
`p aux matrices sera la suivante :

‖X‖p =
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i, j
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
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1/p

Nous utiliserons également la norme de Frobenius sous sa forme pondérée. SoitΣ une
matrice symétrique, définie positive :

‖X‖F,Σ =
(

Trace
(

XΣ−1XT
))1/2
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Décomposition parcimonieuse

Considérons le problème d’optimisation suivant :

min
α
‖α‖`p s.c.x = αΦ

où x est un vecteur de taillet, α est un vecteur de tailleT etΦ une matrice de tailleT × t.
Sous réserve d’existence, l’ensemble des solutions de ce problème sera notéVΦ`p(x). Si la
solution a ce problème existe et est unique, nous noterons∆Φ (x) cette solution.

Miscellanées

L’espérance d’une variable aléatoirex est notéeE {x}.
Le support d’un vecteurx est défini comme suit :

Λ (x) =
{

i
∣

∣

∣

∣
|x[i]| > 0

}

Pour une matriceX de rang colonne plein, on définit le pseudo-inverse (à gauche) X†

comme suit :
X† =

(

XTX
)−1

XT

où XT est la transposée deX.
Soit X une matrice pseudo-inversible à gauche etX̃ une estimée deX définie à une per-
mutation et un changement d’échelle près à droite (notéP), il nous sera utile de définir un
critère de divergence entreX et X̃ :

CX =
∥

∥

∥I − X̃†PX
∥

∥

∥

1
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Introduction

C mémoire de thèse a pour objet l’étude de nouvelles méthodologies pour l’analyse de
données multivaluées. Ce type particulier de données est formé de l’observation si-

multanée du même processus physique « sous différents angles ». La prise de vue d’une
même scène dans des bandes de fréquences différentes en imagerie multispectrale fournit
un exemple typique de telles données multivaluées. L’analyse de ces signaux est également
spécifique : la présence de structures (spectres d’émissionou d’absorption dans le cas des
données multispectrales) requiert le traitement cohérentdes différents observations.
Dans ce mémoire de thèse, nous proposons le développement d’une nouvelle méthodologie
d’analyse de données multivaluées fondée sur l’utilisation de représentations dites parci-
monieuses des signaux. A cet effet, le Chapitre 1 introduit les aspects fondamentaux relatifs
à l’utilisation de telles représentations, en particulierdans le cadre de la séparation de si-
gnaux. La dernière décennie a vue l’essor tant théorique quepratique de telles méthodes
d’analyses de signaux ; le Chapitre 2 propose un tour d’horizon des principaux résultats
d’analyse parcimonieuse de signaux. Nous y introduirons également une extension au cas
du traitement des données mutlivaluées.
Nous nous concentrerons ensuite sur une modélisation particulière de ces données : le cas
du modèle de mélange. Il s’agira alors de modéliser chaque observation comme un mé-
lange linéaire de signaux élémentaires appelés plus généralement « sources ». L’analyse de
ces données ainsi modélisées conduit à la résolution du problème de séparation de sources
en aveugle. Le Chapitre 3 présente une revue des principalesapproches proposées pour la
résolution de ces problèmes. Nous introduirons également les aspects conceptuels d’une
nouvelle méthodologie de séparation de sources en aveugle fondée sur l’utilisation de re-
présentations parcimonieuses : l’Analyse en Composantes Mutuellement Parcimonieuses
(ACMP). Nous développons au Chapitre 4, un nouvel algorithme d’analyse de données mul-
tivaluées intitulé Analyse en Composantes MorphologiquesGénéralisées (GMCA) pour la
résolution des problèmes de séparation de sources en aveugle.
Au vu de l’expansion des observations hyperspectrales, en particulier en géosciences, nous
proposons au Chapitre 5 une extension de l’algorithme GMCA àla séparation de sources
aveugles à partir de données hyperspectrales. Nous présenterons des résultats préliminaires
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d’extraction de composantes à partir des donnéesMars Express.
La mission spatiale Planck de l’Agence Spatiale Européenne(ESA) sera lancée au cours du
premier semestre de l’année 2009. Ce satellite fournira desdonnées multispectrales dans le
domaine des micro-ondes en particulier pour l’analyse du fond diffus cosmologique (plus
célèbre sous le nom de rayonnement fossile). L’analyse de ces données étant cruciale pour
la communauté astrophysique, le développement de méthodesde séparation de sources dé-
diées à ces données est d’importance. Au Chapitre 6, nous présentons une application de
l’algorithme GMCA à l’analyse de données réalistes prochesde celles que Planck devrait
fournir.
Enfin, au Chapitre 7, nous présenterons une extension de l’ACMP et de l’algorithme GMCA
à la résolution adaptative de problèmes inverses classiques (débruitage et interpolation de
données manquantes).
Au cours de la dernière décennie, une nouvelle théorie de l’échantillonnage a vu le jour :
le compressed sensing(échantillonnage compressé). Nous proposons en Annexe B unar-
ticle décrivant la première application de cette théorie à la compression des données de la
mission spatiale Herschel de l’ESA.
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Chapitre 1

Prologue

A l’heure du développement des technologies numériques, levulgum pecusest submergé
de données tout aussi diverses que complexes. Il est bien souvent difficile de traiter

des données dont la quantité va en s’accroissant. Le développement de techniques capables
d’extraire rapidement l’information essentielle à partirde telles données est ainsi crucial.
A cette fin, de récents développements en mathématiques appliquées ont porté sur l’éla-
boration de concepts et de techniques conduisant à représenter des données complexes de
manière économe permettant ainsi l’extraction des structures essentielles de ces données.
Tout au long de cette thèse, la question de la distinction et de la séparation de signaux
sera étudiée. La séparation de signaux est un problème ancien aux multiples applications :
électro-cardiogramme et l’exemple emblématique de la séparation du pouls d’un foetus et
de la mère qui le porte, électro-encéphalogramme pour l’extraction de réponses élémen-
taires du cortex cérébral, imagerie multispectrale et hyperspectrale tant en astrophysique,
géophysique ou pour l’observation de la terre. La liste est loin d’être exhaustive.
Nous proposons d’aborder le problème général de la séparation de signaux sous l’angle
de la caractérisation de ces derniers via une représentation économe ou parcimonieuse. Ce
premier chapitre introduit les concepts très généraux auxquels il sera fait très largement
référence par la suite.
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1.1 De la représentation d’un signal

Tout au long de cette thèse, la question de la séparation de signaux est posée. Considé-
rons ainsi les deux images dites "naturelles"1 présentées en figure 1.1. Toutes deux repré-
sentent la même scène d’un point de vue descriptif (bâteau, lac, bâtiment, etc· · · ). Néan-
moins, l’oeil du lecteur n’a aucune difficulté à percevoir les différences qui distinguent ces
deux illustrations.

F. 1.1: Deux images "naturelles".

1.1.1 Analogies en neurosciences

Le fonctionnement du système visuel humain est une machinerie d’une efficacité sur-
prenante dont l’étude peut nous apporter des enseignementssur les modélisations possibles
en traitement du signal. Au cours de ce paragraphe nous allons faire un tour d’horizon des
résultats significatifs que les neurosciences ont pu mettreà jour sur le fonctionnement du
système visuel humain.
Au-delà de l’essor récent de cette discipline, les premiersrésultats concernant le fonction-
nement des premières aires du cortex visuel mammalien sont àmettre à l’actif de pionniers
tels que Attneave (Att54) ou Barlow (Bar61) au cours de la seconde moitié du 20èmesiècle.
Leurs travaux ont en particulier fait apparaître que la première aire visuelle (nommée V1)
est le siège d’un premier traitement de l’information visuelle. Ce traitement primordial
s’apparente à un codage de l’information visuelle. Dès lors, de nombreuses études ont été
menées pour caractériser plus finement les spécificités de cecodage. Citons en particulier
les travaux d’intérêt sur le sujet suivant : (SO01; OF06; BS97; Fie99). Il résulte de ces dif-
férents travaux des observations des plus fascinantes :

– Sensibilité à des stimuli bien précis :il apparaît que le codage effectué au niveau
de l’aire V1 est tel que certainesformesou structuresdes images sont privilégiées.

1Au sens où elles peuvent faire partie de notre environnementvisuel.
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En particulier (voir (OF06; Fie99)), il semble que le traitement effectué au niveau de
V1 soit équivalent à un codage de la scène visuelle à partir destimuli élémentaires
proches d’ondelettes de Gabor. En d’autres termes, ce codage visuel est efficace sur
les structures orientées de typecontour. Cette propriété inattendue a été fort juste-
ment nommée "ubiquity of edges" par (DF01).

– Réponse parcimonieuse :des études identiques (en particulier (OF04)) ont montré
que cetteefficacitédu codage de stimuli particuliers (contours) se traduisaitpar une
réponseparcimonieusede l’activité neuronale. Plus précisément, en présence de sti-
muli de type "contour", la plupart des neurones sont inactifs et peu ont une activité
significative. Cette propriété a été initiatrice de la théorie du codage parcimonieux
(sparse coding). Comme le suggèrent Olshausen, «Sparse coding provides an effi-
cient means of representing data found in the natural world.Moreover, it provides a
means of efficiently forming associations and storing memory, and it achieves all of
this using relatively small amounts of energy».

– Décohérence des réponses neuronales :Olshausen (SO01) suggère également que
les réponses neuronales doivent être décohérentes (au sensoù elles doivent être diffé-
renciées) : «the code cannot be efficient if the effort of encoding any particular piece
of information is duplicated in more than one neuron». Cette hypothèse de décohé-
rence des réponses neuronales est donc motivée par le même soucis de "compresser"
l’information du signal visuel initial ; un codage efficace ne devant pas codé plusieurs
fois des structures identiques2.

Ce bref voyage au pays des neurosciences nous apportent plusieurs enseignements. Le
plus important réside sûrement dans cette notion decode adaptéaux images à traiter. De
plus, le code utilisé au niveau de l’aire V1 est loin d’être quelconque : il s’agit d’un code
élaboré pour "capturer" les structures particulières des scènes visuelles qui nous entourent :
les contours. La notion de parcimonie est donc intimement liée à la structure même des
signaux et à la manière dont celles-ci sont codées.

1.1.2 Structures, parcimonie et représentations

Parcimonie : définitions

Par analogie aucodage parcimonieintroduit dans le domaine des neurosciences, nous
allons définir un peu plus formellement le modèle de représentation parcimonieuse que l’on
retrouvera tout au long du présent rapport.

2(Fie99) avance l’hypothèse que les forts liens entre les scènes naturelles et le codage parcimonieux (forte
prédominance des contours) peut s’interpréter à la lumièrede l’évolution naturelle. En d’autres termes, le
codage opéré au niveau du système visuel mammalien serait l’aboutissement de l’adaptation de ce même code
à son environnement.
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D’ores et déjà, le décor à planter est le suivant : un signalx est un vecteur de dimensiont
dont les entrées sont réelles :

x = [x1, · · · , xt] (1.1)

On dispose d’un codeD dont les éléments sont des vecteurs deRt. L’ensemble des éléments
deD génèreRt de sorte que tout signalx peut être synthétisé à partir du codeD. Plus
précisément, nous noteronsφi le i-ème élément du codeD ; ce dernier contenantT > t
mots. Il existe un ensemble de scalaires{αi}i=1,··· ,T tel quex s’écrit comme suit :

x =
T

∑

i=1

αiφi (1.2)

Puisque nous manipulons des vecteurs, ils sera par la suite plus judicieux de définirΦ3

comme la matrice de tailleT × t dont les lignes sont les éléments deD. Puisque les élé-
ments deΦ sont les "mots" du codeD, il est d’usage de parler dedictionnairepourΦ. En
définissantα = [α1, · · · , αT ], on obtient la formulation matricielle suivante :

x = αΦ (1.3)

Par analogie avec le codage parcimonieux, le vecteurα peut s’interpréter comme l’en-
semble des activités neuronales liées au stimulusx. Les éléments deD (appelés également
atomes(CDS98)) représentent ainsi les stimuli élémentaires qui, du point de vue dex, sont
ses structures les plus significatives. Un codage efficace pourx devra également conduire
au caractère parcimonieux des scalaires{αi}i=1··· ,T.
D’un point de vue général, il est commun de rencontrer des définitions de la parcimonie de
α peu explicites :dire queα est parcimonieux signifie que la plupart de ses entrées sont
proches de zéro et peuvent prendre des valeurs significatives. Plus formellement, nous utili-
serons deux types de modélisations pour définir le caractèreparcimonieux d’un vecteurα.

Modèles déterministes :
Il s’agit ici de caractériser le comportement des entrées deα. Le vecteurα est dit K-

sparse si seulesK de ses entrées sont non nulles. Dans ce cas, on définit le support (DH01)
deα comme l’ensemble des indices des entrées non-nulles deα :

Λ(α) =
{

i
∣

∣

∣α[i] , 0
}

(1.4)

Un tel vecteur est également caractérisé par sa (pseudo) norme`0 puisque :

‖α‖`0 = Card
(

Support(α)
)

= K (1.5)

Ce modèle présente un intérêt essentiellement théorique comme nous le verrons au Cha-
pitre 2.

3Par la suite, nous confondrons abusivementD etΦ bien que constituant deux objets bien différents.
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En pratique des modèles plus réalistes consistent à borner le taux de décroissance des
entrées deα en valeur absolue. Supposons que les entrées deα sont ordonnées de sorte
que |α[1]| ≥ |α[2]| · · · ≥ |α[T]|, C une constante strictement positive etp appartenant à
l’intervalle ]0, 1] , une définition de parcimonie pourα est la suivante :

|α[i]| ≤ Ci−1/p pour i = 1, · · · , p (1.6)

Un modèle probabiliste :
Nous verrons par la suite qu’il peut être nécessaire de définir une distribution pourα. Par

analogie avec les neurosciences, une telle distribution secaractérise comme suit :

– Indépendance :les entrées du vecteursα sont indépendammentet identiquement
distribuées (i.i.d.) suivant une distribution de densitéfα. Ces entrées étant indépen-
dantes dans leur ensemble, elles vérifieront :∀i , j ∈ {1, · · · , t}; fα (x[i], x[ j]) =
fα (x[i]) fα (x[ j]).

– Parcimonie : la densité de probabilitéfα sera choisie de sorte que la probabilité pour
α d’avoir des entrées de fortes amplitudes soit faible. Dans cette thèse, nous choisi-
rons le plus souvent un modèle de signaux générés suivant unedensité de probabilité
leptokurtique (de kurtosis positif) telles que les gaussiennes généralisées4avecθ < 1 :

∀i; fα(α[i]) ∝ exp
(

−κ|α[i]|θ
)

(1.7)

Structures et représentations

Le plus souvent, les signaux à traiter possèdent des structures spécifiques (caractère pé-
riodique ou transitoire pour des signaux unidimensionnels, textures ou contours pour des
images).
Le caractère parcimonieux du codage décrit précédemment est lié aux structures du signal
x et du choix du dictionnaireΦ. Les développements récents en analyse harmonique ont
permis la construction d’un très large éventail de "représentations" (bases, trames ajus-
tées) adaptées à des stuctures particulières ; le caractèreadapté signifiant leur capacité à
apporter une représentation parcimonieuse de signaux spécifiques. En ce sens, le choix
d’une représentation (i.e. le "code"D) s’effectue en fonction d’une connaissancea priori
du contenu des données à traiter. Ainsi, à une classe de structures correspond un ensemble
de formes d’ondesadaptées (i.e. les atomes du dictionnaireΦ). Parmi la multiplicité des

4Notons que les deux catégories de modèles ne sont pas si différentes. En effet, dans le cas du modèle
probabiliste que nous venons d’introduire, la propriété suivante est vérifiée pourθ = p :

∀ε,∃C1 ∈ R+ tel queE
{

‖α‖p`p
}

≤ C1 avec une probabilité supérieure à 1− ε

Revenons à la définition déterministe précédente caractérisant le degré de décroissancep des entrées deα.
Ainsi, la normè p deα est également bornée avec cette définition puisqu’en définissantC2 = C

∑

i i−1 : ‖α‖p`p ≤
C2



1.2 Diversité morphologique 8

formes d’ondes particulières5, nous utiliserons dans le cas du traitement d’image :

– Transformation en cosinus (local) :bien adaptée aux images dont le contenu est
globalement (ou localement) oscillant.

– Transformation en ondelettes :adapté (i.e.optimal dans le cas d’une approximation
m-termes - voir (Mal98)) aux singularités ponctuelles.

– Trame ajustée de Curvelets :adapté au imagesC2 par morceau contenant des
contoursC2.

Le plus souvent, ces ensembles d’atomes sont associés à des opérateurs implicites de trans-
formation rapide qui en rendent l’utilisation facilitée.

1.2 Diversité morphologique

Introduite dans le contexte très particulier des problématiques de séparation contour/texture
dans une image (ESDQ05), la notion de diversité morphologique est un outil puissant de
caractérisation du contenu d’un signal. La diversité morphologique sera le concept fonda-
mental des développements des prochains chapitres.

1.2.1 Analyse en composantes morphologiques

Dans le cas d’une image complexe telle que celle présentée enfigure 1.2, aucune base
n’est adaptée à la fois à la représentation parcimonieuse d’un contenu globalement oscillant
et continu par morceau. Une idée simple consiste alors à décomposer cette image au contenu
complexe en une combinaison linéaire decomposantes morphologiquescontenant chacune
des structures élémentaires différentes (voir figure 1.3) :

x = ϕ1 + ϕ2 (1.8)

oùϕ1 (respectivementϕ2) est supposée admettre une représentation parcimonieuse dans la
baseΦ1 (respectivementΦ2). Le concept de diversité morphologique intervient : les deux
composantesϕ1 et ϕ2 présentent des structures ou de manière équivalente desmorpholo-
giesdifférentes. Cette différence oudiversité de morphologies se caractérise formellement
comme suit :

‖ϕiΦ
T
i ‖`p < ‖ϕiΦ

T
j,i‖`p où 0< p ≤ 1 (1.9)

En résumé, deux composantes aux morphologies différentes sont certes parcimonieuses
dans une représentation qui leur est adaptée mais "moins parcimonieuse" dans des celles
qui ne le sont pas. En s’appuyant sur ce principe de diversitémorphologique, il est alors

5Consulter tout particulièrement :http ://lcd.siva.free.fr/siva-wits-where-is-the-starlet.html.
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F. 1.2: Une image synthétique complexe.

F. 1.3: Composantes morphologiques.

possible de séparer les deux composantesϕ1 et ϕ2 à partir de leurs seules différences de
structures/morphologies.
D’un point de vue général, nous verrons au Chapitre 2 qu’une telle modélisation peut être
équivalente à une représentation du signalx dans le dictionnaireredondant (T > t) union
deΦ1 etΦ2. L’une des clefs des méthodes que nous devélopperons par la suite est le fait
que la redondance du dictionnaire de représentation permetd’obtenir une représentation
plus parcimonieuse.

1.2.2 Le bon grain et l’ivraie

L’un des atouts des représentations dites parcimonieuses est la caractérisation des struc-
tures inhérentes à chaque signal individuel. Ainsi, l’étape suivante consiste à s’appuyer sur
de telles représentations pour lesdistinguer voire les séparer.
A l’origine, la notion de diversité morphologique a permis la distinction de signaux pos-
sédant des morphologies distinctes. Par la suite, il sera également nécessaire de pouvoir
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distinguer des signaux ayant des morphologies proches. Considérons deux signauxx1 et
x2 ; nous introduisons deux catégories de diversité morphologique permettant de les diffé-
rencier :

– Diversité morphologique au sens strict :il s’agit de celle que nous venons d’intro-
duire. Dans ce casx1 etx2 présentent des structures ou morphologies différentes.

– Diversité morphologique au sens large :dans ce casx1 et x2 présentent des mor-
phologies proches (telles que les images de la figure 1.1).Comment est-il alors pos-
sible de les distinguer ?Ces deux images contiennent toutes deux des contours et des
parties texturées (localement oscillantes). Si les structures de chacune des images
sont identiques de part leur type (contour, texture, ...etc.), elles demeurent néanmoins
différentes (structures qui diffèrent de part leurs positions, amplitudes, échelles. . .
etc.). Supposons que les deux signauxx1 et x2 admettent une représentation parci-
monieuse dans une représentationΦ. Si x1 et x2 se distinguent par leurs structures
les plus fortes, alors, d’un point de vue empirique, leurs supports dansΦ doivent être
différenciés. En particulier, les entrées deα1 etα2 les plus significatives doivent être
différentes. A cette fin, nous introduisons la notion deδ-support d’un vecteurα :

Λδ(α) = {k; |α[k]| > δ‖α‖∞} (1.10)

où ‖α‖∞ = maxk |α[k]|. En particulier, il est possible de comparer deux signaux en
terme deδ-supports disjoints. En effet, deux signauxx1 = α1Φ et x2 = α2Φ seront
dits à supportδ-disjoints dansΦ s’il existe 0≤ δ < 1 tel que :

Λδ(α1) ∩ Λδ(α2) = ∅ (1.11)

Nous noterons en particulier la plus petite valeur deδ telle que deux signaux sont à
supportδ-disjoints :

δ? = min{δ;Λδ(α1) ∩ Λδ(α2) = ∅} (1.12)

Notons le cas particulierδ? = 0 pour lequel les supports des deux signauxx1 et x2

dansΦ sont strictement disjoints. La valeur deδ? mesure, en quelque sorte, un dégré
de diversité entrex1 et x2. Le cas oùδ? = 1 caractérise celui où les deux signaux
n’admettent pas de supportsδ - disjoints dansΦ.

Cette définition de la diversité morphologique sera le fondement de la méthode de sépara-
tion de signaux introduite au Chapitre 3.
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Chapitre 2

Dictionnaires multivalués et
décomposition parcimonieuse

L  Chapitre 1 a introduit les concepts élémentaires sur lesquels seront fondés les déve-
loppements des Chapitre 3 et 4 pour la séparation de signaux.Notre approche met plus

précisément en exergue la recherche de représentations ditesparcimonieusescapables de
caractériser la morphologie des signaux à séparer. Afin de représenter de manière creuse ou
économe (synonymes de parcimonieuse ici) de très larges classes de signaux, l’utilisation
de dictionnaires redondants (i.e. le codeD introduit au Chapitre 1) a apporté une avancée
considérable au cours de la dernière décennie. La décomposition de signaux dans des dic-
tionnaires redondants a soulevé de nombreux problèmes tantthéoriques que pratiques.
Ce chapitre présente un rapide tour d’horizon des problèmesde décomposition parcimo-
nieuse de signaux qui ont agité la communauté scientifique. La seconde partie est consacrée
à l’introduction d’un outil d’analyse (plus précisément dedécomposition parcimonieuse)
de données multivaluées. Ainsi, l’Analyse en Composantes Morphologiques Multivaluées
(mMCA) est introduit. L’algorithme qui lui est associé constitue le fondement des algo-
rithmes de séparation que nous développons par la suite.



2.1 Décomposition d’un signal dans un dictionnaire redonda nt 12

2.1 Décomposition d’un signal dans un dictionnaire redondant

2.1.1 De la décomposition parcimonieuse de signaux

La résolution d’un problème sous-déterminé

Pour l’analyse de signaux, les représentations redondantes apportent une flexibilité dont
la matérialisation directe est la possibilité d’obtenir des représentations très creuses ou par-
cimonieuses pour de larges classes de signaux. Rappelons qu’au sein du paradigme des
signaux parcimonieux, un signal unidimensionelx 1 est modélisé comme la combinaison li-
néaire de signaux élémentaires ou atomes appartenant à un dictionnaire redondant d’atomes
Φ = [φ1, · · · ,φT ]T comme suit :

x =
T

∑

i=1

αiφi (2.1)

Supposons que le signalx soit K-sparse dans le dictionnaireΦ ; i.e exactementK < T en-
trées du vecteur des coefficientsα = [α1, · · · , αT] sont non nulles. Evidemment, nous par-
lerons de représentation creuse lorsque le nombre de ces coefficients non nuls sera faible :
K � T. SoitΛ l’ensemble des index des entrées non nulles deα (i.e. le support deα), x est
synthétisé parfaitement à partir de cesK atomes :

x =
∑

i∈Λ
α[i]φi avec Card(Λ) = K (2.2)

Du fait de la redondance deΦ, l’équation régissant la synthèse du vecteurx à partir d’élé-
ments deΦ :

x = αΦ (2.3)

est un système sous-déterminé (rappelons quet < T) ; de fait, en supposantΦ de rang
colonne plein, il existe uneinfinité de solutionsα vérifiant la relation (2.3).
Néanmoins, la solution vérifiant (2.2) est particulière puisqu’elle est creuse. Les auteurs
de (DH01) ont fort logiquement proposé la recherche de cette solution particulière par la
résolution du problème d’optimisation suivant :

min
α
‖α‖`0 s.c.x = αΦ (2.4)

consistant en la recherche de la solution qui contient le moins d’entrées actives ou non
nulles.

Propriétés en terme de cohérence mutuelle

De nombreuses études ont été consacrées à la caractérisation de ce problème et plus
particulièrement aux propriétés vérifiées par sa ou ses solutions. Nous supposerons par la
suite que chaque atome deΦ (chaque ligne) est de normè2 unité : ∀i; ‖φi‖`2 = 1.

1monovalué par opposition aux données multivaluées que nousintroduirons par la suite.
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L’un des paramètres privilégiés de caractérisation du problème de l’équation (2.4) est la
cohérence mutuelleµΦ du dictionnaireΦ. Introduite en premier lieu par Donoho (DH01)
(mais également présent dans (MZ93)), la cohérence mutuelle deΦ est définie comme suit :

µΦ = max
i, j

∣

∣

∣φiφ
T
j

∣

∣

∣ (2.5)

La cohérence mutuelle d’une matriceΦ de taille T × t vérifie les inégalités suivantes
(SH04) :

√

T − t
t(T − 1)

≤ µΦ ≤ 1 (2.6)

avec deux cas particuliers :

– Dictionnaire incohérent : il s’agit du cas oùµΦ est faible ; le cas limite étant celui
des matrices Grassmaniennes (SH04) pour lesquelles la borne inférieure est atteinte.
Dans le cas oùΦ = [ΦT

1 ,Φ
T
2 ]T est formé de deux bases orthonormales, la borne infé-

rieure est en particulier atteinte pour les trames diteséquiangulairepour lesquelles le
produit scalaire entre deux atomes quelconques est soit 0 soit µΦ. Un exemple simple
est celui formé par la base de sinus et la base canonique (liéeà la matrice identité).
D’un point de vue empirique, les matrices redondantes incohérentes contiennent des
atomes relativement différents (au sens de leurs produits scalaires).

– Dictionnaire cohérent : le cas oùµΦ est élevé correspond à celui de matrices dites
cohérentes pour lesquelles certains atomes sont peu dissemblables ; le cas limite
µΦ = 1 est celui où deux atomes au moins sont strictement colinéaires.

En somme, la cohérence mutuelle caractérise un degré de "ressemblance" des atomes d’un
dictionnaireΦ. Ce paramètre est d’autant plus intéressant qu’il peut êtredéterminé aisé-
ment.
En particulier, Donohoet al. (DH01) ont montré que la condition suivante :

‖α‖`0 <
1
2

(

1+
1
µΦ

)

(2.7)

est suffisante pour garantir l’unicité de la solution du problème de l’équation (2.4). La borne
induite par cette condition d’unicité peut être raffinée dans certains cas ; en particulier celui
oùΦ est formé d’une union de bases orthonormales (EB02; GN03; FN03a; BDE07).
Notons également que des résultats comparables ont été obtenus à partir d’une caracté-
risation différente de la matrice redondanteΦ : la propriété d’isométrie restreinte (RIP)
introduite par Candès (CT06; Can08).

2.1.2 Convexification

Le problème de l’équation (2.4) s’avère, par sa nature combinatoire, NP-difficile (voir
(Nat95)). Il ne peut donc être question de résoudre ce problème directement. Le caractère
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combinatoire du problème de l’équation (2.4) provient en particulier de lanon-convexité
de la normè 0. L’astuce (CDS98) consiste à approximer la norme`0 par une normè p

convexe. Celle-ci devant être apte à mesurer la parcimonie d’un élément deRt, le candidat
idéal n’est alors autre que la norme`1. Donohoet al. (CDS98) ont proposé la substitution
du problème de l’équation (2.4) par le suivant :

min
α
‖α‖`1 s.c.x = αΦ (2.8)

Cette approche est plus connue sous le nom deBasis Pursuit(ou "poursuite de base"). Le
problème (2.8) n’étant qu’une approximation du problème dedécomposition parcimonieuse
initial, il est important de poser la question de l’équivalencede ces deux problèmes. De
façon tout à fait intéressante, il a été montré (voir (DE03; GN03)) que la condition suivante :

‖α‖`0 <
1
2

(

1+
1
µΦ

)

(2.9)

est suffisante pour garantir l’équivalence entre les problèmes (2.8) et (2.4). Comme pour le
cas de l’unicité de la solution du problème (2.4) cette borneest peu réaliste : BP est ainsi
capable de résoudre des problèmes de décomposition en norme`0 au-delà de la borne (voir
l’étude d’Eladet al. (EZ04)). A titre indicatif, notons que Tropp (Tro04; Tro06b) a raffiné
ces résultats par une généralisation de la cohérence mutuelle d’un dictionnaireΦ.

2.1.3 Solution approchée

La contrainte d’égalitéx = αΦ intervenant dans les problèmes (2.4) et (2.8) est souvent
trop forte et de fait relaxée. Cette relaxation s’effectue en ne recherchant qu’une solution
approchéeà ces problèmes. Elle consiste à remplacer la contrainte d’égalité par une mesure
de qualité d’approximation dex par la "solution" obtenue. Comme proposé dans (CDS98),
une manière classique d’une distance entre les données à décomposerx et la solution ap-
prochéeαΦ s’effectue par une mesure quadratique. La solution approchée s’obtient alors à
une erreur de reconstructionε près. Le problème (2.4) devient alors le problème approché
suivant :

min
α
‖α‖`0 s.c. ‖x − αΦ‖`2 ≤ ε (2.10)

Le problème formulé en normè1 peut être écrit sous forme approchée de façon identique
comme suit :

min
α
‖α‖`1 s.c. ‖x − αΦ‖`2 ≤ ε (2.11)

Ce dernier est plus connu sous le nom deBasis Pursuit Denoising(CDS98).

Comme souligné dans (BDE07), la résolution du problème approché permet de définir
une quasi-solution même lorsque la solution du problème (2.8) n’existe pas. Le problème



2.1 Décomposition d’un signal dans un dictionnaire redonda nt 15

approché précédent peut être écrit (par une reparamétrisation univoque entreε etγ) sous la
forme d’un lagrangien augmenté comme suit :

min
α
γ‖α‖`1 +

1
2
‖x − αΦ‖2`2 (2.12)

Rappelons quex est K-sparse ; Tropp (Tro06b) montre que si la condition d’unicité et
d’équivalence (2.7) est vérifiée, le support de la solutionαγ de (2.12) est inclus dans celui
de la solution exacte au problème (2.4).
Le problème de l’équation (2.12) présente l’intérêt pratique de pouvoir introduire un terme
additif de bruit borné (en normè2) :

xn = x + n (2.13)

avec‖n‖`2 < ε. Dans ce cas, les développements de Tropp (Tro06b) sont valides, fournissant
en particulier une borne sur l’erreur d’approximation deα par la solutionαγ du problème
de l’équation (2.11). Les problèmes (2.11) et (2.12) sont donc stables sous hypothèse de
bruit borné. De tels résultats de stabilité ont également été prouvés par Fuchs (Fuc06) et
Donoho (DET06).

Les développements de cette dernière décennie ont permis dedresser une description assez
détaillée du problème classique en norme`0 et en particulier du comportement de sa ver-
sion convexe en normè1. Dès lors, la difficulté principale réside dans la recherche de la
solution du problème de l’équation (2.8).

2.1.4 Algorithmes de décomposition dans des dictionnairesredondants

Au cours de ce paragraphe, nous proposons un rapide tour d’horizon des algorithmes
aptes à recouvrer la solution parcimonieuse tant convoitée. Nous avons déjà évoqué que le
problème de poursuite de base (2.8) (voir (CDS98)) peut être reformulé sous la forme d’un
problème de programmation linéaire. Malgré le perfectionnement récent des algorithmes
de programmation linéaire (KKB07; CWB08; Can07), leur coup calculatoire est le plus
souvent élevé. En parallèle, il a été prouvé que d’autres classes d’algorithmes (algorithmes
"gloutons", homotopie ou plus récemment par seuillage itéré) convergent (sous certaines
conditions de parcimonie (Tro04; DT06)) vers la solution unique des problèmes (2.4) et
(2.8).

Algorithmes "gloutons"

Les algorithmes dits "gloutons" (greedyen anglais) ont été originellement construits
pour l’obtention d’approximationsm-termes2. Dans cette famille d’algorithmes, le plus
connu est sans nul doute (Orthogonal)Matching Pursuit(MZ93; PRK93). Ce type d’al-
gorithme itératif se caractérise par la sélection séquentielle d’un unique atome entrant dans

2Approximation dex à partir desmentrées les plus significatives deα
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l’approximation dex.

A titre indicatif, un proche cousin du problème de Basis Pursuit a été développé dans le
domaine des statisques sous le nom de LASSO (HTF01; Tib96). Une méthode empirique
nomméeLeast Angle Regression(LARS) a ensuite été proposée pour résoudre le problème
du LASSO (EHJT04). Parallèlement, Osborneet al. (OPT00), en étudiant le problème ini-
tial du LASSO et plus particulièrement son dual convexe, ontproposé la recherche de sa
solution par une méthode de continuation de l’homotopie (fondée sur la géométrie particu-
lière du problème BP (DET06; Plu07; MCW05)).
Fort heureusement, une étude de Donoho (DT06) a mis au jour la similitude (voire l’équi-
valence) entre ces différents algorithmes pour la résolution de problèmes de décomposition
parcimonieuse dans un dictionnaire redondant. Cette même étude a également prouvé que
ces différents algorithmes dits de régression "stepwise" (sélectionnant un seul atome au
maximum, à chaque pas ou itération) résolvent le problème dedécomposition de l’équa-
tion (2.4) sous l’hypothèse d’unicité bien connue de l’équation (2.7).
Néanmoins, les algorithmes gloutons ou plus généralement "stepwise" ne sélectionnant
qu’un et un seul atome par itération sont couteux en temps de calcul. Récemment, une ap-
proche "stagewise" de OMP pour laquelle plusieurs atomes sont sélectionnés par itération
a été proposé par Donohoet al. (DTDS06). Nous y reviendrons au cours de la Section 2.2.

Algorithmes de seuillage itératif : des alternatives plus rapides

Récemment, des approches alternatives fondées sur des méthodes de seuillage itéra-
tif ont été proposées pour la résolution du problèmeBasis Pursuit Denoisingde l’équa-
tion (2.12). D’un point de vue général, l’utilisation du seuillage itératif en traitement du
signal sous contrainte de parcimonie (en particulier en restauration d’images) émerge de-
puis une décennie (voir en particulier (FN03b; DDM04; CW05; CCPW07)).
Considérons le cas simple où le dictionnaireΦ est une base orthonormale :ΦΦT = I . Dans
ce cas, le problème de Basis Pursuit relaxé sous forme de Lagrangien de l’équation (2.12)
peut s’écrire comme suit :

min
α
γ‖α‖`1 +

1
2

∥

∥

∥xΦT − α
∥

∥

∥

2

`2
(2.14)

En notantαx = xΦT comme la représentation des donnéesx dans la baseΦ, le problème
précédent devient :

min
α
γ‖α‖`1 +

1
2
‖αx − α‖2`2 (2.15)

Ce dernier problème admet une solution exacte bien connue sous l’appellation de seuillage
doux de seuilγ :

α = Sγ (αx) (2.16)
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où l’opérateur de seuillageSγ est défini comme suit :

∀i = 1, · · · , t; Sγ (αx) [i] =

{

0, si αx[i] < γ
αx[i] − γ Signe(αx[i]) , sinon

(2.17)

oùSγ (αx) [i] (resp.αx[i]) définit le i-ème élément du vecteurSγ (αx) (resp.αx). La solu-
tion au problème de l’équation (2.14), dans le domaine direct (i.e. celui des échantillons)
s’obtient donc comme suit :

x? = Sλ
(

xΦT
)

Φ (2.18)

Cette solution s’obtient donc par la simple séquence : i) Transformation directe, ii) Seuillage
puis iii) Transformation inverse. . . sous la condition d’orthogonalité deΦ.

Dans le cas oùΦ représente un dictionnaire redondant d’atomes ou signaux élémen-
taires, la solution n’est plus obtenue par l’application d’un opérateur de seuillage comme
dans l’équation (2.18). Néanmoins, l’excellente étude menée par Elad dans (Ela06) montre
que, dans le cas oùΦ est redondant, l’opération de seuillage définie dans l’équation (2.18)
constitue un premier pas vers la solution du problème de l’équation (2.14). De plus, Elad a
illustré empiriquement qu’un processus de seuillage itératif permet de se rapprocher de la
solution en question. Dès lors, ces travaux motivent en grande partie l’utilisation de proces-
sus de seuillage itératif pour résoudre le problème deBasis Pursuit Denoising. Néanmoins,
l’explosion de l’utilisation des algorithmes fondées sur le seuillage itératif apparaît relati-
vement tard dans le cas où le dictionnaireΦ est redondant. Ainsi, les premiers algorithmes
de seuillages itératifs dédiés à la résolution du problème de l’équation (2.14) n’apparaissent
qu’en 2007 par des approches assez diverses (voir (FNW07; FR07; MZ07) pour n’en citer
que quelques uns). Notons également que certaines de ces approches tendent à promouvoir
le développement d’algorithmes de seuillage itératif dur dans l’objectif d’approcher la solu-
tion (sous hypothèse d’unicité) de la version en norme`0 du problème de l’équation (2.14)
(voir (BL07; BD07)). Néanmoins, l’extension au cas`0 du problème de l’équation (2.14)
n’étant pas convexe, les approches par seuillage itératifsne peuvent viser qu’une conver-
gence vers un minimum local. Quel que soit l’approche, la forme générale de l’équation de
mis à jour à l’itération (h) de ces algorithmes itératifs est la suivante :

α(h+1) = Sλ
(

α(h) + µ
(

x − α(h)Φ
)

ΦT
)

(2.19)

oùµ est un scalaire de sorte que le rayon spectral deµΦΦT est inférieur à 1.

2.2 L’analyse en composantes morphologiques multicanale

2.2.1 Analyse en composantes morphologiques monocanale

Principe et modèle

Dans les exemples du Chapitre 1, l’utilisation de dictionnaires de signaux élémentaires
redondants est fondée sur le souhait de "mieux" représenter(au sens parcimonieusement)
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des signaux aux morphologies diverses. En dehors du cadre dela décomposition de si-
gnaux dans un dictionnaire redondant, Starcket al. (SED05; ESDQ05) ont introduit en
2004 le concept de diversité morphologique dans le cadre d’un problème de décomposition
d’images en composantes de contour et de texture.
L’idée de départ d’une décomposition fondée sur la diversité morphologique est le constat
qu’il existe des ensembles de signaux élémentaires qui représentent parcimonieusement
l’une et une seule des deux composantes (contour ou texture). En particulier, une trame de
curvelets (CD99; CDDY06; SCD02) est bien adaptée à la représentation parcimonieuse des
contours. Par ailleurs, une texture modélisée comme une composante globalement oscil-
lante sera particulièrement bien représentée dans une basede cosinus discrets.

Plus formellement, nous supposerons quex peut s’écrire comme une combinaison linéaire
deD composantes dites morphologiques (dans notre exempleD = 2) :

x =
D

∑

i=1

ϕi + n (2.20)

où les composantes morphologiques{ϕi}i=1,··· ,D admettent respectivement une représenta-
tion parcimonieuse dans un ensemble de bases orthonormales3 {Φi}i=1,··· ,D. Le vecteurn
modélise soit les imperfections du modèle soit une contamination des données par du bruit.
Le principe fondateur de la diversité morphologique est celui de la décohérence (dans leur
ensemble) de l’ensemble de bases{Φi}i=1,··· ,D. De façon équivalente, la diversité morpholo-
gique suppose que chaque composante est particulièrement parcimonieuse dans une et une
seule desD bases de l’ensemble{Φi}i=1,··· ,D (ici au sens d’une normè1) :

∀i, j ∈ {1, · · · ,D}; ‖ϕiΦ
T
i ‖`1 < ‖ϕiΦ

T
j,i‖`1 (2.21)

De fait, cette diversitéinter-composantes doit permettre la restauration des différentes com-
posantes à partir du signal originalx. La propriété de diversité, formalisée dans l’équa-
tion (2.21), sous-tend l’utilisation de la parcimonie respective des composantes morpholo-
giques dans des bases décohérentes (au sens de la cohérence mutuelle d’une matrice) :

∀k , k′ ∈ {1, · · · ,D}; µ[Φk,Φk′ ] < 1 (2.22)

oùµ[Φk,Φk′ ] définit la cohérence mutuelle des basesΦk etΦk′ .
Starcket al. (SED05) ont ainsi proposé de rechercher les composantes morphologiques les
plus parcimonieuses dans leurs bases respectives. Une première approche consiste alors
à rechercher la solution (sous réserve d’existence et d’unicité) du problème en normè0
suivant :

min
{ϕ j }

D
∑

j=1

∥

∥

∥ϕ jΦ
T
j

∥

∥

∥

`0
s.c

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

x −
D

∑

j=1

ϕ j

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

`2

≤ ε (2.23)

sous hypothèse de bruit borné :‖n‖`2 < ε
3Nous verrons ultérieurement le case où les trames telles queles curvelets peuvent être adoptées à la place

des bases orthonormales.
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Algorithme d’Analyse en Composantes Morphologiques (MCA)

Nous proposons d’approcher le problème de l’équation (2.23) sous une forme relaxée :

{ϕ j} = Argmin
{ϕ j }

γ2
D

∑

j=1

∥

∥

∥ϕ jΦ
T
j

∥

∥

∥

`0
+

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

x −
D

∑

j=1

ϕ j

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

`2

(2.24)

Ce problème nécessite l’estimation deD "paramètres" (les composantes morphologiques)
couplés pour lesquels une estimation parBlock-coordinate relaxation(BCR - voir (SAP00))
semble appropriée.

Block-coordinate relaxation : Inspiré duBlock-coordinate relaxation(BCR - voir (SAP00)),
l’algorithme MCA estime itérativement chacune des composantes en supposant les autres
fixées. Ainsi, à l’itération (h), la i-ème composante morphologique est estimée comme suit :

ϕ
(h)
i = Argmin

ϕi

γ2
∥

∥

∥ϕiΦ
T
i

∥

∥

∥

`0
+

∥

∥

∥

∥

r (h)
i − ϕi

∥

∥

∥

∥

2

`2
(2.25)

où r (h)
i = x−∑

j,i ϕ
(h−1)
j est le résidu calculé à partir des composantes morphologiques cou-

rantes différentes deϕi . Définissons maintenant les coefficients deϕi dans sa base associée
Φi :

αi = ϕiΦi (2.26)

La matriceΦi associée à la baseΦi
4 étant orthonormale, le vecteurαi est unique. De plus,

cette propriété nous permet d’écrire plus simplement le problème de l’équation (2.25) :

α
(h)
i = Argmin

αi

γ2‖αi‖`0 +
∥

∥

∥

∥

r (h)
i Φ

T
i − αi

∥

∥

∥

∥

2

`2
(2.27)

La solution à ce problème est unique et obtenue par seuillagedur de la manière suivante :

α
(h)
i = Hγ

(

r (h)
i Φ

T
i

)

(2.28)

où l’opérateur de seuillage dur est défini comme suit :

∀i = 1, · · · , t; Hγ (u) [i] =

{

0, si u[i] < γ
u[i], sinon

(2.29)

Seuillage décroissant : Dans l’algorithme MCA, le rôle joué par le seuilγ est détermi-
nant. En effet, l’approche par BCR et seuillage alterné dans les différentes bases{Φi}i=1,··· ,D
est équivalente à la sélection d’atomes de manière alternéedans ces mêmes bases. Consi-
dérons le cas simpleD = 2. A une itération donnée (h), la première composante morpholo-
giqueϕ1 est estimée de la sorte :

ϕ
(h)
1 = Hγ

(

r (h)
1 Φ

T
1

)

Φ1 (2.30)

4Rappelons que nous nous placerons toujours dans des espacesde dimension finie ; de fait nous confondrons
sans ambiguités bases, matrices associées et opérateur d’analyse/synthèse.
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Supposons, pour simplifier, que le modèle en composantes morphologiques est exact et
qu’aucun bruit ne perturbe les données. Le résidur (h)

1 peut alors s’écrire comme suit :

r (h)
1 = ϕ1 +

(

ϕ2 − ϕ(h−1)
2

)

(2.31)

L’opérateur de seuillage va sélectionner des coefficients du résidur (h)
1 projeté dans la base

Φ1 :
r (h)

1 Φ1
T = α1 + δ

(h−1)
1 (2.32)

où δ(h−1)
1 =

(

ϕ2 − ϕ
(h−1)
2

)

Φ1
T . Intuitivement, la diversité morphologique implique queϕ1

est plus parcimonieux que
(

ϕ2 − ϕ(h−1)
2

)

dansΦ1. De fait, les coefficientsles plus significa-

tifs du résidu projetér (h)
1 Φ1

T devraient essentiellement être affectés àα1 et doncϕ1.
En conséquence, le choix d’un "bon seuil"γ doit conduire à la sélection des coefficients
les plus forts (en valeur absolue). C’est ainsi que Starcket al. (voir (SED05; ESDQ05)) ont
proposé l’utilisation empirique d’un seuil décroissant etde fait fonction de (h). L’algorithme
MCA est alors le suivant :

1. Choix d’un nombre d’itérations Pmax et du seuil initial γ(0)

2.Tant que γ(h) est plus élevé qu’une valeur minimale fixée γmin (e.g. dépendant en
particulier de la variance du bruit σ)

– Les composantes morphologiques {ϕi}i=1,...,D sont calculées à l’itération (h) de
la façon suivante :

Pout tout i = 1, · · · ,D
• Calcul du résidu r (h)

i en supposant les composantes morphologiques ϕ(h−1)
j,i

fixées :
r (h)

i = x −∑

j,i ϕ
(h−1)
j

• Estimer les coefficients courants α(h)
i par seuillage dur de seuil γ(h) :

α
(h)
i = Hγ(h)

(

r (h)
i Φ

T
i

)

• L’estimée de ϕi est obtenue par reconstruction :
ϕ

(h)
i = α

(h)
i Φi

– Décroissance du seuil γ(h) selon une stratégie donnée

Stratégie de décroissance du seuil

Choix des seuilsγ(0) et γmin : une analyse fine du fonctionnement de l’algorithme MCA
fait rapidement apparaître que le choix du seuil est un des points fondamentaux de l’algo-
rithme. Dans l’article original (voir (SED05)), le seuil décroissait linéairement entre deux
valeurs extrêmes :

– Valeur initiale γ(0) : la valeur initiale est donnée par :

max
i
‖xΦT

i ‖∞ (2.33)
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C’est à dire par la valeur absolue du coefficient le plus fort obtenu par projection de
x dans l’ensemble de bases{Φi}i=1,··· ,D. En pratique, il s’agit du premier coefficient
que MCA peut sélectionner.

– Valeur finale γmin : supposons que les donnéesx soient entachées de bruitn. Dans
le casD = 2, l’équation (2.31), définissant le résidu à l’itération (h), devient alors :

r (h)
1 = ϕ1 +

(

ϕ2 − ϕ
(h−1)
2

)

+ n (2.34)

Supposons, par souci de simplificité, qu’à la convergence (h = Pmax), la seconde
composante morphologique soit parfaitement estimée ; la relation précédente est alors
la suivante :

r (Pmax)
1 = ϕ1 + n (2.35)

L’estimation deϕ1 est alors équivalente à un problème de débruitage sous contrainte
de parcimonie dans la base orthonormaleΦ1. Dans le cas oùn est blanc gaussien de
varianceσ2, le choixγmin = ρσ (typiquementρ = 3) semble raisonnable. . . tout en
restant un critère d’arrêt empirique.

Stratégie de décroissance : en pratique, une décroissance linéaire du seuil peut s’avérer
peu efficace. Une "bonne" décroissance de seuil devrait en effet être dépendante du signal
à décomposer ainsi que de l’ensemble de bases{Φi}i=1,··· ,D. Dans (BSF+07), nous avons
mené une étude sur la stratégie de décroissance du seuilγ. Dans le casD = 2, en accord
avec l’équation de mise à jour (2.31), un bon choix de seuilγ(h) doit alors conduire à la
sélection de coefficients deα1 tout en évitant ceux du résiduα2 − α(h−1)

2 . Néanmoins, la

quantitéδ(h−1)
1 =

(

α2 − α(h−1)
2

)

Φ2Φ1
T n’est pas accessible.

Une quantité calculable à l’itération (h) est le résidutotal :

r (h) = x − ϕ(h−1)
1 − ϕ(h−1)

2 (2.36)

=
(

α1 − α(h)
1

)

Φ1 +
(

α2 − α(h)
2

)

Φ2 (2.37)

Définissons les constantes suivantes :

m1 = ‖r (h)Φ1
T‖∞ (2.38)

m2 = ‖r (h)Φ2
T‖∞ (2.39)

Supposons de plus quem1 > m2 (le cas inverse conduirait à la même analyse). La Fi-
gure 2.2.1 illustre ce que pourrait être la distribution descoefficients der (h) dansΦ1 et
Φ2. Dans (BSF+07), nous définissons une stratégie de choix de seuil appelée MOM (pour
"Mean-Of-Max") définie comme suit :

m2 < γ
(h) < m1 (2.40)
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Dans le même article, nous donnons des conditions garantissant une bonne sélection de
coefficients à l’itération (h) vérifiant :

γ(h) >
∥

∥

∥

∥

(

α2 − α(h−1)
2

)

Φ2Φ1
T
∥

∥

∥

∥∞
(2.41)

Les avantages de la stratégie MOM sont les suivants :

F. 2.1: Stratégie de sélection du seuil.

– Adaptivité : dans (BSF+07), nous montrons que, en comparaison avec la stratégie
de décroissance linéaire, la stratégie MOM conduit à une décroissance bien mieux
adaptée au signal à décomposer et en conséquence plus rapide.

– Aucun paramètre à régler : la stratégie MOM définit, sans paramètre, une suite
de seuils dépendants directement du problème (signalx et ensemble de bases). La
stratégie MOM ne nécessite donc pas,a priori, la manipulation de paramètres.

2.2.2 MCA, un algorithme de décomposition parcimonieuse ?

Des liens étroits avec les problématiques de décompositionparcimonieuse

Dans cette partie, nous considérons que les données ne sont pas contaminées par du
bruit : n = 0.

Des liens formels : rappelons qu’à l’origine, l’estimation des composantes morpholo-
giques par principe de moindre parcimonie s’effectue comme suit :

min
{ϕ j }

D
∑

j=1

‖ϕ jΦ
T
j ‖`0 s.cx =

D
∑

j=1

ϕ j (2.42)
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L’ensemble{Φ j} j=1,··· ,D étant constitué deD bases orthonormales, il est aisé de définir les
coefficientsα j = ϕ jΦ

T
j et d’écrire de nouveau le problème précédent :

min
{α j }

D
∑

j=1

‖α j‖`0 s.cx =
D

∑

j=1

α jΦ j (2.43)

Définir le dictionnaire redondantΦ comme la concaténation desD bases orthogonales
{Φ j} j=1,··· ,D ainsi que le vecteurα comme la concaténation desD vecteurs{α j} j=1,··· ,D
conduit sans difficulté à l’équivalence entre le problème précédent et le problème classique
de décomposition parcimonieuse d’un signalx dans un dictionnaire redondantΦ :

min
α
‖α‖`0 s.cx = αΦ (2.44)

Evidences empiriques : de fait, MCA cherche à résoudre un problème de décomposition
parcimonieuse dans le cas particulier oùΦ est formé d’une union de bases orthogonales.
La question posée précédemment devient alors une interrogation sur la capacité de MCA
à résoudre le problème de l’équation (2.44). Dans (BSF+07), nous avons fourni quelques
expérimentations soutenant une réponse positive.

Dans cette partie, nous considérons le cas simpleD = 2.

Cas parfait - Diagramme de phase Succès/Echec :afin d’évaluer les succès et les échecs
de MCA dans un problème de décomposition parcimonieuse, nous définissons la classe de
signaux aléatoiresBG(p1, p2) telle que six appartient àBG(p1, p2), alors il peut être défini
comme une combinaison linéaire de deux composantes morphologiques

x = α1Φ1 + α2Φ2 (2.45)

où α1 et α2 sont deux vecteurs de taillest dont les entrées sont tirées suivant une loi
Bernoulli-gaussienne. Une telle loi fait intervenir une variable aléatoire supplémentaire ré-
gissant l’état d’activité d’un coefficientτ tel que

∀i ∈ {1, 2}; τi =

{

1, avec une probabilitépi

0, avec une probabilité 1− pi
(2.46)

Les coefficients{αi [k]}i=1,2;k=1,··· ,t sont alors définis conditionnellement àτi=1,2 comme suit :

∀i ∈ {1, 2} etk ∈ {1, · · · , t}; f (αi [k]) =















1
2 exp

(

−αi [k]2

2

)

, si τi = 1

δ(αi [k]), si τi = 0
(2.47)

Sur la Figure 2.2.2 est représenté le rapport signal-sur-bruit (RSB) après estimation par
MCA/MOM de la première composante morphologiqueϕi dont on note l’estimée ˜ϕ1

5. Le

5Notons que de l’orthogonalité deΦ1, on a l’égalité‖ϕ1− ϕ̃1‖`2 = ‖α1− α̃1‖`2 ce qui constitue un bon critère
de convergence en erreur quadratique mais également en support surα1.
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dictionnaireΦ est formé de l’union de la base canonique (ou identité) et de la base en co-
sinus discrets. Les mesures de la Figure 2.2.2 ont été obtenues pour des valeurs différentes
des probabilités d’activité des coefficientsp1 et p2 allant de 0, 01 à 0, 5. Chaque point est
évalué à partir de la moyenne de 25 décompositions. Le nombred’échantillons par compo-
sante morphologique estt = 512.
Si l’on définit une borne de réussite lorsque RSB> 20dB, la partie grisée représente les
couples (p1, p2) pour lesquels MCA est un succès. Nous avons reporté sur la figure la borne
théorique d’unicité/équivalence définie à partir de la cohérence mutuelle du dictionnaireΦ.
Dans ce cas, cette borne est égale àp1 + p2 =

1
tµΦ

dans laquelleµΦ = 1/
√

t (voir (GN03)).
Cette expérience simple apporte deux enseignements :

– Une borne peu réaliste :comme nous l’avions déjà souligné, le borne d’unicité/équivalence
obtenue à partir de la cohérence mutuelle deΦ est de loin très pessimiste.

– MCA /MOM apporte une solution approchée :MCA/MOM est capable d’appor-
ter des solutions approchées au problème de nature combinatoire de l’équation (2.44).

F. 2.2: RSB en Decibels de la première composante morphologique extraite MCA/MOM
(−20 log10

(‖ϕ1 − ϕ̃1‖`2
)

). Abscisse :p1. Ordonnées :p2.

Cas réel - Comparaison entre MCA etBasis Pursuit:
Rappelons que l’analyse en composantes morphologiques a été développée dans le

cadre de la séparation contour/texture en imagerie. Toutefois la similitude formelle entre
le problème résolu par la MCA et celui du problème de décomposition parcimonieuse dans
une union de bases suggère d’effectuer une comparaison empirique de ces deux problèmes.
Il a été montré que l’algorithmeBasis Pursuitconverge vers la solution de décomposition
en normè 0 lorsque les conditions classiques sur la cohérence mutuelle du dictionnaireΦ
sont vérifiées (voir entre autres (DE03; GN03)). Les expériences qui vont suivre proposent
une comparaison empirique de MCA et de BP dans le cadre d’un problème de décompo-
sition parcimonieuse dans un dictionnaire formé de l’unionde deux bases orthonormales
Φ = [Φ1,Φ2]. Les résultats présentés en Figure 2.3 sont tels que chaqueobservation a



2.2 L’analyse en composantes morphologiques multicanale 2 5

10
1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

Courbe d’approximation l
1
 pour MCA et BP

N
or

m
e 

l 1

Norme l
2
 normalisée − échelle logarithmique

4 6 8 10 12 14 16 18
10

0

10
1

10
2

10
3

Normes l
0
 et l

1
 pour MCA et BP

Norme l
1
 − échelle logarithmique

N
or

m
e 

l 0  −
 é

ch
el

le
 lo

ga
rit

hm
iq

ue

10
−4

10
−2

10
1

10
2

Courbe d’approximation non−linéaire pour MCA et BP 

N
or

m
e 

l 0 −
 é

ch
el

le
 lo

ga
rit

hm
iq

ue

Norme l
2
 normalisée − échelle logarithmique

0 500 1000 1500 2000 2500
0

5

10

15

20

25

30

35

40

Nombre d’échantillons n

T
em

ps
 d

e 
ca

lc
ul

 e
n 

se
co

nd
es

Temps de calcul pour MCA et BP

F. 2.3: Haut à droite : courbe`1/`2 de MCA/MOM (trait continu) et de Basis Pursuit (trait dis-
continu). Haut à droite : courbe`0/`1 de MCA/MOM (trait continu) et de Basis Pur-
suit (trait discontinu). Bas à gauche :courbe d’approximation non linéaire (`0/`2) de
MCA/MOM (trait continu) et de Basis Pursuit (trait discontinu). Bas à droite : compa-
raison du temps d’exécution (en secondes) : MCA/MOM (trait continu) et Basis Pursuit
(trait discontinu).

été calculée comme la moyenne de 50 décompositions de signaux appartenant au modèle
Bernoulli-gaussienBG(p1, p2) avecp1 et p2 aléatoires. Le dictionnaireΦ, quant à lui, est
formé de l’union d’une base orthogonale d’ondelettes et de la base liée à la transforma-
tion en cosinus discrète globale (DCT globale). Le graphique en haut et à gauche de la
Figure 2.3 montre la courbè1/`2 après décomposition pour BP et MCA/MOM. La courbe
`0/`1 est représentée en haut et à droite de la même figure. La différence entre MCA/MOM
et BP conduit aux observations suivantes : i) pour le jeu de signaux utilisés lors de ces si-
mulation, certains ne vérifient pas la condition d’équivalence entre les problèmes`0 et `1 ;
ii) d’autre part, la décomposition obtenue par MCA/MOM tend à être plus parcimonieuse
(distribution plus piquée) que celle qu’apporte BP. On en déduit de fait, en accord avec le
diagramme de phase du pararaphe précédent, que MCA/MOM tend à résoudre un problème
bien plus proche de celui en norme`0 que`1 lorsque l’équivalence n’est pas garantie. La
différence entre les deux problèmes`0 et `1 est particulièrement mise en évidence sur le



2.2 L’analyse en composantes morphologiques multicanale 2 6

graphique représentant la courbe d’approximation linéaire (courbè 2/`0) en bas et à gauche
de la Figure 2.3. Cette courbe met en avant la capacité de MCA àapporter une solution bien
plus parcimonieuse que celle apportée par une décomposition en normè 1. Au-delà de ces
considérations liées au degré de parcimonie, la courbe, en bas et à droite de la Figure 2.3,
illustre la différence de rapidité d’exécution des deux algorithmes. MCA utilisant pourΦ1

(resp.Φ2) les transformées rapides implicites en ondelettes orthogonales (resp.en DCT
globale), son temps d’exécution est particulièrement faible.

En conlusion, il semble que MCA soit capable de résoudre (au moins de manière appro-
chée) le problème de décomposition parcimonieuse en norme`0. Les propositions suivantes
montrent, sous certaines hypothèses, que MCA convergence vers la solution du problème
de l’équation (2.4).

Conditions de convergence

Proposition 1 (Propriété de sélection exacte)Supposons quex soit K-sparse tel que :

x =
D

∑

j=1

∑

i∈Λ j

α j[i]φ j[i]

où K =
∑

j Card
(

Λ j

)

. A l’itération h, supposons que le résidu r(h) est K-sparse de sorte
que :

r (h) =

D
∑

j=1

∑

i∈Λ j

β j [i]φ j [i]

On note :

(τ?, i?) = Argmax
τ,i∈Λτ

|βτ[i]|

(τ†, i†) = Argmax
τ,τ?,i∈Λτ

|βτ[i]|

β? = |βτ? [i?]|
β† = |βτ† [i†]|

On suppose qu’il existe, à l’itération(h), un scalaire0 ≤ ρ < 1 tel queβ† = ρβ?. Si la
condition suivante est vérifiée :

K < µ−1
Φ

1− ρ
1+ ρ

Alors MCA/MOM sélectionne, à l’itération h, des coefficients appartenant au support dex.

Proposition 2 (Convergence)Supposons que x soit K-sparse tel que :

x =
D

∑

j=1

∑

i∈Λ j

α j[i]φ j[i]
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où K =
∑

j Card
(

Λ j

)

.
Supposons que les hypothèses de la Propriété de sélection exacte sont vérifiées. Si K<
µ−1
Φ

1−ρ
1+ρ alors MCA/MOM converge exponentiellement versx et sa décomposition la plus

parcimonieuse au sens̀0 dansΦ. Plus précisément, le résidu converge vers0 avec une
vitesse exponentielle.

Un algorithme de régressionstagewise

Revenons à la propriété de "bonne sélection atomique". Il apparaît alors que, muni de
la stratégie de sélection MOM, l’algorithme MCA sélectionne, pour une itération (h), un
ensemble d’atomes appartenant à une même composante morphologiqueϕi?. De plus, le
choix dei? s’effectue dans le sens de l’atome deΦ le plus cohérent avec le résidu totalr (h).
Finalement, au sens de la stratégie MOM, le choix dei? s’effectue comme suit :

i? = Argmax
i

∥

∥

∥r (h)ΦT
i

∥

∥

∥

`∞
(2.48)

Considérons le cas extrême où, au lieu de sélectionner unensemble d’atomesdeΦi? ,
MCA ne sélectionne quel’atome deΦi? le plus cohérent avec le résidu totalr (h). Cette
versionstepwise(i.e.ne sélectionnant qu’ununique atomeà chaque itération) serait totale-
ment équivalente au très classique algorithme deMatching Pursuit(MZ93; GV06). De fait,
des développements de l’article (BMFS07b), il découle une interprétation de l’algorithme
MCA/MOM comme une versionstagewise(i.e. sélectionnantplusieurs atomesà chaque
itération) de l’algorithmeMatching Pursuit. Du point de vue du temps de calcul de ces
deux algorithmes, MCA/MOM présente deux avantages capitaux dans le cas de problèmes
de grande dimension :

– Aspect stagewise: contrairement aux algorithmesstepwisedont Matching Pursuit
est un exemple, MCA/MOM sélectionne un ensemble d’atomes. Une telle approche
stagewisepermet de pallier, en partie, les limitations des algorithmesstepwisedans
le cas de problèmes de grande dimension.

– Utilisation explicite d’opérateurs rapides : à l’origine, l’algorithme MCA propose
une méthode de décomposition d’une image complexe en composantes morpholo-
giques. La restauration de ces dernières se fonde sur la décohérence des représenta-
tions dans lesquelles les-dites composantes morphologiques sont liées. Dans un cadre
expérimental, l’un des attraits majeurs de MCA est alors de faire intervenir des repré-
sentations admettant des opérateurs implicitesrapides telles que les ondelettes, cur-
velets6, transformée en cosinus discrets (locaux ou globaux),· · · etc. Les opérations

6Notons que les curvelets forment non pas une base orthonormale mais une trame ajustée. Dans ce cas,
leur utilisation sort entièrement du cadre MCA que nous venons de présenter. Néanmoins, en pratique, leur
utilisation au sein de MCA conduit à des résultats satisfaisants. Une des interprétations possibles est que, tel
que noté par Elad dans (Ela06), l’opération de seuillage effectuée à chaque itération de MCA constitue le
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de l’algorithme MCA faisant intervenir les bases{Φi}i=1,··· ,D (resp.leur transposée)
sont, en pratique, effectuées par leur opérateurs implicites de synthèse (resp.d’ana-
lyse).

Au final, ces deux points permettent d’obtenir un algorithmede décomposition parcimo-
nieuse rapide tout en présentant des performances théoriques semblables à celle présentées
par un algorithmestepwisetel queMatching Pursuit. Par la suite, l’utilisation de MCA sera
justifiée pour résoudre des problèmes de décomposition parcimonieuse dans un dictionnaire
redondant formé d’une union de bases orthonormales.
Remarquons que, dans le cadre des problématiques de décomposition dans un dictionnaire
redondant, les premières approchesstagewiseont été proposées par Donohoet al. dans
(DTDS06). Ces auteurs proposent en particulier une versionstagewisede l’algorithme OMP
(StOMP - Stagewise Orthogonal Matching Pursuit).

L’interprétation de MCA comme un algorithmestagewisede décomposition parcimonieuse
(BSF+07; BMFS07b) a été développée parallèlement à StOMP et ceci dans le souhait d’ob-
tenir des algorithmes de décomposition rapides et efficaces applicables dans des problèmes
de grande dimension. Nous avons voulu montrer ici qu’en dehors du cadre initial de dé-
composition en composantes morphologiques, MCA se place entièrement dans le cadre des
problématiques de décomposition parcimonieuse dans des dictionnaires redondants.

2.3 Vers une représentation parcimonieuses des données multi-
valuées

Dans le cadre de l’analyse de données multivaluéesX (écrites sous la forme d’une ma-
trice m× t), il est tout à fait clair que les structures présentes dans ces données sont autant
spatialesquespectrales. Classiquement, les structures spatiales induisent l’existence d’un
dictionnaireΦ dans lequel chacune desm observations admet un certain niveau de par-
cimonie. Prenons l’exemple des deux images de la Figure 2.4 :celle de gauche présente
une observationMars Express7 dont chaque pixel peut être modélisé comme un mélange
de spectres d’absorption. L’image de gauche représenteBarbara dans sa version couleur
présentant donc 3 observations liées aux canaux rouge, vertet bleu. De notre point de vue,
ce type de données multivaluées (image hyperspectrale pourla première et couleur pour la
seconde) présentent un point commun : le fait qu’en général,ces données sont également
structurées suivant leur direction spectrale.

Dans le domaine du traitement parcimonieux des données multivaluées, deux approches
aux philosophies différentes s’opposent :

"premier pas" vers la solution du problème en présence d’unereprésentation redondante telle qu’une trame de
curvelets.

7http ://www.esa.int/marsexpress
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– Recherche d’une parcimonie jointe :ce type d’approche consiste soit en l’utilisa-
tion d’une mesure de parcimonie inter-canale favorisant l’apparition de supports de
décomposition joints entre les canaux (voir (TGS06; Tro06a; CH05)) ou directement
en promouvant les supports joints entre les canaux (voir (CREKD05; FR06)). Si de
telles conceptions en matière de données multivaluées peuvent être relativement bien
adaptées dans le cas des données couleur (les structures telles que les contours ou les
textures sont effectivement jointes entre les canaux), elles ne sont pas nécessairement
"optimales" dans le cas où la taille du problème (ici le nombre d’observationsm) est
important. Nous reviendrons sur ce point au Chapitre 7.

– Recherche d’une décomposition parcimonieuseuse multicanale : dans une ap-
proche plus classique, les structures (tantspatialesquespectrales) induisent l’exis-
tence d’une représentation, ici multicanale, dans laquelle l’ensembledes donnéesX
admettent une représentation parcimonieuse.

F. 2.4: Exemples de données multivaluées.

Dans nombre de problèmes inverses, la recherche d’un degré de parcimonie important
est la clef d’une bonne estimation. C’est de fait la seconde approche que nous adoptons par
la suite.

2.3.1 Dictionnaires multicanaux

Le concept de dictionnaire redondant multicanal a tout d’abord été introduit par Gri-
bonval (RM05) dans le cadre des problèmes de séparation de source sous-déterminée. Dans
ce mémoire, les dictionnaires multicanaux seront le fondement de la plupart des dévelop-
pements que nous introduirons par la suite (séparation de source, restauration,· · · etc.).
Les données multicanalesX s’écrivent sous la forme d’une matrice de taillem× t contenant
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m observées det échantillons. Dire queX admet une représentation parcimonieuse dans le
dictionnairemulticanal Ψ signifie qu’elle peut s’écrire comme une combinaison linéaire
d’un "faible" nombre d’atomes multicanaux{ψγ}γ∈Γ8 :

X =
∑

γ∈Γ
αγψγ (2.49)

où, finalement, les atomes multicanaux{ψγ}γ∈Γ sont des matrices de taillem× t. Jusqu’ici,
sans hypothèses supplémentaires concernant la structure des atomes multicanaux, le pro-
blème que nous considérons est totalement identique au cas monocanal.
Notre objectif est de construire un outil d’analyse pour desdonnées ayant des structures à la
fois spatialeset spectrales. Par exemple, dans le cas de l’imagerie hyperspectrale, un outil
d’analyse adapté est celui qui, spatialement pourrait représenter des contours (i.e. atomes
de curvelets) tout en ayant, spectralement, la possibilitéd’analyser des signaux ayant une
signature spectrale particulière (par exemple du béton pour l’analyse de données hyper-
spectrales de scènes urbaines). De fait, un tel atomemulticanal peut être représenté sous la
forme du produit tensoriel d’un atomespatialφ j et d’un atomespectralξi . En définissant
Γ =

[{i, j}]i=1,··· ,m; j=1,··· ,t l’ensemble des couples d’indices, chaque atome multicanals’écrit
alors comme suit :

∀{i, j} ∈ Γ; ψγ={i, j} = πi ⊗ φ j (2.50)

L’ensemble du dictionnaire multicanalΨ s’ecrit alors comme le produit tensoriel des deux
dictionnairesspectrauxet spatiaux: Ψ = Π ⊗ Φ. Les données multicanalesX sont alors
vues sous l’angle particulier d’une combinaison linéaire d’éléments deRm⊗ Rt.

2.3.2 Extension

Une fois ces définitions particulières posées, il est possible d’étendre les résultats clas-
siques du cas monocanal au cas multicanal (voir (BMFS07b)). Tout d’abord, comme dans le
cas monocanal, la décomposition dans un dictionnaire redondant requiert la notion de cohé-
rence entre atomes. Assez naturellement, le produit scalaire entre deux atomes multicanaux
ψi j etψpq sera défini comme suit :

∀i, j, p, q;
〈

ψi j ,ψpq

〉

=
〈

πi , πp

〉〈

φ j ,φq

〉

(2.51)

La norme induite sera la norme de Frobenius de la matriceψi j . La cohérence mutuelle du
dictionnaire multicanalΨ est par conséquent définie somme suit :

µΨ = max{µΠ, µΦ} (2.52)

Dans ce cas, la condition d’unicité et d’équivalence de l’équation (2.7) des problèmes de dé-
compositioǹ 0 et`1 peut être étendue au cas multicanal. Définissonsα = [αi j ] i=1,··· ,M; j=1,··· ,T ,

8Γ représente un ensemble d’ "indices" qui sera précisé par la suite.
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le problème de décomposition parcimonieuse dans le dictionnaireΨ s’écrit alors comme
suit :

min
α
‖α‖`0 s.c.X =

∑

i, j

αi jΨi j (2.53)

De façon analogue, si la condition‖α‖`0 < 1/2(1+1/µΨ) est vérifiée, le problème précédent
possède une unique solution et sa variante en norme`1 lui est équivalente. Néanmois, ceci
mérite quelques commentaires. En effet, intuitivement, disposer dem observations peut,
dans certains cas, rendre le problème de décomposition plus"facile" (cohérence mutuelle
multicanale plus faible). De la définition précédente, la cohérence mutuelle du dictionnaire
multicanalµΨ = max{µΠ, µΦ} peut prendre des valeurs plus faibles (siµΠ < µΦ) que dans
le cas monocanal (cohérenceµΦ). Ce phénomène est essentiellement la conséquence du
faible nombre d’hypothèses sur la construction des atomes multicanaux. En effet, jusqu’ici,
rien interdit les atomes{Ψi j }i, j à partager des spectres ou des morphologies spatiales iden-
tiques. Si de plus, nous faisons l’hypothèse que le dictionnaireΨ contient des atomes dont
la morphologie spatiale et le spectre sont différents, alors la cohérence mutuelle devient :

µΨ = µΠµΦ (2.54)

Cette cohérence est de fait toujours inférieure ou égale à celle du problème monocanal.

2.4 Analyse en composantes morphologiques multivaluées

2.4.1 Principe

Dans ce paragraphe, nous proposons une extension du conceptde diversité morpho-
logique au cas multicanal. Par la suite, nous supposerons que les données multicanalesX
sont structurées de sorte que chaque canal/observation{xi}i=1,··· ,m est modélisé comme la
combinaison liénaire deD composantes morphologiques :

∀i ∈ {1, · · · ,m}; xi =

D
∑

j=1

ϕi j (2.55)

où chaque composante morphologiqueϕi j est supposée parcimonieuse dans la base ortho-
normaleΦ j . De façon équivalente, chaque canal{xi}i=1,··· ,m est de fait parcimonieux dans le
dictionnaire redondantΦ formé de l’union desD bases orthonormales{Φi}i=1,··· ,D.
Chaque colonne de la matriceX admet une décomposition parcimonieuse dans le diction-
naire redondantΠ formé de l’union desD′ bases orthonormales{Πi}i=1,··· ,D′. Cette formu-
lation est celle que nous choisissons pour modéliser les structures inter-canales présentes
dans bon nombre de données multicanales telles les données hyperspectrales. D’un point de
vue global, les données multicanalesX admettent alors une représentation parcimonieuse
dans le dictionnaire redondantmulticanal Ψ = [Π1 · · ·ΠD′ ] ⊗ [Φ1 · · ·ΦD]. Par analogie au
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cas monocanal, les donnéesX sont modélisées comme la combinaison linéaire deD × D′

composantes morphologiques :

X =
D

∑

j=1

D′
∑

k=1

$ jk (2.56)

où $ jk admet une représentation parcimonieuse dansΠk ⊗ Φ j . Dans ce nouveau cadre
multicanal, séparer deux composantes morphologiques$ip and$ jq,ip s’effectue en accord
avec le principe de diversité morphologique multicanale :

– Morphologies spatiales ou temporelles (resp.spectrales) :dans le cas oùi , j et
p = q (resp. i= j et p , q), les composantes morphologiques en jeu présentent des
structures spectrales (resp.spatiales) comparables. La distinction entre celles-ci s’ef-
fectue alors à partir de leur diversité spatiale (resp.spectrale). La cohérence mutuelle
des bases multicanales en jeuΠp ⊗ Φi etΠp ⊗ Φ j (resp.Πp ⊗ Φi etΠq ⊗ Φi) est
bornée supérieurement parµΦ (resp.µΠ). Dans ce cas, la séparation de telles com-
posantes morphologiques est équivalente à la résolution demultiples problèmes de
décompositions monovalués.

– Morphologies spatiales et spectrales :lorsquei , j et p , q, les composantes mor-
phologiques se distinguent par leurs diversités spatialeet spectrale. Notons qu’ici, la
cohérence entreΠp ⊗Φi etΠq ⊗Φ j est plus faible :µΠµΦ ≤ max{µΠ, µΦ}. Ce cas
est celui où la notion de diveristé multicanale apporte une gain important.

Dans le cadre du traitement des données multivaluées tellesque nous les avons définies, leur
analyse efficace devra prendre en compte leurs diversités tantspectralesquespatiales. Dans
le cas monocanal, la MCA offre un outil d’analyse privilégié. Nous proposons d’étendrela
MCA au cas de l’analyse de données multivaluées. L’Analyse en Composantes Morpholo-
giques Multivaluées (mMCA) cherche la solution au problèmesuivant :

min
{$ jk}
γ2

D
∑

j=1

D′
∑

k=1

∥

∥

∥ΠT
k$ jkΦ

T
j

∥

∥

∥

0
+

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

X −
D

∑

j=1

D′
∑

k=1

$ jk

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

F

(2.57)

Nous avons mis en lumière les liens forts entre le problème del’analyse en composantes
morphologiques et celle de la recherche de décompositions parcimonieuses dans une union
de bases. Ces résultats restent valables dans le cas multicanal.

2.4.2 Algorithme

Dans le cadre défini par mMCA, les donnéesX sont modélisées comme la combinaison
linéaire deD × D′ composantes morphologiques{$ jk} j=1,··· ,D;k=1,··· ,D′ . DéfinissonsΛ jk le
supportde la composante morphologique$ jk dans le sous-dictionnaireΨ jk = Πk ⊗ Φ j .
X estK-sparse dans le dictionnaire pris dans son ensemble avecK =

∑

j,k Card(Λ jk). Les
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données se décomposent alors comme suit :

X =
D

∑

j=1

D′
∑

k=1

$ jk =

D
∑

j=1

D′
∑

k=1

∑

i∈Λ jk

α jk[i]ψ jk[i] (2.58)

De façon similaire à l’algorithme MCA, mMCA estime itérativement chacune des com-
posantes morphologiques$ jk alternativement (approche BCR, voir (SAP00)). Chaque ma-
trice de coefficientsα jk s’obtient alors comme suit :

α jk = Argmin
α jk

γ2‖α jk‖0 +
∥

∥

∥R jk −Πk α jkΦ j

∥

∥

∥

2
F

(2.59)

où R jk = X −∑

p,q, j,kΠqαpqΦp est le terme de résidu.
De l’orthonormalité des bases{Φ j} j et{Πk}k, l’équation (2.59) se formule également comme
suit :

α jk = Argmin
α jk

γ2‖α jk‖0 +
∥

∥

∥ΠT
k RkΦ

T
j − α jk

∥

∥

∥

2

F
(2.60)

qui admet comme solution uniqueα jk = Hγ
(

ΠT
k RkΦ

T
j

)

.

L’algorithme mMCA est décrit ci-dessous :

1. Fixer Pmax et le seuil γ(0).
2. Tant que γ(h) est plus élevé qu’une valeur minimale fixée γmin (e.g. dépendant en
particulier de la variance du bruit σ)

– Les composantes morphologiques {$i}i=1,...,D;i=k,...,D′ sont calculées à l’itération (h)
de la façon suivante :

Pout tout i = 1, · · · ,D et k = 1, · · · ,D′
• Calcul du résidu R(h)

jk en supposant les composantes morphologiques $pq, jk,

$̃
(h−1)
pq, jk fixées :

R(h)
jk = X −∑

pq, jk $̃
(h−1)
pq, jk.

• Estimer les coefficients courants de $̃(h)
jk par seuillage dur de seuil γ(h) :

α̃
(h)
jk = Hγ(h)

(

ΠT
k R(h)

jk Φ
T
j

)

.
• L’estimée de $ jk est obtenue par reconstruction :
$̃

(h)
jk = Πkα̃

(h)
k Φ j .

– Décroissance du seuil γ selon une stratégie donnée.

Stratégie de seuillage :

Nous avons montré que, dans le cas monocanal, MCA/MOM permet, sous certaines
conditions relatives à la cohérence du dictionnaire, d’atteindre la décomposition en norme
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`0. De façon analogue, la stratégie MOM s’étend facilement au cas multicanal. A chaque
itérationh le résidu est projeté sur chaque sous-dictionnaire et nous definissons :

m(h−1)
j0k0

= max
i, j

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

ΠT
k

















X −
∑

p,q

Πqα̃
(h−1)
pq Φp

















ΦT
j

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

`∞

(2.61)

m(h−1)
j1k1

= max
{i, j},{i0, j0}

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

ΠT
k

















X −
∑

p,q

Πqα̃
(h−1)
pq Φp

















ΦT
j

∥

∥

∥

∥
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Le seuil MOM multicanal (mMOM) est alors défini comme suit :

γ(h) =
1
2

{

m(h−1)
j0k0
+m(h−1)

j1k1

}

(2.63)

Muni d’une telle stratégie de choix de seuil, mMCA/mMOM vérifie des conditions de
convergence en tout point similaires à celles vérifiées par MCA/MOM. Des expériences
de simulations sont présentées dans (BMFS07b).
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Chapitre 3

Données multivaluées et séparation
de sources

L ’ en composantes morphologiques multicanales introduite auChapitre 2 four-
nit un outil de décomposition parcimonieuse de données multivaluées. Elle permet en

particulier de séparer des composantes morphologiques multicanales admettant une stricte
diversité morphologique spectrale et/ou spatiale. Dans ce chapitre, nous considérons le cas
où les signaux multivalués à séparer admettent une diversité morphologique au sens large.
Dans ce cas, il convient de s’intéresser aux problèmes de Séparation de Source Aveugle
(SSA).
La première partie de ce chapitre propose une introduction aux problèmes de SSA ainsi
qu’aux méthodes les plus classiques développées pour les résoudre telle que l’Analyse en
Composantes Indépendantes (ACI). Nous introduisons ensuite une nouvelle approche de la
SSA fondée sur la recherche de signaux ou composantes admettant une représentation la
plus creuse possible dans un dictionnaireΦ. Cette nouvelle conception de la SSA conduit
à définir l’Analyse en Composantes Mutuellement Parcimonieuses (ACMP).
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3.1 Données multivaluées : du modèle de mélange à la sépara-
tion de sources

L’appellation "données multivaluées" est un terme générique qu’il est nécessaire de
préciser. Une grande variété de modèles formels peut être utilisée pour la caractérisation de
ce type de données : nous nous intéresserons en particulier au cas du modèle de mélange
linéaire.

3.1.1 Données multivaluées et modèle de mélange

D’un point de vue formel, des données multivaluées sont constituées de différents "échan-
tillons" regroupés dans un tableau ou plus précisément une matrice de taillem× n : X.
Conformément à la notation choisie jusqu’à présent, chacune desm lignes deX contient
les échantillons d’une observation : physiquement, la cohérence (i.e. équivalent de struc-
ture) des données suivant une ligne deX est la cohérence que présente une observation pris
comme un signal individuel. Par exemple, ces échantillons sont ceux d’une image, d’une
série temporelle ou tout autre type de signal.

Il est intéressant de constater que la particularité des données multivaluées réside dans le
fait que la matriceX n’est pas qu’un empilement demsignaux sans lien : nous supposerons
qu’il existe une structureinter-canale ou inter-observation.

Prenons l’exemple de l’imagerie multispectrale : chaque observation est une image de la
même scène mais observée dans des bandes de fréquences différentes{νi}i=1,··· ,m. L’élément
X[i, j] (à la i-ème ligne etj-ème colonne) est la réponse, au pixelj, d’un ensemble de phé-
nomènes physiques à la fréquenceνi .

Une modélisation correcte des données multivaluéesX doit donc prendre en compte cette
double structurespatiale/temporelle et inter-canale. Suivant l’objectif que l’on se fixe,
plusieurs approches sont possibles. Nous évoquerons au Chapitre 7 certaines approches
récentes mises en oeuvre pour la résolution de problèmes de restauration de données multi-
valuées.
Nous nous intéressons ici à un problème plus particulier : celui de l’extraction de signaux.
Dans ce type de problématique, chaque canal{xi}i=1,··· ,m (les lignes deX) est supposé
être défini comme une fonction d’un ensemble de composantes ou sources élémentaires
{sk}k=1,··· ,n :

xi = Fi (s1, · · · , sn) (3.1)

oùFi permet la modélisation de la dépendance des données aux composantes{sk}k=1,··· ,n. La
dépendance eni deFi entraîne que les composantes peuvent intervenir de façon différente
d’une observation à l’autre. Le problème de l’extraction designaux consiste alors à estimer
les composantes{sk}k=1,··· ,n à partir de la connaissance deX et de{F1, · · · ,Fm}. Dans le
cas général, la séparation de signaux, plus généralement appeléeséparation de sourcesest



3.1 Données multivaluées : du modèle de mélange à la séparati on de sources 37

équivalente à un problème inverse dont la complexité dépendra essentiellement de l’expres-
sion des fonctions{F1, · · · ,Fm}.
Cette formalisation fait appel à des fonctions de{F1, · · · ,Fm} qui peuvent potentiellement
apporter une grande souplesse de modélisation au détrimentd’une certaine complexité.
L’exemple le plus célèbre d’application d’un tel type de modèle est celui de la "cocktail
party" (Car) : lors d’une soirée plus ou moins arrosée,n convives prennent part à des dis-
cussions. On disposemmicrophones dans la salle. Dans le modèle précédent, la fonctionFi

modélise la manière dont lesn convives contribuent au signal enregistré par le microphone
numérotéi. Le défi de l’extraction de sources consiste alors à retrouver la contribution de
chacun des convives à partir de leurs différents "mélanges" captés par lesm microphones.
Dans un cadre très général, les fonctions{F1, · · · ,Fm} peuvent modéliser : i) la contribution
de chaque convive (en terme de puissance sonore au niveau desmicrophones), ii) des effets
physiques divers tels que des effets d’écho. . .etc.
Le modèle le plus simple que l’on peut concevoir est celui quiconsiste à négliger tous
les effets physiques secondaires (retards, échos, réverbération, convolution. . . etc) et à ne
prendre en compte que la contribution en terme de puissance sonore de chacun des convives.
En conséquence, le modèle devient extrêmement simple puisque le signal capté au niveau
du microphone numérotéi est, en première approximation, la combinaison linéaire dusi-
gnal sonore émis par chaque convive :

∀i = 1, · · · ,m; xi =

n
∑

j=1

ai j sj (3.2)

où les fonctions{F1, · · · ,Fm} de l’équation (3.1) deviennent de simples opérateurs linéaires.
Le modèle de l’équation (3.2) est classiquement nommémodèle de mélange. Les données
X sont alors modélisées comme de "simples" combinaisons linéaires de sourcesS de sorte
que :

X = AS (3.3)

L’objet de la séparation de sources sera d’estimer des sourcesS à partir de la connaissance
des donnéesX.
Sous l’angle de la modélisation des structures des donnéesX, la matrice de mélange capture,
dans ce modèle linéaire, les cohérences inter-canales présentes dans les donnéesX. De fait,
en tant que signal, les sources doivent se distinguer par leur absence de structure mutuelle ;
nous reviendrons sur ce point par la suite.
Dans le cadre de la séparation de sources aveugle, la matricede mélangeA est une inconnue
du problème et doit être estimée au même titre que les sourcesSà partir de la connaissance
des donnéesX.

3.1.2 Séparation par analyse en composantes décorrélées

Dans un cadre probabiliste, supposons que les sources{si}i=1,··· ,n sont des signaux aléa-
toires (réalisations de variables aléatoires). Par souci de simplificité, nous les supposerons
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de moyenne nulle et de variance 1. En accord avec le raisonnement développé au paragraphe
précédent, les sourcesS ne doivent pas présenter de cohérence "mutuelle". Autrement dit
elles doivent être "différentes". Une "mesure" simple de cohérence entre signaux est leur
corrélation. De fait, des sources décohérentes (i.e. sans structures les unes par rapport aux
autres) seront décorrélées. Résoudre le problèmeX = AS s’effectuera de telle sorte que :

E

{

SST
}

= I (3.4)

Au-delà de sa simplicité, cette solution est très facile à obtenir via une analyse en compo-
santes principales (ACP). Néanmoins, même sous contraintede décorrélation, le problème
reste mal posé. En effet, la matrice de covariance des sourcesE

{

SST
}

est invariante par
toute transformation orthogonaleS← PSconduisant à des solutions différentes. De fait, la
décorrélation n’est pas une mesure de décohérence suffisamment forte pour conduire à une
résolution correcte du problème de séparation de sources. En d’autres termes, les sources ne
sont pas identifiables sous la seule hypothèse de décorrélation. Comme l’a souligné Cardoso
dans (Car03), la séparation de sources nécessite d’aller au-delà de la décorrélation.

3.1.3 Séparation et analyse en composantes indépendantes (ACI)

Dans cette partie, nous continuons à considérer les sourcescomme des signaux aléa-
toires.

Generalités sur l’ACI

Le célèbre article de Comon (Com94) a ouvert la voie à l’Analyse en Composantes
Indépendantes(ACI). Dans le cadre de l’ACI, la décohérence ou diversité entre les sources
Sse "mesure" en terme d’indépendance statistique.
Plus formellement, supposons que les sources{si}i=1,··· ,n soient distribuées suivant la même
densité de probabilitéfS(.). Dans le cadre de l’ACI, la "mesure" théorique de décohérence
mutuelle des sources n’est autre que leur indépendance statistique :

fS(s1, · · · , sn) =
n

∏

i=1

fS(si) (3.5)

Dans le cadre de la séparation de sources, une Analyse en Composantes Indépendantes
(ACI) est équivalente à la recherche de sources indépendantes. De manière équivalente,
l’ACI cherche à estimer une matrice de dé-mélangeB (inverse de la matrice de mélange
A dans le casm = n) telle que les sources estiméesS̃ = BAS soient statistiquement indé-
pendantes. Par souci de simplicité et de clarté, nous supposerons dans cette partie que la
matrice de mélangeA est carrée et inversible (m= n et det(A) > 0).

L’un des éléments qui ont fait de l’ACI un outil privilégié dela résolution de problèmes
de SSA est que, si les sources à estimer sont effectivement indépendantes, rechercher les
sources indépendantes conduit effectivement à la solution du problème : celui-ci devient
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alors bien-posé. En effet, le théorème de Darmois-Linnik (Dar53; Com94) montre que si
au plus une source est distribuée suivant une distribution gaussienne, et si les estiméesS̃ =
BAS sont statistiquement indépendantes alorsB est une matrice de séparation. En d’autres
termes, les sources estiméesS̃ sont égales aux vraies sourcesS à un facteur d’échelle (la
multiplication deS par une matrice diagonale, et la multiplication deA par l’inverse de
cette même matrice laisse le produitAS invariant) et à une permutation près.
Par conséquent, si au plus une des sources est gaussienne, rétablir l’indépendance des
sources conduit à l’estimation deS et de la matrice de mélangeA = B−1. Le théorème
de Darmois-Linnik confère de fait aux partisans de l’ACI un argument puissant : la sépara-
tion est atteignable via la "seule" indépendance des sources.
Cependant, la mise en oeuvre pratique d’une contrainte d’indépendance statistique n’est pas
aussi simple qu’une décorrélation. En effet, dans le cas général, il n’existe pas de mesure
exacte de l’indépendance de signaux aléatoires. C’est à partir de ce point que débute ce que
nous appelerons l’ACI "pratique" ou comment essayer de mettre au point des algorithmes
capables d’approcher les solutions de l’ACI. Par la suite, nous allons faire un rapide tour
d’horizon des techniques d’ACI "pratiques" les plus classiques. Celles-ci n’auront de cesse
de chercher : 1) à correctement modéliser les structures internes de chacune des sources,
2) à mettre au point des "mesures approchées" d’indépendance statistique entre les sources.

Indépendance et non-gaussianité : dans ce paragraphe, nous allons mettre l’accent sur
un point particulier de l’ACI qui a été le point de départ d’ungrand nombre de techniques
d’ACI "pratique". Rappelons tout d’abord que dans le cadre de l’ACI et en accord avec
les hypothèses d’application du théroème de Darmois-Linnik, au maximum une seule des
n sources peut être distribuée suivant une distribution gaussienne. Par souci de simplicité,
nous supposerons qu’aucune des sources{si}i=1,··· ,n n’est générée suivant une distribution
gaussienne. On fera également l’hypothèse que les sources ont toutes la même distribution
marginalefS.
Considérons maintenant l’une desm observations :xi =

∑n
j=1 ai j sj

Les sources étant indépendantes, la donnéexi est une combinaison linéaire den signaux
indépendants deux-à-deux. Si on suppose quen tend en limite vers+∞ , le théorème cen-
trale limite s’applique et nous indique que la distributiondexi tend vers une loi normale.
Ce point motive l’adage couramment énoncé en ACI : "mélangertend à rendre un proces-
sus gaussien". Evidemment, en général,n ne prend pas des valeurs suffisamment grandes
pour qu’un tel processus soit clairement perceptible. Néanmoins, il semble raisonnable d’un
point de vue strictement empirique, qu’un processus de démélange ou de séparation devrait
tendre à l’effet inverse : celui de chercher à rendre les sources les moins "gaussienne" pos-
sible.

Plus formellement, une "mesure" classique de l’indépendance entre signaux{s1, · · · , sn}
est leur information mutuelleI (s1, · · · , sn). Elle est définie comme la divergence de Kullback-
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Leibler entre la densité jointefS(s1, · · · , sn) et le produit des densités marginales :

I (s1, · · · , sn) = K














fS(s1, · · · , sn),
n

∏

i=1

fS(si)















(3.6)

=

∫

S
fS(s1, · · · , sn) log

(

fS(s1, · · · , sn)
∏n

i=1 fS(si )

)

dS (3.7)

De façon évidente, l’information mutuelleI (s1, · · · , sn) s’annule lorsque la densité jointe
fS(s1, · · · , sn) est factorielle ; en d’autres termes lorsque les signaux{s1, · · · , sn} sont statis-
tiquement indépendants. L’article de Leeet al.(LGBS98) propose un cadre unificateur de la
plupart des approches d’Analyse en Composantes Indépendantes sous l’angle de la théorie
de l’information et plus particulièrement de la minimisation de l’information mutuelle.
De façon intéressante, l’expression de l’information mutuelle de l’équation (3.6) peut se
décomposer sous la forme suivante (voir (Car03)) :

I (s1, · · · , sn) = C (s1, · · · , sn) −
n

∑

i=1

G (si) + K (3.8)

où le termeC (S) = K [N (E{S},RS)N (

E{S}, diag(RS)
)]

est la divergence de Kullback
entre une approximation gaussienne des sources (de même moyenne et matrice de cova-
riance) et une approximation gaussienne décorrélée. Ce terme quantifie donc un degré de
corrélation entre les sources. Le second terme fait intervenir individuellement les diver-
gences de Kullback entre la densité de chacune des sources avec leur approximation gaus-
sienneG (si) = K

[

f (si),N
(

E{si}, σ2
si

)]

(où σ2
si

est la variance desi). Ce terme quantifie
en quelque sorte le degré de non-Gaussianité de chacune des sources. Le termeK est une
constante. Minimiser l’information mutuelle des sources est équivalent à : i) minimiser la
corrélation entre les sources et ii) maximiser leur non-Gaussianité. Ce dernier point met
particulièrement en lumière l’intuition que nous venons dedévelopper.

Point de vue algorithmique : en pratique, toute méthode d’ACI propose l’estimation
d’une matrice de "démélange" ou de "séparation"B telle que les sources estiméesS̃ = BX
sont indépendantes. Le paragraphe précédent a introduit l’approche la plus classique en
ACI : l’indépendance des sources est obtenue en annulant leur information mutuelle.
Dans l’article de Bellet al. (BS95), les auteurs proposent de reformuler l’information mu-
tuelle des signaux{s̃1, · · · , s̃n} en introduisant leur entropie :

I (s̃1, · · · , s̃n) =
n

∑

i=1

H (s̃i) −H (s̃1, · · · , s̃n) (3.9)

Ils montrent en particulier que maximiser l’entropieH (y1, · · · , yn) de composantes telles
queyi = g(s̃i ) (où g est une fonction scalaire non-linéaire, monotone et inversible) permet
de minimiser approximativement leur information mutuelle. En conséquence, maximiser
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l’entropie des signauxy1, · · · , yn permet d’approcher la minimisation de l’information mu-
tuelle des sources estimées{s̃1, · · · , sn}. Notons que, dans cet article, l’introduction de cette
fonction non-linéaireg est motivée par l’utilisation d’un traitement par réseau deneurones
pour lequelg est la fonction de transfert.
En somme, selon l’approche de Bellet al., maximiser l’entropie de{y1, · · · , yn} :

H (y1, · · · , yn) =
n

∑

i=1

H (yi) − I (y1, · · · , yn) (3.10)

est équivalente à : 1) minimiser l’information mutuelle des{y1, · · · , yn} (et de fait des
sources estimées) et 2) maximiser les entropies marginalesde chacun. Dans le cas où les
variables sont d’amplitudes bornées (ded.d.p. à support compact), ce second terme est
maximal lorsque les variables{yi}i=1,··· ,n admettent des densités uniformes. En somme, la
fonction non-linéaire tend à "uniformiser" la densité de probabilité des sources estimées.
Plus formellement,g doit vérifier :

∣

∣

∣

∣

∣

∂g(s̃i)
∂s̃i

∣

∣

∣

∣

∣

= p (s̃i) (3.11)

En d’autres termes,g est la fonction de répartition deui.
Intéressons-nous maintenant au gradient deH (y1, · · · , yn) par rapport àB (voir (LGBS98)) :

∂H (y1, · · · , yn)
∂B

=
∂

∂B
log |det(B)| + ∂

∂B
log

n
∏

i=1

∣

∣

∣

∣

∣

∂yi

∂s̃i
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∣

∣

∣

(3.12)

En définissant la fonction "score"h :

h(s̃i ) = −
∂ log p(s̃i )
∂s̃i

(3.13)

le gradient deH (y1, · · · , yn) par rapport àB s’écrit alors simplement :

∂H (y1, · · · , yn)
∂B

= B−T − h(S̃)XT (3.14)

Rappelons queX = B−1S̃, d’où :

∂H (y1, · · · , yn)
∂B

=
(

I − h(S̃)S̃T
)

B−T (3.15)

Cette expression fait apparaître que l’annulation du gradient s’obtient en moyenne sous la
condition suivante :

E

{

h(S̃)S̃T
}

= I (3.16)

Cette condition de convergence est équivalente à une condition de décorrélation subtile
entre les sources estimées. Le caractère non-linéaire deg fait intervenir les moments d’ordre
supérieur de la densité de probabilité des sources. En conséquence, intuitivement, cette
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condition de "décorrélation" non-linéaire fait intervenir une décohérence entre sources à
des ordres supérieurs approchant ainsi l’indépendance dessources. Nous reviendrons ulté-
rieurement sur cette condition de convergence.

L’appproche fondée sur la théorie de l’information que nousvenons de présenter n’est pas la
seule qui a pu conduire aux développement d’algorithmes d’ACI. Nous donnons ci-dessous
quelques références à différentes approches dont les liens forts ont été mis en évidence par
Leeet al.dans (LGBS98) :

– Approche par Maximum de Vraisemblance (MV) : l’ACI consistant à rechercher
une matrice de séparation (inverse de la matrice de mélangeA), elle peut être consi-
dérée plus classiquement sous l’angle de l’estimation du paramètreB. De ce point de
vue l’estimation deB au sens du Maximum de Vraisemblance (MV) a été considérée
pour résoudre les problèmes de SSA. Nous citerons en particulier les articles suivants
fondés sur une approche par MV : (Car97; BL97; PGJ92).

– Statistiques d’ordre supérieur : en séparation de sources, comme nous l’avons sou-
ligné, la simple décorrélation des sources (décorrélationlinéaire correspondant au
casg = Id) n’est pas suffisante pour résoudre les problèmes de SSA. L’intervention
de "décorrélations d’ordre supérieur" faisant intervenirles statistiques d’ordre supé-
rieur des sources à estimer permet en particulier de dépasser la simple décorrélation
pour approcher l’indépendance. De plus, en ACI, la non-gaussianité des sources joue
un rôle prépondérant. Il semble de fait naturel que les statistiques d’ordre supérieur
soient adaptées pour évaluer le caractère non-gaussien dessources à estimer. Nous
citerons en particulier les documents suivant : (HKO01; BMCM97; Car99; JH91).
Historiquement, Comon (Com94) proposa un algorithme d’ACI fondé sur une ap-
proximation de la divergence de Kullback-Leibler (à partirde son développement
de Edgeworth). Cette approximation faisait d’ores et déjà intervenir les statistiques
d’ordre supérieur des signaux à séparer.

A partir de ces éléments d’ordre général caractérisant les méthodes d’Analyse en Compo-
santes Indépendantes, de nombreux développements algorithmiques ont été proposés pour
l’amélioration des performances des algorithmes d’ACI. Par souci de concision, nous ne
détaillerons pas l’ensemble des algorithmes qui ont pu êtremis en oeuvre.

Limitations du cadre de l’ACI : l’élégance théorique de l’Analyse en Composantes In-
dépendantes est l’un de ses plus grands attraits. Néanmoins, d’un point de vue plus large, le
cadre de l’ACI rencontre quelques limites :

– Importance de la fonction de contraste :même si cela n’apparaît qu’implicitement,
l’ACI nécessite une information forte sur les sources : celle de la connaissance de leur
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densité de probabilité. Lors des développements précédents, cette information est né-
cessaire pour déterminer avec précision la fonction de contraste adaptée aux sources
à séparer. La connaissance de la densité de probabilité intervient ainsi implicitement
dans la condition de convergence de l’équation (3.16).
Si une déviation par rapport à la fonction de contraste "optimale" est acceptable pour
la séparation (voir (AC96)), le choix de cette fonction a une influence sur la qualité
de convergence des algorithmes d’ACI.
Ainsi, certaines approches ont mis l’accent sur l’estimation de conjointe de la matrice
de séparationB et de la densité de probabilité (via une modélisation par mélange de
gaussiennes (McG97) ou parmi une famille de densité paramétrées (ZKO06)). Néa-
moins, dans un cadre général de séparation en composantes, l’estimation ou l’adap-
tation de la densité de probabilité peut s’avérer plus complexe.

– Un cadre peu adapté à la modélisation du bruit :seuls quelques articles se sont
intéressés à l’influence du bruit dans le cadre de l’ACI (voir(Dav04; ZK06)). Le
cadre original de l’ACI néglige toute perturbation ou bruitdont la modélisation peut
s’avérer fondamentale en pratique.
D’un point de vue théorique, Davies (Dav04) a montré que la présence de bruit addi-
tif pouvait engendrer une dégénerescence du modèle d’ACI : il n’est plus identifiable.
Dans le cas où le bruit est additif et gaussien, l’utilisation de statistiques d’ordre su-
périeur permet l’estimation efficace de la matrice de mélangeA = B−1. Rappelons en
effet que les statistiques d’ordre supérieur sont aveugles à unbruit gaussien additif.
Néanmoins, cette propriété n’est plus valable lorsque le bruit n’est plus gaussien. Là
encore, le cadre de l’ACI n’est pas adapté puisque appliquerla matrice de séparation
B aux donnéesX n’apporte pas une estimation satisfaisante des sourcesS.
Un dernier détail d’ordre pratique doit également être ajouté : l’ACI suppose expli-
citement l’égalité du nombre de canaux et du nombre de sources (la matriceA est
carrée inversible). En conséquence, lorsquem > n, une réduction de la dimensiona-
lité des données (souvent opérée par une ACP) est effectuée. Une prise en compte
efficace du bruit dans un contexte de séparation de sources devrait nécessairement
mettre en oeuvre toute l’information mise à disposition parles données. En d’autres
termes, dans le casm> n, tous les canaux devraient être mis à profit pour estimer la
matrice de mélangeA et les sourcesS.

3.2 Séparation et analyse en composantes mutuellement parci-
monieuses

3.2.1 Parcimonie et séparation de sources

Diversité pour la séparation de sources
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Par la suite, nous proposons d’introduire une approche différente de la séparation de sources
en aveugle fondée sur le concept de parcimonie. Supposons que les sources{s1, · · · , sn}
(dans les exemples qui suivront nous choisironsn = 2 par souci de clarté) sont telles que
chacun de leurs échantillons est indépendamment et identiquement distribué selon une dis-
tribution fS symétrique et fortement piquée à l’origine de sorte que son kurtosis est supérieur
à 3. Ce type de distribution est dite leptokurtique.
Nous définissons la représentation en nuage de points de deuxsignauxs1 et s2 comme la
représentation graphique du couple(s1[k], s2[k]) pourk = 1, · · · , t. De l’indépendance des
sourcess1 ets2 et de leur distribution piquée en 0 (parcimonieuse), cette représentation fait
apparaître une morphologie étoilée particulièrement caractéristique. La figure 3.1 montre la
représentation en nuage de points de deux sources dont les échantillons sonti.i.d. suivant
une distribution gaussienne généralisée de paramètreθ = 0.5 et de variance 1. Cette figure
met particulièrement en lumière la forme étoilée propre à des signaux parcimonieux. L’ali-
gnement des branches de l’étoile de la réprésentation en nuages de points est révélatrice
de l’indépendance des sourcess1 et s2. Par la suite, cette configuration particulière de la
représentation en nuages de points de signaux parcimonieuxet indépendants sera mise à
profit pour interpréter certaines conditions de convergence des algorithmes de séparation de
sources parcimonieuses.
Plus précisément, l’apport de la parcimonie pour la séparation de sources est multiple.
Considérons la figure 3.1 :

– Zone (1) : la zone rosée (1) de cette figure illustre le principe de parcimonie énoncé
précédemment pour un signal unique : une faibleprobabilité pour des échantillons de
forte amplitude etvice versa.

– Zone (2) : sous hypothèse d’indépendance, la probabilité pour que deux échantillons
s1[k] et s2[k] aient simultanément des amplitudes fortes est faible. De sorte qu’avec
une probabilité fixée 1−ε ( avecε � 1), si un échantillons1[k] est de forte amplitude
alors l’échantillons2[k] a une amplitude bornée faible fonction deε. En effet, dans le
cas simple où les échantillons de chacune des sources ont ététirés suivant la même
distribution gaussienne généralisée de paramètreθ et de variance 1 (choisi pour sim-
plifier l’analyse), les courbes d’équiprobabilité1 1 − ε de la densité jointefS(s1, s2)
sont les frontières de boules`θ de rayonr(ε) (fonction de epsilon). Cette propriété est
illustrée par la figure 3.2. Pour une valeur élevée de l’amplitude des1[k], l’amplitude
des2[k] est bornée avec une probabilité 1− ε à une amplitude potentiellement faible
(fonction d’epsilon) :

|s1[k]|θ + |s2[k]|θ = τ1ln

(

1
1− ε

)

+ τ2 (3.17)

où τ1 etτ2 sont deux constantes indépendantes des1[k], s2[k] et ε.

1On définit la courbe équiprobabilité de probabilitép pour la densitéf comme la frontière du volume
V f (p) =

{

(x1, · · · , xn)
∣

∣

∣

∫ x1

−x1
· · ·

∫ xn

−xn
f (x1, · · · , xn)dx1 · · ·dxn ≤ p

}

.
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En somme, en séparation de sources, la parcimonie renforce la diversitéentre les sources.
Cette diversité se manifeste par le fait que deux sources ne peuvent pas être "fortement"
actives simultanément (i.e.pour le même échantillonk).
Supposons maintenant que nous observons des mélanges de cessources. La matrice de mé-
lange est tirée aléatoirement. La figure 3.3 montre la représentation en nuage de points des
sources initiales (figure de gauche) et des mélanges (figure de droite). Dans le cas du mé-
lange, les branches de la forme étoilée que nous obtenons sont alignées suivant des droites
dont les vecteurs directeurs sont définis par les colonnes dela matriceA (flèches rouges).
De fait, dans le cas de mélanges de sources indépendantes et parcimonieuses, les échan-
tillons de forte amplitude sont partagés par les deux observations simultanément.
En somme, d’un point de vue intuitif, une séparation de sources parcimonieuse efficace
consiste à aligner sur les axes les branches d’une étoile ...les prochains paragraphes nous
éclaireront sur les moyens de formaliser ces considérations intuitives.

F. 3.1: Un point de vue intuitif : représentation en nuage de points des échantillons de la source
s1 en fonction de la sources2.

Approches classiques pour la séparation de sources parcimonieuse
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Le cas extrême - disjonction des supports :supposons à l’extrême que les sources sont suf-
fisamment parcimonieuses pour qu’elles ne puissent pas êtreactives simultanément. Rap-

S
1

S
2

s
1
[k]

s
2
[k]

Courbe équiprobabilité
1 − ε

F. 3.2: Un point de vue intuitif : courbes équiprobabilité de la densité de probabilité jointe
fS(s1, s2).
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F. 3.3: Un point de vue intuitif - Gauche : représentation en nuage de points des échantillons de
la sources1 en fonction de la sources2. Droite : Représentation en nuage de points des
échantillons de l’observationx1 en fonction dex2.
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pelons le supportΛ(x) du signalx comme suit :

Λ (x) =
{

k
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣x[k]
∣

∣

∣ > 0
}

(3.18)

En somme, le support dex indexe les échantillons dex dont l’amplitude est non nulle
(échantillons actifs). Dans le cas présent, les sources ne pouvant être actives simultanément,
leurs supports sontdisjoints:

Λ (s1) ∩ Λ (s2) = ∅ (3.19)

Cette caractérisation des sources pose deux problèmes :

– Aspect fondamental :dans le cas de la séparation de sources à supports disjoints,
la densité jointe des sources est singulière puisque son domaine de définition est
restreint aux axes :

fS(s1, s2) = 0 si s1[k] , 0 ets2[k] , 0 (3.20)

Peut-on alors parler d’indépendance des sources ? La réponse est évidemment non.
En effet, considérons la probabilité conditionnelle suivante :

P
(

s1[k] = τ1
∣

∣

∣s2[k] = τ2
)

= 0 (3.21)

avecτ1, τ2 > 0. Evidemment, dans l’hypothèse de sources indépendantes,on a :

P
(

s1[k] = τ1
∣

∣

∣s2[k] = τ2
)

= fS(s1[k])

Elle est indépendante de la valeur prise pars2[k]. Ce n’est plus le cas lorsque les
sources sont supposées indépendantes.

– Limites pratiques : l’hypothèse de supports disjoints est de loin trop forte. Enpra-
tique, des signaux naturels n’admettent pas de représentation les rendant exactement
disjoints. De plus, en présence de bruit, la notion de support devient totalement in-
stable.

Ce type d’approche (voir (GTC05; BBZZ05; Vin07)) a essentiellement été mis en oeuvre
pour la séparation de sources en contexte sous-déterminé (le nombre de sources est su-
périeur aux nombres d’observations). En effet, dans ce cas, sans hypothèse de disjonc-
tion, le problème inverse à résoudre est mal posé. Avec l’hypothèse de disjonction des
supports, le problème revient essentiellement à segmenterl’ensemble des échantillons en
sous-ensembles liés à des sources distinctes.
Il semble de fait plus réaliste de relaxer la disjonction dessupports en introduisant la notion
de supportδ-disjointΛδ(x) (BSFM07; BMFS07a) :

Λδ (x) =
{

k
∣

∣

∣

∣

|x[k]| > δ‖x‖∞
}

(3.22)
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Dans ce cas, on peut montrer que des sources indépendantes sont δ-disjointes avec une forte
probabilité (fonction deδ). A cet effet, supposons que les sourcess1 ands2 sonti.i.id. sui-
vant la même distribution laplacienne de précisionµ (gaussienne généralisée de paramètre
θ = 1). Chaque échantillon est donc tiré suivant la loi :fS(si [k]) = µ2 exp(−µ|si[k]|).
Définissons la proposition logiqueHδ = “ |s1[k?]| = ‖s1‖∞ > δ, |s2[k?]| = ‖s2‖∞ > δ et∀k ,
k?, |si=1,2[k]| ≤ δ”. Hτ décrit donc des sourcess1 et s2 admettant des supports strictement
δ-joints ; dans le cas contraire, siHτ est sûrement fausse alorss1 et s2 ont des supports au
moinsδ-disjoints. Nous définissonsP|s|>δ = P(|si [k]| > δ) andP|s|≤δ = P(|si [k]| ≤ δ). De
l’indépendance des entrées des sourcessi=1,2 suivant la même loifS, alorsP(Hδ) est telle
que :

P(Hδ) = tP2
|s|>δP

2(t−1)
|s|≤δ (3.23)

NotonsP|s|>δ = exp(−µδ) et P|s|>δ = 1− exp(−µδ) de sorte que nous en déduisons :

P(Hδ) = t exp(−2µδ) (1− exp(−µδ))2(t−1). (3.24)

Puisqu’en pratiquet � 1, la propositionHδ est presque sûrement fausse lorsquet → ∞.
En d’autres termes, des sources indépendantes et laplaciennes sont asymptotiquementδ-
disjointes.

Inférence bayésienne - une approche universelle :la séparation de sources en aveugle
est un problème inverse présentant deux "paramètres" à estimer : les sourcesA et la matrice
de mélangeS. Rappelons que le modèle de mélange avec terme de bruit est lesuivant :

X = AS+ N (3.25)

Rappelons également que l’analyse en composantes indépendantes (ACI) peut s’interpréter
sous l’angle d’une estimation des paramètreA etSau sens du Maximum de Vraisemblance
(MV - voir (Car97)) :

Au sens de l’ACI :{A,S} = Argmax
{A,S}

P
(

X
∣

∣

∣A,S
)

(3.26)

La parcimonie des sourcesS intervient alors comme une informationa priori supplémen-
taire. L’inférence bayésien offre un cadre particulièrement bien adapté pour l’estimationde
paramètres pour lesquels des informationsa priori sont disponibles.
Dans le contexte de la séparation de sources parcimonieuses, il est fait l’hypothèse que
ces dernières admettent une distributiona priori fS fortement piquée à l’origine. Sans in-
formation supplémentaire sur la dépendance des sources, nous supposons de plus qu’elles
sont statistiquement indépendantes :fS(s1, · · · , sn) =

∏n
i=1 fsi (si). Nous ferons également

l’hypothèse que les échantillons d’une même source sont indépendamment et identique-
ment distribués suivantfsi . Le cadre inférentiel bayésien permet en particulier de relaxer
ces différentes hypothèses simplificatrices. Il permet en particulier de pouvoir introduire
une modélisation plus subtile des sources (voir (CR03; IMD06; FG06)).
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Classiquement, l’estimation des paramètresA et S peut s’effectuer au sens d’un Maximum
A Posteriori (MAP) comme suit :

Au sens d’un MAP :{A,S} = Argmax
{A,S}

P
(

A,S
∣

∣

∣X
)

(3.27)

De la règle de Bayes (voir l’excellent ouvrage de Jaynes (Jay03)) :

P
(

A,S
∣

∣

∣X
)

=
P

(

X
∣

∣

∣A,S
)

P (A,S)

P (X)
(3.28)

On déduit, sous hypothèse d’indépendance entre la matrice de mélange et les sources :

P
(

A,S
∣

∣

∣X
)

∝ P
(

X
∣

∣

∣A,S
)

P (A)
n

∏

i=1

fS(si ) (3.29)

A ce point, notons qu’introduire une distributiona priori pour la matrice de mélangeA est
un "jeu d’enfant", du moins formellement. Cette potentialité du cadre inférentiel bayésien
sera en particulier mis à profit pour l’analyse de données hyperspectrales au Chapitre 5. Ici
nous supposons qu’aucune informationa priori ne permet de préciserP (A). Nous choisi-
rons de ce fait une distribution peu informative pourP (A) telle qu’une loi uniformeUA

qu’il n’est pas nécessaire d’expliciter. Ainsi, nous déduisons l’estimation deA et S au sens
d’un MAP comme suit :

{A,S} = Argmax
{A,S}

P
(

X
∣

∣

∣A,S
)

n
∏

i=1

fS(si) (3.30)

Notons que des approches alternatives sont possibles : ainsi Zhanget al.(ZCA99) proposent
d’estimer la matrice de mélange via un MAP marginalisé (sous-entendu par rapport aux
sources). Leur approche nécessite néanmoins le calcul explicite de

∫

S P
(

A,S
∣

∣

∣X
)

dS que les
auteurs simplifient en recourrant à une classique approximation de laplace (voir (Rob01)).

Le travail pionnier de Zibulevsky (ZP01) a proposé l’utilisation de loia priori parcimo-
nieuse dans le cadre d’inférence bayésienne que nous venonsd’introduire. Dans cet article,
les auteurs font l’hypothèse que chaque source{si}i=1,··· ,n admet une distributiona priori
parcimonieuse de sorte que :

fS(si [k]) ∝ exp
(

−µigγ(si[k])
)

(3.31)

où gγ(si [k]) = |si [k]|γ avecγ ≤ 12. Dans ce cadre inférentiel, Zibulevsky propose l’estima-
tion des paramètresA etSau sens du Maximum A Posteriori (MAP). De façon équivalente,

2Notons que l’application par échantillon degγ(.) au vecteursi est equivalente au calcul de sa norme`γ.
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l’estimation des paramètres s’effectue par minimisation de l’opposé du logarithme de la loi
a posteriori:

{A,S} = Argmin
{A,S}

−L
(

X
∣

∣

∣A,S
)

+
∑

i,k

µigγ(si [k]) (3.32)

oùL
(

X
∣

∣

∣A,S
)

= log
(

P
(

X
∣

∣

∣A,S
))

n’est autre que la log-vraisemblance. En supposant que
la matrice de bruitN est composée d’échantillonsi.i.d. suivant une distribution gaussienne
centrée de variance 1, le problème à résoudre est le suivant :

{A,S} = Argmin
{A,S}

1
2
‖X − AS‖2F +

∑

i,k

µigγ(si [k]) (3.33)

où ‖Y‖2F = trace
(

YYT
)

est la norme de Frobenius de la matriceY. D’un point de vue pra-
tique, la résolution du problème d’optimisation s’effectue au moyen d’un algorithme inspiré
de la méthode de Newton : le Relative Newton Algorithm (RNA - voir (Zib03) pour de plus
amples détails).

Remarque :revenons sur l’expression de l’estimateur MAP de l’équation (3.30). En

supposant que la variance du terme de bruitN et telle queE
{

‖N‖2F
}

→ 0, la vraisemblance
tend vers une distribution de Dirac comme le souligne judicieusement Knuth (Knu99). En
conséquence, l’estimateur du couple de paramètresA, Sau sens du Maximum A Posteriori
s’exprime comme suit :

{A,S} = Argmax
{A,S}

δ (X − AS)
n

∏

i=1

fS(si) (3.34)

Au final, l’ACI classique peut-être interprétée comme un casparticulier d’une inférence au
sens du MAP en limite de bruit "faible".

3.2.2 Analyse en composantes mutuellement parcimonieuses

Principe

Revenons au problème auquel nous nous sommes intéressés initialement : la décompo-
sition de signaux multivalués dans un dictionnaire multicanal (potentiellement redondant).
Rappelons queX est une matrice de taillem × t comportantm canaux ou observations
contenant chacunt échantillons/entrées. Le problème de la décomposition deX dans un
dictionnaire multicanalΨ = Π ⊗Φ consiste alors à résoudre le problème suivant :

min
α
‖α‖1 s.c.X = ΠαΦ (3.35)

Transposons ce problème à celui de la séparation source non aveugle : la matrice de mélange
A est supposée connue. La restauration des sourcesS= αΦ sous hypothèse de parcimonie
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des sources dansΦ s’obtient en résolvant le problème d’optimisation suivant:

min
α
‖α‖1 s.c.X = AαΦ (3.36)

où la composante "spectrale" du dictionnaire multicanalΨ est la matrice de mélangeA.

Plaçons-nous maintenant dans le cadre de la séparation de sources en aveugle (SSA) ; la
composante spectrale du dictionnaire multicanalΨ devient au même titre queS une incon-
nue du problème. Dans ce contexte, nous définissons l’Analyse en Composantes Mutuel-
lement Parcimonieuses (ACMP) comme la recherche du couple formé par la matrice de
mélangeA et les sourcesS telles que ces dernières sont les plus parcimonieuses possible au
sens de la norme‖.‖1 définie plus haut. En somme, le problème linéaire de l’équation (3.36)
est remplacé par le problème bilinéaire suivant :

min
A,α
‖α‖1 s.c.X = AαΦ (3.37)

En l’état, plusieurs questions sont soulevées par l’introduction d’une telle analyse de don-
nées multivaluées. En particulier quel sens peut-on donnerà l’Analyse en Composantes
Mutuellement Parcimonieuses ?, L’ACMP permet-elle (en supposant le modèle de mélange
exact) de résoudre le problème de la SSA ? Existe-t-il des liens entre des approches a priori
éloignées : ACMP et ACI ?.
C’est à ces interrogations que les paragraphes à venir vont tenter d’apporter des éléments
de réponse.

Interprétation en terme de "meilleure base"

Jusqu’à présent, nous avons essentiellement considéré lesdonnéesX sous l’angle d’une
collection dem observations/canaux dont chacun était formé det entrées. Nous proposons
de changer de point de vue en "transposant" la matriceX : elle est formée de la concaténa-
tion det signaux ayantmentrées (i.e. les colonnes de la matriceX).
Pour simplifier l’analyse et l’interprétation de l’ACMP, nous supposerons que le nombre de
sources est identique au nombre de canaux :m= n (i.e. la matriceA est carrée). La matrice
de mélangeA est supposée inversible : det(A) , 0. De plus, la composante temporelle ou
spatialeΦ du dictionnaire multicanalΨ sera supposée orthogonale. Nous définissons alors
les coefficients de projection de chacune des lignes deX dansΦ comme suit :

X = αXΦ . (3.38)

où αX a la même dimension queX. Afin d’assurer la cohérence des notations, les coeffi-
cients de projection de lignes deS dansΦ seront notésαS. La matriceαS peut alors être
vue comme un ensemble det vecteurs colonne de taillen× 1 notés{αk

S}k=1,··· ,t tels que :

∀k = 1, · · · , t; i = 1, · · · , n; αk
S[i] = αS[i, k] . (3.39)
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Le problème de l’équation (3.37) donnant corps à l’ACMP peutalors être reformulé de la
sorte :

min
A,{αk

S}

t
∑

k=1

∥

∥

∥αk
S

∥

∥

∥

`1
s.c.∀k = 1, · · · , t;αk

X = Aαk
S (3.40)

Considérons le problème individuel suivant :

min
A,αk

S

∥

∥

∥αk
S

∥

∥

∥

`1
s.c.αk

X = Aαk
S (3.41)

Le problème de l’équation (3.41) est équivalent à la recherche de la "base"A dans laquelle
le signal unidimensionnelαk

S est le plus parcimonieux possible. Ce problème fait donc
entièrement écho à la problématique de recherche de la meilleure base (au sens parcimo-
nieuse -Best Sparsifying Basisou BSB) que l’on retrouve en particulier chez Saitoet al.
(SB03; Sai04).
En somme, le problème de l’équation (3.40) peut s’interpréter comme la recherche de la
base la plus parcimonieuse pour un ensemble de signaux

{

αk
X

}

k=1,··· ,t :

Résoudre un problème d’Analyse en Composantes Mutuellement Parcimonieuses
c’est chercher la base la plus parcimonieuse (BSB) pour un ensemble de vecteurs.

Reformuler cette phrase consisterait à souligner que l’estimation deA au sens de l’ACMP
c’est également rechercher la "base"A dans laquel les vecteurs

{

αk
X

}

k=1,··· ,t sontconjointe-
ment les plus parcimonieux possible (au sens de la norme`1).

ACMP et BSB

Dans ce paragraphe, nous proposons d’aller un peu plus loin dans la formalisation des
liens entre ACMP et BSB pour un ensemble de signaux. A cet effet, plaçons-nous dans un
cadre probabiliste plus confortable. Supposons que chaquesignal

{

αk
S

}

k=1,··· ,t est constitué
de n échantillons tirésindépendammentet indentiquementsuivant une distribution lapla-
cienne fS de précisionµ :

k = 1, · · · , t : ∀i = 1, · · · , n; fS
(

αk
S[i]

)

∝ exp
(

−µ|αk
S[i]|

)

. (3.42)

Clairement, les signaux{αk
S}k=1,··· ,t sont mutuellement indépendants et leur densité de pro-

babilité marginale est définie comme suit :

fS(αk
S) =

n
∏

i=1

fS(αk
S[i]) ∝ exp

(

−µ‖αk
S‖1

)

. (3.43)

De façon tout à fait intéressante, le concept de "meilleure base" au sens d’un critère de par-
cimonie a été formalisé par Donoho dans (Don93) dans un contexte différent. Il s’agissait
pour lui de caractériser la notion de "meilleure base" au sens d’une normè p minimale pour
des espaces fonctionnels particuliers. Notre problème quant à lui est restreint aux signaux
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de dimension finie (plus exactement de taillen). Néanmoins, nous allons montrer que s’ins-
pirer du travail de Donoho sur les BSB pour des espaces fonctionnels permet d’obtenir des
résultats instructifs sur l’ACMP.
Dans un cadre probabiliste (en particulier via l’équation (3.43)), l’ensemble des vecteurs
d’intérêt {αk

S}k=1,··· ,t appartient avec une forte probabilité (siC � 1/µ) à l’ensemble défini
comme suit :

Ω =
{

α ∈ Rn
∣

∣

∣‖α‖1 ≤ C
}

(3.44)

En d’autres termes, il s’agit des signaux de taillen contenus dans la boulè1 de rayonC.
La probabilité avec laquelle un vecteur défini par l’équation (3.43) appartient àΩ dépend
évidemment directement deC etµ. Cette définition est à rapprocher du concept détermini-
niste en dimension infinie d’hyperrectangle défini dans (Don93).
Chaque vecteurαk

X observé est, par définition, la version transformée du vecteur αk
S :

∀k = 1, · · · , t; αk
X = Aαk

S (3.45)

Par souci de simplicité, nous supposons que la matriceA est orthonormale. Il s’ensuit que
chacun des vecteurs{θkX}k=1,··· ,t appartient, avec une forte probabilité, àAΩ défini comme
l’image deΩ by A.
Sur ce point le lien avec les travaux de Donoho (Don93) est évident. Il est possible de
montrer que résoudre le problème de l’ACMP permet effectivement de résoudre le problème
de la SSA comme le souligne la proposition suivante :

Proposition 1 En supposant que les entrées des sources (dans le domaine transforméΦ)
αS sont indépendamment et identiquement distribuées. Supposons que la matriceA est
orthonormale. Alors minimiser la norme‖ · ‖1 permet de restaurer les sourcesαS :

E {‖αS‖1} ≤ E {‖AαS‖1} . (3.46)

La preuve est inspirée du Lemme 4 de (Don93).

Ce résultat important suscite plusieurs remarques :

– La parcimonie d’un mélange : de la proposition précédente, nous déduisons qu’un
mélange de sources parcimonieuses statistiquement indépendantes est moins parci-
monieux asymptotiquement (en terme de norme‖.‖1). En résumé, cette propriété fait
écho à la non-Gaussianité présentée comme un point de vue intuitif du fonctionne-
ment des méthodes d’ACI.

– L’ACMP résout les problèmes de SSA parcimonieuse :rappelons que l’Analyse en
Composantes Mutuellement Parcimonieuses estime une matrice de mélangeA telle
que les sources aient une norme‖.‖1 la plus faible possible. Cette proposition suggère
que dans le cas où le modèle de sources est exact et que ces sources sont indépen-
dantes, l’ACMP permet de restaurer les sources. L’ACMP permet donc de résoudre
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les problèmes de SSA dans le cas où les signaux en jeu admettent des représentations
parcimonieuses.

Liens avec l’ACI

Remarquons que dans le cas du travail de Donoho (Don93), la recherche d’une BSB3

est motivée par le souhait d’obtenir pourS des processus dits "diagonaux". Dans un cadre
probabiliste, cette "diagonalité" serait simplement une propriété d’indépendance mutuelle
des entrées de chacune des sources{αk

S}k=1,··· ,t. On comprend alors que cette propriété
soit fortement utile tant pour la compression que l’estimation statistique puisqu’elle per-
met en particulier de recourir à des estimateur par seuillage individuel sur chaque entrée
(Don93; DVDD98; Can05). Cette remarque met particulièrement en lumière les liensentre
deux domaines apparemment fort éloignés que sont la recherche de bases optimales au
sens d’un critère de parcimonie pour des signaux définis comme des éléments d’un espace
fonctionnel en analyse harmonique et l’analyse en composantes indépendantes. Notons que
Meyer avait donné quelques pistes intuitives de ces liens dans (Mey03).

Plus formellement, du point de vue de l’ACI, supposons que les sourcesSsont générées
à partir d’une distribution laplacienne comme cela est décrit dans l’équation (3.43). une
approche très classique en ACI consiste à estimer la matricede démélangeB = A−1 au
sens du Maximum de Vraisemblance. Dans ce cadre, l’estimation des sourcesαS (dans le
domaine transforméΦ), s’effectue comme suit4 :

max
B

P
(

αX

∣

∣

∣B,αS

)

. (3.47)

PuisqueαX = AαS et les entrées deαS sont i.i.d. suivant une distribution laplacienne de
précision, on déduit :

max
A,αS
‖αS‖1 + τ log |det(A)| s.c.αX = AαS (3.48)

où τ est une constante. En supposantA orthogonale (hypothèse classique en ACI après
blanchiment des donnéesX - (HKO01)), on obtient :

max
A,αS
‖αS‖1 s.c.αX = AαS (3.49)

Cette équation est en tout point similaire à l’équation (3.37). En somme, dans le cadre de
l’ACI, l’ACMP est équivalente à une estimation de la matriceA et des sourcesS au sens

3Donoho parle de bases inconditionnelles pour des espaces fonctionnels particuliers.
4Nous passons les difficultés techniques liées à la non-dérivabilité de la norme‖.‖1 en 0. Une approche

simple consiste à régulariser cette norme en la définissant par ‖Y‖1 = limε→0 gε(Y). La fonctiongε s’applique
individuellement sur chacune des entrées de la matriceY de sorte que pour un scalairey : gε (y) =

√

y2 + ε2.
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du Maximum de Vraisemblance (MV). Ceci confirme les liens manifestes entre l’ACMP et
l’ACI.

Sous hypothèse d’indépendance statistique et de sources laplaciennes, en supposant
A orthogonale, l’Analyse en Composantes Mutuellement Parcimonieuses est équiva-
lente à l’Analyse en Composantes Indépendantes.

Notons que dans ce cas, la norme‖ . ‖1 est une fonction de contraste pour l’ACI parci-
monieuse (sous hypothèse de sources laplaciennes). En d’autres termes, la Proposition 1
suggère que la norme‖ . ‖1 permet de discriminer entre les sources effectivement indépen-
dantes (correspondant dans ce cas aux plus parcimonieuses)et leurs mélanges. En parti-
culier l’intérêt pratique est évident. En effet, en ACI classique, la mesure d’indépendance
de choix est l’information mutuelleI des sources estimées. Il est souvent difficile de ma-
nipuler cette quantité dont la mise en oeuvre pratique nécessite bien souvent l’utilisation
d’approximations. Dans le cadre de l’ACMP, minimiser la norme‖ . ‖1 des sources estimées
conduit à la solution de l’ACI. La norme‖ . ‖1 étant une grandeur aisée à manipuler, l’accès
aux solutions de l’ACI est donc facilitée sans recours à des "mesures" approchées d’indé-
pendance.
La figure 3.3 illustre dans le casm = n = 2 l’intuition sous-jacente à l’utilisation de
l’ACMP pour résoudre les problèmes d’ACI. La figure de droitereprésente la superposition
de courbes d’équiprobabilité de la densité idéale gaussienne généralisée et de la réalisa-
tion de deux mélanges aléatoires de sources gaussiennes généralisées en nuage de points
(cercles rouges). La projection du nuage sur l’un ou l’autreaxe conduit intuitivement à une
distribution moins piquée que la projection sur les axes de mélanges (colonnes de la matrice
A) représentée sur la figure de gauche.
Un point de vue différent consiste à mesurer le rayon de la boule`1 dans laquelle l’en-
semble des vecteurs{αk

S}k=1,··· ,t s’inscrit. Dans le cas du mélange (figure de droite), le rayon
de boulè 1 nécessaire à inscrire le nuage de point du mélange est supérieur au rayon de la
boule nécessaire à inscrire le nuage de point des sources. Ceci explique en partie pourquoi
l’ACMP (qui, rappelons-le, recherche la solution la plus parcimonieuse) permet de résoudre
le problème de l’ACI.
Ce point de vue justifie, du moins empiriquement, l’équivalence des solutions de l’ACMP
et de l’ACI sous hypothèses de sources parcimonieuses (du moins laplaciennes) et indépe-
dendantes.

Relaxation de la contrainte d’égalité

L’ajout d’une perturbation linéaire sur le modèle de sourcepermet en particulier de
modéliser : 1) un bruit instrumental dans un contexte de traitement de données réaliste et/ou
2) relaxer le modèle de source en ajoutant un terme de perturbation linéaire. Le modèle en
jeu est alors le suivant :

X = AS+ N (3.50)
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En supposant de nouveau que le dictionnaire temporel/spatialΦ est orthogonal, l’expression
générale précédente s’écrit simplement dans le domaine transformé :

αX = AαS+ αN (3.51)

Si de plus on suppose que la perturbation est bornée :

‖αN‖F < ε (3.52)

Le problème d’optimisation définissant l’ACMP à l’équation(3.37) s’écrit alors sous forme
relaxée comme suit :

min
A,α
‖α‖1 s.c. ‖X − AαΦ‖F < ε (3.53)

Au-delà du cadre défini par l’ACI, l’ACMP permet de prendre encompte facilement (au
moins formellement) une perturbation additive du modèle ouune composante de bruit ad-
ditif dont l’utilité est cruciale dans un cadre applicatif.

Le problème sous contrainte de l’équation (3.53) est équivalent au problème sous forme
de Lagrangien suivant (via une reparamétrisation adéquateε → γ) :

min
A,α
γ ‖α‖1 +

1
2
‖X − AαΦ‖2F (3.54)

où γ est défini de manière univoque en fonction deε. Notons que ce problème est en tout
point équivalent à l’estimation des paramètresA etαS au sens d’un Maximum A Posteriori
dans un cadre d’inférence bayésienne sous les hypothèses suivantes :

– Vraisemblance: les entrées de la perturbationN sont i.i.d. suivant une distribution
gaussienne centrée et de variance. Notons que pour un bruit gaussien de variance
σN quelconque, la condition de perturbation bornée, utiliséepour la relaxation de la
contrainte d’égalité du problème de l’ACMP, est vérifiée avec une forte probabilité

si l’on définit : ε =
√

t + 2
√

2tσN (constituant une borne confortable pour une dis-
tribution duχ2

t à t degrés de liberté suivie par‖N‖2F). Notons au passage que dans le
cas où la matrice de covariance du bruit n’est pas proportionnelle à l’identité (i.e. les
variances de bruit sont différentes d’un canal à l’autre avec potentiellement un certain
degré de corrélation), l’adaption des équations (3.53) (3.54) s’effectue simplement en
changeant la métrique‖ . ‖F par une version pondérée par la matrice de covariance du
bruit ΣN : ‖Y‖2F,ΣN

= trace
(

YΣN
−1YT

)

.

– Lois a priori : la distributiona priori caractérisant les sources n’est autre que la loi
laplacienne déjà utilisée dans le modèle de l’équation (3.43).
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En dehors de l’ACI ?

Qu’en est-il si l’indépendance des sources n’est plus vraie? Lorsque les sources ne
sont pas indépendantes, la Proposition 1 n’est pas aussi facile à démontrer (d’ailleurs rien
ne garantit qu’elle reste vraie). Deux remarques néanmoins:

– Définition de l’ACMP : la dépendance potentielle des sources à estimer ne prive
pas l’Analyse en Composantes Mutuellement Parcimonies d’intérêt. Il est en effet
toujours intéressant (du moins conceptuellement) de rechercher des composantes
les plus parcimonieuses possibles (sans garantir l’existence de telles composantes).
Comme nous l’avons souligné au cours des Chapitre 1 et 2, le choix du diction-
naireΦ est lié à une informationa priori connue sur les sources à estimer. Sous
hypothèse de diversité morphologique des sources, les structures les plus fortes sont
"différentes" (au sens peu cohérentes) d’une source à l’autre. Defait, même si l’in-
dépendance statistique des sources n’est pas vraie ou n’a pas de sens, l’hypothèse de
diversité morphologique permet l’utilisation de l’ACMP aumoins pour la recherche
des structures les plus fortes des sources en jeu.
Illustrons ce point par un exemple simple : soitτ une variable aléatoire distribuée sui-
vant une distribution de Bernoulli de sorte queτ = 0 ou 1 avec la même probabilité
1/2 et {τk}k=1,··· ,t des réalisations deτ. Considérons deux sourcess1 et s2 générées
comme suit :

∀k = 1, · · · , t; s1[k] est tiré suivant















N
(

0, σ2
1

)

, si τk = 1

N
(

0, σ2
2

)

, sinon
(3.55)

∀k = 1, · · · , t; s2[k] est tiré suivant















N
(

0, σ2
2

)

, si τk = 1

N
(

0, σ2
1

)

, sinon
(3.56)

avecσ2
1 � σ2

2 (ici σ1 = 1 etσ2 = 10). Les deux sources dépendent essentiellement
de la réalisationτ, elles ne sont donc pas indépendantes. Néanmoins comme le sug-
gère la Figure 3.4, les sources (à gauche) tendent à être plusparcimonieuses que les
mélanges (à droite). Bien que les sources soient dépendantes, l’ACMP reste valable
pour ce cas particulier.

– Modélisation de la dépendance: nous avons vu que l’ACMP peut également être
interprétée du point de vue de l’inférence bayésienne. Dansce paradigme inférentiel,
la question de la propriété d’indépendance des sources revêt une importance particu-
lière.
En effet, siaucune information concernant une quelconque dépendance des sources
n’est disponible, faire l’hypothèse de leur indépendance est justifiée par le désir de
choisir un modèle peu informatif. A l’inverse, si la dépendance des sources est avé-
rée, elle doit entrer dans la modélisation du problème. De fait, si un modèle de la
dépendance des sources est disponible ou possible, celle-ci peut (et doit) être prise en
compte (via le choix de la distributiona priori des sources) dans le cadre de l’ACMP.
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Qu’en est-il si le modèle de mélange n’est pas vérifié ?Dans un tel cas, quelle est
l’utilité de l’ACMP ? Ce type d’approche est très lié à la recherche de "meilleure base" (au
sens de celle conduisant à maximiser le kurtosis des composantes estimées (Sai04), les plus
parcimonieuses (Don93) ou les plus "indépendantes" (BS97; SO03)) à partir d’un ensemble
significatifs de signaux que l’on peut qualifier d’apprentissage. Dès lors, la mise en oeuvre
d’une Analyse en Composantes Mutuellement Parcimonieusespeut-être justifiée par le sou-
hait d’obtenir des composantes parcimonieuses. La parcimonie pourrait permettre d’obtenir
des composantes plus "interprétables". D’un point de vue plus pragmatique, la parcimonie
est une propriété précieuse pour la résolution de problèmesinverses (en particulier de res-
tauration). Ce dernier point fera l’objet du développementdu Chapitre 7.
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F. 3.4: Sources non indépendantes - Gauche :représentation en nuage de points des échantillons
de la sources1 en fonction de la sources2. Droite : Représentation en nuage de points des
échantillons de l’observationx1 en fonction dex2.
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Chapitre 4

Diversité morphologique pour la
séparation de sources en aveugle

L  fondement de l’Analyse en Composantes Mutuellement Parcimonieuses est l’estima-
tion des sources ou composantes les plus parcimonieuses possibles au sens de la norme

‖ . ‖1 dans un dictionnaireΦ. A cette fin, suivant le principe de diversité morphologique, il
semble souhaitable de représenter au mieux (de façon la plusparcimonieuse) chacune des
sources à séparer. Nous l’avons vu, l’utilisation d’un dictionnaire de signaux élémentaires
(ou atomes) redondant offre la possibilité de représenter de façon particulièrementparcimo-
nieuse de larges classes de signaux. Fonder une technique d’ACMP en prenant appui sur les
méthodes de décomposition parcimonieuse décrites dans le Chapitre 2 semble de fait une
idée à prospecter.
Plus particulièrement, l’algorithme mMCA introduit au cours du Chapitre 2 pour l’analyse
de données multivaluées dans un dictionnaire multicanal redondant offre une base particu-
lièrement appréciable à partir de laquelle bâtir une méthode pratique d’ACMP. Ce chapitre
étend le cadre mMCA à la résolution du problème de séparationde sources en aveugle
(SSA) et plus précisément d’ACMP.
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4.1 Parcimonie et diversité morphologique pour la séparation
de sources en aveugle

Rappelons que dans le cadre de la SSA, les données multicanales X sont modélisées
comme une combinaison linéaire de sourcesS. Pour généraliser, les données seront agré-
mentées d’une matriceN modélisant un bruit instrumental ou des imperfections du modèle :

X = AS+ N (4.1)

4.1.1 Extension du cadre mMCA à la séparation de sources en aveugle

En accord avec le cadre mMCA introduit précédemment, nous supposons que les sources
admettent individuellement une représentation parcimonieuse dans le dictionnaireΦ. Ce

dernier est la concaténation deD bases orthonormales{Φi}i=1,··· ,D : Φ =
[

ΦT
1 , · · · ,ΦT

D

]T
.

De fait, chacune des sources{si}i=1,··· ,n est la combinaison linéaire deD composantes mor-
phologiques comme suit :

∀i ∈ {1, · · · , n}; si =

D
∑

k=1

ϕik =

D
∑

k=1

αikΦk (4.2)

Dans le cas où la matrice de mélangeA est connue, l’estimation des sources consiste à
résoudre le problème suivant :

min
{αik}

n
∑

i=1

D
∑

k=1

‖αik‖`1 s.c.

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

X −
n

∑

i=1

D
∑

k=1

aiαikΦk

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

F

< ε (4.3)

où ai est lai-ème colonne deA. Le vecteurαik contient alors les coefficients de laj-ème
composante morphologique de lai-ème source. Ce type de problème s’inscrit dans le cadre
mMCA (ici par une minimisation en normè1) dans le cas où le dictionnairespectralΠ
n’est pas une union de bases orthogonales mais l’union de "spectres" ou plus généralement
de vecteurs{ai}i=1,··· ,n. Notons que ce problème d’inversion peut être traité par l’algorithme
mMCA même dans le cas sous-déterminé oùm< n.
Dans le cadre de la séparation de sources en aveugle, la matrice de mélangeA est une
inconnue du problème et doit être estimée. Nous proposons alors d’adapter le problème de
l’équation (4.3) comme suit :

min
{ai },{αik}

n
∑

i=1

D
∑

k=1

‖αik‖`1 s.c.

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

X −
n

∑

i=1

D
∑

k=1

aiαikΦk

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

F

< ε (4.4)

Résoudre ce problème revient à chercher une matrice de mélange A telle que les sources
soient mutuellement les plus parcimonieuses possibles au sens de l’ACMP. Le paragraphe
suivant présente une adaptation de l’algorithme mMCA au casde la séparation de sources
en aveugle pour la résolution du problème de l’équation (4.4).
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4.1.2 Analyse en composantes morphologiques généralisées

L’algorithme mMCA a été conçu pour résoudre le problème de l’équation (4.3) dans
lequel le dictionnaire multicanal (iciΨ = A ⊗Φ) est supposé connu. Dans le cas de la sé-
paration de sources en aveugle la matriceA est également une inconnue du problème. Dans
ce paragraphe, nous introduisons un nouvel outil d’analyseintitulé Analyse en Compo-
santes Morphologiques Généralisées (GMCA) dont l’objectif est : i) d’estimer un ensemble
de composantes morphologiques de façon similaire à mMCA, ii) d’estimer une matrice de
mélangeA telle que ces composantes morphologiques sont les plus parcimonieuses pos-
sibles.
De façon similaire aux développements menant à l’algorithme mMCA, l’équation (4.4) peut
s’écrire sous la forme d’un lagrangien :

min
{ai },{αik}

γ

n
∑

i=1

D
∑

k=1

‖αik‖`1 +
1
2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

X −
n

∑

i=1

D
∑

k=1

aiαikΦk

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

F

(4.5)

L’équation (4.6) peut être reformulée afin de faire intervenir la matrice des sourcesS ainsi
que la matrice de mélange :

{Ã, S̃} = Argmin
A,S

γ

n
∑

i=1

D
∑

k=1

‖ϕikΦ
T
j ‖`1 +

1
2
‖X − AS‖2F (4.6)

où chaque ligne deS est une combinaison linéaire deD composantes morphologiques mo-
nocanalessi =

∑D
k=1ϕik.

La difficulté majeure soulevée par le problème d’optimisation de l’équation (4.6) est qu’elle
fait intervenir deux paramètresA et S couplés. Il n’existe pas de solution analytique à ce
problème. Par découpage du produitAS en n × D composantes morphologiques :AS =
∑

i,k aiϕik, le problème à résoudre fait intervenir un ensemble de matrices de rang 1 :{aiϕik}ik.
En s’inspirant des méthodes de "Block coordinate relaxation" (BCR - voir (BST98)), le
problème de l’équation (4.6) peut être résolu itérativement par une suite alternée de sous-
problèmes faisant intervenir séparément les couples{ai ,ϕik}.
On définit le{i, k}-ème résidu multicanal parRi,k = X −∑

{p,q},{i,k} apϕpq. Ce terme contient
la partie des donnéesX auxquelles ont été retirées les contributions des composantes mor-
phologiques multicanales autres queaiϕik. L’estimation de la composanteϕik = αikΦk s’ef-
fectue en supposant queA etϕ{pq},{ik} sont fixés. Ceci conduit à la résolution du problème
suivant pour chaque composante :

ϕ̃ik = Argmin
ϕik

γ‖ϕikΦ
T
k ‖`1 +

1
2
‖Ri,k − aiϕik‖2F (4.7)

ou de façon équivalente,

α̃ik = Argmin
αik

γ‖αik‖`1 +
1
2
‖Ri,kΦ

T
k − aiαik‖2F (4.8)
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puisqueΦk est une matrice orthogonale. En analyse convexe, une condition nécessaire clas-
sique pour que ˜αik soit un minimiseur de la fonctionnelle ci-dessus est que le vecteur nul
soit un élément de sa subdifférentielle à ˜αik (Roc70), en d’autres termes :

0 ∈ − 1

‖ai‖22
aiT Ri,kΦ

T
k + αik +

γ

‖ai‖22
∂‖αik‖`1 (4.9)

où∂‖αik‖`1 est le subgradient défini comme suit (en partie grâce à la séparabilité de la norme
`1) :

∂‖α‖1 =
{

u ∈ Rt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u[l] = sign(α[l]), l ∈ Λ(α)
u[l] ∈ [−1, 1], sinon.

}

.

L’équation (4.9) peut être reécrite pour donner la solutionsuivante :

α̃ik[l] =















0, if
∣

∣

∣

∣

(

aiT Ri,kΦ
T
k

)

[l]
∣

∣

∣

∣

≤ γ
α′[l], sinon

(4.10)

oùα′ = 1
‖ai‖22

aiT X i,kΦ
T
k −

γ

‖ai‖22
sign

(

aiT X i,kΦ
T
k

)

. Cette solution exacte n’est rien d’autre qu’un

seuillage doux. De fait, la solution pour la composante morphologiqueϕik est :

ϕ̃ik = Sγ′












1

‖ai‖22
aiT X i,kΦ

T
k













Φk avecγ′ =
γ

‖ai‖22
(4.11)

En supposant que{ap}p,i et S sont fixés, l’estimée deai s’obtient comme la solution d’un
problème quadratique :

ãi =
1

‖si‖22



















X −
∑

p,i

apsp



















sT
i (4.12)

où sk =
∑D

k=1ϕik. On peut noter que dans le cas oùγ est fixe (Tse01,Théorème 4.1) nous
permet de prouver que les solutions des problèmes alternés (4.11) et (4.12) sont définies
et bornées et que chaque point d’accumulation est un point stationnaire de la fonctionnelle
(4.6).

Notons qu’en pratique, chaque colonne deA est de normè2 unité à chaque itération.
Ce point technique permet en particulier de pallier la difficulté classique liée à l’invariance
d’échelle du produitAS dans l’équation (4.1). L’algorithme GMCA est alors le suivant :
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1. Fixer le nombre d’itérations Pmax et le seuil γ(0)

2. Tant que γ(h) est supérieur à γmin (e.g. fonction du niveau de bruit),
Pour i = 1, · · · , n

– Pour k = 1, · · · ,D
• Calcul du résidu r (h)

ik en supposant que ϕ{pq},{ik}, ϕ̃
(h−1)
{pq},{ik} sont fixés :

r (h)
ik = ãi(h−1)T (

X −∑

{p,q},{i,k} ãp(h−1)
ϕ̃

(h−1)
{pq}

)

• Estimation de ϕ̃(h)
ik par seuillage de seuil γ(h) :

α̃
(h)
ik = Sγ(h)

(

r (h)
ik Φ

T
k

)

• Estimation de ϕik par reconstruction à partir des coefficients sélectionnés
α̃

(h)
ik :

ϕ̃
(h)
ik = α̃

(h)
ik Φk

– Mise-à-jour de ai en supposant que ap,k(h)
et les composantes morpholo-

giques ϕ̃(h)
pq sont fixées :

ãi(h)
= 1
‖s̃(h)

i ‖
2
2

(

X −∑n
p,i ãp(h−1)

s̃(h)
p

)

s̃(h)T

i

Décroissance du seuil γ(h).

Le choix du dictionnaire Φ

Chaque itération de l’algorithme précédent peut être divisée en deux étapes : i) décom-
position parcimonieuse dansA ⊗Φ (via l’estimation des différentes composantes morpho-
logiques multicanales) et ii) Estimation des colonnes de lamatricesA. En somme, il s’agit
de l’algorithme mMCA introduit au Chapitre 2 auquel a été ajouté une étape d’estimation
deA. Dès lors, le choix du dictionnaireΦ est fondamental. En particulier, plus la distribu-
tion des coefficients dansΦ sera piquée (forte parcimonie), meilleure devrait être la qualité
de séparation. Le choix deΦ se fera donc d’abord par rapport aux informationsa priori
dont on dispose sur les sources. De plus, l’algorithme GMCA nécessite un ensemble de
multiplications par les matricesΦT

k andΦk. Pour des raisons de complexité de calcul, il est
préférable de faire appel à des bases ou trames ajustées pourlesquelles il existe des opé-
rateurs implicites rapides (transformation en cosinus discrets locale ou globale, ondelettes,
curvelets, etc· · · ). Avec de tels dictionnaires, les matricesΦT

k etΦk ne sont jamais expli-
citement construites mais remplacées par des opérateurs rapides implicites de synthèse et
d’analyse.

Complexité calculatoire

Notons tout d’abord que l’essentiel du temps de calcul est lié aux multiplications par
les matricesΦT

k etΦk à chaque itération et pour chaque composante. Comme nous l’avons
déjà souligné, le recours aux opérateurs implicites rapides liés àΦk ou son adjoint est ca-
pital pour l’application de l’algorithme à des problèmes degrande dimension. Au cours de
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l’analyse suivante, nous définissonsVk comme le coût numérique de l’opérateurΦk et de
son adjoint.
A chaque itération, le calcul du résidu multicanal pour chaque {i, k} engendre un coût de
O(nDmt) opérations. Chaque étape de la boucle ‘Pour’ de l’algorithme GMCA calcule la
corrélation du résidu avecaiT nécessitant ainsiO(mt) opérations. Ensuite, la matriceΦT

k
est appliquée. L’opération de seuillage précède la reconstruction de la composante mor-
phologiqueϕik. Ces opérations nécessitentO(2Vk + T) opérations. Les sources sont ensuite
reconstruites avec un coûtO(nDt). La mise à jour des colonnes de la matriceA est facturée
O(mt) opérations.
En supposant, sans perte de généralité, quen ∼ m � t, et Vk = O(t) ou O(t log t) pour
la plupart des transformations rapides, l’algorithme GMCAdans son ensemble nécessite
O(Pmaxn2Dt) + O(2Pmaxn

∑D
k=1 Vk + nDT) opérations. Son coût calculatoire peut être im-

portant pour des problèmes de grande dimension. Dans la Section 4.2.1, nous présenterons
une version rapide de l’algorithme GMCA permettant son application à des problèmes de
grandes dimensions en économisant du temps de calcul.

4.1.3 Le rôle du seuilllage dans l’algorithme GMCA

La nécessité d’un seuil décroissant

Dans l’algorithme mMCA, l’introduction du seuil décroissant est évidente : elle est
liée à une sélection de coefficients dans l’espace transformé par analogie aux techniques
traditionnelles de décomposition parcimonieuse gloutonnes (MP, OMP,. . . etc).
L’algorithme GMCA est, quant à lui, la combinaison d’un algorithme de décomposition
parcimonieuse dans un dictionnaire multicanalA ⊗Φ et d’une procédure d’"apprentissage"
d’une partie de ce dictionnaire :A. Si l’utilisation du seuil décroissant semble justifié pour
la phase de décomposition, qu’en est-il pour l’estimation de A ? D’un point de vue intuitif,
l’utilisation du seuil décroissant a un impact important sur l’estimation de la matriceA. En
effet, au début de l’algorithme, le seuil étant de forte valeur,la matriceA est estimée à partir
des coefficients sélectionnés les plus forts. Or, ces coefficients de forte amplitude jouent un
rôle prépondérant : au nom du principe de diversité morphologique, un coefficient fort est,
avec une forte probabilité, lié à une seule source. De fait, la matriceA est, dès les premières
itérations de l’algorithme, estimée à partir d’éléments desources déjà différenciés. Alors
que le seuil décroît au fur et à mesure des itérations, le nombre croissant de coefficients
entrant dans l’estimation deA affine son estimation. L’utilisation du seuil décroissant est
donc cruciale dans l’algorithme GMCA puisqu’elle lui apporte une certaine robustesse en
particulier par rapport au bruit, comme nous le verrons par la suite.

4.1.4 Premiers résultats expérimentaux

Nous donnons ici une première illustration de principe de l’algorithme GMCA. Consi-
dérons deux sourcess1 et s2 admettant une représentation parcimonieuse dans le diction-
naire formé par l’union d’une base de cosinus et d’une base orthogonal d’ondelettes. Plus
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précisément, les deux sources sont telles que leurs coefficients dans le dictionnaireΦ sont
générés suivant une distribution bernoulli-gaussienne (définie au Chapitre 2) : la probabilité
pour qu’un coefficient {α1,2[k]}k=1,··· ,T soit non nul estp = 0.01 et l’amplitude des coef-
ficients non nuls est distribuée suivant une distribution gaussienne centrée et de variance
1. Les deux sources sont de taillet = 1024. Un bruit additif blanc gaussien est ajouté au
mélange. L’expérience suivante compare la robustesse de GMCA et de méthodes de réfé-
rence vis-à-vis du bruit. La figure 4.1 montre l’évolution ducritèreCA lorsque la variance

F. 4.1: Evolution du critère sur la matrice de mélangeCA lorsque la variance du bruit varie :
GMCA (trait continu), EFICA,(?) :, RNA (+). Abscisses :rapport signal à bruit en dB.
Ordonnées :valeur du critère sur la matrice de mélange.

du bruit sur les données augmente. GMCA est comparée à la méthode "Relative Newton
Algorithm" (RNA) (Zib03) et à EFICA (ZKO06) dont l’intérêt est de modéliser la parcimo-
nie des sources dans le cadre de l’ICA. En particulier, EFICAest une version adaptée du
célèbre algorithme FastICA (Hyv99) qui a été adapté pour modéliser des sources fortement
leptokurtotiques (en l’occurrence des gaussiennes généralisées de paramètreθ < 2). RNA
et EFICA ont été appliquées sur les données transformées dans une base orthogonale d’on-
delettes. La figure 4.1 montre à ce niveau que GMCA se comporteau moins aussi bien que
ces deux méthodes classiques.
Notons que, dans le cas où les sources ont des morphologies différentes, chacune est for-
mée d’une et unique composante morphologique. Dans ce cas, nos premiers résultats de
séparation de sources en aveugle ont été présentés dans (BMSE06).

4.2 Une version rapide de GMCA

4.2.1 Principe

Dans le cadre de la séparation de sources en aveugle, l’analyse en composantes morpho-
logiques généralisée (GMCA) est une extension d’un algorithme de décomposition parci-
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monieuse dans un dictionnaire redondant multicanal (mMCA)dans le cas où le dictionnaire
multicanal (la matrice de mélangeA) lui-même doit être estimé. L’algorithme que nous
avons proposé necessite un coût de calcul qui peut être prohibitif dans le cas où les données
à manipuler sont de grande taille. Ce coût calculatoire provient essentiellement de l’utili-
sation répétée à chaque itération des opérations d’analyseet de synthèse des transformées
formant le dictionnaire spatial/temporelΦ. Dans cette partie, nous allons voir comment,
à l’aide de quelques hypothèses simplificatrices, une version rapide et efficace de GMCA
peut être conçue.

Introduction : le cas oùΦ est orthogonal :

Supposons que le dictionnaire jadis redondantΦ se réduit à une simple base orthogo-
nale. Le problème de l’équation (4.6) se simplifie alors comme suit :

{Ã, S̃} = Argmin
A,S

γ

n
∑

i=1

‖αi‖`1 +
1
2
‖αX − Aα‖2F avecS= αSΦ (4.13)

où chaque ligne deαX = XΦT contient les coefficients de projection deX dansΦ.
Dans ce cas, l’algorithme GMCA s’avère extrêment simple puisque l’algorithme peut être
entièrement développé dans le domaine des coefficients : les données sont transformées une
seule fois.

Un cas plus intéressant : le cas oùΦ est redondant

Dans le paragraphe précédent, l’orthogonalité deΦ permet le développement de l’algo-
rithme GMCA dans le domaine des coefficients. Cette simplification permet de faire l’éco-
nomie d’une phase analyse/synthèse à chaque itération. Néanmoins, nous avons souligné
à plusieurs reprises que le recours à des dictionnaires redondants plutôt qu’à de simples
bases orthogonales doit apporter des résultats de séparation supérieurs. Dans le cas général,
la simplification valable dans le cas oùΦ est orthogonale n’est plus valable dans le cas
redondant.
Dans ce paragraphe, nous allons montrer que dans le cas où lessources sont suffisamment
parcimonieuses dansΦ, il est possible d’avoir accès à des simplifications identiques à celles
qui sont valables dans le cas orthogonal.
Nous considérerons par la suite que les données{xi}i=1,··· ,m admettent une solution unique
au problème de décomposition`0 (i.e.VΦ`0(xi) est un singleton pour touti ∈ {1, · · · ,m}).
Nous supposons également que les sources admettent un solution unique au problème de
décompositioǹ 0 (i.e.VΦ`0(si) est un singleton pour touti ∈ {1, · · · , n}). Nous définissons

αX = [∆Φ(x1)T , · · · ,∆Φ(xm)T ]T etαS = [∆Φ(s1)T , · · · ,∆Φ(sn)T ]T .

Quel que soit l’algorithme de décomposition, décomposer unsignal dans un diction-
naire redondant est un processusnon linéaire. La simplification valable dans le cas oùΦ
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est orthogonal reste vraie dans le cas redondant sous la condition suivante :

∀A telle que det(A) , 0; X = AS⇒ αX = AαS (4.14)

En d’autres termes, il s’agit du cas où la décomposition préserve tout mélange linéaire des
sources.
Simplifions l’analyse en ne considérant qu’un unique mélange de signaux : soity la com-
binaison linéaire dem signaux (y est finalement un canal individuel dans le modèle de la
SSA) :

y =
m

∑

i=1

νiyi (4.15)

En supposant que les signaux{yi}i=1,··· ,m admettent une solution unique au problème de
décompositioǹ 0 (sous-entendu dansΦ), nous définissonsαi = ∆Φ(yi ) pour tout i ∈
{1, · · · ,m}. Comme nous l’avons défini précédemment,VΦ

`0
(y) est l’ensemble de toutes les

solutions au problèmè0 synthétisant parfaitementy : pour toutα ∈ VΦ`0(y); y = αΦ.
Notonsα? le vecteur suivant :

α? =

m
∑

i=1

νiαi (4.16)

Siα? appartient àVΦ`0(y), une solution suffisante pour que la décomposition parcimonieuse
en normè 0 préserve la linéarité n’est autre que l’unicité de la solution. Ainsi, dans le cas
général, en accord avec les résultats décrits dans (DH01), si les conditions suivantes sont
vérifiées :

||α||0 <
(

µ−1
Φ + 1

)

/2 (4.17)

||α?||0 <
(

µ−1
Φ + 1

)

/2 (4.18)

alors il existe une solution unique au problème de décomposition parcimonieuse en norme
`0, et cette solution estα?. Ainsi, si toutes les sources et leurs mélanges admettent une dé-
composition parcimonieuse unique dansΦ au sens de la condition (4.17), alors l’opérateur
de décomposition∆Φ(.) préserve la linéarité de tout mélange.
Par la suite, nous supposerons que l’opération de décomposition parcimonieuse dansΦ,
∆Φ(y) est effectuée en utilisant l’algorithme MCA.

Dans le cadre de la SSA : dans le contexte de la séparation de sources en aveugle chaque
observation{xi}i=1,··· ,m est une combinaison linéaire den sources :

xi =

n
∑

j=1

ai j sj (4.19)

En accord avec le paragraphe précédent, si les sources et lesobservations sont suffisamment
parcimonieuses dansΦ (en particulier si elles vérifient la condition de l’équation (4.17))



4.2 Une version rapide de GMCA 68

alors le modèle linéaire est préservé après décomposition :

∆Φ (xi) =
n

∑

j=1

ai j∆Φ

(

sj

)

(4.20)

Ainsi, de façon analogue au cas oùΦ est orthogonal, l’estimation deA etSpeut être effec-
tuée en résolvant le problème de l’équation (4.13).

4.2.2 Algorithme

De manière similaire à l’algorithme GMCA initial, le problème de l’équation (4.13)
peut être résolu via une estimation itérative et alternée des coefficients des sourcesαS et de
la matrice de mélangeA. A cette fin, le schéma itératif suivant est utilisé pour l’estimation
deA andαS :

– Mise à jour des sources :la matriceA fixée, le problème de l’équation (4.13) pos-
sède une solution unique. Celle-ci peut être obtenue par un algotithme de itératif de
Landweber projeté (CW05) :

α̃S = Sγ
(

α̃S+M (αX − Ãα̃S)
)

(4.21)

où M une matrice de relaxation. Celle-ci influence la direction de la descente du
gradient. Pour assurer la convergence de cet algorithme, lamatrice de relaxation doit
être telle que le rayon spectral deI −MA est borné par 1. Le choixM = Ã† (pseudo-
inverse deA de rang-colonne plein), donnẽαS = Sγ

(

Ã†αX

)

. Sγ est l’opérateur de
seuillage doux.

– Mise à jour de la matrice de mélange A au sens des moindres carrés :

Ã = αXα̃
T
S

(

α̃Sα̃
T
S

)−1
(4.22)

Notons que le processus alterné précédent est proche de celui du Codage parcimonieux/Apprentissage
de dictionnaireintroduit dans un cadre de la restauration adaptative d’images (AEB06). Ce
processus alterné conduit à l’algorithme GMCA "rapide" suivant :

1. Appliquer l’algorithme MCA à chaque ligne de αX :
αX = [∆Φ (xi)T ]T

2. Fixer le nombre d’itérations Pmax et du seuil γ(0)

3. Tant que le seuil γ(h) sont supérieurs à γmin (e.g. fonction de la variance du bruit),
– Estimation des sources αS à l’itération h en supposant la matrice A fixée :

αS
(h+1) = Sγ(h)

(

A†
(h)
αX

)

:

– Mise-à-jour de A en supposant αS fixée :

Ã(h+1) = αXα̃
(h)T

S

(

α̃
(h)
S α̃

(h)T

S

)−1

– Décroissance du seuil γ(h).
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Compléxité calculatoire La version "rapide" de GMCA nécessite l’application de l’al-
gorithme MCA sur chaque canal. Ceci est plus rapide que la version initiale (voir Sec-
tion 4.1.2). En effet, dès lors que MCA est appliqué sur chaque canal, chaque itération
nécessiteO(Pmaxn2Dt) opérations élémentaires.

Un algorithme du point fixe

L’algorithme GMCA "rapide" se décompose en deux étapes : (i)estimerSen supposant
A fixée, (ii) inférer la matriceA en supposant les sourcesS fixées. Dans cette version de
l’algorithme GMCA, les sources sont estimées via un versionseuillée de l’estimateur au
sens des moindres :

α̃S = Sγ
(

Ã†αX

)

(4.23)

où Ã† est le pseudo-inverse de l’estimation courante de la matrice de mélangẽA. L’étape
suivante a pour objet l’estimation de la matrice de mélangeA au sens des moindres carrés :

Ã = αXα̃
T
S

(

α̃Sα̃
T
S

)−1
(4.24)

Définissonsα̂S = Ã†αX telle queα̃S = Sγ (α̂S) et écrivons de nouveau l’équation précé-
dente comme suit :

Ã = Ãα̂SSγ (α̂S)T
(

Sγ (α̂S)Sγ (α̂S)T
)−1

(4.25)

De façon intéressante, cet algorithme est un algorithme du point fixe dont la condition de
stationnarité est la suivante :

α̂SSγ (α̂S)T = Sγ (α̂S)Sγ (α̂S)T (4.26)

Etude de la convergence :

Cas des sources à supportsγ-disjoints : Supposons dans ce paragraphe que les sources
sont à supportsγ-disjoints. Un point fixe de l’algorithme GMCA est atteint sous la condition
suivante :

α̂SSγ (α̂S)T = Sγ (α̂S)Sγ (α̂S)T (4.27)

De la non-linéarité deSγ(.) le premier terme n’est pas symétrique en général alors que le
second l’est. La condition de stationnarité est de faite unecondition desymétrisationde la
matriceα̂SSγ (α̂S)T . Examinons en détail le cas oùn = 2. Nous considérons deux sources
s1 et s2. Les éléments diagonaux de la condition de stationnarité sont tels que :

[

α̂SSγ (α̂S)T
]

[1, 1] =
T

∑

k=1

α̂1[k]Sγ(α̂1[k])

= [Sγ (α̂S)Sγ (α̂S)T ][1, 1] (4.28)
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La condition de convergence est donc toujours vérifiée pour les éléments diagonaux. Les
éléments hors-diagonaux de (4.27) sont comme suit :

∑

k∈Λγ(α̂2)

α̂1[k]α̂2[k] =
∑

k∈Λγ(α̂1)∩Λγ(α̂2)

α̂1[k]α̂2[k]

∑

k∈Λγ(α̂1)

α̂1[k]α̂2[k] =
∑

k∈Λγ(α̂1)∩Λγ(α̂2)

α̂1[k]α̂2[k] (4.29)

Définissonsγ? la plus petite valeur deγ telle ques1 et s2 sont à supportγ-disjoint. Sup-
posons également queŝ1 et ŝ2 sontγ-disjoints etγ† est le plus petit scalaireγ tel que ces
sources sont à supportγ-disjoint. De fait siγ > γ† alors :

∑

k∈Λγ(α̂p)∩Λγ(α̂q)

α̂1[k]α̂2[k] = 0 (4.30)

Intuitivement, lorsque les sources sont suffisamment parcimonieuses, les mélanges ont des
γ-supports tels que :γ? ≤ γ† avec égalité lorsque les sources sont parfaitement estimées. De
fait, pour toutγ? ≤ γ < γ† la condition de convergence n’est pas vérifiée pour les éléments
hors-diagonaux (4.27) puisque :

∑

k∈Λγ(α̂q)

α̂1[k]α̂2[k] , 0 ets
∑

k∈Λγ(α̂p)

α̂1[k]α̂2[k] , 0 (4.31)

La condition de convergence est vérifiée lorsqueγ? = γ† ; i.e. les sources sont correctement
estimées à une erreurγ? près. Lorsque les sources sont à supports strictement disjoints
(γ? = 0), la condition de convergence est vérifiée lorsque les sources sont exactement
estimées. En somme les solutions stationnaires de l’algorithme GMCA sont des solutions
du problèmes de SSA.

Point de vue statistique - cas des sources parcimonieuses indépendantes : Dans ce
paragraphe nous faisons l’hypothèse que les sourcess1 et s2 sont des processus aléatoires.
Nous supposons également queα1[k] etα2[k] sonti.i.d. selon une distribution symétrique et
leptokurtique, unimodale en 0 et monotone croissante surR

−. Par exemple toute distribution
gaussienne généralisée de paramètreθ < 2 vérifie ces conditions. La figure 4.2 représente
la pdf jointe de deux sources parcimonieuses (à gauche) ainsi que la pdf jointe de deux
de leurs mélanges (à droite). En prenant l’espérance des deux termes intervenant dans la
condition du point fixe équation (4.26) :

∑

k∈Λγ(α̂2)

E{α̂1[k]α̂2[k]} =
∑

k∈Λγ(α̂1)∩Λγ(α̂2)

E{α̂1[k]α̂2[k]} (4.32)

De façon symétrique,
∑

k∈Λγ(α̂1)

E{α̂1[k]α̂2[k]} =
∑

k∈Λγ(α̂1)∩Λγ(α̂2)

E{α̂1[k]α̂2[k]} (4.33)
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Intuitivement les sources sont correctement séparées lorsque les branches des courbes d’équi-
probabilité (voir figure 4.2 sur la gauche) de lapdf jointe des sources sont colinéaires aux
axes.
Les conditions (4.32) et (4.33) sont-elle équivalentes à lacondition de séparation évoquées
ci-dessus ? Notons que si les sources sont parfaitement estimées alorsE{Sγ (αS)Sγ (αS)T}

F. 4.2: Courbes équiprobables de lapdf jointe de 2 sources indépendantes sources générées selon
une distribution gaussienne généralisée de paramètreθ = 0, 5. Gauche : pdf jointe de
sources indépendantes.Droite : pdf jointe de 2 mélanges.

est diagonale etE{αSSγ (αS)} = E{Sγ (αS)Sγ (αS)}. Comme prévu, l’ensemble des so-
lutions acceptables (les sources initiales à une permutation et un facteur d’échelle près)
vérifient la condition de convergence. Supposons que ˆα1 et α̂2 sont des mélanges décorré-

F. 4.3: Courbes équiprobables de lapdf jointe de 2 sources indépendantes sources générées selon
une distribution gaussienne généralisée de paramètreθ = 0, 5 après seuillage.Gauche :
pdf jointe de sources indépendantes.Droite : pdf jointe de 2 mélanges après seuillage.

lés des coefficients des sources originalesα1 andα2 ; l’application d’un seuillage sur ˆα1 et
Sγ(α̂2) (respectivement ˆα1 etSγ(α̂2)) les corrèle à moins que lapdf jointe des sources esti-
méesα1 et α̂2 aient les mêmes symétries que l’opérateur de seuillage (cette propriété a été
remarquée également par Field (Fie99)). La figure 4.3 apporte un point de vue intuitif sur
ce point. Sur la gauche de la figure 4.3 montre lapdf jointe de deux sources parfaitement
séparées après avoir subi l’opération de seuillage dur. Quelle que soit la valeur du seuil, les
sources seuillées sont toujours décorrélées puisque leurpdf jointe vérifie les symétries de
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l’opérateur de seuillage. A l’opposé, sur la droite de la figure 4.3, l’application de l’opéra-
teur de seuillage entraîne une corrélation des sources non séparées après seuillage.
Pour une valeur fixe deγ, certains points fixes conduisent à des sources seuillées ˆα1 and
α̂2 décorrélées. La figure 4.3 fournit une bonne intuition à cette remarque : pour une valeur
de γ donnée, il existe deux types de points fixes : (i) ceux qui dépendent de la valeur de
γ (graphique de droite) (ii) ceux qui restent invariants quelle que soit la valeur deγ (gra-
phique à gauche de la figure 4.3). Ce dernier type de points fixes est le seul à caractériser les
solutions acceptables (i.e. les sources originales à une permutation et un facteur d’échelle
près).

Plus formellement, les termes hors-diagonaux de la condition du point fixe des équations (4.26)
font apparaître des termes de "corrélation seuillée" : la corrélation d’une source avec la ver-
sion seuillée d’une autre source. Définissons la corrélation seuillée de deux signaux avec
deux seuils différentsγ etγ′ comme suit :

Cγ,γ′ (α1,α2) =
∑

k∈Λγ(α1)∩Λγ′ (α2)

E{α1[k]α2[k]} (4.34)

= E{Sγ (α1)Sγ′ (α2)T} (4.35)

Les conditions du point fixe se s’écrivent ainsi pour les termes hors-diagonale :

C0,γ′ (α̂1, α̂2) = Cγ,γ′ (α̂1, α̂2) (4.36)

Cγ,0 (α̂1, α̂2) = Cγ,γ′ (α̂1, α̂2) (4.37)

Définissons les quantités suivantes :

A1(γ, γ′) = C0,γ′ (α̂1, α̂2) − Cγ,γ′ (α̂1, α̂2) (4.38)

A2(γ, γ′) = Cγ,0 (α̂1, α̂2) − Cγ,γ′ (α̂1, α̂2) (4.39)

Les conditions du point fixe (4.36) deviennent alors :

A1(γ, γ′) = 0 (4.40)

A2(γ, γ′) = 0 (4.41)

On remarque que :

A1(γ, γ′) = C0,γ′
(

α̂1 − Sγ (α̂1) , α̂2

)

(4.42)

A2(γ, γ′) = Cγ,0
(

α̂1, α̂2 − S′γ (α̂2)
)

(4.43)

Des symétries axiales de (α1,α2)→ C0,γ′
(

α̂1 − Sγ (α̂1) , α̂2

)

et (α1,α2)→ Cγ,0
(

α̂1, α̂2 − S′γ (α̂2)
)

,
on déduit queA1(γ, γ′) et A2(γ, γ′) s’annulent pour deux cas distincts :
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– La densité jointe deα̂1 et α̂2 n’est pas factorielle :A1(γ, γ′) et A2(γ, γ′) s’annulent
pour les valeurs deγ etγ′ dénombrables fonctions de lapdf marginale des sources et
de la matrice de mélangeA. De tels points fixes ne sont pas des solutions acceptables.

– La densité jointe deα̂1 et α̂2 est factorielle : A1(γ, γ′) et A2(γ, γ′) s’annulent pour
toute valeur deγ etγ′. Le caractère factoriel de la densité jointe des sources estimées
est équivalent à leur indépendance. Les solutions ainsi mises en valeur sont des solu-
tions acceptables du problème de séparation.

En résumé, seuls les points fixes vérifiant les conditions (4.36) pourtoutes valeurs de seuils
γ et γ′ conduisent à des solutions du problème de séparation. Ainsi, l’utilisation de seuils
décroissants dans l’algorithme GMCA permet (en partie) d’éviter les point stationnaires
non acceptables dépendants deγ et γ′. De fait, le seuillage décroissant permet de rendre
l’algorithme GMCA plus robuste aux points fixes indésirables. Notons que dans l’algo-
rithme GMCA présenté auparavant, seul un seuilγ est utilisé ; ces derniers développements
tendent à justifier l’usage de seuils différents.

Liens avec les algorithmes d’ACI

Nous avons vu au cours du Chapitre 2 que l’Analyse en Composantes Mutuellement
Parcimonieuses est très proche de l’ACI en limite de bruit faible. De façon intéressante, la
condition du point fixe (4.27) est en très semblable à des conditions de convergence clas-
siques des algorithmes d’ACI. En effet, dans (Cic05), Cichockiet al. proposent une revue
des algorithmes d’ACI les plus classiques. Ainsi, l’équation (4.27) est très semblable aux
conditions de convergence des algorithmes d’ACI : la matrice de démélangeB est estimée
sous la condition de convergence telle que la matriceE{h (BX) BXT} est symétrique (dans
cette expressionh(.) est la fonctionscorede l’ACI). La fonction de seuillageSγ (.) joue un
rôle similaire à celui joué par la fonctionscore h(.) de l’ACI.
La condition de convergence (4.36) est atteinte lorsque lapdf jointe des sources estimées
possède les symétries que la fonctionscore. De fait, par analogie avec l’ACI, toute fonction
h(.) possédant des symétries identiques pourrait être candidate au statut de fonctionscore.
Ceci explique en particulier que la convergence peut être garantie pour les algorithmes
d’ACI lorsque la fonctionscoren’est pas optimale (voir (LGBS98)). Pour l’ACMP, l’utili-
sation de l’opérateur de seuillage est double :

– Robustesse au bruit :l’utilisation de l’opérateur de seuillage est également lié à la
volonté de sélectionner des coefficients peu perturbés par le bruit. Il garantit de fait
une certaine robustesse au bruit lors du processus de séparation.

– Robustesse aux minima locaux :du point de vue de l’optimisation, le recours à un
seuil décroissant permet d’apporter une certaine robustesse vis à vis des minima lo-
caux.
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En retour, il serait intéressant d’étudier l’ACI sous l’angle d’un problème de minimisation
de la log-vraisemblance sous contrainte comme suit :

min
A,S
− logP

(

X
∣

∣

∣A,S
)

s.c.X = AS (4.44)

Problème dont la résolution pourrait s’effectuer sous la forme d’un lagrangien :

Argmin
A,S

−γ logP
(

X
∣

∣

∣A,S
)

+
1
2
‖X − AS‖2F (4.45)

Suivant la forme deP, la solution du problème précédent en supposantA fixée pourrait s’ex-
primer sous la forme d’un "seuillage" pour lequelγ jouerait le rôle du seuil. Un algorithme
du type GMCA pourrait alors être développé pour résoudre ce problème.

Prise en compte du bruit

Rappelons que cette version rapide de GMCA nécessite l’utilisation de MCA comme
pré-traitement en supposant que les sources sont suffisamment parcimonieuses pour que la
décomposition préserve la linéarité du mélange. En présence de bruit, de telles conditions
sont plus difficiles à déterminer (voir (DET06) et (Fuc06) pour la prise en compte du bruit
dans les décompositions parcimonieuses). En pratique, l’algorithme MCA est stoppé à une
valeur de seuil choisie en fonction de la variance du bruit (typiquement 3σN où σN est
l’écart-type du bruit). MCA sélectionne alors les coefficients des donnéesX dansΦ les
plus significatifs donc peu perturbés par le bruit. Intuitivement, sous réserve de parcimonie
suffisante des sources, la linéarité du mélange est, en première approximation, préservée
pour les coefficients les plus forts.

4.3 Résultats en SSA

Plus de parcimonie pour plus de robustesse

En séparation de sources en aveugle, le rôle de la diversité morphologique est double :

– Séparabilité : quel que soit le point de vue adopté pour la modélisation des sources,
plus les sources sont parcimonieuses, plus leurs supports dansΦ sontγ-disjoints avec
une valeur deγ faible (en probabilité ou strictement). Ainsi, une plus grande parci-
monie des sources devrait faciliter le processus de séparation.

– Robustesse au bruit et aux imperfections du modèle :le "degré" de parcimonie
des sources permet de limiter la perturbation du bruit sur les coefficients les plus
significatifs. Une plus grande parcimonie des sources devrait ainsi apporter plus de
robustesse au bruit.
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Considérons le casn = 2 sources unidimensionelles contenantt = 1024 échantillons. Ces
sources sont les signauxBumpet HeaviSinefournis par la boîte à outils WaveLab - voir
(Wav05). La première colonne de la figure 4.4 montre les deux sources. Les mélanges sont
aléatoires, et un bruit blanc gaussien centré est ajouté de sorte que RSB= 19dB. Lesm= 2
observations sont visibles sur la second colonne de la figure4.4. Nous supposons que MCA
préserve la linéarité du mélange (voir le choix du dictionnaireΦ ci-dessous). Les troisième
et quatrième colonnes de la figure 4.4 représentent les estimées des sources obtenues avec
GMCA calculé respectivement dans les domaines suivants : (i) une simple transformée en
ondelettes orthogonale (DWT) et (ii) l’union de la même transformée en ondelettes (DWT)
et la tranformée en cosinus discrète (DCT). A première vue, l’algorithme GMCA conduit à
des solution correctes dans les deux cas.
La figure 4.5 représente l’évolution du critère sur la matrice de mélangeCA alors que le
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F. 4.4: Le rôle de la parcimonie - première colonne :sources originales.Seconde colonne :
mélanges avec bruit gaussien additif (RSB= 19dB). Troisième colonne :sources esti-
mées avec GMCA en DWT.Quatrième colonne :sources estimées avec GMCA dans le
dictionnaire redondantΦ formé par l’union d’une DWT et d’une DCT.

RSB du bruit augmente. Dans la figure 4.5, la courbe en pointillés montre le comportement
de GMCA calculé avec la DWT ; la ligne continue correspond auxrésultats de GMCA
lorsqueΦ est l’union de la DWT et de la DCT. Globalement, quel que soit le domaine
transformé, l’algorithme GMCA fournit des résultats acceptables puisqueCA est relative-
ment faible dans les deux cas. Plus précisément, les valeursdeCA obtenues dans le domaine
MCA sont près de 5 fois plus faibles. Cette expérience met tout d’abord en lumière l’effica-
cité de la parcimonie et de la diversité morphologique pour la séparation aveugle de sources.
Si la redondance deΦ tend à complexifier le problème, le plus grand degré de parcimonie
de sources à estimer facilite leur estimation. Ceci est ce que Donoho nomme le "blessing of
dimensionality" (Don00).

GMCA et l’ACMP

Nous proposons d’évaluer empiriquement la capacité de GMCAà obtenir la solution
de l’ACMP ; i.e. la plus parcimonieuse en terme de norme‖.‖1. A cet effet, nous proposons
l’expérience de principe suivante ; les donnéesX sont composées de 4 mélanges (figure 4.7)
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F. 4.5: Rôle de la parcimonie :évolution du critère sur la matrice de mélange pour DWT-GMCA
(trait discontinu) et (DWT+DCT)-GMCA (trait continu).

dont chacun est la combinaison linéaire de 4 sources (figure 4.6). La matrice de mélange a
été générée aléatoirement. L’algorithme GMCA a été utiliséaprès application d’une trans-
formation en ondelettes biorthogonales sur les donnéesX ; voir (Mal98). Les sources esti-
mées sont représentées sur la figure 4.8. Notons que ces résultats ont été obtenus avec la
boîte à outils GMCALab (Bob07).
Sur la figure 4.9, nous avons relevé l’évolution des valeurs de la divergence sur le degré de
parcimonie des sources‖S̃‖1−‖S‖1 au cours des 500 itérations de GMCA. Cette divergence
sur le degré de parcimonie caractérise la différence de normes‖ . ‖1 entre les sources esti-
mées et les vraies sources. Clairement, l’algorithme GMCA tend, au fur-et-à-mesure des
itérations, à estimer des sources de plus en plus parcimonieuses au sens d’une plus faible
norme‖ . ‖1 des sources estiméesS̃. De façon intéressante, la solution vers laquelle converge
GMCA a un degré de parcimonie en norme‖ . ‖1 semblable à celui des sources originales.

Robustesse au bruit

Dans ce paragraphe, nous proposons d’évaluer la robustessede l’algorithme GMCA
lorsqu’un bruit additif perturbe les données. A cet effet, nous comparons GMCA à trois
méthodes de séparation de sources en aveugle :

– JADE : est un célèbre algorithme d’ACI fondé sur les cumulants d’ordre 4 (voir
(Car99)).
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F. 4.6: Sources originales de taille 256× 256.

– Relative Newton Algorithm : il s’agit d’un algorithme de SSA mis au point par
Zibulevsky (Zib03). Cet algorithme présente la particularité de mettre à profit la par-
cimonie des sources ; ces dernières sont estimées au sens d’un Maximum A Poste-
riori dans un cadre Bayésien. Au cours des différentes expérimentations, l’algorithme
RNA est appliqué sur les données après application d’une transformation en onde-
lettes biorthogonales (2D-DWT).

– EFICA : cette méthode d’ACI (une version de FastICA - voir (Hyv99)) propose
l’estimation de sources gaussiennes généralisées parcimonieuses (θ < 2) dont le pa-
ramètreθ est estimée de manière courante. Ceci permet d’adapter la fonctionscorede
l’ACI aux sources à séparer. L’algorithme EFICA est appliqué sur les données après
application d’une transformation en ondelettes biorthogonales (2D-DWT).
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F. 4.7: Mélanges sans bruit.

La figure 4.10 montre les sources originales (en haut) ainsi que les 2 mélanges (en bas). La
matrice de mélangeA est telle quex1 = 0.25s1 + 0.5s2 + n1 andx2 = −0.75s1 + 0.5s2 + n2

où n1 et n2 sont des vecteurs de bruit gaussiens blancs, centrés tel quele RSB=10dB. La
matrice de covariance du bruitΣN est donc de la formeσ2

NI .
Ces différentes méthodes sont comparées suivant les critères suivants : (i) nous étudions

l’évolution de la corrélation des sources estimées avec lessources originales pour diffé-
rentes valeurs de RSB ; (ii) nous relevons l’évolution du critère sur la matrice de mélange
CA . L’algorithme GMCA a été utilisé après application d’une MCA sur chaque observation.
Le dictionnaireΦ formé par l’union d’une trame de curvelets (voir (CDDY06; Cur06)) et
d’une transformation en cosinus discrète locale (LDCT). Cechoix de dictionnaire est par-
ticulièrement adapté aux images dites "naturelles" pouvant contenir des structures du type
contour et texture.
Sur la figure 4.11, nous avons relevé l’évolution de la corrélation de la source 1 avec son

estimée (figure de gauche) et de la source 2 avec son estimée (figure de droite) en fonction
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F. 4.8: Sources estimées par GMCA.

d’une variance du bruit. GMCA, RNA et EFICA conduisent à des solutions similaires en
terme de corrélation ; la valeur de cette dernière est prochede 1 pour ces trois méthodes.
Pour ces sources particulières, JADE fournit des résultatspeu satisfaisants. Ceci peut être
la conséquence d’une faible corrélation entre les deux sources à estimer.
La corrélation étant relativement sensible au bruit, le critère sur la matrice de mélange per-
met une meilleure discrimination des différentes méthodes. La figure 4.12 montre l’évolu-
tion du critère sur la matrice de mélange pour différentes valeurs du niveau de bruit (RSB).
Alors que la corrélation sur les sources ne permettait pas dediscriminer RNA et GMCA,
le critère sur la matrice de mélange permet de les distinguer. Tout d’abord, il confirme l’in-
adéquation de JADE pour ce type de sources. Enfin, GMCA sembleconduire à de meilleurs
résultats puisqu’elle appporte une solution dont le critère sur la matrice de mélange est plus
faible d’un facteur 10 par rapport à JADE et d’un facteur 2 parrapport à RNA et EFICA.
En résumé, nous pouvons conclure sur les points suivants :
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F. 4.9: GMCA conduit une solution plus parcimonieuse - Abscisses :nombre d’itérations.Or-
données :divergence de parcimonie‖S̃‖1 − ‖S‖1.

– Rôle de la parcimonie :parmi ces méthodes, seule JADE a été appliquée sur les
sources sans transformation préalable (pas de parcimonie des sources). La parcimo-
nie des sources (et donc leur diversité morphologique) facilite effectivement la sépa-
ration.

– Le degré de parcimonie: grâce à la parcimonie mutuelle des sources dans le do-
maine transformé, les trois méthodes EFICA, RNA et GMCA fournissent des solu-
tions satisfaisantes. Néanmoins, grâce à l’utilisation dereprésentations redondantes
conduisant à de plus grands degrés de parcimonie, GMCA est capable de fournir de
meilleurs résultats.

Temps de calcul et grandes dimensions

Dans ce paragraphe, nous proposons d’étudier le comportement de GMCA en grandes
dimensions : lorsque le nombre de sources devient important. Nous supposerons que les
données ne sont pas perturbées par du bruit. En effet, pour un même nombre d’échantillons
t, il semble plus complexe de séparer un nombre de sourcesn important. Au cours des
expérimentations suivantes, GMCA est appliqué sur des mélanges aléatoires den = 2 à 15
sources. Le nombre de mélangesm est égal au nombre de sources :m= n. les sources sont
choisies aléatoirement parmi un ensemble de 15 images (de taille t = 128× 128 pixels).
Ces sources sont représentées sur la figure 4.13. Par souci desimplicité, GMCA est calculé
après avoir appliqué une transformation en curvelets rapide (CDDY06) sur les donnéesX.
Par la suite, nous analysons la convergence de GMCA en terme de critère sur la matrice de
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F. 4.10: Haut : sources originales de taille 256× 256.Bas : deux mélanges. Le bruit gaussien
additif est tel que le RSB est égal à 10dB.

mélangeCA . Le critère sur la matrice de mélange est normalisé comme suit :

C̄A =
CA

n2
(4.46)

afin de ne pas dépendre du nombre de sourcesn. Le graphique de gauche de la figure 4.14
montre l’évolution du critère sur la matrice de mélange à mesure que le nombre d’itérations
Pmax varie de 2 à 1000. Quel que soit le nombre de sources, le critère sur la matrice de mé-
lange normalisé chute après 50 itérations. LorsquePmax > 100, l’algorithme GMCA tend
à se stabiliser. Dès lors, augmenter le nombre d’itérationsne conduit pas à une améliora-
tion substantielle de la qualité de la séparation. Lorsque le nombre de sources augmente, le
critère sur la matrice de mélange augmente à la convergence (pour Pmax > 100). De fait,
comme prévu, pour une nombre fixé d’échantillons par observation t, la complexité de la
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F. 4.11: Evolution du coefficient de corrélation entre sources estimées et sources originales pour
différentes valeurs de variance du bruit. Trait continu : GMCA, trait pointillé : JADE, sym-
bole(?) : EFICA, symbole(+) : RNA. Abscisses :RSB en dB.Ordonnées :coefficient
de corrélation entre les sources estimées et les sources originales.

séparation de sources en aveugle se dégrade avec le nombre desourcesn. Fort heureuse-
ment, GMCA produit des solutions admettant un critère sur lamatrice de mélange faible
(inférieur à 0.025) caractérisant une séparation satisfaisante jusqu’àn = 15 au moins.
Le graphique de droite sur la figure 4.14 montre le temps de calcul 1 de GMCA lorsque le
nombre de sourcesn varie. Rappelons ici que l’algorithme "rapide" GMCA se décompose
en deux étapes : i) calcul deαX par application d’une transformation, ii) estimation de la
matriceA et des sourcesαS. Evidemment, ce graphique tend à montrer que le coût de calcul
augmente avec le nombre de sources. Notons que pourm= n, le coût calculatoire de l’étape
i) est proportionnel au nombre d’observations (icim = n) et indépendant du nombre d’ité-
rationsPmax et devient donc négligeable par rapport à ii) pour de fortes valeurs dePmax. Le
temps de calcul de GMCA tend alors à être proportionnel àPmax.

4.4 Estimation du nombre de sources

Jusqu’à présent et d’une manière générale en séparation de sources en aveugle, le
nombre de sourcesn est supposé connu. En pratique, il est rare quen soit effectivement
un paramètre connu par avance. En supposant le modèle de mélange vérifié, le nombre de
sources est la dimension du sous-espace deR

m généré par les colonnes deX. En effet, le
rang (ligne) de la matriceA est exactement égal àn. Une mauvaise estimation du nombre
de sourcesn peut apporter un certain nombre de difficultés :

– Sous-estimation :au sein de l’algorithme GMCA, sous-estimater le nombre de sources
conduira à l’estimation de solutions qui seront des combinaisons linéaires des sources
originales. La solution risque donc d’être sous-optimale en terme de parcimonie des

1Les expérimentations ont été menées sur un Apple PowerMac G5- 2Ghz sous IDL.



4.4 Estimation du nombre de sources 83

F. 4.12: Evolution du critère sur la matrice de mélangeCA pour différentes valeurs de variance du
bruit. Trait continu : GMCA, trait pointillé : JADE, symbole(?) : EFICA, symbole(+) :
RNA. Abscisses :RSB en dB.Ordonnées :critère sur la matrice de mélangeCA .

F. 4.13: Ensemble des 15 sources utilisées pour l’évaluation du comportement de GMCA en fonc-
tion du nombre de sources.

sources estimées.

– Sur-estimation : en cas de sur-estimation, l’algorithme GMCA aura à faire face à des
matrice de mélanges estimées qui ne seront plus de rang plein. Le problème d’opti-
misation impliquera des matrices mal-conditionnées.

L’estimation des sources est un point crucial. Néanmoins, ajouter n au cortège des incon-
nues à estimer complexifie le problème de séparation.
A notre connaissance, rares sont les travaux qui ont proposédes solutions à l’estimation du
nombre de sourcesn. Récemment, les auteurs de (Bal07) ont proposé d’aborder ce problème
sous l’angle du "minimum description length" (MDL). Une approche classique consisterait
à recourrir à des critères usuels de sélection de modèle tel que AIC (Aka70) ou BIC (Sch78).
De tels critères proposent un compromis entre la complexitédu modèle (ici le nombre de
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F. 4.14: Gauche : évolution du critère normalisé sur la matrice de mélange lorsque le nombre

d’itérationsPmax augmente.Abscisses: nombre d’itérations.Ordonnées :critère norma-
lisé sur la matrice de mélange. Le nombre de sources varie comme suit : trait continu :
n = 2, trait discontinu :n = 5, symbole(�) : n = 10, symbole(◦) : n = 15. Droite : .
temps de calcul lorsque le nombre de sources croît.Abscisses: numbre de sources.Or-
données :temps de calcul en secondes. Le nombre d’itérations varie comme suit : trait
continu :Pmax = 10, trait discontinu :Pmax = 100, symbole(◦) : Pmax = 1000.

sources) et la capacité du modèle à représenter les données.
Dans ce paragraphe, nous proposons une étude préliminaire de l’estimation du nombre de
sourcesn au sein du cadre GMCA. Nous supposerons que les donnéesX ne sont pas per-
turbées par du bruit.

Pour un nombre de sources fixép < n (où n est le "vrai" nombre de sources), le pro-
blème soulevé par l’ACMP consiste à résoudre le problème suivant :

min
A,α

∣

∣

∣ColDim(A)=p

‖α‖1 s.c. ‖X − AαΦ‖F < ε . (4.47)

où ColDim(A) est le nombre de colonnes de la matriceA. Estimer le nombre de sources
conjointement à la matrice de mélange et aux sources consisterait alors à chercher la solu-
tion du problème suivant :

min
p



















min
A,α

∣

∣

∣ColDim(A)=p

‖α‖1 s.c. ‖X − AαΦ‖F < ε



















. (4.48)

NotonsPp,ε le problème de l’équation (4.47). De façon intéressante, sip < n, il existe une
valeur minimaleε?(p) pour laquelle siε < ε?(p), le problèmePp,ε n’a aucune solution.
Pour une valeur fixéep < n, la valeur minimaleε?(p) est atteinte en particulier en approxi-
mant les donnéesX avec sesp premiers vecteurs singuliers.
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Ainsi, pour p < n, ε?(p) est toujours non nul puisque les données sont confinées dansun
sous-espace de dimensionn. En conséquence, lorsquep = n, le problèmePn,ε a au moins
une solution pourε = ε?(n) = 0.
Au final, il est envisageable d’estimer conjointement la matrice de mélangeA, les sources
S et le nombre de sourcesn par le biais d’une approche constructive. Nous proposons en
effet de rechercher la solution de chacun des problèmePp,ε pour des valeurs croissantes de
p ≥ 1 pourε = ε?(p). Puisque l’algorithme GMCA peut fournir une solution approchée
àPp,ε?(p) pour une valeur dep fixée, nous proposons d’adapter l’algorithme GMCA pour
l’estimation du nombre de sourcesn comme suit :

Tant que ‖X − AαΦ‖F > 0 et p ≤ m :

1- Incrémenter la valeur de p en ajoutant une nouvelle colonne à A - cette
étape est décrite ci-dessous.

2- Résoudre Pp,ε?(p) en utilisant l’agorithme GMCA pour la valeur p fixée :

min
A,α

∣

∣

∣ColDim(A)=p
‖α‖1 s.c. ‖X − AαΦ‖F < ε?(p) .

Le rôle de l’algorithme GMCA : L’algorithme décrit précédemment recherche une suite
de solutions aux problèmesPpi ,εi pour une suite de valeurs{pi}i. Idéalement une estimation
optimale devrait fournir les valeurs{i, ε?(i)}i=1,··· ,n des solutions dePi,ε?(i) conduisant à la
valeur optimaleε?(n) = 0 pour i = n. Malheureusement, cette suite optimale est difficile à
obtenir en pratique : la suite optimale{i, ε?(i)}i=1,··· ,n est inconnuea priori. Heureusement,
pour une valeur dep fixée, le processus de seuillage décroissant dans l’algorithme GMCA
(Etape 2 de l’algorithme précédent) pourrait permettre d’accéder aux solutions proches de
celles dePp,ε?(p). En effet, dans le cadre de l’algorithme GMCA, il existe une application
bijective entre les valeurs deε de l’équation (4.47) et le seuilγ utilisé dans GMCA de
sorte que ces deux approches ont des solutions équivalentes. Evidemment, lorsqueε → 0
alorsγ→ 0. Ainsi, en pratique, pour une valeur fixée dep, faire tendre le seuil vers 0 dans
l’algorithme GMCA devrait conduire à une solution approchée du problèmePp,ε?(p).
Ainsi l’étape 2 de l’algorithme précédent est effectuée en calculant les estimées deA et
S= αΦ pour p fixé avec GMCA et avec pour seuil finalγmin = 0.
Notons au passage que la suite optimale{i, ε?(i)}i=1,··· ,n peut être calculée par avance. En
effet, pour un nombre de sources fixép = i, l’erreur d’approximation optimale est obtenue
en projetant les données sur le sous-espace de dimensionp généré par lesp vecteurs sin-
guliers liés auxp valeurs singulières les plus significatives deX. Ainsi, une décomposition
en valeurs singulières deX pourrait être effectuée au préalable pour déterminer la suite des
valeurs optimales{i, ε?(i)}i=1,··· ,n. Ce raisonnement ne serait plus valable en présence de
bruit.
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Augmentation du nombre de composantes : Dans l’algorithme décrit précédemment,
l’étape 1 conduit à l’ajout d’une colonne supplémentaire à la matrice de mélange courante
A. Le choix le plus simple consiste à choisir cette nouvelle colonne aléatoirement. Néan-
moins, des choix plus astucieux sont envisageables :

– Orthogonalité : si la matrice de mélange est supposée orthogonale, la nouvelle co-
lonne peut être choisie orthogonale au sous-espace généré par les colonnes deA avec
ColDim(A) = p− 1.

– Spectres connus :si un ensemble de spectres est connua priori, la nouvelle colonne
peut être chosie parmi les spectres encore non utilisés. Ce spectre peut en particulier
être choisi en fonction de sa cohérence avec le résidu. DéfinissonsA comme l’en-
semble de spectres{ηl ∈ A}l=1,··· ,Card(A) etAc l’ensemble des spectres non encore
utilisés (i.e. les spectres qui n’ont pas été choisis précédemment), alorsla p-ème co-
lonne deA peut être choisie comme suit :

ηl? = Argmax
ηl∈Ac

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∑

k=1

1

‖ηl‖2`2
ηTl [X − AS]k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, (4.49)

où [X − AS]k est lak-ième colonne deX − AS.
Tout autre informationa priori peut être mise à profit pour une composition judicieuse de
A.

Une expérience préliminaire

Dans cette expérience, les données sont le mélange den sources. Les entrées deS ont
été générées aléatoirement (i.i.d.) suivant une distribution Laplacienne de précisionµ = 1
(Φ = I ). Les éléments de la matrice de mélange sont tirés aléatoirement i.i.d. suivant une
distribution gaussienne centrée de variance 1.
L’expérience préliminaire suivante compare l’ACP vu commeune méthode de sélection
de sous-espace classique et l’algorithme GMCA adapté au casoù le nombre de sources
est inconnu. En l’absence de bruit, seules lesn valeurs propres fournies par l’ACP sont
non nulles. L’ACP fournit ainsi le nombre correct de sources. Dans cette expérience, le
nombre d’observations estm= 64. Chaque observation possèdet = 256 entrées. Le nombre
de sourcesn varie de 2 à 20. La figure 4.15 montre le nombre de sources estimées par
GMCA en fonction du nombre exact de sources. Chaque point a été calculé à partir de
25 réalisations différentes des données. Pour chacune de ces réalisations, GMCAestime
correctement le nombre exact de sources.
La figure 4.16 propose une comparaison des performances de l’ACP et de GMCA en terme
de qualité de séparation. Dans cette expérience, le nombre d’observations estm = 128.
Chaque canal possèdet = 2048 entrées. Le graphique en haut de la figure 4.16 montre le
RSB moyen en dB des sources estimées. Ainsi les sources estimées par GMCA sont bien
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F. 4.15: Estimation du nombre de sources avec GMCA- Abscisses :nombre de sources réel.
Ordonnées :Nombre de sources estimée avec GMCA. Chaque point est calculé comme
la moyenne de 25 réalisations.

plus proches des sources exactes que celles fournies par uneACP. Si l’on définit le critère
en norme‖.‖1 suivant :

C1 =

∑n
i=1

∥

∥

∥aisi − ãi s̃i

∥

∥

∥

1
∑n

i=1

∥

∥

∥aisi

∥

∥

∥

1

, (4.50)

où∼ caratérise les paramètres estimés.C1 quantifie une divergence en terme de parcimonie
entre les sources et les sources estimées. Le graphique au bas de la figure 4.16 représente
l’évolution du critèreC1 lorsque le nombre de sources varie. Comme prévu l’algorithme
GMCA fournit des sources bien plus parcimonieuses que celles obtenues par ACP.
Ainsi, l’adaptation proposée de l’algorithme GMCA pour l’estimation conjointe de la ma-
trice de mélangeA, des sourcesS et du nombre de sourcesn permet d’obtenir le nombre
correct de source au même titre que l’ACP. De façon intéressante, au-delà de l’estimation
du nombre de sources, GMCA apporte des solutions au problèmede SSA satisfaisantes car
elle met à profit les informationsa priori disponibles pour les sources (ici leur parcimonie).
Par la suite il sera intéressant d’étudier le comportement de GMCA pour l’estimation du
nombre de composantes en particulier dans le cas où les données sont bruitées.
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F. 4.16: GMCA (points) versus PCA (trait continu) - Abscisses :nombres de sources.Ordon-
nées - Haut :RSB en dBBas :critère de parcimonieC1. Chaque point est calculé à partir
de 25 réalisations.
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Chapitre 5

Extension à l’analyse de données
hyperspectrales

A  cours des chapitres précédents, les problèmes de séparation de sources en aveugle ont
été approchés dans leur généralité. Plus précisément, les techniques de SSA gagnent

à être adaptées au traitement de données auxquelles elles sont appliquées. Un contexte,
certes encore vaste, où la séparation aveugle de composantes est d’importance est celui de
l’analyse de données hyperspectrales. Dans ce cadre particulier, les spécificités des données
sont nombreuses. Dans ce chapitre, nous exposons une extension du cadre de l’Analyse
en Composantes Morphologique Généralisée (GMCA) au cas de la séparation de sources
hyperspectrales. Cette extension s’effectuera via l’introduction d’informationsa priori adé-
quates sur la matrice de mélange.
Afin d’éviter toute ambiguïté, nous supposerons que les données hyperspectrales sont ca-
ractérisées par deux aspects importants :

1. Grande dimension :Le nombre d’observationsmen imagerie hyperspectrale est im-
portant (typiquement plusieurs dizaines à plusieurs centaines). En conséquence, les
données hyperspectrales sont des données de grandes dimensions.

2. Interprétation physique de la matrice de mélange :le nombre potentiellement im-
portant de canaux nous fournit un échantillonnage d’une grandeur spectrale physique
(longueur d’onde. . . etc). Ces spectres physiques sont le plus souvent des "mélanges"
de spectres (par exemple des spectres d’absorption) dont larégularité entraîne une
structure forte. C’est cette structure ou morphologie spectrale que nous proposons de
mettre à profit pour la séparation de sources en aveugle.
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5.1 Morphologies spatiales et spectrales

5.1.1 Modélisation de l’information spectrale

Intuitivement, l’application de méthodes de séparation decomposantes à des données
hyperspectrales (par exemple en imagerie hyperspectrale)est motivée par le souhait d’ex-
traire des composantes interprétables physiquement. Prenons l’exemple de l’imagerie hy-
perspectrale d’une zone urbaine ; le cube de données obtenu est composé de plusieurs cli-
chés (sur des bandes de longueur d’onde différentes) d’un champ d’observation pouvant
contenir des bâtiments dont le matériau (béton, brique ...)n’aura pas la mêmesignature
spectraleque le gazon, le bitume ou l’eau du fleuve situé non loin. En conséquence, l’ob-
jectif d’une analyse en composantes pour cette catégorie dedonnées est l’extraction de
composantes admettant dessignatures spectralespropres.
Dans le modèle de mélange, chacune des sources{sk}k=1,··· ,n est liée à une signature spec-
trale distincteak.
Rappelons que l’élément essentiel de la séparation de sources en aveugle est la mise en évi-
dence de la diversité présentée par les sources. La particularité des données hyperspectrales
est qu’elles sont le siège d’une double source de diversité :

1. Diversité spatiale :de façon analogue aux développements déjà présentés pour lasé-
paration de sources en aveugle, les sources sontmutuellement parcimonieuses1 dans
une dictionnairespatialΦ.

2. Diversité spectrale :les sources hyperspectrales admettent non seulement des mor-
phologies spatiales différentes mais également des morphologies spectrales distinctes
(diversité morphologique au sens large définie au Chapitre 1). Nous supposerons en
particulier que les signatures spectrales des différentes composantes présentent une
représentationmutuellement parcimonieusedans undictionnaire spectralΠ.

Ainsi, l’Analyse en Composantes Mutuellement Parcimonieuses de données hyperspec-
trales est équivalente à une décomposition du cube de données X en une combinaison
linéaire den matrices de rang 1

{

Xk = aksk

}

k=1,··· ,n avec l’informationa priori que cha-
cune des matrices admet une représentation parcimonieuse dans le dictionnairemulticanal
Π ⊗Φ.

Dans le cas non bruité, la SSA peut être abordé sous l’angle d’une décomposition Ma-
trice de mélange - Sources impliquant undécouplagefort entre la matrice de mélange
et les sources. La tâche de séparation consiste alors en l’estimation de deux paramètresA
et S dont le seul lien est l’adéquation aux donnéesX = AS. Néanmoins, un tel décou-
plage ne peut être qu’apparent : preuve en est l’irrémédiable indétermination du produit
AS = APP−1S où P est une matrice inversible quelconque. Une autre difficulté est celle de

1Voir Chapitre 1 et 2.
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l’asymétrie du traitement deA et S. Alors même que ces deux paramètres jouent des rôles
en tous points symétriques :

X = AS←→ XT = STAT (5.1)

la séparation de sources en aveugle classique provoque une rupture de symétrieen mo-
délisant uniquement les sourcesS. Le traitement des données hyperspectrales permet de
rétablir cette symétrie entre les paramètresS et A. En effet, dans ce contexte précis, les
données peuvent être interprétées comme une combinaisons linéaire den matrices de rang
1. Cette différence qui pourrait paraître formelle voire superficielle ason importance. Ainsi,
le coupleaksk est intimement lié : i) d’une part, la composantessk n’a pas nécessairement
de sens physique au sens où elle n’est pas liée à une grandeur physique ; ii) d’autre part, la
grandeur interprétable physiquement est bien le produitaksk. Dès lors, il n’y a donc plus
lieu de traiter de manière asymétrique les paramètres spectraux et spatiaux.
Notons que cette symétrie est rarement mise en valeur. Citons néanmoins les travaux d’Hy-
varinen (HK02), Stone (Sto77) et Hoyer (Hoy04).

Par la suite, nous ferons les hypothèses suivantes :

– Le bruit : le terme de bruit additifN sera tel que chacune des entrées sera générée
indépendamment selon une distribution gaussienne centréede matrice de covariance
ΣN.

– Le dictionnaire multicanal : du fait de la grande taille potentielle des données, il
sera difficile de manipuler des dictionnaires multicanaux redondants. Nous suppose-
rons queΦ etΠ sont des matrices orthogonales liées à des bases orthogonales deRt

etRm respectivement.

– Les composantes :comme indiqué auparavant,les composantes hyperspectrales
seront définies comme la matriceXk = aksk. Nous ferons l’hypothèse qu’elles ad-
mettent une représentation parcimonieuse dans la base multicanaleΠ ⊗ Φ. Par sy-
métrie du traitement des paramètres spectraux et spatiaux,nous choisissons une loia
priori jointe sur le produit de ces deux termesXk = aksk. En définissant :

νk = skΦ
T (5.2)

ηk = ΠTak (5.3)

On obtient :
Xk = ΠαkΦ = Πη

kνkΦ = aksk (5.4)

oùαk est une matrice de rang 1. L’informationa priori de parcimonie des paramètres
νk et ηk est modélisée sous la forme du choix d’une distribution jointe définie en
fonction de leur produit :

p(ηk, νk) = p(ηkνk) ∝ exp(−γ‖ηkνk‖1) ∝ exp(−γ
∑

i, j

|ηk[i]ν j [k]|) (5.5)
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Cette distributiona priori garantit la symétrie du modèle de sources et l’invariance
par changement d’échelle.

L’estimation des paramètres{ηk, νk} au sens d’un maximuma posteriori (MAP) s’obtient
alors comme suit :

min
{ηk,νk}

γ

n
∑

k=1

‖ηkνk‖1 +
1
2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

X −
n

∑

k=1

ΠηkνkΦ

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

F,ΣN

(5.6)

qui peut également s’écrire sous la forme suivante :

min
{αk}
γ

n
∑

k=1

‖αk‖1 +
1
2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

X −
n

∑

k=1

Xk

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

F,ΣN

avec Xk = ΠαkΦ et ∀k, rang(Xk) = 1 (5.7)

Ces deux problèmes étendent donc l’ACMP (ici sous forme relaxée) à la séparation de
composantes hyperspectrales.

5.1.2 L’algorithme HypGMCA

De l’orthogonalité deΦ etΠ, le problème de l’équation (5.6) s’écrit dans le domaine
transformé comme suit :

min
{ηk,νk}

n
∑

k=1

γ‖ηkνk‖1 +
1
2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

X −
n

∑

k=1

ΠηkνkΦ

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

F,Σ′N

(5.8)

oùαX = Π
TXΦT est composé de la projection des données dans le dictionnaire multicanal

Ψ et Σ′N = Π
TΣNΠ est la matrice de covariance du bruitN dans la base multicanaleΨ.

Par souci de simplicité, nous choisissonsΣN = σN
2I et nous effectuons le changement

de paramétrisationγ ← γσ2
N. Ainsi, si l’on définitη la matrice de taillem× n comme la

concaténation en colonne des signatures spectrales{ηk}k=1,··· ,n et ν la matrice de taillen× t
formée par la concaténation en ligne des sources{νk}k=1,··· ,n, le problème précédent peut
être reformulé comme suit :

min
{ηk,νk}

γ

K
∑

k=1

‖ηkνk‖1 +
1
2
‖αX − ην‖2F (5.9)

De façon analogue aux développements conduisant à l’algorithme "rapide" GMCA, nous
proposons de résoudre le problème précédent par le biais d’un algorithme de Landweber
projeté (voir Chapitre 4).

Estimation des signatures spectrales

En supposant les sourcesν fixées, le problème à résoudre est le suivant :

min
{ηk}
γ

K
∑

k=1

‖ηkνk‖1 +
1
2
‖αX − ην‖2F (5.10)
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La forme générale de l’itération de mise à jour deη est la suivante :

η(+) = Sγ
(

η(−) −
(

αX − η(−)ν
)

Rη

)

(5.11)

oùRη est une matrice de relaxation qui tend à orienter la direction du gradient. Cette matrice
de relaxation doit être telle que le rayon spectral de la matrice I − Rη soit borné au-dessus
par 1. Nous adoptons de fait le choix suivant dont l’intérêt est de faire apparaître le hessien
du terme quadratique de l’équation 5.10 :

Rη = ν
T
(

ννT
)−1

(5.12)

conduit ainsi à l’équation de mise à jour suivante :

η(+) = Sγ
(

η(−) −
(

αX − η(−)ν
)

νT
(

ννT
)−1

)

(5.13)

Cette dernière équation se simplifie comme suit :

η(+) = Sγ
(

αXν
T
(

ννT
)−1

)

(5.14)

qui s’interprète aisément comme une version seuillée (subissant l’opérateur de seuillage
Sγ) de l’estimateur deη au sens des moindres carrés. Notons également que cet opérateur
de seuillageSγ agit sur chacune des colonnes deη avec un seuilγk définit comme suit :

∀k = 1, · · · , n; γk = γ
‖νk‖`1
‖νk‖2`2

(5.15)

Estimation des sources

En supposant les sourcesη fixées, le problème à résoudre est le problème symétrique
suivant :

min
{νk}

K
∑

k=1

γ‖ηkνk‖1 +
1
2
‖αX − ην‖2F (5.16)

La forme générale de l’itération de mise à jour deη est la suivante :

ν(+) = Sγ′
(

ν(−) − Rν

(

αX − ην(−)
))

(5.17)

La matrice de relaxationRν doit être telle que le rayon spectral de la matriceI − Rν doit
être borné au-dessus par 1. Nous adoptons le choix suivant :

Rν =
(

ηTη
)−1

ηT (5.18)

formule qui conduit ainsi à l’équation de mise à jour suivante :

ν(+) = Sγ′
(

(

ηTη
)−1

ηTαX

)

(5.19)
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qui s’interprète aisément comme une version seuillée (subissant l’opérateur de seuillage
Sγ′) de l’estimateur deη au sens des moindres carrés. Notons également que cet opérateur
de seuillageSγ′ agit sur chacune des lignes deν avec un seuilγ′k définit comme suit :

∀k = 1, · · · , n; γ′k = γ
‖ηk‖`1
‖ηk‖2`2

(5.20)

En conclusion, l’algorithme d’extension de GMCA au traitement des données hyperspec-
trales intitulé HypGMCA est le suivant :

1. Fixer le nombre d’itérations Pmax ainsi que le seuil γ(0)

2. Transformation des données X en αX

3. Tant que γ(h) est supérieur au seuil final γmin,
– Mise à jour de ν en supposant η fixé :
ν(h+1) = S

γ(h)
k

(

(ηtη)−1ηtαX

)

– Mise à jour de η en supposant ν fixé :
η(h+1) = Sγ′k(h)

(

αXν
t(ννt)−1

)

– Décroissance du seuil γ(h).
4. Arrêt lorsque γ(h) < γmin.
5. Transformer les estimées η et ν en A et S

5.1.3 Comparaison avec GMCA

Données hyperspectrales : comparaison avec GMCA

En accord avec le modèle de mélange, les donnéesX sont modélisées comme une com-
binaison linéaire den sources. Dans cette expérience de principe, les sources sont tirées au
hasard parmi un ensemble de 32 images de taille 128×128 apparaissant sur la figure 5.1. Le
nombre de sources estn = 5. Les spectres sont générés aléatoirement de sorte que chacun
de leurs échantillons esti.i.d. suivant une Laplacienne de paramètreµ = 1 dans une base
orthogonale d’ondelettes. Le nombre de canaux estm = 128. De plus, un bruit gaussien
additif centré et blanc de matrice de covarianceΣN = σ

2
NI est ajouté aux données.

Nous allons tout d’abord comparer l’algorithme GMCA original avec son extension aux
données hyperspectrales. Nous proposons d’évaluer la robustesse de chaque méthode au
bruit pour des RSB variant de 0 à 40 dB. La figure 5.2 montre 6 des128 canaux brui-
tés pour lesquels RSB= 20dB. Les deux algorithmes ont été appliqués aux données avec
100 itérations. Les représentations sont les suivantes : curvelets pourΦ et DWT pourΠ .
Sur la figure 5.3 sont représentées les sources estimées par GMCA (images de gauche) et
HypGMCA (images de droite). Visuellement, l’algorithme HypGMCA semble apporter de
meilleurs résultats. Plus quantitativement, la figure 5.4 montre l’évolution du critèreCA

lorsque le RSB varie de 0 à 40dB. Il est donc clair que la prise en compte de la double
contrainte de parcimonie : spatiale et spectrale conduit à une estimation deA etSbien plus
précise et robuste vis-à-vis du bruit.
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F. 5.1: Ensemble d’images utilisées lors des expérimentations.

Comportement en grandes dimensions

Intuitivement, à nombre d’échantillonst et d’observationsm fixés, l’augmentation du
nombre de sources devrait rendre le problème de séparation de sources plus difficile ; le
nombre de "paramètres" à estimer grandissant avecn. Une modélisation plus fine des don-
nées telle qu’elle est faite dans HypGMCA devrait apporter plus de robustesse en grande
dimension (i.e. ici grande dimension signifiant nombre de sources élevé).
A cette fin, nous proposons une expérience de principe unidimensionnelle. Les entrées de
S sont i.i.d. suivant une loi Laplacienne de paramètreµ = 1 (Φ est la base canonique).
Les entrées de la matrice de mélange sont égalementi.i.d. suivant une loi Laplacienne de
paramètreµ = 1 (Π est la base canonique). Les données sont contaminées par un bruit
additif gaussien centré, blanc et de variance 1. Le nombre d’échantillons estt = 2048 ; le
nombre de canaux estm= 128. La figure 5.5 montre une comparaison entre GMCA et son
extension au cadre des données hyperspectrales. Chaque point est la moyenne de 100 tests
indépendants. Le graphique de gauche de la figure 5.5 illustre l’évolution du RSB lorsque
le nombre de sources varie de 2 à 64. Lorsque le nombre de sources est faible, l’apport de
la contrainte de parcimonie spectrale est certes faible mais positif. A mesure que le nombre
de sources croît, les solutions de HypGMCA sont plus robustes que celle de GMCA. Par
exemple, pourn = 64, l’algorithme HypGMCA dépasse (en terme de RSB) l’algorithme
GMCA de 12dB. Le graphique de droite de la figure 5.5 montre le comportement des deux
algorithmes en terme de critère de parcimonieC`1. Comme prévu, la contrainte de parcimo-
nie spectrale conduit effectivement à une solution plus parcimonieuse et ceci d’autant plus
que le nombre de sources devient important.
Au vu de ces expériences, l’ajout d’une contrainte spectrale est profitable à plus d’un titre :
i) une meilleure stabilité de l’algorithme au bruit, ii) uneplus grande robustesse lorsque la
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F. 5.2: Six mélanges de taille 128× 128 parmi les 128 canaux. Le RSB est de 20dB.

dimension du problème croît (i.e. le nombre de sources).

5.2 Application à l’extraction de composantes physiques à par-
tir de données hyperspectrales réelles

Dans cette section, nous proposons les résultats préliminaires de l’application de l’algo-
rithme HypGMCA à l’extraction de composantes dans des données hyperspectrales réelles.

5.2.1 Données Mars Express

Nous proposons d’appliquer l’algorithme HypGMCA à l’extraction des composantes
de glace d’eau et de dioxyde de carbone dans des données hyperspectrales de la calotte
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polaire martienne. Ces données2 ont été obtenues par la sondeMars Express3 et plus par-
ticulièrement à partir de l’instrument OMEGA (Observatoire pour la Minéralogie, l’Eau,
les Glaces et l’Activité). OMEGA possède une résolution spatiale allant de 4 à 300 km.
Les données utilisées ont été capturées dans le proche infrarouge. Les données hyperspec-
tral que nous allons analyser sont constituées de 128 canauxdont les fréquences varient
dans l’intervalle

[

0, 93µm− 2, 73µm
]

avec une résolution de 0, 013µm. Ces données ont été
calibrées de sorte que chaque pixel quantifie une valeur deréflectance(définie comme le
rapport entre l’irradiance en chacun des pixels et l’irradiance solaire au sol). L’une des prin-
cipales difficultés associées au traitement des données hyperspectrales réside dans le peu de
validité du modèle de mélange. Les composantes d’intérêt font l’objet de mélanges non-
linéaires (faible résolution spatiale, effets atmosphériques,. . . etc). Néanmoins, il peut être
intéressant (voir (MHS+08)) de considérer un modèle de sources mettant à profit de mul-
tiples informationsa priori : parcimonie spatiale des sources, parcimonie de leurs spectres,
positivité des sources, etc.
Dans l’expérience qui va suivre, certains canaux extrêmement bruités ont été mis de côté de
sorte queX est formé de 117 canaux ; chacun étant une image de taille 872×128 pixels. La
figure 5.6 présente 4 de ces 117 canaux pour des fréquences variant de 1, 38µm à 2, 4µm.

Hypothèses Nous avons effectué la recherche de 10 sources. L’algorithme HypGMCA a
été utilisé avec les contraintes suivantes :

– Parcimonie spatiale des sources :on peut tout à fait supposer que les composantes
H2O etCO2 (celles que nous serons aptes à caractériser) possèdent unemorphologie
spatiale parcimonieuse dans une base d’ondelettes orthogonale.

– Parcimonie des spectres :les spectres d’intérêt sont structurés (spectres d’absorp-
tion/émission) de sorte qu’on les supposera parcimonieux dans une base d’ondelettes
orthogonale.

– Positivité des sources :on fera l’hypothèse que les sources à estimer sont positives.
Dans l’algorithme HypGMCA, cette contrainte de positivitéest obtenue par projec-
tion à chaque itération deSsur le cône des vecteurs à entrées positives.

Le nombre d’itérations est fixé àPmax= 250.

5.2.2 Résultats préliminaires

Parmi les 10 sources estimées, les plus corrélées avec les spectres de référence des
glaces deH2O etCO2 ont été identifiées. La figure (5.7) présente les résultats obtenus pour

2A ce titre, je tiens à remercier O. Forni pour nous avoir gracieusement fourni ces données ainsi que les
spectres de référence.

3Voir www.esa.int/marsexpress.
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la glace deCO2. L’image de gauche est la sourceCO2 estimée (image extraite de taille
256× 128). Visuellement, la glace deCO2 est concentrée spatialement autour du pôle en
accord avec les résultats de (JMS07; MHS+08). Le graphique de droite présente le spectre
de glace deCO2 de référence (ligne continue) ainsi que le spectre estimé. Compte tenu des
non linéarités non modélisées des mélanges réels, l’adéquation du spectre estimé au spectre
de référence est assez remarquable.
La figure 5.8 présente des résultats identiques pour la glaced’eau. L’interprétation du com-
portement spatial de la source est plus difficile à caractériser. La glace d’eau semble présente
entre différents interstices présents à la surface. Du point de vue du spectre, le spectre es-
timé est remarquablement similaire au spectre de référencepour des fréquences supérieures
à 1µm.
Il serait intéressant de continuer l’étude sur différents points :

– Plus large spectre :de façon comparable à l’étude présentée dans (MHS+08), la
même portion de la calotte polaire martienne a été observée sur la bande 2, 55 -
5, 11µm en 128 canaux de résolution de 0, 020µm. L’utilisation jointe de ces deux
jeux de données serait effectivement intéressante.

– Approche semi-aveugle :ces résultats ont été obtenus en aveugle. Il peut également
être extrêmement intéressant d’adopter une approche semi-aveugle en contraignant
en partie les spectresH2O etCO2.

– Interprétation des spectres :nous n’avons présenté que 2 des 10 composantes esti-
mées par HypGMCA. A titre indicatif, aucune des 8 autres sources ne présente des
caractéristiques spectrales proches des glaces deCO2 et H2O. Il serait donc pas-
sionnant d’approfondir l’interprétation de ces composantes ; ceci n’a pas pu être fait
jusqu’à présent et fera l’objet d’une prochaine étude.
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F. 5.3: figures de gauche :sources estimées avec la version originale (i.e. sans contrainte spec-
trale) de GMCA.figures de droite :sources estimées avec HypGMCA.
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F. 5.6: De gauche à droite :observations Mars Express pour les fréquences 1, 38 - 1, 75 - 1, 94 et
2, 41µm.
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F. 5.7: Image de gauche :source de glace deCO2 estimée.Graphique de droite - ligne conti-
nue : spectre de référence de la glace deCO2. Symbole• : spectre estimé.
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Chapitre 6

Application aux données Planck

E vue du lancement durant le premier semestre de l’année 2009 de la mission spatiale
Planck de l’Agence Spatiale Européenne (ESA), cette partiefait l’objet de l’applica-

tion de la séparation de sources en aveugle à la séparation decomposantes astrophysiques.
Ce projet d’envergure aura en particulier pour objectif l’étude du fond diffus cosmologique.
Celui-ci constitue l’une des clefs de voûte des théories actuelles d’expansion de l’Univers ;
il est donc l’un des éléments auxquels les cosmologistes portent une grande attention. Après
une présentation du contexte scientifique du projet Planck,nous verrons comment l’Ana-
lyse en Composantes Morphologiques Généralisées peut êtreétendue pour l’extraction de
composantes astrophysiques. Les résultats que nous présentons seront essentiellement liés
à l’estimation du fond diffus cosmologique.
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6.1 Les données CMB : contexte et enjeux

6.1.1 Fond diffus cosmologique

Le fond diffus cosmologique (Cosmological Microwave Background - CMB)est consi-
déré par les cosmologistes comme l’une des clefs de voûte desthéories actuelles de l’ex-
pansion de l’Univers (théorie du Big Bang). Le CMB1 est le reliquat du rayonnement le
plus ancien (d’où son appellation traditionnelle de "rayonnement fossile"). Selon la théorie
du Big Bang, le fond diffus cosmologique est la trace du passage rapide de l’état opaque
(lié à une forte ionisation de l’Univers) à transparent de l’Univers. Cet évènement dont le
déroulement serait daté de 3.105 − 4.105 années après le Big Bang constitue donc la "lu-
mière" la plus ancienne observable actuellement. Elle revêt une importance capitale pour
les cosmologistes puisque le comportement très particulier du CMB est riche d’enseigne-
ments.
La théorie du Big Bang prévoit que le fond diffus cosmologique soit un champ d’émission
isotrope gaussien caractérisé par son spectre de puissance. Spectralement2, le CMB se com-
porte comme un corps noir dont la température est de l’ordre de 2, 735K.
Cette prévision fait du CMB un signal apparemment simple mais riche d’informations pour
les cosmologistes. Le rayonnement CMB observé par Planck sera mesuré sur une sphère
dont l’observateur est le centre. Dans ce cas, le CMB est un champ gaussien caractérisé
par son spectre de puissance en harmoniques sphériques3. Mathématiquement, la matrice
de covariance du CMB dans l’espace des harmoniques sphériques est diagonale ; celle-ci
est appelée spectre de puissance. Ce dernier est une fonction de l’échelle angulairel (équi-
valent de la fréquence sur la sphère) :C (`). La figure 6.1 montre le spectre théorique du
CMB normalisé ainsi que différentes mesures effectuées par les dernières missions de me-
sure du CMB. On peut observer sur la figure 6.1 que le spectre depuissance du CMB pré-
sente une série d’oscillations (appelées "modes accoustiques"). Les caractéristiques de ces
différents modes (position et amplitude) permettent en particulier d’apporter des contraintes
sur les paramètres cosmologiques intervenant dans les modèles d’expansion (voir (LR05)).
L’estimation du CMB et en particulier de son spectre de puissance est ainsi cruciale pour
contraindre les modèles de Big Bang qui décrivent l’évolution de l’Univers.

6.1.2 Mission spatiale Planck

Au cours du premier semestre de l’année 2009, une nouvelle mission d’observation
du CMB sera lancée : la mission Planck de l’Agence Spatiale Européenne (ESA)4. Cette
mission fait suite à une série de missions spatiales (COBE, WMAP) qui ont déjà apporté
de nombreuses informations sur le CMB (Jun96). La dernière de ces missions (WMAP) a

1Observé la première fois par Penzias et Wilson en 1963. Cettedécouverte leur a valu le prix Nobel de
physique en 1978.

2Comportement par bande de fréquences.
3Equivalent de l’espace de Fourier pour la sphère.
4Nous invitons le lecteur à se reporter au sitehttp ://planck.esa.int.
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F. 6.1: Spectre de puissance théorique du CMB et mesures issues des dernières missions d’obser-
vation (issu de (Hin06)).

ainsi confirmé la théorie sur les deux premiers modes du spectre de puissance du CMB.
WMAP apporte des observations du ciel entier (sphère entière) jusqu’à une résolution de
15 arcminutes sur 5 canaux dont les fréquences varient de 20 à90 GHz. Le défi porté par
Planck est l’observation du ciel à une résolution plus fine (allant jusqu’à 5 arcminutes) sur
9 canaux de 30 à 857 GHz.
Outre le fond diffus cosmologique, chaque canal Planck capturera différentes composantes
astrophysiques (BG99) que nous allons décrire par la suite.

Fond diffus cosmologique

Les connaissances actuelles du fond diffus cosmologique sont les suivantes :

– Loi d’émission : sous l’angle de la modélisation de données multicanales, l’émission
de fond diffus cosmologique à la fréquenceν, xcmb

ν est le produit de la carte des fluc-
tuations du CMB∆Tcmb (indépendante deν) et d’une loi d’émission définie comme
la dérivée de celle d’un corps noir à la température du CMB5 (T̄ ' 2, 735K) :

xcmb
ν = ∆Tcmb

[

∂Bν(T)
∂T

]

T=T̄
(6.1)

De sorte que la composante CMBXcmb contenue dans les donnéesX peut s’écrire
sous la forme d’une composante de rang 1, dans un modèle de fluctuations linéaires

5Par la suite, les données seront manipulées en température d’antenne.
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autour deT̄. En d’autres termes, le CMB est présent dans les donnéesX sous la forme
d’un mélange parfait dont la colonne de mélange sera supposée connue :

acmb=

[[

∂Bν(T)
∂T

]

T=T̄

]

ν=
{

30,· · · ,857GHz
}

(6.2)

La source correspondante,scmb= ∆Tcmb sera définie comme la carte des fluctuations
de température du fond diffus cosmologique. Notons que cette loi d’émission prévue
par la théorie est validée par les observations CMB antérieures : spatiales telles que
COBE et WMAP ou des sondes atmosphériques telles que Boomerang et Archeops.

– Stationnarité et caractère gaussien :la carte de fluctuation de température que l’on
noterascmb est, en théorie, un champ gaussien stationnaire entièrement défini par son
spectre de puissanceC(`) dans l’espace des harmoniques sphériques. En réalité, la
recherche de non-gaussianités dans les données du CMB est également réalisée pour
tester certains modèles d’inflation de l’Univers. En l’étatactuel des connaissances sur
le CMB, le caractère gaussien descmb peut être considéré comme vérifié. Les obser-
vations Planck, de part leur résolution, pourraient permettre d’apporter de nouvelles
données pour tester le caractère gaussien du champ de fluctuation de température du
fond diffus cosmologique.

– Spectre de puissance :comme nous l’avons souligné, sous hypothèse du caractère
gaussien du fond diffus cosmologique, le champscmb est statistiquement déterminé
par son spectre de puissance dans l’espace des harmoniques sphériquesC(`). Ce
spectre de puissance (angulaire puisque les données sont définies sur la sphère), est
connu avec une faible erreur pour des valeurs de` pouvant atteindrè = 800 notam-
ment grâce aux données WMAP. Le spectreC(`) sera donc le "paramètre" sur lequel
se portera plus particulièrement notre attention par la suite.

Composantes galactiques

Ces composantes galactiques sont directement liées aux émissions de la voie lactée :

– Emissions Synchrotron : les émissions synchrotron sont provoquées par le mou-
vement en spirale de particules chargées dans un champ magnétique. Dans notre
galaxie, de tels effets sont particulièrement intenses au niveau du centre galactique et
peuvent s’étendre sur de plus hautes latitudes (par convention, l’équateur de la sphère
d’observation). Le cube de données synchrotron est modélisé comme le produit d’un
champ avec une loi d’émission suivant une loi de puissanceν−β pour chaque pixeli
de la sphère :

∀ν; xsync
ν [i] = ssync[i]ν−β

sync[i] (6.3)
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Le cube de données synchrotronXsyncest donc entièrement déterminé par les champs6

ssyncetβsync. Ce dernier champ d’indice spectral fluctue typiquement entre 2.5 et 3.1.
Malheureusement, les émissions synchrotron ne peuvent être modélisées comme une
composante de rang 1 : il n’intervient donc pas comme un mélange linéaire.

– Emission Free-Free :l’émission "Free-Free" provient de l’intéraction d’électrons
libres avec des ions dans le milieu galactique ionisé. Au cours de ces intéractions,
l’énergie perdue par l’électron engendre l’émission d’un photon. En première ap-
proximation, le cube de données "Free-Free" peut être modélisé comme une compo-
sante de rang 1 issue du produit d’un champ de température et d’une loi d’émission
en loi de puissance d’indice spectralβFF ' 2, 15. De sorte qu’à la fréquenceν, la
composante liée au "Free-Free" intervient comme suit :

∀ν; xFF
ν = sFFν−β

FF
(6.4)

– Emissions thermiques de poussières :différents mécanismes peuvent être à l’ori-
gine des émissions de poussières galactiques. La description du rayonnement lié aux
poussières est, à notre connaissance, uniquement effectuée qu’à l’aide d’une loi em-
pirique. La contribution liée aux émissions de poussières est modélisée pour chaque
pixel i de la sphère comme suit :

∀ν; xP
ν [i] ∝

νβ
P[i]

exp(hν/ksP[i]) − 1
(6.5)

oùβP est le champ d’indices spectraux de la loi d’émission supposée varier aux alen-
tours de 2-3. Le champsP est le champ de température dont les fluctuations sont
comprises entre 16 et 18K. Tout comme la composante synchrotron, la composante
de poussière n’intervient pas sous la forme d’un mélange linéaire.

Cette liste de composantes est non exhaustive. En particulier, certains astrophysiciens
supposent l’existence d’une composante d’émissions de poussières dite "anormale" (non
liée à des émission thermiques). Controversée, nous n’évoquerons pas cette composante
par la suite.

Effet "Sunyaev Zel’Dovich"

L’effet Sunyaev Zel’Dovich (effet SZ) est la diffusion compton inverse des photons du
fond diffus cosmologique avec les électrons libres d’un milieu ionisé. Il y a plus précisé-
ment deux types d’effet SZ :

– Effet SZ thermique : l’effet SZ thermique est lié à la diffusion des photons dans un
gaz d’électrons à haute température tels que ceux des amas degalaxies. En première

6Au sens d’une carte sur la sphère.
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approximation, les données de SZ thermique peuvent être modélisées comme une
composante de rang 1 (mélange linéaire) :

Xsz= aszssz (6.6)

– Effet SZ cinétique :l’effet SZ cinétique est lié à la diffusion des photons dans un gaz
d’électrons en mouvement par rapport au CMB. Le SZ cinétiquesuit une loi d’émis-
sion similaire à celle du CMB. De faible amplitude, il est de fait difficile à distinguer
des fluctuations du fond diffus cosmologique. Etant fortement corrélé aux amas de
galaxies, l’estimation du SZ cinétique peut s’effectuer en post-traitement sur la carte
de CMB.

6.1.3 Objectifs

En première approximation, les différentes composantes astrophysiques s’ajoutent li-
néairement au niveau des données :

X = Xcmb+ XS Z+ XFF + Xsync+ XP + XPS + N (6.7)

Nous nous intéresserons principalement à la modélisation des 5 premières composantes.
Hormis ces composantes astrophysiques, les donnéesX sont entachées de sources ponc-
tuelles (galaxies infra-rouge, radio, quasars, etc)XPS ayant chacune leur propre loi d’émis-
sion. Autant dire que la matriceXPS n’est évidemment pas de rang 1. Le termeN modélise
le bruit instrumental.
Chacune des composantes que nous venons d’énumérer revêt unintérêt pour différentes
communautés d’astrophysiciens. Nous avons choisi de nous intéresser plus particulière-
ment à l’extraction du fond diffus cosmologique. Celui-ci est une composante de premier
ordre : selon la théorie du Big Bang, son spectre de puissanceest une source d’information
cruciale sur les paramètres intervenant dans les équationsde Friedmann régissant l’évo-
lution de notre Univers. Par ailleurs, tester la gaussianité ou la non-gaussianité du champ
de fluctuation de température du CMB permet de tester certains modèles d’inflations. Les
objectifs que nous nous fixons seront donc les suivants :

– Estimation de la carte des fluctuations de température du CMB: nous propo-
sons d’appliquer l’algorithme de séparation de sources GMCA pour l’extraction de
la carte de fluctuations de température du CMBscmb. Une estimation correcte du
CMB requiert une décomposition efficace du cube de données : c’est-à-dire l’estima-
tion jointe d’un maximum de composantes galactiques.

– Estimation du spectre de puissance du CMB :la qualité du spectre de puissance
calculé à partir du champscmb estimé sera notre critère de qualité principal.



6.2 Hypothèse du modèle linéaire 109

6.2 Hypothèse du modèle linéaire

Au niveau du processus de séparation des données, la difficulté majeure provient des
composantes de "Poussières" et "Synchrotron" dont le comportement peut être fortement
éloigné de celui d’un mélange linéaire. Une première approche simple consiste à nier l’évi-
dence et à supposer naïvement que ces deux composantes astrophysiques se comportent
comme des mélanges linéaires :

Xsync = asyncssync (6.8)

XP = aPsP (6.9)

Outre sa simplicité, cette approximation peut être considérée comme valable sur certaines
zones de la sphère des données (en particulier les hautes latitudes éloignées des fortes émis-
sions galactiques). En effet, le caractère non linéaire (au sens du mélange) des comporte-
ments des composantes de "Poussières" et de "Synchrotron" est en partie lié aux variations
de βsync, βP et sP. Il s’avère que ces champs varient peu pour des portions du ciel éloi-
gnées du centre galactique. Sur de telles zones, le modèle demélange linéaire est valable
en première approximation. Notons de plus que l’estimationdu CMB (ou d’autres compo-
santes) sur les portions du ciel reste intéressante en particulier pour effectuer des tests de
non-gaussianité.
Par la suite, nous proposons d’appliquer GMCA aux données Planck synthétiques sur des
cartes carrées (modélisant des portions de ciel sur lesquelles l’approximation linéaire est
justifiée) dans la Section 6.2.1.
Le consortium ESA/Planck a mis en place différents groupes de travail (Working Group)
dont l’un (WG2) est dédié à la séparation de composantes. Au sein de WG2, des expéri-
mentations de séparation sont proposées sur des données synthétiques réalistes proches de
celles que Planck devraient fournir. Nous proposons dans laSection 6.3 d’appliquer GMCA
sur de telles données synthétiques.

6.2.1 Modélisation linéaire sur cartes carrées

En première approximation, nous supposerons que les différentes composantes astro-
physiques se mélangent selon un modèle linéaire. Ainsi, l’observation au niveau du détec-
teur i est une combinaison linéaire den composantes{sj} j=1,··· ,n : xi =

∑n
j=1 A[i, j]sj + ni.

Physiquement, les coefficientsA[i, j] quantifient la loi d’émission de la sourcesj dans la
i-ème bande de fréquence de l’instrument. Le termeni modélise le bruit instrumental. Nous
supposerons de plus que la matrice de bruitN (concaténation en colonne des vecteurs lignes
{ni}i=1,··· ,n) est telle que ses éléments sonti.i.d. suivant une distribution gaussien centrée et
de matrice de covarianceΣN diagonale connue.

Les premiers résultats présentés dans l’article (BMS+08) font intervenir un modèle de
mélange particulièrement simple : seuls les 6 canaux Planck(HFI) de 100, 143, 217, 353,
545 et 857 GHz sont utilisés. Chaque canal est modélisé commeune combinaison linéaire
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"réaliste" de 3 composantes : CMB, SZ et Poussière. Ces données ont également fait l’objet
de l’étude présentée dans (MCSD05). Le seul effet instrumental est l’ajout de bruit dont la
matrice de covarianceΣN est diagonale. Chaque entrée de sa diagonaleΣN[i, i] = σ2

i,N est
égale à la variance moyenne du bruit instrumental attendu auniveau dui-ème canal Planck.
Les donnéesX sont des cartes carrées de taille

√
t = 300 pixels correspondant à une zone

de ciel de 12, 5◦. Les données sont représentées sur la figure 6.3. Les composantes initiales
issues de simulations de CMB, SZ et Poussières sont visiblessur la figure 6.2.

Résultats

F. 6.2: Sources simulées - Gauche :CMB. Centre : poussière galactique.Droite : SZ.

F. 6.3: Données simulées Planck/HFI - RSB global (sur les 6 canaux)= 2.7dB

Nous comparons GMCA avec d’autres méthodes déjà utilisées sur des données Planck
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telles que JADE (voir (CS96)) et SMICA (voir (DCP03; MCSD05)). Cette étude propose
en particulier d’évaluer la robustesse des ces différentes méthodes de séparation de sources
en aveugle face au bruit instrumental. Les expériences ont été menées pour 7 valeurs dif-
férentes de RSBglobal variant de 1.7 à 16.7dB de sorte que la matrice de covariance du
bruit ΣN est proportionnelle à la valeur nominale attendue pour Planck. Le RSB global
pour Planck sera de l’ordre de 10dB. Chaque point expérimental a été calculé à partir de 30
réalisations aléatoires de bruit avec des réalisations différentes de CMB, SZ et Poussières
galactiques.
L’algorithme GMCA a été utilisé dans sa version "rapide" après application d’une trans-
formation en ondelettes orthogonale bidimensionnelle surles données. La valeur dePmax

est fixée à 100 itérations. La figure 6.4 montre la moyenne des coefficients de corrélation
des sources originales et de leurs estimées sur les 30 expériences pour différentes valeurs
de RSB global. SMICA a été conçue pour l’extraction de champsgaussiens isotropes ; la
diversité nécessaire à la séparation de sources est fondée sur la diagonalisation jointe par
bande de fréquences (dans le domaine de Fourier) de la matrice de covariance des sources
estimées. Il n’est donc pas étonnant que la carte de CMB soit bien estimée. GMCA tend à
avoir un comportement proche de celui de SMICA pour le CMB. Lacomposante de pous-
sières galactiques est également bien estimée par SMICA et GMCA. La composante SZ
est celle qui s’éloigne le plus des hypothèses du cadre de SMICA ; le SZ est en effet lié à
des amas de galaxies spatialement très concentrés. Là encore, le comportement défaillant
de SMICA est prévisible. En terme de coefficient de corrélation, GMCA présente donc des
performances similaires à SMICA pour le CMB et les poussières ; GMCA se comportant
également correctement pour l’extraction de la composanteSZ.
Comme nous l’avons souligné à maintes reprises, le critère sur la matrice de mélangeCA est
plus sensible aux erreurs de séparation dans un contexte de données bruitées. La dernière
ligne de la figure 6.4 montre l’évolution du critèreCA lorsque la variance globale du bruit
instrumental varie. Ce critère tend à discriminer plus finement ces trois méthodes en faveur
de GMCA.

Contrainte sur la matrice de mélange

Dans une configuration plus réaliste, la séparation n’est que partiellement aveugle. En
effet, la loi d’émission du CMB est celle d’un corps noir à 2, 375◦K. La colonne de la
matriceA correspondant au CMB est de fait extrêmement bien connue. Dans ce paragraphe,
nous montrons qu’il est facile d’ajouter cette contrainte forte dans GMCA. Au cours de
l’expérience proposée, CMB-GMCA est mis au point en contraignant la colonne deA liée
au CMB. La figure 6.5 montre l’évolution du coefficient de corrélation entre les sources
originales et les sources estimées avec et sans informationa priori sur la matriceA. Comme
prévu, l’estimation de la carte de CMB est meilleure lorsquel’information a priori est
ajoutée. Cette amélioration est également perceptible surles autres composantes ; cela n’a
rien d’étonnant : lorsque la colonne deA liée au CMB est fixée, seuls 2/3 des coefficients
deA restent à estimer ; diminuant d’autant la complexité du problème.
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6.3 Application aux données Planck/WG2

6.3.1 Des données réalistes

Les expériences de cette partie ont été réalisées dans le cadre du groupe de travail Planck
dédié à la séparation de composantes (Planck-WG2). Au sein de ces groupes de travail, des
"défis" de séparation de composantes ont cherché à évaluer différentes méthodes de sépara-
tion de composantes sur des données simulées réalistes. Nous présentons ici les 4 meilleurs
résultats parmi 10 laboratoires ayant pris part à la secondesérie de tests de séparation entre
2007 et 2008 (Challenge-2).

Données et effets instrumentaux Les données simulées fournies pour ce test de sépara-
tion sont les 9 canaux Planck dans les bandes de fréquence : 30, 44, 70, 100, 143, 217, 353,
545 et 857 GHz. Ces observations sont celles qui devraient être fournies par le consortium
Planck à l’issue d’une année d’observation. Chaque observation est une carte échantillon-
nées sur la sphère utilisant la pixellisation HEALPix7. Le nombre total de pixels par canal
est t = 50331648. Les 9 canaux Planck fournissent un jeu de données colossal contenant
près de 450 millions de pixels. Les effets instrumentaux modélisés aux niveau des données
WG2/CH2 sont les suivants :

– Bruit instrumental non-corrélé et non-stationnaire : le bruit instrumental au ni-
veau de la carte du ciel reconstruite à partir d’une année d’observation est lié à la
manière dont le ciel est balayé par Planck. Plus précisément, pour le pixelk du canal
i, la contributionN[i, k] aura une variance inversement proportionnelle au nombre de
fois où la zone du ciel correspondante aura été balayée. En première approximation,
le bruit sera considéré gaussien, de moyenne nulle et tel que:

∀i et k , k′; E
{

N[i, k]N[i, k′]
}

= 0 (6.10)

∀k et i , i′; E
{

N[i, k]N[i′, k]
}

= 0 (6.11)

∀k et i; E

{

N[i, k]2
}

= σ2
Ni,k (6.12)

oùσ2
Ni,k est la variance effective du bruit au pixelk du canali. Etant lié à l’instrument

et au balayage du ciel par le satellite, cette variance effective est connue.

– Résolution et convolution :le ciel est observé par Planck dans différentes bandes de
fréquence. L’ouverture de l’instrument étant fixe, chaque canal possède donc une ré-
solution spatiale différente. Le tableau suivant présente la résolution de chaquecanal
(en arcminute). L’ouverture circulaire de l’instrumentD étant finie, il est équivalent
de considérer que les données sont convoluées avec un noyau gaussien dont la largeur
à mi-hauteur est la résolution de l’instrument.

7Voir http ://healpix.jpl.nasa.gov/.
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Dans les simulations proposées, ce noyau de convolution estisotrope et parfaitement
connu.

Chaque observation effectiveyi peut être modélisée somme suit :

∀i = 1, · · · ,m; yi = (hi ? xi) + ni (6.13)

oùxi est l’observation au canali idéale : non-convoluée et sans bruit. Le termehi correspond
au noyau de convolution pour le canali. Les donnéesY de WG2/CH2 sont visibles sur la
Figure 6.6.

6.3.2 Un modèle physique pour GMCA

Modélisation des composantes astrophysiques

Les composantes astrophysiques en jeu dans les données simulées WG2/CH2 sont les
suivantes :

– Fond diffus cosmologique (CMB) :nous ne ferons aucune hypothèse sur le spectre
de puissance du CMB qui sera l’un de nos paramètres d’intérêt. L’information a
priori d’importance que nous utiliserons est le comportement spectral du CMB (i.e.
spectre d’un corps noir à 2, 375◦K). La colonne de la matrice de mélangeA sera
donc fixée.

– Effet Sunyaev Zel’Dovich (SZ) :de façon analogue aux hypothèses faites pour le
CMB, le modèle de mélange linéaire du SZ dans les bandes de fréquences observées
par Planck est bien vérifié. De plus, le comportement spectral du SZ est également
bien connu. La colonne deA liée à la composante de SZ sera également supposée
connue.

– Emission" Free-Free" : en première approximation, le modèle de mélange linéaire
est bien vérifié pour la composante "Free-Free". Son comportement spectral est celui
d’une loi de puissance de paramètre (indice spectral)βFF ' 2, 15 (DC05).

– Emissions "Synchrotron" : les modèles physiques prévoient que les émissions syn-
chrotron possèdent un comportement spectral en loi de puissance d’indice spectral
variant spatialement. Le modèle de mélange linéaire n’est plus fixé. Bonaldiet al.
(BBS+06) ont proposé d’approximer le comportement du synchrotron comme celui

Canal (en GHz) 30 44 70 100 143 217 353 545 857
Résolution (en arcminute) 33 24 14 10 7 5 5 5 5

T. 6.1: Résolution spatiale par canal
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d’un mélange linéaire dont l’indice spectralβsync est à estimer. Cette hypothèse de-
vrait être vérifiée pour les grandes structures du synchrotron (grandes échelles). De
plus, Haslamet al. (HSSW82) ont proposé une carte de synchrotron à une résolution
proche du quart de celle qui sera atteinte par Planck. Nous proposons d’ajouter une
étape d’estimation dans l’algorithme GMCA durant laquellel’indice spectralβsync

est estimé à partir d’un cube de résiduR = X −∑

i,syncaisi et desHaslam, la carte de
synchrotron à basse résolution. L’estimation deβsync s’effectue à partir de signaux à
résolution identique (ramenée à celle de la carte d’Haslam)comme suit :

βsync= Argmin
β

∥

∥

∥R − async(β) sHaslam

∥

∥

∥

F
(6.14)

– Composantes de "Poussières" :la composante d’émissions thermiques de "Pous-
sières" se comportent comme un mélange non-linéaire. Cettecomposante est plus
complexe à modéliser puisqu’elle fait intervenir deux jeuxde paramètres (tempéra-
ture et indice spectral) variant spatialement. Fort heureusement, les comportements
spectraux du CMB et de la poussière sont oppposés : le CMB domine dans les ca-
naux basse fréquence Planck alors que la poussière domine dans les canaux haute
fréquence. De plus, la composante de poussière est une composante très structurée
admettant une représentation parcimonieuse en ondelettes. GMCA ayant été conçu
pour être sensible à ce type de composantes, il semble raisonnable de capturer la com-
posante (ou plutôt devrions-nous parler des composantes) de poussière en aveugle
dans un premier temps. Une composante anormale de poussière(le "spinnig dust")
est également incluse dans les données WG2/CH2. Le niveau de cette composante
étant plus faible nous l’ignorerons dans ces tests.

– Sources ponctuelles :les sources ponctuelles radio ou infrarouges sont des phéno-
mènes ponctuels. Chaque source présentant un spectre propre, les sources ponctuelles
sont plutôt des composantes de nuisance dans l’objectif d’extraire les composantes
diffuses telles que le CMB. Leur détection est l’un des problèmessoulevés lors du
traitement des données (voir (SJFC+08)). A l’issue de leur détection, elles sont le
plus généralement masquées.

Algorithme GMCA pour Planck

La linéarité du modèle de SSA présente un avantage majeur dèslors que l’estimation
de grandeurs physiques est nécessaire : par exemple, connaissant les propriétés statistiques
du bruit, la linéarité du modèle permet très simplement de déduire les propriétés statistiques
du bruit au niveau des sources. La version de GMCA que nous allons décrire traite donc les
données sous l’angle d’un mélange linéaire de composantes.Au-delà de l’algorithme déjà
décrit au Chapitre 4, la méthode GMCA est adaptée pour contraindre certaines composantes
à vérifier les propriétés physiques décrites lors du paragraphe précédent.
Dans le cadre du modèle linéaire de mélange, chaque observation {xi}i=1,··· ,m s’écrit comme
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la combinaison linéaire den composantes ou sources. Les données réelles seront dans ce
cas des versions convoluées de ces observations idéales de sorte que les données réellement
observées seront définies comme suit :

∀i = 1, · · · ,m; yi = (hi ? xi) + ni (6.15)

=

n
∑

j=1

A[i, j](hi ? sj) + ni (6.16)

Le modèle de mélange n’est donc plus linéaire au niveau des données observéesY8. Deux
approches peuvent être envisagées : une approche rigoureuse consisterait à déconvoluer
chaque observation avant d’appliquer GMCA.

– Déconvolution des données :chaque observation est déconvoluée séparément. Les
données possédant une structure intercanale, une déconvolution séparée de chaque
canal n’est pas appropriée. Au-delà de ces considérations,certains noyaux de convo-
lution (en particulier pour les premiers canaux basse fréquence) conduisent à une
déconvolution mal conditionnée.

– Adapter GMCA à la déconvolution jointe : l’algorithme GMCA est constitué de
l’estimation successive des sources et de la matrice de mélange. L’étape d’estimation
des sources pourA fixée pourrait intégrer la déconvolution.

De part la taille colossale des données, nous avons tout d’abord préféré appliquer GMCA
sur les donnéesY. La convolution est ensuite compensée au niveau de la carte de CMB es-
timée. En première approximation, les structures diffuses les plus significatives contenues
dans les données sont fortement dominées par leurs fréquences les plus faibles pour les-
quelles l’opérateur de convolution a le moins d’impact. Ce dernier point permet donc de
justifier l’estimation de la matrice de mélangeA à partir des donnéesY.

L’algorithme GMCA adapté au traitement des données Planck est le suivant :

8Ici, il s’agit d’une non-linéarité au sens du modèle de mélange ; le modèle reste linéaire au sens usuel
puisqu’il est défini comme une composition d’opérateurs linéaires.
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1. Transformation en ondelettes sur la sphère des données αY :
2. Fixer le nombre d’itérations Pmax et du seuil γ(0)

αY = YΦT

3. Tant que les seuils γ(0) sont supérieurs à γmin (e.g. fonction de la variance du
bruit),

– Estimation des sources αS à l’itération h en supposant la matrice A fixée :

αS
(h+1) = Hγ(h)

(

A†
(h)
αY

)

:

– Mise-à-jour des colonnes de A libres notées A◦en supposant αS fixée :

Ã◦
(h+1)

= αYα̃◦
(h)T

S

(

α̃◦
(h)
S α̃◦

(h)T

S

)−1

– Estimation de l’indice spectral βsync du synchrotron à partir du résidu αR =

αY −
∑

i,syncaiαSi :
βsync= Argminβ ‖αR − asyncαHaslam‖2

– Décroissance du seuil γ(h).

6.3.3 Résultats

Nous nous concentrerons essentiellement sur l’estimationde la carte de CMB et de son
spectre de puissance.

Cartes et résidus

La figure 6.7 représente la carte CMB simulée originale (en haut) et la composante
CMB estimée à l’aide de GMCA (en bas). Notons que l’algorithme GMCA estime une
matrice de mélangeA utilisée ensuite pour estimer une version bruitée de la carte de CMB
obtenue par application du pseudo-inverse deA aux donnéesY. Dans l’hypothèse d’une
séparation parfaite des composantes, la carte CMB estimée est isotrope et donc entièrement
caractérisée par son spectre de puissance. La convolution des données engendre une perte
de puissance qu’il est possible de compenser par le calcul d’un filtre effectif fonction des
noyaux de convolution{hi}i=1,··· ,m et de la matrice de mélangeA. Le débruitage de la carte
de CMB est ensuite effectué via un filtrage de Wiener. La carte GMCA estimée présentée
à la figure 6.7 est donc la carte finale après filtrage de Wiener.Le filtrage s’effectue dans
l’espace des harmoniques sphériques (équivalent du domaine de Fourier sur la sphère) ;
il est bien établi que le filtrage de Wiener induit un biais d’autant plus important que le
rapport-signal-à-bruit (RSB) est faible. En première approximation, le spectre du bruit est
plat (stationnaire dans le domaine des harmoniques sphériques). Le spectre spatial du CMB
ayant une décroissance de l’ordre de 1/`, le biais de la composante filtrée sera important
pour les valeurs dè grandes. Ce point explique donc la différence visuelle entre la carte
originale et la carte de CMB estimée qui fait apparaître une déficience de structures haute
fréquence (grandes valeurs de`) sur la carte estimée.
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Afin d’analyser plus finement la carte estimée, l’observation du résidurCMB = sCMB −
s̃CMB (entre la carte d’entrée et la carte estimée) convolué par unnoyau gaussien permet
une évaluation plus adéquate de l’estimation des grandes structures (petites valeurs de`).
Nous proposons ici de comparer la carte estimée par GMCA avecles groupes ADAMIS,
CCA et MEM dont les méthodes sont décrites dans (SJFC+08). Les figures 6.8 et 6.9 pré-
sentent les résidus convolués à l’aide d’un noyau gaussien de 20 arcminutes (correspondant
à une largeur à mi-hauteur à` = 500). A première vue, le résidu aux grandes latitudes (en
dehors du centre galactique) semble relativement faible comparé aux autres résultats propo-
sés. Le centre galactique fait essentiellement apparaîtreun résidu de poussières galactiques.
L’ajout d’une contrainte supplémentaire dédiée à l’estimation d’une composante de "pous-
sières" devrait améliorer ce résultat.
Les figures 6.10 et 6.11 représentent les mêmes résidus convolués par un noyau gaussien
de 60 arcminutes dont la largeur à mi-hauteur est de l’ordre de ` = 180. L’observation de
ce résidu convolué fait essentiellement apparaître les très grandes structures. Il soutient les
observations faites à partir du résidu convolué à 20 arcminutes : GMCA avec contraintes
physiques permet d’obtenir une composante de CMB dont les grandes échelles sont préser-
vées en dehors du centre galactique.

La figure 6.12 montre l’écart-type des résidus convolués à 20(en haut) et 60 arcminutes
(en bas) par bandes de latitude de largeur 20◦ ; la valeur 90◦ correspondant au centre galac-
tique. Cette dernière étant fortement contaminée par les composantes galactiques, elle n’a
pas été représentée. Le graphique du bas correspondant au résidu convolué à 60 arcminutes
tend à confirmer le bon comportement de GMCA en dehors du centre galactique. De fa-
çon étonnante, le résultat est légèrement différent pour le résidu convolué à 20 arcminutes
puisqu’il fait apparaître un résidu plus faible pour ADAMIS. Après analyse plus fine des
cartes estimées, il semble que cet effet soit dû à la compensation directe de la déconvolution.
Cette dernière tend à faire apparaître des effets d’anneaux (ringing) autour des structures re-
siduelles de sources ponctuelles ou de composante galactique. Une gestion plus rigoureuse
de la déconvolution devrait permettre d’atténuer cet effet. Ce travail est en cours.

Non-gaussianités

L’étude de la non-gaussianité de la carte de CMB estimée est fondamentale (AFB01).
Au-delà du test du caractère gaussien de la carte, la détection de non-gaussianités dans la
carte de CMB est un enjeu pour tester certains modèles d’inflation de l’Univers (tels que les
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modèles defNL (YW08)). Les données CH2/WG2 n’incluant pas de tels modèles de non-
gaussianité du CMB, il peut être intéressant d’évaluer l’influence des résidus de séparation
sur le caractère gaussien de la carte estimée. La champ purement gaussien se caractérisant
par des cumulants d’ordre supérieur nuls, Starcket al.(SAF04; JSD+05) ont proposé l’utili-
sation de méthodes d’analyse multi-échelles pour la détection de non-gaussianité. L’analyse
du kurtosis par bande d’ondelettes de la carte estimée est undétecteur robuste de non-
gaussianités.
La figure 6.13 représente le kurtosis par échelle d’ondelettes des cartes GMCA, ADAMIS,
CCA et GIBBS. Notons que la méthode GIBBS a été conçue pour l’estimation des très
grandes structures du CMB (i.e. ` < 200). Les sources de non-gaussianité classiques sont :
i) les résidus de composantes galactiques après séparationet ii) les sources ponctuelles. Pour
pallier en partie l’impact des sources ponctuelles sur le calcul du kurtosis par échelle d’on-
delettes, les sources connues sont masquées. Elle sont ensuite éventuellement compensées
par interpolation des données manquantes (IDM - voir Chapitre VII). L’IDM des données
masquées (voir (AMS+07)) permet de combler les données manquantes par des structures
statistiquement proches de celles qui les entourent. Pour certaines applications, cette opé-
ration d’interpolation permet d’éviter une gestion complexe de données manquantes. La
figure 6.13 présente le kurtosis par échelle d’ondelettes pour les cartes masquées (trait
discontinu) et après IDM (trait continu). Quelle que soit laméthode de séparation utili-
sée, le kurtosis augmente pour les échelles les plus fines (` > 1000) caractérisanta priori
des sources ponctuelles résiduelles. Une augmentation plus contenue est également visible
pour les grandes échelles (` < 150) ; ce phénomène peut être la conséquence de résidus
galactiques en particulier sur l’équateur. Notons que l’impact de GMCA et CCA sur la non-
gaussianité semble plus limité. Bien que prévue pour l’estimation des grandes échelles du
CMB, la méthode GIBBS semble peu efficace pour limiter la contamination galactique. Une
étude complémentaire d’intérêt consisterait à inclure un modèle de non-gaussianité lors des
simulations WG2 afin de caractériser l’impact de ces différentes méthodes pour la détection
de non-gaussianité dans les cartes de CMB estimées.

Spectre de puissance

La mission Planck devrait permettre d’estimer le spectre depuissance du CMB avec
une erreur plus faible que son prédecesseur WMAP jusqu’à` ∼ 3000. Ceci permettra à
l’évidence d’estimer plus finement les paramètres cosmologiques du modèle d’inflationΛ-
CDM 9. La figure 6.14 présente les spectres de puissance estimés à partir des cartes GMCA,
ADAMIS, CCA et MEM ainsi que le spectre de la carte originale (en trait noir). Afin de
discriminer ces différentes méthodes, la figure 6.15 présente l’erreur d’estimation du spectre
de puissance :

e(`) =
∣

∣

∣C(`) − C̃(`)
∣

∣

∣ (6.17)

9Λ-Cold Dark Matter : il s’agit d’un modèle de Big Bang intégrant une contribution d’énergie noire (via la
constante cosmologiqueΩΛ) et de matière noire froide - voirhttp ://space.mit.edu/home/tegmark/varenna.ps.
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De façon intéressante, hormis la méthode MEM qui présente unbiais important à̀ = 200 et
1300< ` < 1800, les différentes méthodes présentent des résultats d’estimation duspectre
de puissance tout à fait comparables.

GMCA et Planck : quelle suite ?

Ces différents résultats ont montré le potentiel de GMCA pour l’estimation d’une carte
de CMB relativement peu contaminée en dehors du centre galactique. Différents points res-
tent à analyser :

– Déconvolution : comme nous l’avons vu, une gestion plus fine de la déconvolution
pourrait permettre une amélioration de l’estimée de la carte de CMB. Une étude en
cours est celle de la déconvolution multicanale jointe à l’estimation de la matrice au
sein de l’algorithme GMCA.

– Débruitages de la carte :par souci de simplicité et de rapidité (au regard de la
taille importante des données), le filtrage de Wiener est effectué intégralement dans
le domaine des harmoniques sphériques sous hypothèse de stationnarité du bruit. Les
paramètres statistiques du bruit étant connus, il semble possible de construire un es-
timateur de la carte de CMB tenant compte du caractère non-stationnaire du bruit.

– Modélisation de l’émission thermique de poussière :au même titre que l’émission
de synchrotron, il semble tout à fait intéressant d’estimerune composante de pous-
sière paramétrée par un indice spectralβP et une températureTP.
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F. 6.4: Colonne de gauche : coefficients de corrélation entre les sources originales et leurses-
timées - Colonne de droite : écart-type des coefficients de corrélation. Première ligne :
CMB. Seconde ligne : poussière galactique.Troisième ligne : composante SZ.Qua-
trième ligne : critère sur la matrice de mélangeCA . Légende :JADE : ligne pointillée
avec� - SMICA : tirets avec◦ - GMCA : ligne continue.
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F. 6.5: Colonne de gauche : coefficients de corrélation entre les sources originales et leurses-
timées - Colonne de droite : écart-type des coefficients de corrélation. Première ligne :
CMB. Seconde ligne : poussière galactique.Troisième ligne : SZ. Légende :GMCA
aveca priori : ligne en pointillé- GMCA : ligne continue. Abscissa :RSB in dB.
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F. 6.6: Données WG2/CH2.
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F. 6.7: Haut : composante CMB originale.Bas : composante CMB estimée par GMCA.Unité :
10−3K.
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F. 6.8: Haut : résidu GMCA convolué à 20 arcminutes.Bas : résidu ADAMIS convolué à 20
arcminutes.Unité : 10−3K.
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F. 6.9: Haut : résidu MEM convolué à 20 arcminutes.Bas :résidu CCA convolué à 20 arcminutes.
Unité : 10−3K.
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F. 6.10: Haut : résidu GMCA convolué à 60 arcminutes.Bas : résidu ADAMIS convolué à 60
arcminutes.Unité : 10−3K.
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F. 6.11: Haut : résidu MEM convolué à 60 arcminutes.Bas : résidu CCA convolué à 60 arcmi-
nutes.Unité : 10−3K.
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F. 6.12: Haut : écart-type du résidu convolué à 20 arcminutes par bande de latitudes de largeur
20◦.Bas : écart-type du résidu convolué à 60 arcminutes par bande de latitudes de lar-
geur 20◦. Abscisses :latitude centrale. La bande centrée en 90◦ n’est pas représentée.
Ordonnées :écart-type du résidu en mK.
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F. 6.13: Kurtosis des cartes estimées par échelle d’ondelette - Abscisses :échelle d’ondelette ;
l’équivalence en harmonique sphérique est donnée en haut dela figure.Ordonnées :
kurtosis.Trait continu : kurtosis calculé à partir des données masquées puis après IDM.
Trait discontinu : kurtosis calculé à partir des données masquées.
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F. 6.14: Spectre de puissanceC(`) - Abscisses :échelle angulaire en échelle logarithmique.Or-
données :température d’antenne au carré (mK2) normalisée eǹ(` + 1)/(2π)
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F. 6.15: Erreur d’estimation du spectre de puissancee(`) - Abscisses :échelle angulaire en
échelle logarithmique.Ordonnées :température d’antenne au carré (mK2) normalisée en
`(` + 1)/(2π)
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Chapitre 7

Nouvelles perspectives pour la
restauration de données multivaluées

A  cours de la dernière décennie, de nombreuses techniques promouvant la recherche
d’une solution parcimonieuse dans une représentation fixéeont été proposées pour la

résolution de nombreux problèmes inverses classiques (débruitage, déconvolution, super-
résolution, interpolation de données manquantes). Comptetenu du rôle essentiel du choix
de la représentation des données à restaurer, divers approches ont consisté à adapter la re-
présentation aux données à restaurer. Cette dernière approche est équivalente à un "appren-
tissage" d’une "meilleure" représentation ; le plus souvent dans le sens d’une plus grande
parcimonie des signaux à restaurer.
La fin du Chapitre 3 a mis en avant l’interprétation de l’Analyse en Composantes Mutuel-
lement Parcimonieuses (ACMP) comme une méthode de recherche de meilleure base dans
un cadre plus général. En effet, l’ACMP tend à promouvoir l’estimation d’un matrice de
mélange (d’une manière générale, une représentation spectrale) dans laquelle les sources
sont parcimonieuses. Dans le cas où le modèle de mélange n’est pas valide, l’obtention
d’une représentation plus parcimonieuse devrait permettre d’apporter de meilleurs résultats
de restauration.
Dans ce chapitre, nous proposons d’étendre le cadre de l’ACMP à celui de la résolution
adaptative de problèmes de restauration de données multivaluées. La restauration adapta-
tive de données multivaluées consiste alors à estimer conjointement les données à restaurer
et la représentation dans laquelle ces données sont parcimonieuses.
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7.1 Restauration de données multicanales

Principe général

Le plus souvent, les données multicanales originalesX ne sont pasdirectementob-
servables. Les données auxquelles l’observateur a accès sont une versiondégradéeY des
données initialesX :

Y = F (X) + N . (7.1)

oùF est une application de l’espace de définition deX à celui deY. Cette applicationF
peut modéliser une variété importante de fonctionnelles dedégradationintervenant dans
des problèmes inverses classiques en traitement du signal :débruitage, déconvolution, mé-
lange et séparation de source, super-résolution ou encore interpolation de données man-
quantes (IDM). Dans l’équation (7.1), la matriceN modélise une perturbation additive
indépendante du signal d’intérêtX pouvant être une déviation par rapport au modèle de
perturbationF (X) ou tout simplement une composante de bruit instrumental additif.

Quelques problèmes inverses classiques

Dans ce paragraphe, nous allons énumérer quelques problèmes inverses de restauration
classique pouvant être décrits par l’équation (7.1) :

– Débruitage : le cas du problème de débruitage est un problème d’estimation clas-
sique. Dans ce cas, les données observéesY sont une version bruitée des données
originalesX :

Y = X + N
où N modélise une perturbation additive de bruit. Dans ce cas l’application de per-
turbationF est simplement l’identité :F (X) = X.

– Déconvolution : le plus souvent, les instruments multispectraux (i.e. fournissant des
observation multi-longueur d’onde) sont constitués de système de "détecteurs"1 pla-
cés au foyer d’un unique instrument ayant une ouverture fixe.La largeur typique (lar-
geur à mi-hauteur) de laPSF(i.e. point spread function ou réponse impulsionnelle)
de l’instrument variant selon le facteurλ/D (où D est l’ouverture de l’instrument
et λ la longueur d’onde d’observation), chacune des observations yi est une version
convoluée de la donnée initialexi avec un noyau de convolutionhi. Ainsi chaque
canal observéyi peut s’écrire sous la forme suivante :

yi = hi ? xi + ni (7.2)

1Au sens large, il peut s’agir de photomètres, spectromètres, cellule CCD ...etc.
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Dans ce cas, l’applicationF est définie comme suit :

[F (X)] i = xi ? hi (7.3)

– Super-résolution :Dans le cas de la super-résolution, l’applicationF provoque une
dégradation de la résolution des données initialesX. Nous ne traiterons pas de ce
problème dans cette thèse.

– Interpolation de données manquantes :Le problème d’interpolation de données man-
quantes (IDM) intervient lorsque les données obervéesY sont incomplètes : certains
d’échantillons manquants. D’un point de vue formel, l’applicationF est équivalente
à un opérateur de masquage binaire. SoitΩ l’ensemble des indices des échantillons de
X effectivement observés (non manquants). L’applicationF est alors définie comme
suit :

F (X)[i, j] =

{

X[i, j] si {i, j} ∈ Ω
0 sinon

(7.4)

Restauration adaptative par recherche d’une représentation parcimonieuse

La parcimonie comme modélisation des structures d’un signal

Lors de ces dernières années, la plupart des problèmes inverses décrits précédemment
ont été résolus en promouvant la parcimonie de la solution dans une représentationΦ ; voir
par exemple (FS05; Gul06a; Gul06b; FNW07; FN03b; NCB04; SNM03). Dans le cas de la
restauration de données multicanales, le modèle est le suivant :

Y = F (X) + N . (7.5)

Où le matriceN modélise un bruit instrumental supposé borné en norme`2. Estimer le
signal multivaluéeX en minimisant sa normè1 dansΦ s’effectue en résolvant le problème
d’optimisation suivant :

min
α
‖α‖`1 s.c ‖Y − F (X)‖F < ε avecX = αΦ (7.6)

Suivant l’expression deF , cette équation peut être écrite sous la forme d’un lagrangien
comme suit :

min
α
γ ‖α‖`1 +

1
2
‖Y − F (X)‖2F avecX = αΦ (7.7)

L’équation (7.7) definit une estimateur deX obtenu par une approche uniquement monoca-
nale. Une approche multicanale à ce problème requiert la modélisation de la double cohé-
rence (intra/inter-canale) inhérente aux données multivaluées. La contrainte de parcimonie
deX dansΦ permet de modéliser les seules structures temporelles ou spatiales du signalX.
La modélisation des structures spectrales des données nécessite le recours à une représenta-
tion multicanale adéquateΠ ⊗Φ. Le problème de l’équation (7.7) devient alors le suivant :

min
α
γ ‖α‖`1 +

1
2
‖Y − F (X)‖2F avecX = ΠαΦ (7.8)
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Afin de saisir la nuisance entre ces deux approches, nous allons considérer un cas d’école
dans un cadre de débruitage.

Illustration simple : Prenons le cas simple où le signalX n’est constitué que d’un unique
élément de la base orthonormale multicanaleΠ⊗Φ (Π etΦ sont supposées orthonormales).
Considérons les données bruitées suivantes :

Y = X + N (7.9)

Dans le cas oùX = τπiφ j (πi est lei-ème élément deΠ et φ j est le j-ème élément deΦ ;
τ est un scalaire). Supposons queN est une matrice dont les entrées sonti.i.d. gaussiennes,
centrées et de varianceσ2

N. Afin d’estimerX, deux approches sont lors possibles :

– Approche monocanale :Resoudre le problème de l’équation (7.7) consiste, dans
ce cas, à appliquer un seuillage doux à chaque échantillon deYΦT de façon indé-
pendante. Classiquement, le biais et la variance de l’estimateur deX ainsi mis en
oeuvre seront liés au rapport signal-sur-bruit (RSB)ρmono au niveau de chacun des
coefficients deYΦT . Dans le cas présent,ρ est borné de la sorte :

ρmono≤ max
k
|πi[k]|2

(

τ

σN

)2

(7.10)

Dans le cas oùΠ , I 2 on obtient l’inégalitéstricte suivante :ρmono<
(

τ
σN

)2
.

– Approche multicanale : Dans le cas de l’approche multicanale, la résolution de
l’équation (7.8) conduit à un seuillage doux de chacun des coefficients deΠTYΦT

indépendamment. Dans ce cas, le RSBρmulti au niveau du coefficient πi
TYφ j

T est

alors exactement égal à :ρmulti =
(

τ
σN

)2
.

En résumé, une approche multicanale/multivaluée (dans le cas où le signal à estimer pré-
sente effectivement des structures/cohérences multicanales) conduit à une meilleure extrac-
tion des structures du signal.

Représentation adaptée

Dans un cadre général, un dictionnaire fixeΠ ⊗ Φ n’est pas toujours adéquat pour la
représentation parcimonieuse de large classes de signaux multivaluées. Adapter la repré-
sentation dans laquelle les signaux sont modélisés revêt alors un intérêt certain. Les problé-
matiques de recherche de bases adaptées ou de "meilleures" bases peuvent être classées en
deux grandes catégories :

2le cas égalité serait équivalent au cas de l’absence de structure/cohérence inter-canale.
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– Recherche d’une meilleure base dans une classe de bases paramétrées : dé-
veloppé dans le cas monovalué, ce type d’approche considèrela recherche d’une
"meilleure" base pour un signalx parmi un ensemble de bases paramétrées{Φω} par
ω. Les ensembles de bases par arbre de décomposition (paquetsd’ondelettes et de co-
sinus (Mal98) ou encore les bandelettes (LM05)) sont des exemples de tels ensembles
de bases paramétrées. Le choix d’une meilleure base pourx parmi l’ensemble{Φ}ω
consiste à sélectionner celle qui minimise un critèreC (x, ω) fonction deω. Les cri-
tères classiques pourC (x, ω) sont par exemple la normèp (avecp < 2) ou l’entro-
pie (voir (CW92)) des coefficients de projection dex dansΦω. La recherche d’une
meilleure base au sens de la norme`1 a en particulier été explorée par Peyré dans
(G.P06). Nous n’entrerons pas plus dans le détails de ces techniques de recherche de
meilleure base.

– Recherche d’une base adaptée pour un ensemble de signaux :contrairement au
cas précédent pour lequel une meilleure base est recherchéeà partir d’un seul si-
gnalx, ici il est fait l’hypothèse qu’un ensemble deréalisationsde signaux{xi}i=1,··· ,t
appartenant à une même classe de signaux notéeB est disponible. L’ensemble des
signaux{xi}i=1,··· ,t est alors considéré comme un ensemble d’apprentissage à partir
duquel est "appris" (en anglaislearning) une meilleure base.
La recherche d’une base adaptée à partir d’un ensemble d’ apprentissage a été mis en
oeuvre dans divers domaines. Citons en particulier, les travaux de Olshausen (SO03)
relatifs à la recherche d’une "meilleure" bases pour un ensemble d’images naturelles.
Chez Olshausen, la "meilleure" base est celle dont les éléments sont indépendants
(au sens de la maximisation du kurtosis - voir Chapitre 3). Notons encore les travaux
d’Elad (AEB06; MES07) et de Peyré (Pey07) pour lesquels l’ensemble d’apprentis-
sage est un jeu de patchs obtenus par découpage spatial ou temporel d’un unique
signalx. Ici encore, une base adaptéeΦ (de patch en l’occurrence) estappriseau
sens d’une maximisation de la parcimonie des patches dex dansΦ.

Au Chapitre 3, nous avons mis en avant une des propriétés de l’analyse en composantes
mutuellement parcimonieuse : dans le cas où le modèle de sources est vérifié, elle permet
d’obtenir la meilleure base (en terme d’une norme‖ . ‖1 minimale) pour un ensemble de
signaux correspondant aux colonnes de la matriceX. L’ACMP peut ainsi être interprétée
comme une technique de recherche de meilleure base pour une ensemble de signaux. Re-
marquons qu’Olshausen avait déjà mis en oeuvre un algorithme d’ACI pour la recherche
d’une base adaptée à un ensemble de signaux.
Si le modèle de mélange n’est pas vérifié, rechercher une représentation spectraleΠ telle
que les coefficientsα = ΠTXΦT sont les plus parcimonieux possibles fait encore sens.
Considérons ainsi le problème suivant :

min
α,Π
γ ‖α‖1 +

1
2
‖Y − X‖2F avecX = ΠαΦ (7.11)
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Lorsque le modèle de mélange n’est pas vérifié, ce problème n’est pas convexe en général.
Néanmoins, il peut être intéressant d’adapter la représentationΠ afin d’obtenir une matrice
α plus parcimonieuse facilitant ainsi la restauration deX. L’utilisation de l’ACMP fait donc
également sens lorsque le modèle de mélange n’est pas nécessairement vérifié. Le caractère
adaptatif provient de la recherchejointe deΠ et de fait une partie du dictionnaire mul-
ticanal est "appris" à partir des données. Formellement, l’estimation du signalX et de la
représentation adaptée sera effectué selon le problème général suivant :

min
α,Π
γ ‖α‖1 +

1
2
‖Y − F (X)‖2F avecX = ΠαΦ (7.12)

Nous proposerons d’étendre l’algorithme GMCA pour la résolution du problème de l’équa-
tion (7.12). Durant cette thèse, deux approches ont été mises en oeuvre pour la restauration
adaptative de données multivaluées :

– Schéma "Offline" : Dans le cas du débruitage, tel que l’a souligné Elad dans (EY08),
la décompositionla plus parcimonieusen’est pas nécessairement la meilleure ; par
exemple, la solution peut présenter des artefacts visuels inacceptables (e.g. effets
d’anneaux ouringing). Une approche ad hoc différente de celle décrite par l’équa-
tion (7.12) consiste à appliquer l’algorithme GMCA surY = X + N à l’aide d’une
représentation spatialeΦ(1) pour l’estimation deΠ (correspondant formellement à
une matrice de mélange en SSA). EnfinX est estimée dans le dictionnaireΠ ⊗Φ(2)

oùΦ(2) est mieux adaptée au débruitage d’image sans pour autant conduire à une dé-
composition très parcimonieuse. Cette méthode empirique permet d’établir un com-
promis entre la qualité de restauration des structures spatiales deX dansΦ(2) et une
estimation adéquate d’une représentation spectraleΠ dont on sait qu’elle sera d’au-
tant mieux estimée queΦ(1) conduira à une représentation parcimonieuse.

– Schéma "Online" : Le schéma précédent ne résout pas le problème de l’équa-
tion (7.12). De plus, il est sans intérêt lorsque l’application de perturbationF n’est
pas linéaire. Cette approche conduit à l’estimation jointedeX et de la matriceΠ telle
qu’elle est décrite par l’équation (7.12).

Remarque - Qu’advient-il deΦ?
Dans le cas multicanal rien n’interdit la recherche d’une représentation multicanale adaptée.
Une approche jointe consiste à traiter le problème suivant :

min
α,Π,Φ

γ ‖α‖1 +
1
2
‖Y − F (X)‖2F avecX = ΠαΦ (7.13)

La dimension spatiale des données multivaluées est le plus souvent bien supérieure à leur
dimension spectrale :t � m; la complexité du problème devient alors importante. Appli-
quer GMCA à ce problème peut ainsi être numériquement instable.
Dans le cas où la dimension spatialet n’est pas trop élevée (quelques centaines), il peut-
être envisageable de traiter le problème de l’équation 7.13. D’une manière plus pratique,
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contraindreΦ à appartenir à une classe de bases définies via un arbre de décomposition
(par exemple : paquets d’ondelettes ou de cosinus, bandelettes) peut également être une
extension numériquement viable des développements que nous venons décrire.

7.2 Application à la restauration adaptative de données multi-
canales

Schéma "offline" - application au débruitage d’images couleur

Nous avons mis en exergue l’importance d’une modélisation des données dans une
réprésentationadaptée. Dans le cas où le signal à restaurerX est multivaluée il semble im-
portant de chercher à modéliser les structures de chaque canal ainsi que celles apparaissant
entre eux. Le cas de l’imagerie couleur est particulièrement difficile puisque la dimension-
nalité spectrale des données est faible :m = 3. La faible dimension deΠ ne permet pas de
capturer toute la richesse des structures couleurs que peuvent présenter ces images ; nous
verrons néanmoins qu’une adaptation deΠ permet un gain de restauration.
Dans ce paragraphe, le signal à restaurerX est composé de 3 canaux (i.e. les couches cou-
leurs - Rouge, Vert et Bleu). Chaque couche est formée d’une image de taille

√
t×
√

t. Dans
le cas du débruitage, la fonction deperturbationF est l’identité de sorte que :

Y = X + N (7.14)

Ce paragraphe présente les résultats préliminaires de restauration d’images multivaluées
présentés dans (BSFM07). Dans cette étude, il n’était pas question de résoudre le problème
de l’équation (7.12). Il s’agissait d’utiliser l’algorithme GMCA comme un moyen de re-
cherche d’une "meilleure" baseΠ (i.e. conduisant à une représentation plus parcimonieuse
des données) puis de résoudre le problème de l’équation (7.8) dans la représentationΠ⊗Φ.
Notons qu’une telle approche a été proposée par (SQ01) où la baseΠ était la base de
Karhunen-Loeve des données (obtenue par analyse en composantes principales des don-
nées).
Par la suite, le débruitageadaptatif proposé se déroule en deux étapes :

– Apprentissage deΠ : cette étape conduit à utiliser GMCA comme une technique de
recherche de la matriceΠ (pas nécessairement orthogonale) conduisant à une repré-
sentation plus parcimonieuses des données dansΠ ⊗Φ(1).

– Restauration de X : restauration des données dans le dictionnaireΠ ⊗Φ(2).

L’image en haut à gauche de la Figure 7.1 montre la donnée bruitéeY. Le bruit N est une
réalisation gaussienne, centrée et blanche de sorte que RSB=15dB. L’image en haut à droite
est obtenue par débruitage deY suivant le problème de l’équation (7.7) oùΦ est une trame
d’ondelettes non-décimées (SFM07). Ce résultat est celui de l’approche dite monocanale
où la restauration est faite sur chaque couche couleur indépendamment. En d’autres termes,
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il n’y a aucune prise en compte de possibles structures inter-canales.
L’image en bas de la Figure 7.1 représente le résultat du débruitage adaptatif à 2 étapes
décrit précédemment avec : une trame de curvelets pourΦ(1) et une trame d’ondelettes
non-décimées pourΦ(2). Visuellement, la prise en compte de structures globales couleurs
(rappelons que dans ce cas la dimensionnalité spectrale estfaible :m= 3) permet d’obtenir
un résultat de restauration de meilleure qualité. On note enparticulier que les contours sont
mieux restaurés. La Figure 7.2 propose des versions agrandies d’une partie des images de
la Figure 7.1. Dans le cas du traitement des images couleurs,il peut être intéressant de

F. 7.1: Haut à gauche :image originale de taille 256× 256 avec un bruit additif blanc gaussien.
Le RSB est égal à 15 dB.Haut à droite : débruitage par ondelettes de chaque couche
couleur indépendamment.Bas : débruitage dans le dictionnaireΠ ⊗ Φ(2) ; Π a été estimé
par GMCA.

travailler non pas dans l’espace initial RVB mais dans celuiformé par une luminance et
deux chrominances (YUV et YCC). Nous proposons d’appliquerle même mécanisme de
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restauration dans ces représentations couleursnon-adaptatives. Nous mettons également en
oeuvre ce schéma de restauration dans un espace couleur adaptatif obtenu par l’application
de l’algorithme d’ACI Jade sur les donnéesY.
La Figure 7.3 montre le gain de RSB (en dB) des différentes méthodes (YUV, YCC, JADE
et GMCA) par rapport à l’approche monocanale dans l’espace RVB. De façon intéressante,
l’algorithme Jade permet d’obtenir un gain pouvant atteindre 1 dB. Au final, la recherche
d’une "meilleure base" promouvant la parcimonie permet d’atteindre un gain de RSB de
2dB. Cette série de tests conforte l’impression visuelle dela Figure 7.1.

F. 7.2: Versions agrandies.Haut à gauche :image originale avec un bruit additif blanc gaussien.
Le RSB est égal à 15 dB.Haut à droite : débruitage par ondelettes de chaque couche
couleur indépendamment.Bas : débruitage dans le dictionnaireΠ ⊗ Φ(2) ; Π a été estimé
par GMCA.
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F. 7.3: Débruitage adaptatif d’images couleurs.Abscisses :RSB en dB.Ordonnées : gain de
RSB en dB par rapport à un débruitage sur les couches RVB. Trait continu : débruitage
adaptatif via GMCA, Trait discontinu : JADE, Symbole′•′ YUV, Symbole′+′ : YCC.

Application à l’interpolation de données manquantes dans des images couleurs

Nous proposons ici une approche adaptative fondée sur l’ACMP et GMCA dans le cadre
du problème de l’interpolation de données manquantes (IDM)dans des images couleurs.
De tels problèmes de restauration interviennent lorsque certains échantillons des données
Y sont manquants. NotonsΩ l’ensemble des échantillons deY effectivement observés (i.e.
non manquants). L’application de la dégradationF est équivalente à un opérateur de mas-
quage de sorte que :

Y =MΩ � X (7.15)

oùMΩ est un masque binaire multicanal qui s’applique àX échantillon par échantillon :

∀ j ∈ {1, · · · , t}, i ∈ {1, · · · ,m}; MΩ[i, j] =

{

1 si {i, j} ∈ Ω
0 sinon

(7.16)

Le problème de restauration est formellement proche de celui de l’estimation d’un signal
X à partir de mesures incomplètes. La résolution de problèmesd’IDM sous hypothèse de
parcimonie deX dans une représentation appropriée peut être considérée comme un cas
particulier duCompressed Sensing(Voir en Annexe).
Une extension de MCA a été proposée pour résoudre les problèmes d’IDM dans le cas mo-
nocanal (ESDQ05; FS05; FSM06). L’algorithme mMCA (voir Chapitre 2) est adapté selon
(FS05). A cet effet, nous supposerons queΦ est formé d’une union deD bases orthogonales
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{Φj } j=1,··· ,D. La résolution du problème de l’IDM s’effectue alors comme suit :

{α j=1,··· ,D} = Argmin
{α j=1,··· ,D ,Π}

γ

D
∑

j=1

∥

∥

∥α j

∥

∥

∥

1 +
1
2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Y −MΩ �



















Π

D
∑

j=1

α jΦ j



















∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

F

. (7.17)

Dans le cadre de l’optimisation par BCR (BST98), ce problème peut être résolu itérative-
ment (voir (BMFS07b)) . A chaque itération (h), les coefficients{α j} sont estimés alternati-
vement à partir des données partiellement reconstruitesY(h) :

Y(h) = Y +Mc
Ω
� X̃(h−1) (7.18)

oùMc
Ω

est le complément binaire du masqueMΩ et X̃(h−1) est l’estimée à l’itération (h−1)
du signalX à restaurer. A partir de ce schéma non-adaptatif, la matriceΠ est estimée au
sens des moindres carrés comme suit :

Π(h) = arg min
Π

∥

∥

∥Y(h) −ΠX(h)
∥

∥

∥

2

F
. (7.19)

Si l’on définit les composantes morphologiques∀i = 1, · · · ,D; $ j = α jΦ j l’algorithme
proposé est alors le suivant :

1. Fixer le nombre d’itérations Pmax et le seuil γ(0).
2. Tant que γ(h) que le seuil final γmin,

a. Calculer Y(h) = Y +Mc � X̃(h−1).
b. Initialiser chaque composante morphologique {$̃ j}(h−1).

Pour j = 1, · · · ,D
• Calculer le résidu R(h)

j en supposant ${p},{ j}, $̃
(h−1)
p, j fixés :

R(h)
j = Y(h) −∑

p, j $̃
(h−1)
p .

• Estimer les coefficients des composantes $̃(h)
j par seuillage de seuil γ(h) :

α̃(h)
j = Sγ(h)

(

Π(h)TR(h)
j Φ

T
j

)

.

• Estimer $ j par reconstruction à partir de α̃(h)
j :

$̃
(h)
j = Π

(h)α̃(h)
j Φ j .

c. Mise à jour de X̃(h) =
∑D

j=1 $̃
(h)
j .

d. Mise à jour de Π :

Π(h+1) = Y(h)
[

∑D
j=1$

(h)
j Φ j

]†
.

3. Décroissance du seuil γ(h).

L’image en haut à gauche de la Figure 7.4 est l’image couleur originale non bruitée
Barbara. Celle en haut à droite représente la donnéeY dont 90% des échantillons ont été
masqués aléatoirement. Le résultat de l’approche monocanale (consistant à appliquer l’al-
gorithme de (FS05) sur chaque canal deY séparément) est montré en bas à gauche. La
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dernière image, en bas à droite, représente le résultat de l’algorithme adaptatif proposé.
Visuellement, les deux approches apportent des résultats convaincants. La Figure 7.5 pro-
pose la version agrandie des images précédentes. Elle met enrelief l’apport de la méthode
adaptative : certaines aberrations chromatiques provoquant un effet de "moiré" disparaissent
dans le cas où une "meilleure" représentation couleur est estimée. Cette impression visuelle
est confirmée par un RSB en hausse de 1dB.

Remarque :
Au cours de ces expériences simples, le choix du traitement d’images couleurs n’est pas

anodin. Il s’agit en quelque sorte d’une situation délicatepour la restauration de données
multicanales. En effet, la méthode d’analyse de signaux parcimonieux mMCA que nous
avons développée sous diverses formes dans ce rapport de thèse n’a recours qu’à des repré-
sentations séparables de la formeΠ ⊗ Φ. Dans le cas des images couleurs, la dimension
spectralem= 3 laisse très peu de degrés de liberté pourcapturer la richesse des structures
couleurs que présentent les images couleursnaturelles. En un certain sens, la méthode pro-
posée n’est pas "optimale" pour la restauration des images couleurs. L’approche par patch
d’Elad (MES07) permet une meilleure adaptation à la richesse des structures couleurs d’une
image. Néanmoins, l’utilisation de représentations par patch apporte également un certain
nombre de difficultés.
Dans le cas où la dimension spectrale des données augmente (a fortiori dans le cas des
données hyperspectrales), la dimension deΠ augmentant, l’apport de cette méthode de-
vrait être bien plus conséquent. Néanmoins, le traitement de données hyperspectrales par
exemple posera une autre difficulté majeure : celui de la dimension des donnéesX. En effet,
dans le cas oùm '

√
t (c’est le cas des données hyperspectrales, au moins à un ordre de

grandeur près), la dimension des donnéesX (au sens du rang de la matriceX) peut être
plus faible que la dimension spectrale des donnéesY : n < m. Dans ce cas, l’estimation
jointe de la dimension des données (i.e. le nombre de sources) est importante lorsque les
données en jeu sont des données à grande dimension spectralem. En résumé, une méthode
de restauration adéquate consisterait à estimer conjointementX,Π etn.
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F. 7.4: Restauration d’images couleurs. (a) image originaleBarbara. (b) image masquée - 90%
des pixels couleurs sont manquants. (c) image restaurée en utilisant MCA sur chaque canal
séparément. (d) image restaurée à partir de l’approche multicanale adaptative fondée sur
mMCA.
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F. 7.5: Versions agrandies. (a) image originaleBarbara. (b) image masquée - 90% des pixels cou-
leurs sont manquants. (c) image restaurée en utilisant MCA sur chaque canal séparément.
(d) image restaurée à partir de l’approche multicanale adaptative fondée sur mMCA.
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Chapitre 8

Epilogue

C trois années de thèse avaient pour objet l’étude de la séparation de sources en aveugle
sous l’angle de la recherche de sources parcimonieuses. Nous avions préalablement

proposé dans (BMSE06) une extension directe du cadre de l’analyse en composantesmor-
phologiques (MCA). Celle-ci a mis au jour la nécessité d’uneextension des problèmes de
décomposition parcimonieuse aux données multicanales dans (BSF+07; BMFS07b). A par-
tir de ces travaux initiaux, nous espérons que cette thèse aura permis d’apporter un regard
différent des problèmes de séparation de sources en aveugle. Ainsi, parallèlement aux ap-
proches classiques telles que l’Analyse en Composantes Indépendantes (ACI), l’Analyse
en Composantes Mutuellement Parcimonieuse (ACMP) offre un cadre hybride entre SSA
classique et recherche de meilleure base (au sens plus parcimonieuse).
Au-delà de ces considérations "abstraites", l’ACMP trouveégalement sa place dans le vaste
paradigme de l’inférence bayésienne. Elle offre ainsi un cadre flexible de mise en oeuvre
dans différents contextes applicatifs. Ce point a d’ailleurs été souligné par l’extension de
GMCA pour l’analyse de données hyperspectrales au Chapitre5 ainsi que pour l’analyse
des données Planck au Chapitre 6. Enfin, fort de l’interprétation de l’ACMP comme mé-
thode de recherche de meilleure base, le Chapitre 7 a proposéune extension de l’algorithme
GMCA à la résolution de différents problèmes inverses classiques impliquant des données
multicanales tels que l’estimation de données bruitées ou l’interpolation de données man-
quantes (IDM).
Au-delà des multiples développements ayant fait l’objet decette thèse, il est possible de
dresser une liste des différents points qu’il sera intéressant d’explorer par la suite :

– Séparation de source :une extension de GMCA aux problèmes de séparation de
sources en aveugle sous-déterminés (le nombre de sources est supérieur au nombre
d’observations) est à l’étude. Elle est d’autant plus justifiée que les récentes ap-
proches proposés pour la résolution de problèmes de SSA dansle cas sous-déterminé
ont mis en avant l’utilisation de représentation parcimonieuse. En théorie, rien n’em-
pêche l’application directe de GMCA à ce type de données ; ceci doit être validé
expérimentalement.
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Dans le cadre de la mission Planck, le developpement d’un outil d’analyse de don-
nées polarisées est nécessaire ; une extension de l’algorithme GMCA au traitement
de telles données est à l’étude.

– Restauration de données :nous avons montré que GMCA s’étend assez simple-
ment à la résolution adaptative de certains problèmes inverses classiques. L’exemple
de l’analyse des données Planck a particulièrement mis en lumière la nécessité de la
résolution jointe des problèmes de séparation en aveugle dedonnées convoluées.

– Analyse de données multivaluées :un certain nombre de problèmes de traitement de
données, dont la SSA est un exemple particulier, nécessitent la décomposition d’une
matrice en une combinaison linéaire de matrice de rang 1. On peut citer pour exemple
l’analyse exploratoire de données multivaluées, la réduction de dimension, certains
problèmes de classification. . . etc. Dans le cas général, l’analyse en composantes
principales (ACP) est l’une des méthodes priviliégiées proposées pour la résolution
de ce genre de problèmes. Dans certains contextes applicatifs, il peut être intéressant
de contraindre les composantes recherchées. A cette fin, GMCA pourrait être une
sorte d’ACP sous contraintes. Nous envisageons d’appliquer GMCA de la sorte pour
le traitement de multiples spectres de masse dans le cadre d’une collaboration avec
la School of Medicine de l’université de Stanford.
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Annexe A

Conditions de convergence de
l’Analyse en Composantes
Morphologiques (MCA)

Proposition (Propriété de sélection exacte)Supposons quex soit K-sparse tel que :

x =
D

∑

j=1

∑

i∈Λ j

α j[i]φ j[i]

où K =
∑

j Card
(

Λ j

)

. A l’itération h, supposons que le résidu r(h) est K-sparse de sorte
que :

r (h) =

D
∑

j=1

∑

i∈Λ j

β j [i]φ j [i]

On note :

(τ?, i?) = Argmax
τ,i∈Λτ

|βτ[i]|

(τ†, i†) = Argmax
τ,τ?,i∈Λτ

|βτ[i]|

β? = |βτ? [i?]|
β† = |βτ† [i†]|

On suppose qu’il existe, à l’itération(h), un scalaire0 ≤ ρ < 1 tel queβ† = ρβ?. Si la
condition suivante est vérifiée :

K < µ−1
Φ

1− ρ
1+ ρ

Alors MCA/MOM sélectionne, à l’itération h, des coefficients appartenant au support dex.
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Preuve (Propriété de sélection exacte)Définissons les notations suivantes :

(τ1, i1) = Argmax
τ,i∈Λτ

∣

∣

∣

∣

〈

r (h),φτ[i]
〉

∣

∣

∣

∣

(τ2, i2) = Argmax
τ,τ1,i∈Λτ

∣

∣

∣

∣

〈

r (h),φτ[i]
〉

∣

∣

∣

∣

m1 = max
τ,i∈Λτ

∣

∣

∣

∣

〈

r (h),φτ[i]
〉

∣

∣

∣

∣

m2 = max
τ,τ1,i∈Λτ

∣

∣

∣

∣

〈

r (h),φτ[i]
〉

∣

∣

∣

∣

(τ?, i?) = Argmax
τ,i∈Λτ

|βτ[i]|

(τ†, i†) = Argmax
τ,τ? ,i∈Λτ

|βτ[i]|

β? = |βτ? [i?]|
β† = |βτ† [i†]|
ωτ = max

i

∣

∣

∣

∣

〈

r (h),φτ[i]
〉

∣

∣

∣

∣

Par définition, la règle de seuillage MOM sélectionne de nouveaux coefficients dansΦτ?
comme suit tels que :

∀i, τ;
∣

∣

∣

∣

〈

r (h),φτ? [i]
〉

∣

∣

∣

∣

> γ(h)

oùγ(h) = 1
2 (m1 +m2).

Afin de montrer qu’une telle stratégie de sélection de coefficients vérifie la propriété de
sélection exacte, il suffit de vérifier les inégalités suivantes :

∣

∣

∣

∣

〈

r (h),φτ? [i]
〉

∣

∣

∣

∣

< γ(h), ∀i ∈ Λc
τ? (A.1)

oùΛc
τ?

est le complémentaire du supportΛτ? restreint au sous-dictionnaireΦτ? .

a) Etablissons une condition pour queτ? = τ1 :
D’une part, l’inégalité suivante est vérifiée :

ωτ? ≥ β? − µΦKβ† (A.2)

≥ β?(1− ρµΦK) (A.3)

Nous avons utilisé ici le fait que
∣

∣

∣

∣

〈

φτ? [i],φp[ j]
〉

∣

∣

∣

∣

≤ µΦ etβ† = ρβ?.

D’autre part, la propriété suivante est vérifiée :

ωτ,τ? ≤ β† + µΦKβ? (A.4)

≤ β?(ρ + µΦK) (A.5)
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En résumé, siβ?(ρ + µΦK) < β?(1− ρµΦK) alors∀τ; ωτ? > ωτ,τ? . En d’autres termes, si
K < µ−1

Φ

1−ρ
1+ρ alors∀τ; ωτ? > ωτ,τ? . On en déduit que m1 = ωτ? .

b) Sélection exacte :
Rappelons queγ(h) = 1

2 (m1 +m2). Afin de montrer que MCA/MOM sélection des atomes de
Φτ? appartenant àΛτ? , il doit être montré que :

∀i ∈ Λc
τ? ; γ

(h) >
∣

∣

∣

∣

〈

r (h),φτ? [i]
〉

∣

∣

∣

∣

D’une part, une borne inférieure au seuilγ(h) peut être obtenue en bornant inférieurement
m1 et m2. Sans hypothèses supplémentaires, il est difficile dire plus que m2 > 0. De sorte
que :

γ(h) >
1
2

m1

>
1
2
β? (1− ρKµΦ) (A.6)

D’autre part, on prouve la propriété suivante :
∣

∣

∣

∣

〈

r (h),φτ? [i]
〉

∣

∣

∣

∣
≤ Kβ†µΦ (A.7)

≤ ρKµΦβ
? (A.8)

où tous les coefficients de la composanteτ? s’annulent puisqueΦτ? est orthonormale.
Des équations(A.6) et (A.7), nous déduisons que l’inégalité suivante doit être vérifiée

pour que la condition(A.1) soit valide :

1
2

(1− ρKµΦ) > ρKµΦ

Soit :K <
µ−1
Φ

3ρ . Puisque pour0 < ρ < 1, 1
3ρ >

1−ρ
1+ρ alors la condition K< µ−1

Φ

1−ρ
1+ρ conduit à

la validité de(A.1) et de fait à celle de la propriété de sélection exacte.

Remarquons queρ définit un facteur de contraste entre la composante morphologiqueϕτ?
et les autres. Siρ tend vers0, ϕτ? est largement prédominante (voire uniquement présente
dans le résidur (h)), la sélection d’atomes actifs liés àϕτ? est donc facilitée. Lorsqueρ tend
vers1, au moins deux composantes morphologiques sont semblablement actives ; un plus
grand degré de parcimonie est de fait nécessaire pour sélectionner des atomes deϕτ? .

Proposition (Convergence)Supposons que x soit K-sparse tel que :

x =
D

∑

j=1

∑

i∈Λ j

α j[i]φ j[i]
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où K =
∑

j Card
(

Λ j

)

.
Supposons que les hypothèses de la Propriété de sélection exacte sont vérifiées. Si K<
µ−1
Φ

1−ρ
1+ρ alors MCA/MOM converge exponentiellement versx et sa décomposition la plus

parcimonieuse au sens̀0 dansΦ. Plus précisément, le résidu converge vers0 avec une
vitesse exponentielle.

Preuve (Convergence)La démonstration est en tout point semblable à celle de la conver-
gence de MP ou OMP (Tro04). En effet, l’algorithme MCA/MOM peut être interprété
comme une version stagewise de l’algorithme MP. MCA/MOM est initialisé de sorte que
r (0) = x. Par hypothèse, à chaque itération h≥ 0 et pour la composanteτ?, MCA/MOM
sélectionne des atomes effectivement activés parΛτ? . La nouvelle valeur du résidu est alors
calculée comme suit :

r (h) =
∑

i∈Iτ?

〈

r (h),φτ? [i]
〉

φτ? [i] + r (h+1)

où Iτ? ⊆ Λτ?, etΦΛτ? est la restriction deΦ aux atomes indexés parΛτ? . De l’orthogonalité
des atomes deΦΛτ? , on déduit :

‖r (h+1)‖2 = ‖r (h)‖2 −

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∑

i∈Iτ?

〈

r (h),φτ? [i]
〉

φτ? [i]

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

≤ ‖r (h)‖2 −
∥

∥

∥r (h)ΦΛτ?

∥

∥

∥

2

`∞
(A.9)

La suite de la preuve est semblable à celle de (GV06,Théorème 2), du lemme (Tro04,Lemme
2.3) fondé sur le théorème du disque de Gershgorin, et de la proposition (Tro04,Proposition
2.1). On deduit :

‖r (h+1)‖2 ≤ κ‖r (h)‖2

≤ . . .

≤ κ−(h+1)‖x‖2 (A.10)

où 0 ≤ κ = (K−1)(1+µΦ)
K . Puisque KµΦ <

1−ρ
1+ρ où 0 ≤ ρ < 1 on déduit queκ ≤ 1− 1/K2 ≤ 1.

Ceci prouve ainsi la convergence de MCA/MOM.
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Annexe B

Compressed Sensingen Astronomie

L  mission spatiale Herschel (ESA) sera lancée durant le premier semestre de l’année
2009. L’ESA est confrontée à un important problème de compression de données :

le système de compression avec pertes actuellement mis en place au sein du satellite ne
répond pas aux attentes de performances prévues : un facteurde compression de 6 reste né-
cessaire. La solution proposée par l’ESA consite à n’envoyer que la moyenne de 6 images
consécutives. Cependant, le satellite Herschel pouvant effectuer des sessions de prises de
vue rapides, la moyenne de 6 images consécutives entraîne une dégradation irréversible
importante de la résolution des images envoyées. Récemment, de nouvelles avancées en
traitement de l’information ont conduit à l’édification d’une nouvelle théorie de l’échan-
tillonnage appeléecompressed sensing. Cette théorie permet l’échantillonnage compressé
de données supposées parcimonieuses. Dans (BSO08), nous avons proposé une application
du compressed sensing (CS) pour la résolution du problème decompression de la mission
Herschel. Nous montrons en particulier que le CS permet une compression non-adaptative
et peu coûteuse en temps de calcul applicable dans le cadre d’une mission spatiale. De
plus, nous montrons que l’étape de décodage du (CS) permet ladécompression jointe d’un
ensemble de données cohérentes (par exemple 6 images consécutives pour Herschel) amé-
liorant ainsi la qualité de restauration des données compressées. Au sein du projet Herschel,
la mise en oeuvre du CS permet une amélioration de 30% de la résolution des images re-
construites pour une sensibilité identique par rapport à lasolution actuelle de l’ESA.
Nous donnons ici en annexe le texte original de l’article (BSO08).

Introduction

From year to year, the quantity of astronomical data increases at an ever growing rate.
In part this is due to very large digital sky surveys in the optical and near infrared, which
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in turn has been made possible by the development of digital imaging arrays such as CCDs
(charge-coupled devices). The size of digital arrays is continually growing, pushed by the
demands of astronomical research for ever larger quantities of data in ever shorter time per-
iods. As a result, the astronomical community is also confronted with a rather desperate
need for data compression techniques. Several techniques have in fact been used, or even
developed, for astronomical data compression (to quote a few : (WPL92; SMPA96)). For
some projects, we need to achieve huge compression ratios, which cannot be obtained by
current methods without introducing unacceptable distortions. Furthermore, for most astro-
nomical data compression problems, three main properties must be under control : resolu-
tion (point spread function), sensitivity (ability to detect low level signals) and photometry.
The Herschel satellite1, which will be launched in late 2008/early 2009, is faced with a simi-
lar problem. Indeed the photometer data need to be compressed by a factor of approximately
6 to be transferred. As the CPU load has to be extremely small,conventional compression
methods cannot be used.
Recently, an alternative sampling theory has emerged whichshows that signals can be re-
covered from far fewer samples (measurements) than what theNyquist/Shannon sampling
theory states. This new theory coinedcompressed sensingor (compressive sensing) introdu-
ced in the seminal papers (CRT06; Don06) relies on the compressibility of signals or more
precisely on the property for some signals to be sparsely represented. From the compressed
sensing viewpoint, sparse signals could be acquired “economically" (from a few samples)
without loss of information. It introduces new conceptions in data acquisition and sampling.

Scope of the paper :We propose a new alternative approach for the transmission of
astronomical images, based on CS. Section B.1 reviews the principle of the CS theory. We
will see that CS can be used in different ways for data compression purposes : i) sensor
design or ii) as a classical “compression-decompression" two-stage scheme. In this paper,
we will particularly focus on the latter. Indeed, in practical situations (more particularly for
onboard applications), CS provides a simple coding or compression stage that only requires
a low computational burden. Most of the computational complexity is in the decoding step.
In Section B.2 we show how CS offers us a flexible data compression framework as : i)
compression et decompression are decoupled and ii) CS is able to account for the redun-
dancy of the data due to some particular observational strategies to enhance the decoding
process. It is particularly profitable when multiple observations of the same sky area are
available. This happens very often in astronomical imagingwhen we need to build a large
map from a micro-scan or a raster-scan. Section B.3 highlights the effectiveness of the pro-
posed CS-based compression for solving the Herschel data compression problem. Indeed,
we show the advantage of CS over the averaging approach (proposed by the European Spa-
tial Agency - ESA) which has been considered so far.

1Seehttp ://www.esa.int/science/herschel
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B.1 A brief introduction to compressed sensing

In this section, we give a brief and non-exhaustive review ofcompressed sensing and
show how this new sampling theory will probably lead to a “revolution" in signal processing
and communication theory. For more exhaustive tutorials inthis field, we refer the reader
to the review papers (Can06; Bar07). In this paper, we will assume that the signalx belongs
to Rt (written as a column vector witht entries or samples). We will also assume thatx is
compressible.

B.1.1 The gist of compressed sensing

Compressibility The content of most astronomical images if often well structured : dif-
fuse gas clouds, point sources. . . to name only a few. Recent advances in harmonic analy-
sis have provided tools that efficiently represent such structures (wavelets, curvelets,. . . to
name a few). In this context, efficient representations mean sparse representations. Let us
consider a signalx of sizet. LetΦ be an orthonormal basis (e.g.classically, an orthogonal
wavelet basis for astronomical data processing) and let us consider the projection ofx in
Φ :

α = ΦT x (B.1)

The signalx is said to besparsein Φ if most entries of the so-called coefficient vectorα
are zero or close to zero and thus only a few have significant amplitudes. In other words,
the signalx can be efficiently approximated (with loẁ2 approximation error or distortion)
from only a few significant coefficients. Then such sparse signal is said to becompressible.
Note that, in the last decade, sparsity has emerged as one of the leading concepts in a wide
range of signal processing applications. More formally, wewill distinguish two categories
of compressible signals :

– Strict sparsity : only K � t entries ofα are different form zero.x is said to be
K-sparse inΦ.

– Wide sense compressibility :A more realistic definition of compressibility consists
in describing how the entries ofα behave. Let us consider that,α[1] ≥ · · · ≥ α[t].
Then x is said to be compressible inΦ, if there existsp ∈]0, 1] such that :|α[i]| ≤
Ci−1/p. Herep defines a kind of sparsity or compressibility degree. Real-world data
are more akin to be wide sense compressible.

Acquiring incoherent measurements Assuming thatx is compressible (i.e. xhas a sparse
representation in a particular basisΦ), x can be efficiently approximated (with low distor-
tion) from only a few entries ofα = ΦT x. In the Compressed Sensing framework, the signal
x is not acquired directly ; it isobservedor measuredfrom M < t measurements{yk}k=1,··· ,M.
These measurements are obtained by projecting the signalx on a set of so-called measure-
ment vectors{θk}k=1,··· ,M as follows :

yk =
〈

x, θk
〉

(B.2)
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Each sampleyk is then the scalar product ofx with a specificmeasurementvectorθk. The
gist of compressed sensing relies on two major concepts : i) the data to be compressed are
indeed compressible ; more precisely the datax have a “structured" content so that they can
be sparsely represented in some basisΦ ; ii) the measurement vectors{θk}k=1,··· ,M are non
adaptive (they should not depend onx) and incoherent with the basis in whichx is assumed
to be sparse.
As stated in (Can06), two main categories of measurement ensembles can be used for CS
coding :

– Random measurements :Θ is not explicitly used ; the measurements{yk}k=1,··· ,M
are random linear combinations of the entries ofx. Fourier, Binary or Gaussian mea-
surements are widely used. In the CS framework, incoherent measurements can be
obtained by using random ensembles (see (DY06; CRT06) and references therein).
Randomness is likely to provideincoherentprojections.

– Incoherent measurements :In that case,Θ is a deterministic basis which is assu-
med to beincoherentwith Φ. More quantitatively, incoherence betweenΘ andΦ is
measured by their mutual coherence :µ = maxi,k

∣

∣

∣

〈

φi , θk
〉∣

∣

∣. The lowerµ is, the more
incoherentΘ andΦ are. In practical situations, typical astronomical data are com-
pressible in a wavelet basisΦ ; a good choice forΘ is the noiselet basis (CGM01).

In this paper, measurement vectors are designed by selecting at random a set (indexed by
Λ) of vectors from a deterministic orthonormal basisΘ as suggested in (CR06) : y = ΘΛx.

An empirical interpretation :In the CS framework, the signal to be transferred isy =
ΘΦα. Let recall that the backbone of CS is twofold :

– the data are compressible :it means that only a few entries ofα have a significant
amplitude ;x is then almost entirely determined from only a few entriesα.

– the measurements are incoherent :the measurement matrixΘ andΦ are inco-
herent. From a empirical point of view, the incoherence ofΘ andΦ means that the
information carried by a few entries ofα is spread all over theM entries ofy = ΘΦα.
Each sampleyk is likely to contain a piece of information of each significant entry of
x. As M < t, the ratioρ = M/t is equivalent to a compression ratio.

B.1.2 Signal recovery

Exact solutions The previous paragraph emphasized on the way the compression step
should be devised. The decompression step amounts to recovering the original signalx out
of the compressed signaly = ΘΛx. Furthermore,x is knowna priori to be compressible
in Φ. Then the recovery problem boils down to emphasizing on the sparsity of the vector
α = xΦ. As proposed in (CRT06; Don06), the decompression or decoding step is equivalent
to solving the following optimization problem :

min
α
‖α‖`1 s.t.y = ΘΛΦα (B.3)

Several strong recovery results in the particular CS framework have been proved based on
specific assumptions with random measurement ensembles (see (Don06; CRT06)). For ins-
tance, in the extreme strict sparsity case where onlyK entries ofα are non-zero, conditions
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are given in (CRT06) showing that the problem in Equation (B.3) provides theexactsolu-
tion α. Nevertheless, the data are often corrupted by noise. A morerealistic compression
model would be the following :

y = ΘΛ(x+ n) (B.4)

wheren is a white Gaussian noise with varianceσ2
n. As the measurement matrixΘΛ is

a sub-matrix of the orthonormal matrixΘ, the projected noisenΛ = ΘΛn is still white
and Gaussian with the same varianceσ2

n. The projected data are then recast as follows :
y = ΘΛx+nΛ. The recovery step then boils down to solving the next optimization problem :

min
α
‖α‖`1 s.t. ‖y−ΘΛΦα‖`2 ≤ ε (B.5)

whereε is an upper bound of‖n‖`2. Defining ε =
√

M + 2
√

2Mσn provides a reasonable
upper bound on the noisè2 norm, with overwhelming probability. In (Can08) conditions
are given that guarantee some optimality results from the problem in Equation (B.5).
The convex program (second-order cone program) in Equation(B.5) then provides an effi-
cient and robust mechanism to provide an approximate to the signal x.

B.2 Compressed Sensing in Astronomy

In the next sections, we focus on applying the compressed sensing framework to as-
tronomical remote sensing. In Section B.1, we show that compressed sensing and more
precisely its way of coding information provides alternatives to astronomical instrument
design. Section B.1.2 gives emphasis on the ability of CS decoding to easily account for
the redundancy of the data (for instance, provided by specific observational strategies) thus
improving the whole compression performances.

B.2.1 Compressed Sensing as a way of designing sensors

The philosophy of compressed sensing (i.e. projecting onto incoherent measurement
ensembles) should be directly applied in the design of the detector. Devising an optical
system that directly “measures" incoherent projections ofthe input image would provide a
compression system that encodes in the analog domain.
Interestingly, this kind of measurement paradigm is far from being science-fiction. Indeed,
in the field ofγ-ray imaging, the so-called coded-masks2 (see (Ski02) and references the-
rein) are used since the sixties and are currently operatingin the ESA/Integral space mis-
sion3. In γ-ray (high energy) imaging, coded masks are used as aperturemasks scattering
the incomingγ photons. Empirically,γ-ray data are overwhelmingly composed of point
sources (i.e.already rather sparse). The coded mask scatters the photonscoming from each

2We invite the interested readers to visit the following sitethat is devoted to coded aperture imaging :
http ://astrophysics.gsfc.nasa.gov/cai/.

3Seehttp :// sci.esa.int/science-e/www/area/index.cfm ? fareaid=21.
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point sources over almost all the detectors. Each detector then provide incoherent projec-
tion. The last step to compressed sensing would amount to selecting only a few detector’s
signal (potentially at random) to be transmitted thus completing the compression stage.
The first application of compressed sensing then dates back to the sixties ! In the compres-
sed sensing community, the coded mask concept has inspired the design of the celebrated
“compressed sensing camera" (TLW+06) that provide effective image compression with a
single pixel. Simulations involving coded mask for compressive imaging have been made
by R. Willet in (MW08).

Similarly, (radio-) interferometric data are acquired in the Fourier domain (i.e. visibi-
lities), and the observed signal is known to be sparse in the direct domain for unresolved
objects or in the wavelet domain for extended sources. A posteriori, it is not surprising that
the best methods which have been proposed in the past for reconstructing such images are
based on sparsity. Indeed, the famous CLEAN algorithm (H7̈4) and its multiscale version
(WS88; SM06) can be seen as matching pursuit algorithms (LAM97), and therefore en-
force the sparsity of the solution, in the direct space for CLEAN and in the wavelet space
for Multiresolution CLEAN. Recentl0 and l1 CS reconstruction methods (see for instance
(DTDS06), (CWB08)) would certainly improve the computation time to derive these dirac-
sparse and wavelet-sparse solutions.

B.2.2 A flexible compression/decompression scheme

In this Section, we will particularly focus on using Compressed Sensing as a classical
“compression/decompression" two stages technique. We will emphasize on showing that
Compressed Sensing have several advantages over standard compression techniques such
as the celebrated JPEG20004 compression standard.

Computational complexity

The onboard computational complexity of CS compression depends on the choice of
ΘΛ (for instance, noiselets in the forthcoming experiments).The only computational cost
required by a CS-based compression is the computation ofΘΛx. When noiselets are used,
their computational cost evolves asO(t) thus involving a low CPU load which is lower
than the computational burden required by JPEG2000 (typically O(t log(t))). Furthermore,
the CS projections (noiselets in the forthcoming examples), require no further encoding in
contrast to classical compression methods such as JPEG2000.

Decoupling

In contrast to classical compression techniques, there is acomplete decoupling between
the compression and the decompression in the CS framework. Therefore the decompression
step can be changed while keeping the same compressed data. This is a very nice property.

4Seehttp ://www.jpeg.org/jpeg2000/.
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Indeed, we have seen that the quality of the decompressed data is related to the sparsity of
the data in a given basisΦ. If we discover in a few years a new basis which leads to a better
sparsity of the data, then we can still improve the quality ofthe decompressed data.

A data fusion perspective : accounting for the redundancy ofthe data

In astronomy, remote sensing data involving specific scanning strategies (raster scans)
often provide redundant data which cannot be accounted for by standard compression tech-
niques. In a general framework, let us consider thatN observations of the same sky area are
available :{yi}i=1,··· ,N such that :

∀i = 1, · · · ,N; yi = ΘΛi x+ ni (B.6)

where {ΘΛi }i=1,··· ,N are N independent random sub-matrices ofΘ with Card (Λi) = M.
Clearly, it would be worth recoveringx from theN compressed observations{yi}i=1,··· ,N. We
then propose to substitute the decompression problem in Equation (B.5) with the following :

min
α
‖α‖`1 s.t.

N
∑

i=1

∥

∥

∥yi −ΘΛiΦα
∥

∥

∥

`2
≤
√

Nε (B.7)

Owing to the convexity of this problem, it can be recast in thefollowing Lagrangian form :

min
α
γ‖α‖`1 +

1
2

N
∑

i=1

∥

∥

∥yi −ΘΛiΦα
∥

∥

∥

2
`2

(B.8)

Let defineΠi as the diagonal matrix of sizet× t the entries of which are defined as follows :

∀k ∈ {1, · · · , t}; Πi[k, k] =

{

1 if k ∈ Λi

0 otherwise
(B.9)

whereΠi[k, k] is thek-th diagonal element ofΠi. Let define the signaly]i of sizet as follows :

y]i Λi
= yi andy]i Λi

c = 0 (B.10)

whereΛi
c is complement ofΛi in {1, · · · , t}. Inspired by recent iterative thresholding me-

thods (ESDQ05; CW05), we propose solving the problem in Equation (B.8) by means of a
projected Landweber iterative algorithm. At iteration (h), the coefficientsα would be upda-
ted as follows :

α(h) = Sγ















α(h−1) +
1
N

N
∑

i=1

ΦTΘTΠi

(

y]i −ΠiΘΦα
(h−1)

)















(B.11)

whereSγ is the soft-thresholding operator with thresholdγ. Further calculation entails ap-
preciable simplifications :

α(h) = Sγ















1
N
ΦTΘT

N
∑

i=1

[

y]i + (I −Πi)ΘΦα
(h−1)

]















(B.12)

whereI is the identity matrix of sizet × t.
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Choosing the regularization parameterγ The problem in Equation (B.12) is a gene-
ral sparse decomposition problem in a redundant dictionary(see (BDE07; Tro06b) and
references therein). The choice of the regularization parameterγ is crucial as it balances
between the sparsity constraint and the how the solution fitsthe data. Classical approaches
would advocate the use of cross-validation to estimate an optimal value ofγ. Nevertheless,
cross-validation is computationally expensive and thus not appropriate for large scale pro-
blems.
In a different framework, the same kind of optimization problem has been solved using
a specific iterative hard-thresholding algorithm coined Morphological Component Ana-
lysis (MCA - see (SED04)) for which the threshold decreases. Inspired by MCA, hard-
thresholding is used and the thresholdγ is decreased at each iteration. It starts fromγ(0) =

‖ΦTΘT ∑

i y]i ‖∞ and decreases towardsγmin. The value ofγmin is 0 in the noiseless case.
When noise corrupts the datay], γmin may depend on the noise level. In Section B.3, nu-
merical results are given. In these experiments, noise contamination is assumed to be white
Gaussian with zero mean and varianceσ2

n. In this case, the final threshold is chosen as
γmin = 3σn which gives an upper bound for noise coefficients with overwhelming probabi-
lity.

B.2.3 Example : joint recovery of multiple observations

For instance, let us consider that the data are made ofN = 100 images{xi}i=1,··· ,N such
that each imagexi is a noiseless observation of the same sky areax. We propose to de-
compress the set of observations{xi}i=1,··· ,N in a joint recovery scheme. Each observation
is compressed using CS such thatρ = M/t = 0.1. Compression is made by solving the
problem in Equation (B.8) using the iterative thresholdingalgorithm described previously.
Figure B.1 provides the compression/decompression results ofx using CS and JPEG2000.
At first sight, both techniques behave similarly. Figure B.2depicts the zoomed versions
of the previous pictures. Clearly, CS provides better visual results. Recall that in astro-
nomy, the main properties to be under control are : i) the resolution, ii) the sensitivity and
iii) the photometry. Let us have a look at photometry by defining the intensity ofx as :
f =

∑t
j=1 x[ j]. Both compression techniques can be compared in terms of the their relative

intensity error defined has the ratio : (f − f̃ )/ f where f̃ is the intensity of the recovered
image. Quantitative results are presented inTable I.

Recovery SNR Relative intensity error

JPEG2000 9.77dB 2.610−3

CS 46.8dB 1.8210−6

T. B.1: CS versus JPEG2000 :Recovery SNR in dB and Relative intensity error.
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Where the SNR= −20 log x−x̃
x where x̃ is the recovered signal. This huge difference bet-

ween both compression strategies is the consequence of a fundamental property of CS :
the linearity of the compression. In contrast to standard compression techniques (such
as JPEG2000), the CS-based compression is linear. The data to transmit are indeed simple
linear projections :yi = ΘΛi (xi + ni) whereni models instrumental noise. Whatever the
compression rate (i.e. ρ = M/t), the incoherence between the measurement vectorsΘΛi

and the data is likely to guarantee thatx does not belong to the null space ofΘΛi . As a
consequence, the compressed data always contain a piece of information belonging tox.
Standard compression methods (which are non-linear) do notverify this crucial property.
For low level details, a standard compression method will kill its high frequencies and they
will never be recovered whatever the number of times this source is observed.

The need for joint decompression Assume thatx is compressible. More precisely, for a
fixed distortionε, there existsK(ε) such that forK ≥ K(ε) � t, ‖x− xK‖`2 ≤ ε wherexK is
theK-term approximation ofx (i.e. synthesized from theK entries ofα that have the most
significant amplitudes). The CS theory tells us that the sameerrorε (i.e. distortion) can be
obtained by solving the problem in Equation B.7 fromM ≥ M(ε) incoherent measurements.
Let us assume that, the set{Λi}i=1,··· ,N have been generated at random such that, with high
probability,∀i , i′;Λi ∩Λi′ = ∅ then, the set of measurement vector{ΘΛi } is equivalent to a
global measurement matrixΘΛ where Card(Λ) = NM. To summarize, recoveringx from
the set of measurements{yi}i=1,··· ,N is likely to provide the same reconstruction that would
be able to get fromNM measurements thus leading to better recovery performances.

B.3 A real-world application : the Herschel project

Herschel is one of the cornerstone missions of the European Space Agency (ESA). This
space telescope has been designed to observe in the far-infrared and sub-millimeter wa-
velength range. Its launch is scheduled for the fall of 2008/spring of 2009. The shortest
wavelength band, 57-210µm, is covered by PACS (Photodetector Array Camera and Spec-
trometer) (PWB+06), which provides low to medium resolution spectroscopy anddual-band
photometry. When PACS is used as a photometer, it will simultaneously image with its two
bolometer arrays, a 64× 32 and a 32× 16 matrix, both read out at 40 Hz. The ESA is faced
with a challenging problem : conventional low-cost compression techniques cannot achieve
a satisfactory compression rate. In this Section, we propose a new CS-based compression
scheme for the Herschel/PACS data that yield an elegant and effective way to overcome the
Herschel compression dilemma.

B.3.1 The Herschel dilemma

The Herschel space telescope is partially hampered by the narrowness of the transmis-
sion band compared to the large amount of data to be transferred. This handicap stems
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F. B.1: Left : Input imagex of size 512× 512.Middle : Estimate from the average of 100 images
compressed by JPEG2000 with a compression rateρ = 0.1. Right : Estimate from 100
pictures compressed by CS with a compression rateρ = 0.1.

from the limitation of conventional compression techniques to provide adequate compres-
sion rate with low computational cost, given the high readout noise. More quantitatively,
the data have to be compressed in real time by a factor of 6 withvery low CPU power.

Problem statement The Herschel spacecraft is about to be launched ; ESA is facedwith
a compression problem as the data need to be compressed by a factor of N = 6. Up to now,
the only acceptable solution for the ESA (with respect to computational cost and quality)
to overcome this need for a higher compression rate is the average ofN = 6 consecutive
images (BBO+05). Indeed, the compression code has no information about thescan speed
or the scan direction and a shift-and-add averaging solution is not possible. Other compres-
sion techniques such JPEG or JPEG2000 are also not acceptable because of computation
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time constraints.
Herschel will observe wide sky areas thus requiring fast scanning strategies. Hershel/PACS

will provide sets of consecutive 64×32 images that will be shifted with a typical shift value
λ = 1 pixel in fast scanning mode. Unfortunately, the shift value λ is comparable to the
FWHM (full width at half maximum) of the instrumental PSF (point spread function) is
δ ' 3 pixels. As a consequence, averagingN consecutive images will entail a catastrophic
loss of spatial resolution. This can be catastrophic for some scientific programs. Further-
more, averaging is far less optimal for noise reduction as averaging shifted signals does not
yield a

√
N noise variance reduction.

An effective compression scheme would have to balance between thefollowing perfor-
mance criteria :

– Spatial resolution : averaging fast scanned data entails a lower spatial resolution.
An effective compression scheme should provide a lower resolution loss.

– Sensitivity : averaging will reduce noise but will also blur the data thus entailing a
loss of sensitivity. Sensitivity (i.e. ability to detect low level details or sources) after
compression/decompression must be under control.

B.3.2 Compressed sensing for the Herschel data

The Herschel/PACS mission needs a compression rate equal toρ = 1/N with N = 6. A
first approach would amount to compressing independently each image. As stated earlier,
accounting for the redundancy of the data is profitable to enhance the global compres-
sion/decompression performances. Then, compressing/decompressingN = 6 consecutive
images jointly would be more relevant. If we consider a stackof N = 6 consecutive images
{xi}i=1,··· ,N, the simplest generative model is the following :

∀i ∈ {1, · · · ,N}; xi = Tλi (x) + ni (B.13)

whereTλi is an operator that shifts the original imagex with a shiftλi . In practice,x = x1

andλ1 = 0. The termni models instrumental noise or model imperfections. According to
the compressed sensing framework, each signal is projectedonto the subspace ranged by a
subset of columns ofΘ. Each compressed observation is then obtained as follows :

∀i ∈ {1, · · · ,N}; yi = ΘΛi xi (B.14)

where the sets{Λi} are such that :
∑

i

Πi = I (B.15)

∀i , i′;Λi ∩Λi′ = ∅ (B.16)

where the cardinality of each subset isM = bt/Nc. When there is no shift between conse-
cutive images, these conditions guarantee that the signalx can be reconstructed univocally
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from {yi}i=1,··· ,N, up to noise. Furthermore,x is assumed to be positive. The decoding step
amounts to seeking the signalx as follows :

min
x
γ‖ΦTα‖`1 +

1
2

N
∑

i=1

∥

∥

∥yi −ΘΛiTλi (x)
∥

∥

∥

2
`2

(B.17)

We propose solving this problem by using an adapted version of the iterative algorithm we
introduced in Section B.1.2. Furthermore, the content of astronomical data is often positive.
Constraining the solution to be positive would help solvingthe recovery problem. Assuming
that the shifting operatorTλi is invertible5, we substitute Equation (B.12) by the following
Equation :

x(h) =
1
N
ΦSγ















ΦT
N

∑

i=1

T−λi

(

ΘT
[

y]i + (I −Πi)Tλi

(

x(h−1)
)])















(B.18)

The positivity constraint is accounted for by projecting ateach iteration the solution of the
previous update equation on the cone generated by the vectors having positive entries :
x(h) ← PC

(

x(h)
)

where the projectorPC is defined as follows :

∀i = 1, · · · , t; PC (x) [i] =

{

x[i] if x[i] ≥ 0
0 otherwise

(B.19)

wherePC (x) [i] is the i-th entry ofPC (x). Convergence is guaranteed as long as shifting
the image does note deteriorate the original signal. In practice, this condition is not valid,
only a portion of the image can be recovered with precision. Similarly to the discussion in
Section II, joint decompression should be profitable as setsof consecutive shifted images
provide redundant data. In the next section, we illustrate the good performances of the
proposed decoding scheme.

Notations

In the next experiments, the data will made of pointwise sources ; it is worth defining
some useful notations. Recall that we assume the telescope’s PSF to have a FWHM equal
to δ. The shift between the original datumx and thei-th datumxi is λi . The intensityf of
the datumx (defined in Section B.2). We also assume thex has positive entries.

B.3.3 A toy-example

In the following experiments, the datumx is a 128× 128 image. The instrument is
assumed to have a FWHMδ = 3 pixels. For the sake of simplicity, each shiftλi = i pixels.
White Gaussian noise is added to account for the instrumental noise. As we stated earlier,
three main properties must be under control : i) spatial resolution, ii) sensitivity and iii)

5This assumption is true when shifting the image does note deteriorate the original signal.
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photometry. Concerning the last point, it was shown in section B.2.3, that CS was very
efficient compared to JPEG2000. In this section, we will particularly focus on sensitivity
and spatial resolution.

Sensitivity

In this experiment, the datum contains 49 point sources thathave been uniformly scatte-
red. The amplitude of each point source is generated at random with a Gaussian distribution.
The top-left picture of Figure B.3 shows the input datax. The additive Gaussian noise has
a fixed unit variance. The top-right panel of Figure B.3 features the datax contaminated
with noise. Comparisons between the MO6 (“Mean of 6 images")and CS methods are
made by evaluating for varying intensity value (from 700 to 140000 ; it is equivalent to a
SNR varying from−13.2 to 33dB) the rate of detected point sources. To avoid false de-
tection, the same pre-processing step is performed : i) “à trous" bspline wavelet transform
(see (SMB06)), ii) 5σM hard-thresholding6 whereσM is the residual standard deviation es-
timated by a Median Absolute Deviation (MAD) at each waveletscale, iii) reconstruction.
The bottom-left panel of Figure B.3 features such filtered decoded image using the MO6
strategy. The bottom-right picture in Figure B.3 shows the filtered CS-based solution. In
this experiment the total intensity of the point sources is set to 3500. At first sight, both
methods provide similar detection performances. As expected, the CS-based solution has a
better spatial resolution.
Figure B.4 shows the detection rate (with no false detection) of each method for intensities
varying from f = 700 to f = 140000. At high intensity (higher thanf = 104), both MO6
and CS provide rather similar detection performances. Interestingly, at low intensity, CS
provides slightly better results. This unexpected phenomenon is partly due to the spread
that results from the average of shifted images.
MO6 is theoretically (for low shifts) near-optimal for point source detection. In contrast,
this experiment shows that CS can provide similar or better detection performances than
MO6.

Resolution

Spatial resolution is a crucial instrumental feature. Averaging shifted images clearly
deteriorates the final spatial resolution of Hershel/PACS. In this experiment, the original
datumx is made of a couple of point sources. In the worst case, these point sources are ali-
gned along the scan direction. The top-left picture of Figure B.5 features the original signal
x. In the top-right panel of Figure B.5, the intensity of the point sources is set tof = 1000
while the noise variance isσ2

n = 1. The SNR of the data to compress is equal to 2.7dB.

6Such 5σM is likely to avoid false detection as it defines a rather conservative threshold.
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The MO6 solution (resp. the CS-based solution) is shown on the left (resp. right) at the
bottom of Figure B.5. As expected, the spatial resolution ofthe MO6 is clearly worse than
the resolution of the input datumx. Visually, the CS-based solution mitigate the resolution
loss.
For different intensity of the datumx (from 100 to 2000), the spatial resolution is evalua-
ted according to the Rayleigh criterion. The Rayleigh criterion is the generally accepted
criterion for the minimum resolvable detail : two point sources are resolved when the first
minimum is lower than the amplitude at half maximum of a single point source as illustra-
ted in Figure B.6. For a fixed intensityf , the resolution limit is evaluated by seeking the
minimal distance between the point sources for which the Rayleigh criterion is verified. For
intensities varying fromf = 100 to f = 2000, the resolution limit is reported in Table II.
The CS-based compression scheme provides a solution with better spatial resolution. At
high intensity, the resolution gain (in comparison with MO6) is equal to a third of the ins-
trumental FWHM (1 pixel). At low intensity, the resolution gain provided by the CS-based
method slightly decreases.
This experiment shows that CS mitigates the resolution lossresulting from the joint com-
pression of 6 consecutive images.

SNR (in dB) −17.3 −9.35 −3.3 0.21 2.7
Intensity (a.u.7) 100 250 500 750 1000

MO6 2.7 2.7 2.7 2.7 2.7
CS 2 2 1.7 1.7 1.7

SNR 4.7 6.2 7.6 8.7
Intensity 1250 1500 1750 2000

MO6 2.7 2.7 2.7 2.7
CS 1.7 1.7 1.7 1.7

T. B.2: Spatial resolution in pixels : for varying datum flux, the resolution limit of each com-
pression technique is reported. The CS-based compression entails a resolution gain equal
to a 30% of the spatial resolution provided by MO6.

B.3.4 Realistic data

The data

Real Herschel/PACS data are more complex than those we simulated in the previous
experiments. The original datumx is contaminated with a slowly varying “flat field" com-
ponentcf . In a short sequence of 6 consecutive images, the flat field component is almost
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fixed. In this context, the data{xi}i=0,··· ,1 can then be modeled as follows :

xi = Tλi (x) + ni + cf (B.20)

If cf is known (which will be the case in the forthcoming experiments),Tλi

(

x(h−1)
)

is repla-

ced byTλi

(

x(h−1)
)

+ cf in Equation B.18. Ifcf is unknown, it can be estimated within the
iterative algorithm. The next Section focuses on the resolution gain provided by the CS- ba-
sed method in the scope of real Herschel/PACS data. The data have been designed by adding
realistic pointwise sources to real calibration measurements performed in mid-2007.

Resolution

Similarly to the experiments performed in Section B.3.3, weadded a couple of point
sources to Herschel/PACS data. The top-left picture of Figure B.7 features the original
signalx. In the top-right panel of Figure B.7, the intensity of the point sources is set tof =
4500. The “flat field" component overwhelms the useful part ofthe data so thatx has at best
a level that is 30 times lower than the “flat field" component. The MO6 solution (resp.the
CS-based solution) is shown on the left (resp.right) and at the bottom of Figure B.7 and all
the results are presented in Table III. Similarly to the previous fully simulated experiment,
the CS-based algorithm provides better resolution performances. The resolution gain can
reach 30% of the FWHM of the instrument’s PSF for a wide range of signal intensities.
This experiment illustrates the reliability of the CS-based compression to deal with real-
world data compression.

SNR (in dB) −17.3 −9.35 −3.3 0.21 2.7
Intensity (a.u.) 900 2250 4500 6750 9000

MO6 3 3 3 3 3
CS 2.33 2.33 2 2 2

SNR 4.7 6.2 7.6 8.7
Intensity 11250 13500 15750 18000

MO6 3 3 3 3
CS 2 2 2 2

T. B.3: Spatial resolution in pixels : for varying datum flux, the resolution limit of each com-
pression technique is reported. The CS-based compression entails a resolution gain equal
to a 30% of the spatial resolution provided by MO6.

B.4 Conclusion

In this paper, we overview the potential applications of compressed sensing (CS) in as-
tronomical imaging. The CS appeal in astronomy is twofold : i) it provides a very easy and
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computationally cheap coding scheme for onboard astronomical remote sensing, ii) from a
data fusion perspective, the decoding stage is flexible enough to account for the redundancy
of the data thus leading to significant recovery enhancements. We particularly point out the
huge advantage of compressed sensing over standard compression techniques in the scope
of multiple scanning observations (observing the same sky area several times). We have
shown that compressed sensing data fusion can lead to improvements compared to standard
techniques. Preliminary numerical experiments illustrate the reliability of a CS-based com-
pression scheme in the scope of astronomical remote sensingsuch as the Herschel space
mission. We show that compressed sensing provides an elegant and effective compression
technique that overcome the compression issue ESA is faced with. In the next step we will
focus on performing more realistic experiments in the scopeof the Herschel space mission
by adding some physical information : calibration, statistical noise models, flat field estima-
tion . . . to name a few. This paper show that applying CS to the Herschelspace mission is of
major interest. Indeed, CS is the only existing alternativesolution to the averaging solution,
and CS enables to recover data with a spatial resolution enhanced up to 30% with similar
sensitivity compared to the averaging technique. CS will probably be implemented onboard
thus being the first application of compressed sensing for a real-world space mission.
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F. B.2: Zoomed versions - Left :Input imagex of size 512× 512.Middle : Estimate from the
average of 100 images compressed by JPEG2000 with a compression rateρ = 0.1.Right :
Estimate from 100 pictures compressed by CS with a compression rateρ = 0.1.
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F. B.3: Top left : Original image of size 128× 128 the total intensity of which isf = 3500.Top
right : First input noisy map (out of 6). White Gaussian with varianceσ2

n = 1 was added.
Bottom left : Mean of the 6 input images.Bottom right : Reconstruction from noiselet-
based CS projections. The iterative algorithm described inSection B.2 has been used with
100 iterations.

F. B.4: Detection rate when the intensity of the input data varies :Solid lineResolution defi-
ned by the Rayleigh criterion of the CS-based reconstruction.◦ : Resolution of the solution
provided by the mean of 6 images.
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F. B.5: Top left : Original image of size 128× 128 the total intensity of which isf = 1000.
Top right : First input noisy map (out of 6). White Gaussian with varianceσ2

n = 1 was
added.Bottom left : Mean of the 6 input images.Bottom right : Reconstruction from
noiselet-based CS projections. The iterative algorithm has been used with 100 iterations.

1
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1

0.5

1

F. B.6: The Rayleigh criterion - Left : The point sources are not resolved.Middle : Resolution
limit. Right : Fully resolved point sources.
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F. B.7: Top left : Original image of size 32× 64 with a total intensity off = 4500.Top right :
First input noisy map (out of 6). The PACS data already contains approximately Gaussian
noise.Bottom left : Mean of the 6 input images.Bottom right : Reconstruction from
noiselet-based CS projections. The iterative algorithm has been used with 100 iterations.
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