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Titre  Diversité morphologique et analyse de données multivaluée

Résumé Ce mémoire de thése introduit une nouvelle méthodologie lmalyse de don-
nées multivaluées et plus particulierement pour la réswolute problémes de séparation de
sources. Les approches classiques de séparation de sobherekent a tirer partie d’'une
certaine diversité entre les composantes a estimer. Etigberda derniére décennie a
vu apparaitre une nouvelle communauté scientifique dorttdgaux ont essentiellement
porté sur la recherche et I'utilisation de représentatiditess parcimonieuses des signaux.
Ce travail de these a été dédié a la conception d’une nouapfheoche des problémes
de séparation de source aveugle fondée sur I'utilisatioteltis représentations parcimo-
nieuses des signaux. Nous introduirons en particulier oogeaile méthode de séparation de
source aveugle intitulée Analyse en Composantes Morpltpleg Généralisées que nous
appliquerons dans divers domaines : I'analyse de donnétspegtrales, I'extraction de
composantes astrophysiques dans cadre de la missione@dsiack de I'Agence Spatiale
Européenne et la restauration adaptative de données atudtas.

Mots-clés Diversité morphologique, parcimonie, représentationgip@mnieuses, onde-
lettes, séparation de source aveugle, données multigaluée

Title Morphological diversity and multivalued data analysis

Abstract This report describes a new methodology for multivaluec datalysis. More
precisely, we will focus on source separation problemssgital source separation tech-
niques aim at devising quantitative measures of divergtyben the sources to be estima-
ted. During the last decade, an active field of research haséal on using sparse repre-
sentations for a wide range of signal processing problem#his report, we introduce a
new way of solving blind source separation problems in theadled sparse representation
paradigm. We devise a new blind source separation techeimjued Generalized Morpho-
logical Component Analysis. This source separation metraxibeen applied to various
multivalued data analysis issues : hyperspectral data/sisakextraction of astrophysical
components in the scope of the Planck mission of the Eurofpane Agency and adaptive
restoration of multivalued data.

Keywords Morphological diversity, sparsity, sparse representatiovavelets, blind source
separation, multivalued data
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Sigles et abbréviations

ACI
ACMP
ACP
AIC
BIC
dB
DCT

EFICA

e.g.
GMCA

HypGMCA

IDM
i.e.
i.i.d.
JADE
LDCT

MAP
MCA

MDL
mMCA

MOM
MP
MV
OMP
pdf

resp.
RNA
RSB
RVB
s.c.

SSA

Analyse en Composantes Indépendantes

Analyse en Composantes Mutuellement Parcimonieuses
Analyse en Composantes Principales

Akaike Information Criterion

Bayesian Information Criterion

décibels

Discrete Cosine Transform

Transformée en Cosinus Discréte

Efficient FastiCA

exempli gratia

Generalized Morphological Component Analysis
Analyse en Composantes Morphologiques Généralisées
Generalized Morphological Component Analysistigperspectral data
Analyse en Composantes Morphologiques Généralisées psudahnées hyperspectrales
Interpolation de Données Manquantes

id est

indépendamment et identiquement distribué

Joint Approximate Diagonalization of Eigen-matrices
Local Discrete Cosine Transform

Transformée en Cosinus Discréete Locale

Maximum A Posteriori

Morphological Component Analysis

Analyse en Composantes Morphologiques

Minimum Description Length

multichannel Morphological Component Analysis
Analyse en Composantes Morphologiques multicanale
Mean Of Max ou moyenne des maxima

Matching Pursuit

Maximum de Vraisemblance

Orthogonal Matching Pursuit

probability density function

densité de probabilité

respectivement

Relative Newton Algorithm

Rapport Signal sur Bruit

Rouge Vert Bleu

sous la contrainte

Séparation de Source Aveugle
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Notations et définitions

Notations

Les vecteurs sont notés en minuscule et en gras€oae entrée du vectenrest notée
X[i]. Sauf indication, un vecteur sera noté sous forme d’'ureeligc = [X[1],-- - , X[t]].
Les matrices sont notées en majuscule et en gras. L'éléngamafit a lai-eme ligne et
j-eme colonne d¥X est notéX(i, j]. Lai-éme ligne sera notée et la j-eme colonned.

Définitions
Normes

Pour un vecteux de taillet, on définit la norme, avecp > 0 comme suit :

t 1/p
Il = [Z |x[k]|F’J
k=1

Notons deux cas limites :

— Casp — 0: la (pseudo)-normé, d'un vecteurx est égale au nombre de ses entrées
non nulles.
— Casp — +: la normef,, est définie comme suif|x||,, = max [X[K]|.

Pour les matrices, certaines normes particulieres setiiséas. L'extension de la norme
{p aux matrices sera la suivante :

1/p
IXIlp = [Z IXIi, j]|p]

Ij
Nous utiliserons également la norme de Frobenius sous segefpondérée. SoE une
matrice symétrique, définie positive :

Xlle.y = (Trace(Xz X))




XiX

Décomposition parcimonieuse

Considérons le probléeme d’optimisation suivant :
min|la|l;, S.c.X = a®
o P

ou x est un vecteur de taille @ est un vecteur de taill€ et ® une matrice de tailld xt.
Sous réserve d’existence, 'ensemble des solutions deobtepne sera notﬁfg;(x). Sila
solution a ce probléme existe et est unique, nous notexgr(x) cette solution.

Miscellanées

L'espérance d’'une variable aléatokest notéeE {x}.
Le support d’'un vecteu est défini comme suit :

A@)=§w¢n>o}

Pour une matricéX de rang colonne plein, on définit le pseudo-inverse (a gduxhe
comme suit : 9
XT=(XTX) " XT

ouXT est la transposée de

Soit X une matrice pseudo-inversible & gauch&aine estimée dX définie & une per-
mutation et un changement d’échelle prés a droite (Rptd nous sera utile de définir un
critére de divergence entkeetX :

Cx =i - X°Px],




Introduction

CE mémoire de these a pour objet I'étude de nouvelles méthgiaigour I'analyse de

données multivaluées. Ce type particulier de données pséfde I'observation si-
multanée du méme processus physique « safiéreints angles ». La prise de vue d'une
méme scéne dans des bandes de fréquenfiésedites en imagerie multispectrale fournit
un exemple typique de telles données multivaluées. L'aeadle ces signaux est également
spécifique : la présence de structures (spectres d’émissiofabsorption dans le cas des
données multispectrales) requiert le traitement cohélemdiférents observations.
Dans ce mémoire de these, nous proposons le développemastruvelle méthodologie
d'analyse de données multivaluées fondée sur l'utilisatie représentations dites parci-
monieuses des signaux. A céfiet, le Chapitre 1 introduit les aspects fondamentaux felati
a l'utilisation de telles représentations, en particutlans le cadre de la séparation de si-
gnaux. La derniére décennie a vue I'essor tant théoriqueptptejue de telles méthodes
d'analyses de signaux ; le Chapitre 2 propose un tour d'bories principaux résultats
d’analyse parcimonieuse de signaux. Nous y introduirordeégent une extension au cas
du traitement des données mutlivaluées.
Nous nous concentrerons ensuite sur une modélisatiorc@te de ces données : le cas
du modéle de mélange. Il s’agira alors de modéliser chagaeredtion comme un mé-
lange linéaire de signaux élémentaires appelés plus démémat « sources ». L'analyse de
ces données ainsi modélisées conduit & la résolution dlepnelde séparation de sources
en aveugle. Le Chapitre 3 présente une revue des princigplgsches proposées pour la
résolution de ces problémes. Nous introduirons égalenesnaspects conceptuels d’'une
nouvelle méthodologie de séparation de sources en aveuyléd sur I'utilisation de re-
présentations parcimonieuses : I'’Analyse en Composantgsé¥lement Parcimonieuses
(ACMP). Nous développons au Chapitre 4, un nouvel algosithianalyse de données mul-
tivaluées intitulé Analyse en Composantes Morphologidaéséralisées (GMCA) pour la
résolution des problémes de séparation de sources en aveug|
Au vu de I'expansion des observations hyperspectralesaditylier en géosciences, nous
proposons au Chapitre 5 une extension de I'algorithme GM@s&paration de sources
aveugles a partir de données hyperspectrales. Nous mrasentles résultats préliminaires




d’extraction de composantes a partir des donhéas Express

La mission spatiale Planck de I’Agence Spatiale Europé@a8d) sera lancée au cours du
premier semestre de I'année 2009. Ce satellite fourniraldesées multispectrales dans le
domaine des micro-ondes en particulier pour I'analyse dal fifftus cosmologique (plus
célébre sous le nom de rayonnement fossile). L'analyse sida@nées étant cruciale pour
la communauté astrophysique, le développement de méthedsiparation de sources dé-
diées a ces données est d'importance. Au Chapitre 6, nossriofis une application de
I'algorithme GMCA a I'analyse de données réalistes proateselles que Planck devrait
fournir.

Enfin, au Chapitre 7, nous présenterons une extension déFAét de I'algorithme GMCA

a la résolution adaptative de problémes inverses classigiédbruitage et interpolation de
données manquantes).

Au cours de la derniére décennie, une nouvelle théorie dhdigillonnage a vu le jour :
le compressed sensir{@chantillonnage compressé). Nous proposons en Annexeds-un
ticle décrivant la premiére application de cette théoria @mpression des données de la
mission spatiale Herschel de 'ESA.




Chapitre 1

Prologue

A I'heure du développement des technologies numeériques)dem pecugst submergé

de données tout aussi diverses que complexes. Il est bieersodificile de traiter
des données dont la quantité va en s’accroissant. Le déestomt de techniques capables
d’extraire rapidement I'information essentielle a pader telles données est ainsi crucial.
A cette fin, de récents développements en mathématiqueis|@gs ont porté sur 'éla-
boration de concepts et de technigues conduisant a repeésks données complexes de
maniére économe permettant ainsi I'extraction des strestessentielles de ces données.
Tout au long de cette thése, la question de la distinctionedadséparation de signaux
sera étudiée. La séparation de signaux est un probléemenaaoiemultiples applications :
électro-cardiogramme et 'exemple emblématique de laraépa du pouls d’'un foetus et
de la mére qui le porte, électro-encéphalogramme pourrdietibn de réponses élémen-
taires du cortex cérébral, imagerie multispectrale et iggeEtrale tant en astrophysique,
géophysique ou pour I'observation de la terre. La listeantd’'étre exhaustive.
Nous proposons d'aborder le probléme général de la sépardé signaux sous l'angle
de la caractérisation de ces derniers via une représenttmnome ou parcimonieuse. Ce
premier chapitre introduit les concepts trés généraux @izgl sera fait trés largement
référence par la suite.




1.1 De la représentation d’un signal

1.1 De lareprésentation d’'un signal

Tout au long de cette thése, la question de la séparatiomydawsi est posée. Considé-
rons ainsi les deux images dites "natureflgstésentées en figure 1.1. Toutes deux repré-
sentent la méme scéne d’'un point de vue descriptif (bataaubatiment, ete--). Néan-
moins, I'oeil du lecteur n’a aucunefticulté a percevoir les fierences qui distinguent ces
deux illustrations.

Fie. 1.1: Deux images "naturelles".

1.1.1 Analogies en neurosciences

Le fonctionnement du systéme visuel humain est une madbideme dficacité sur-
prenante dont I'étude peut nous apporter des enseignemseries modélisations possibles
en traitement du signal. Au cours de ce paragraphe nousdhine un tour d’horizon des
résultats significatifs que les neurosciences ont pu matioerr sur le fonctionnement du
systeme visuel humain.

Au-dela de I'essor récent de cette discipline, les prenriggsltats concernant le fonction-
nement des premieres aires du cortex visuel mammalien soattée a I'actif de pionniers
tels que AttneaveA(t54) ou Barlow Bar61) au cours de la seconde moitié diFFsiecle.
Leurs travaux ont en particulier fait apparaitre que la péegnaire visuelle (nommée V1)
est le siege d’'un premier traitement de Iinformation vikieCe traitement primordial
s'apparente a un codage de l'information visuelle. Dés ldesnombreuses études ont été
menées pour caractériser plus finement les spécificités dedage. Citons en particulier
les travaux d'intérét sur le sujet suivaniSQ0% OF0G BS97, Fie99. Il résulte de ces dif-
férents travaux des observations des plus fascinantes :

— Sensibilité a des stimuli bien précis il apparait que le codagdfectué au niveau
de l'aire V1 est tel que certaindsrmesou structuresdes images sont privilégiées.

1Au sens ou elles peuvent faire partie de notre environnemismel.




1.1 De la représentation d’un signal

En particulier (voir OF0G Fie99), il semble que le traitementfectué au niveau de
V1 soit équivalent a un codage de la scéne visuelle a parttidrili élémentaires
proches d’ondelettes de Gabor. En d’autres termes, ce eodsuel est ficace sur
les structures orientées de typentour. Cette propriété inattendue a été fort juste-
ment nommeée "ubiquity of edges” p&K01).

— Réponse parcimonieuse des études identiques (en particuli@H04) ont montré
gue cettegfficacité du codage de stimuli particuliers (contours) se tradujsaitune
réponseparcimonieusele 'activité neuronale. Plus précisément, en présencé-de s
muli de type "contour”, la plupart des neurones sont ina@ifpeu ont une activité
significative. Cette propriété a été initiatrice de la theau codage parcimonieux
(sparse coding). Comme le suggérent Olshaus&pakse coding provides arffie
cient means of representing data found in the natural wdvldreover, it provides a
means of giciently forming associations and storing memory, and itiewss all of
this using relatively small amounts of enersgy

— Décohérence des réponses neuronale®tshausen$00) suggére également que
les réponses neuronales doivent étre décohérentes (aotseltss doivent étre -
renciées) : ¢he code cannot beficient if the gfort of encoding any particular piece
of information is duplicated in more than one neusarCette hypothése de décohé-
rence des réponses neuronales est donc motivée par le méoied® "compresser”
l'information du signal visuel initial ; un codagéhfeace ne devant pas codé plusieurs
fois des structures identiqués

Ce bref voyage au pays des neurosciences nous apporteisuptusnseignements. Le
plus important réside srement dans cette notiopaike adaptéaux images a traiter. De
plus, le code utilisé au niveau de l'aire V1 est loin d’étreslgonque : il s’agit d'un code
élaboré pour "capturer" les structures particuliéres déses visuelles qui nous entourent :
les contours. La notion de parcimonie est donc intimemeat & la structure méme des
signaux et a la maniére dont celles-ci sont codées.

1.1.2 Structures, parcimonie et représentations
Parcimonie : définitions

Par analogie agodage parcimoniéntroduit dans le domaine des neurosciences, nous
allons définir un peu plus formellement le modéle de reptésien parcimonieuse que I'on
retrouvera tout au long du présent rapport.

2(Fie99 avance I'hypothése que les forts liens entre les scénesefias et le codage parcimonieux (forte
prédominance des contours) peut s'interpréter a la lundéréévolution naturelle. En d’autres termes, le
codage opéré au niveau du systéme visuel mammalien saf@utissement de I'adaptation de ce méme code
a son environnement.




1.1 De la représentation d’un signal

D'ores et déja, le décor a planter est le suivant : un sigrest un vecteur de dimensidn
dont les entrées sont réelles :
X =[x, -, %] (1.2)

On dispose d'un cod® dont les éléments sont des vecteur®&tleé ensemble des éléments
de D généreR! de sorte que tout signal peut étre synthétisé a partir du code Plus
précisément, nous noterogs le i-eme élément du cod®; ce dernier contenarnt > t
mots. Il existe un ensemble de scalaifegi-1 .. T tel quex s’écrit comme suit :

T
X = Za’i¢i (12)

i=1

Puisque nous manipulons des vecteurs, ils sera par la duiguglicieux de définid?
comme la matrice de taill& x t dont les lignes sont les éléments @e Puisque les élé-
ments deP sont les "mots" du cod®, il est d'usage de parler déictionnaire pour ®. En
définissantr = [a1, - - - , at], on obtient la formulation matricielle suivante :

X = a® (1.3)

Par analogie avec le codage parcimonieux, le veatepeut s'interpréter comme l'en-
semble des activités neuronales liées au stimulles éléments d® (appelés également
atomeqCDS99) représentent ainsi les stimuli élémentaires qui, dutpienvue dex, sont

ses structures les plus significatives. Un codatjeaze pourx devra également conduire
au caractere parcimonieux des scalaftgf-1... T.

D’un point de vue général, il est commun de rencontrer desitléfis de la parcimonie de

a peu explicites dire quea est parcimonieux signifie que la plupart de ses entrées sont
proches de zéro et peuvent prendre des valeurs signifisafMes formellement, nous utili-
serons deux types de modélisations pour définir le caraptgmonieux d'un vecteus.

Modéles déterministes :

Il s'agit ici de caractériser le comportement des entréea.dee vecteura est dit K-
sparse si seulds de ses entrées sont non nulles. Dans ce cas, on définit lers@ppi®1)
dea@ comme I'ensemble des indices des entrées non-nulles: de

A@) = {iffi] # 0} (1.4)
Un tel vecteur est également caractérisé par sa (pseudogrdgpuisque :
llellg, = Card(Supportg)) = K (1.5)

Ce modeéle présente un intérét essentiellement théorigmeneonous le verrons au Cha-
pitre 2.

3Par la suite, nous confondrons abusiven®ret ® bien que constituant deux objets bierféients.




1.1 De la représentation d’un signal

En pratique des modeéles plus réalistes consistent a b@iaux de décroissance des
entrées dex en valeur absolue. Supposons que les entréas stint ordonnées de sorte
quela[l]l = |a[2]]--- = |a[T]l, C une constante strictement positive peappartenant a
l'intervalle 10, 1] , une définition de parcimonie pourest la suivante :

lofi]l <CiYPpouri=1,---,p (1.6)

Un modéle probabiliste :
Nous verrons par la suite qu'il peut étre nécessaire de défiei distribution pouw. Par
analogie avec les neurosciences, une telle distributi@asetérise comme suit :

— Indépendance :les entrées du vecteuts sont indépendammermt identiguement
distribuées i(i.d.) suivant une distribution de densifg. Ces entrées étant indépen-
dantes dans leur ensemble, elles vérifierofit # j € {1,--- ,t}; fo (X[il, x[j]) =

fo (A1) fo (X1

— Parcimonie : la densité de probabilit&, sera choisie de sorte que la probabilité pour
a d’avoir des entrées de fortes amplitudes soit faible. Datie ¢hése, nous choisi-
rons le plus souvent un modéle de signaux générés suivaniemséé de probabilité
leptokurtique (de kurtosis positif) telles que les gaussés généraliséémsvecs < 1 :

Vi;  fo(efi]) o« exp(-«lai]l’) (1.7)

Structures et représentations

Le plus souvent, les sighaux a traiter possedent des stescipécifiques (caractere pé-
riodique ou transitoire pour des signaux unidimensionnelstures ou contours pour des
images).

Le caractére parcimonieux du codage décrit précédemmeli¢ a@six structures du signal

x et du choix du dictionnair@. Les développements récents en analyse harmonique ont
permis la construction d'un trés large éventail de "reprt®mns” (bases, trames ajus-
tées) adaptées a des stuctures particulieres ; le caractapté signifiant leur capacité a
apporter une représentation parcimonieuse de signauxfignés. En ce sens, le choix
d’'une représentation.¢. le "code" D) s'effectue en fonction d’'une connaissareriori

du contenu des données a traiter. Ainsi, a une classe déusesicorrespond un ensemble
de formes d’'ondesdaptéesif. les atomes du dictionnair®). Parmi la multiplicité des

“Notons que les deux catégories de modéles ne sont pafiésiedies. En féet, dans le cas du modéle
probabiliste que nous venons d’introduire, la propriéigamnie est vérifiée pour= p:

Ve, AC, € R* tel queE{Hallfp} < C; avec une probabilité supérieure & &

Revenons a la définition déterministe précédente carsatdrie degré de décroissangales entrées de.
Ainsi, la normef, dea est également bornée avec cette définition puisqu’en dedimis, = C ¥ i~ : ||(r||§’p <
C,




1.2 Diversité morphologique

formes d’ondes particuliérgsnous utiliserons dans le cas du traitement d’'image :

— Transformation en cosinus (local) :bien adaptée aux images dont le contenu est
globalement (ou localement) oscillant.

— Transformation en ondelettes :adaptéi(e. optimal dans le cas d’'une approximation
m-termes - voir {1al98)) aux singularités ponctuelles.

— Trame ajustée de Curvelets :adapté au image€? par morceau contenant des
contoursC?.

Le plus souvent, ces ensembles d’atomes sont associes patatears implicites de trans-
formation rapide qui en rendent ['utilisation facilitée.

1.2 Diversité morphologique

Introduite dans le contexte trés particulier des probléquas de séparation contgiexture
dans une imageESDQO03, la notion de diversité morphologique est un outil puissin
caractérisation du contenu d’un signal. La diversité molgdiique sera le concept fonda-
mental des développements des prochains chapitres.

1.2.1 Analyse en composantes morphologiques

Dans le cas d’'une image complexe telle que celle présentéguea 1.2, aucune base
n'est adaptée a la fois a la représentation parcimonieuseadntenu globalement oscillant
et continu par morceau. Une idée simple consiste alors ajgmser cette image au contenu
complexe en une combinaison linéaireatenposantes morphologiquesntenant chacune
des structures élémentairegféientes (voir figure 1.3) :

X=1+ ¢ (1.8)

ou ¢, (respectivemenp,) est supposée admettre une représentation parcimoniansdad
base®; (respectivemen®,). Le concept de diversité morphologique intervient : lesxde
composanteg; et g, présentent des structures ou de maniéere équivalentaogxholo-
giesdifférentes. Cette fférence ouiversité de morphologies se caractérise formellement
comme suit :

lei®{ lle, < lloi®]lle, 0t 0O< p<1 (1.9)

En résumé, deux composantes aux morphologi@srdntes sont certes parcimonieuses
dans une représentation qui leur est adaptée mais "moinsnumamieuse” dans des celles
gui ne le sont pas. En s’appuyant sur ce principe de divemsitdohologique, il est alors

SConsulter tout particulieremertttp ;/Acd.siva.free.fisiva-wits-where-is-the-starlet.html




1.2 Diversité morphologique
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Fie. 1.2: Une image synthétique complexe.
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Fie. 1.3: Composantes morphologiques.

possible de séparer les deux composagtest ¢, a partir de leurs seulesftirences de
structuregnorphologies.

D’un point de vue général, nous verrons au Chapitre 2 qu'ale odélisation peut étre
équivalente a une représentation du signdans le dictionnaireedondant (T > t) union
de @; et ®,. L'une des clefs des méthodes que nous devélopperons patdaest le fait
gue la redondance du dictionnaire de représentation pafioletenir une représentation
plus parcimonieuse.

1.2.2 Le bon grain et l'ivraie

L'un des atouts des représentations dites parcimoniessé&saractérisation des struc-
tures inhérentes a chaque signal individuel. Ainsi, I'étapivante consiste a s'appuyer sur
de telles représentations pour thstinguer voire les séparer.

A l'origine, la notion de diversité morphologique a permasdistinction de signaux pos-
sédant des morphologies distinctes. Par la suite, il seabedgnt nécessaire de pouvoir
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distinguer des signaux ayant des morphologies prochessif®ons deux signaux; et
X2 ; nous introduisons deux catégories de diversité morplmlegpermettant de lesfii-
rencier :

— Diversité morphologique au sens strict il s’agit de celle que nous venons d'intro-
duire. Dans ce cas, etx, présentent des structures ou morphologié&dintes.

— Diversité morphologique au sens large dans ce cag; etx, présentent des mor-
phologies proches (telles que les images de la figure Cdrhment est-il alors pos-
sible de les distinguer €es deux images contiennent toutes deux des contours et des
parties texturées (localement oscillantes). Si les strastde chacune des images
sont identiques de part leur type (contour, texture, .),etles demeurent néanmoins
différentes (structures quiftBrent de part leurs positions, amplitudes, échelles
etc.). Supposons que les deux signaget x, admettent une représentation parci-
monieuse dans une représentatibnSi x; et x, se distinguent par leurs structures
les plus fortes, alors, d'un point de vue empirique, leuppsuts dansb doivent étre
différenciés. En particulier, les entréesadect a, les plus significatives doivent étre
différentes. A cette fin, nous introduisons la notiorsgripport d'un vecteud :

As(@) = {K lo[K]| > dllalle} (1.10)

ou |lalle = maX|a[K]|. En particulier, il est possible de comparer deux signaux en
terme des-supports disjoints. Enfiet, deux signaux; = a1 ® etx; = a,® seront
dits a support-disjoints dansb s'il existe 0< § < 1 tel que :

As(@1) N As(az) =0 (1.11)

Nous noterons en particulier la plus petite valeuvdelle que deux signaux sont a
supports-disjoints :
6* = min{S; As(a1) N As(az) = 0} (1.12)

Notons le cas particulie¥* = 0 pour lequel les supports des deux signawet X,
dans® sont strictement disjoints. La valeur & mesure, en quelque sorte, un dégré
de diversité entrex; et x,. Le cas ows* = 1 caractérise celui ou les deux signaux
n'admettent pas de suppogs disjoints dangb.

Cette définition de la diversité morphologique sera le fomelet de la méthode de sépara-
tion de signaux introduite au Chapitre 3.
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Chapitre 2

Dictionnaires multivalués et
déecomposition parcimonieuse

L e Chapitre 1 a introduit les concepts élémentaires sur lésgaeont fondés les déve-
loppements des Chapitre 3 et 4 pour la séparation de sighatpe approche met plus
précisément en exergue la recherche de représentati@spditimonieusegsapables de
caractériser la morphologie des signaux a séparer. Afinptégenter de maniére creuse ou
économe (synonymes de parcimonieuse ici) de tres largesedlale signaux, I'utilisation
de dictionnaires redondantse( le codeD introduit au Chapitre 1) a apporté une avancée
considérable au cours de la derniére décennie. La décatiopodée signaux dans des dic-
tionnaires redondants a soulevé de nombreux problémeth&oriques que pratiques.

Ce chapitre présente un rapide tour d’horizon des problateefecomposition parcimo-
nieuse de signaux qui ont agité la communauté scientifiqgaeetonde partie est consacrée
a l'introduction d’un outil d’analyse (plus précisément d@iscomposition parcimonieuse)
de données multivaluées. Ainsi, ’Analyse en Composanteghblogiques Multivaluées
(mMCA) est introduit. L'algorithme qui lui est associé ctinge le fondement des algo-
rithmes de séparation que nous développons par la suite.
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2.1 Décomposition d’'un signal dans un dictionnaire redondat

2.1.1 De la décomposition parcimonieuse de signaux
La résolution d’'un probléme sous-déterminé

Pour I'analyse de signaux, les représentations redorglapfmrtent une flexibilité dont
la matérialisation directe est la possibilité d’obtenis deprésentations tres creuses ou par-
cimonieuses pour de larges classes de signaux. Rappeléns spin du paradigme des
signaux parcimonieux, un signal unidimensiorélest modélisé comme la combinaison li-
néaire de signaux élémentaires ou atomes appartenant &iomaaire redondant d’atomes
® = [¢y,--- ,¢7]" comme suit :

T
X = Za’i¢i (21)
i=1

Supposons que le signalsoit K-sparse dans le dictionnaif®; i.e exactemenK < T en-
trées du vecteur des diieientsa = [a1, - - - , @1] sont non nulles. Evidemment, nous par-
lerons de représentation creuse lorsque le nombre de ciems non nuls sera faible :
K <« T. SoitA I'ensemble des index des entrées non nulleg ¢iee. le support dex), x est
synthétisé parfaitement a partir de ¢éstomes :

X = Z alil¢;, avec CardA) = K (2.2)
ieA
Du fait de la redondance d, I'équation régissant la synthése du vecteadr partir d'élé-

ments deb :
X =ad (2.3)

est un systeme sous-déterminé (rappelonstgueT); de fait, en supposanP de rang
colonne plein, il existe unmfinité de solutionsy vérifiant la relation (2.3).

Néanmoins, la solution vérifiant (2.2) est particulierespguielle est creuse. Les auteurs
de (DHO1) ont fort logiguement proposé la recherche de cette solyanticuliére par la
résolution du probléme d’optimisation suivant :

min|lall¢, S.C.X = a® (2.4)

consistant en la recherche de la solution qui contient lenendientrées actives ou non
nulles.

Propriétés en terme de cohérence mutuelle

De nombreuses études ont été consacrées a la caractérdati® probleme et plus
particulierement aux propriétés vérifiees par sa ou sesiGdu Nous supposerons par la
suite que chaque atome d (chaque ligne) est de norm®@ unité : Vi; |igill,, = 1.

Imonovalué par opposition aux données multivaluées queintresluirons par la suite.
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L'un des parametres privilégiés de caractérisation dulprob de I'équation (2.4) est la
cohérence mutuellee du dictionnaire®. Introduite en premier lieu par DonohBId01)
(mais également présent daitZ93)), la cohérence mutuelle d est définie comme suit :

Ho = max|¢ig] (2.5)

La cohérence mutuelle d'une matrige de taille T x t vérifie les inégalités suivantes
(SHO9 :
[T-t
— < <1 2.6
(T-1) " Ho = (2.6)

— Dictionnaire incohérent : il s’agit du cas olug est faible ; le cas limite étant celui
des matrices Grassmanienn&4104 pour lesquelles la borne inférieure est atteinte.
Dans le cas o = [®], ®]]" est formé de deux bases orthonormales, la borne infé-
rieure est en particulier atteinte pour les trames ditggangulairepour lesquelles le
produit scalaire entre deux atomes quelconques est sdit lgsdJn exemple simple
est celui formé par la base de sinus et la base canoniquea(l&éenatrice identité).
D’un point de vue empirique, les matrices redondantes iéi@ties contiennent des
atomes relativement fiérents (au sens de leurs produits scalaires).

avec deux cas particuliers :

— Dictionnaire cohérent : le cas oyug est élevé correspond a celui de matrices dites
cohérentes pour lesquelles certains atomes sont peu dilsddes ; le cas limite
ue = 1 est celui ou deux atomes au moins sont strictement cotegai

En somme, la cohérence mutuelle caractérise un degré definbtance" des atomes d’un
dictionnaire®. Ce paramétre est d’autant plus intéressant qu'il peutdéterminé aisé-
ment.

En particulier, Donohet al. (DHO1) ont montré que la condition suivante :

1 1
”O’H[O < E (1 + ’u—q)) (27)

est sifisante pour garantir I'unicité de la solution du probléme'éguation (2.4). La borne
induite par cette condition d’'unicité peut étréfiaée dans certains cas; en particulier celui
ou @ est formé d’une union de bases orthonormale3(02 GNO03 FN03g BDEO7).

Notons également que des résultats comparables ont étduskaepartir d’'une caracté-
risation diférente de la matrice redondante: la propriété d’isométrie restreinte (RIP)
introduite par Candés(T06, Can09g.

2.1.2 Convexification

Le probleme de I'équation (2.4) s’avere, par sa nature coatbire, NP-diicile (voir
(Nat99). Il ne peut donc étre question de résoudre ce problemetedirent. Le caractére




2.1 Décomposition d’un signal dans un dictionnaire redonda nt 14

combinatoire du probleme de I'équation (2.4) provient ertipalier de lanon-convexité
de la normefy. L'astuce CDS9§ consiste a approximer la nornfg par une norme’,
convexe. Celle-ci devant étre apte & mesurer la parcimonieéément deR!, le candidat
idéal n'est alors autre que la normie Donohoet al. (CDS98 ont proposé la substitution
du probleme de I'équation (2.4) par le suivant :

min|lall¢, S.C.X = a® (2.8)
a

Cette approche est plus connue sous le norBaigs Pursuit(ou "poursuite de base"). Le
probléme (2.8) n’étant qu’une approximation du problemdé&t®mmposition parcimonieuse
initial, il est important de poser la question déduivalencede ces deux problémes. De
facon tout a fait intéressante, il a été montre (VDIEEQ3 GNO3J) que la condition suivante :

1 1
lleellg, < > (1 + ,u_q,) (2.9
est sdfisante pour garantir 'équivalence entre les problémeg €2.82.4). Comme pour le
cas de l'unicité de la solution du probléme (2.4) cette bastepeu réaliste : BP est ainsi
capable de résoudre des problémes de décomposition en fipaualela de la borne (voir
I'étude d’Eladet al. (EZ04)). A titre indicatif, notons que TroppT¢o04; Tro06b a rafiné
ces résultats par une généralisation de la cohérence heutiieh dictionnaired.

2.1.3 Solution approchée

La contrainte d’égalit& = a® intervenant dans les problémes (2.4) et (2.8) est souvent
trop forte et de fait relaxée. Cette relaxationfi&&etue en ne recherchant qu’une solution
approchée ces problemes. Elle consiste a remplacer la contraingalité par une mesure
de qualité d’approximation depar la "solution" obtenue. Comme proposé dabB$98§,
une maniere classique d’'une distance entre les donnéempeéserx et la solution ap-
prochéex® s'effectue par une mesure quadratique. La solution approchiétiesibalors a
une erreur de reconstructi@mprés. Le probleme (2.4) devient alors le probléeme approché
suivant :

m&inlla/llgo S.C.|IX —a®||,, <€ (2.10)

Le probléme formulé en norm& peut étre écrit sous forme approchée de facon identique
comme sulit :
min|lalle, s.C.[IX — a®||, < € (2.11)
a

Ce dernier est plus connu sous le nonBaéeis Pursuit DenoisingCDS93.

Comme souligné dan8DEO07), la résolution du probléme approché permet de définir
une quasi-solution méme lorsque la solution du problén®) (2existe pas. Le probléme
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approché précédent peut étre écrit (par une reparamignisativoque entre ety) sous la
forme d’'un lagrangien augmenté comme suit :

. 1 ,
minyliell, + > lIX — a®|lz, (2.12)

Rappelons que est K-sparse; TroppTroO6b montre que si la condition d’unicité et
d’équivalence (2.7) est vérifiée, le support de la solutigrde (2.12) est inclus dans celui
de la solution exacte au probléme (2.4).

Le probléme de I'équation (2.12) présente I'intérét pragige pouvoir introduire un terme
additif de bruit borné (en norm@) :

Xp=X+N (2.13)

avec||n|l,, < . Dans ce cas, les développements de Troppd6b) sont valides, fournissant
en particulier une borne sur l'erreur d’approximationadpar la solutiona,, du probleme
de I'équation (2.11). Les problemes (2.11) et (2.12) somicdsiables sous hypothése de
bruit borné. De tels résultats de stabilité ont égalemenhpétuvés par Fuch$-(c09 et
Donoho DET06).

Les développements de cette derniere décennie ont perrdigsier une description assez
détaillée du probleme classique en norfget en particulier du comportement de sa ver-
sion convexe en norm&. Dés lors, la dficulté principale réside dans la recherche de la
solution du probleme de I'équation (2.8).

2.1.4 Algorithmes de décomposition dans des dictionnairesdondants

Au cours de ce paragraphe, nous proposons un rapide touizihales algorithmes
aptes a recouvrer la solution parcimonieuse tant convditéas avons déja évoqué que le
probléme de poursuite de base (2.8) (v@iDE99) peut étre reformulé sous la forme d’'un
probléme de programmation linéaire. Malgré le perfectanent récent des algorithmes
de programmation linéaireKKB07; CWB08 Can07%, leur coup calculatoire est le plus
souvent éleve. En paralléle, il a été prouvé que d'autressetad’algorithmes (algorithmes
"gloutons”, homotopie ou plus récemment par seuillage&)téonvergent (sous certaines
conditions de parcimoniel(o04; DT06)) vers la solution unique des problemes (2.4) et
(2.8).

Algorithmes "gloutons”

Les algorithmes dits "gloutons'gfeedyen anglais) ont été originellement construits
pour I'obtention d’approximationsntermed. Dans cette famille d’algorithmes, le plus
connu est sans nul doute (Orthogonslitching Pursuit(MZ93; PRK93. Ce type d’al-
gorithme itératif se caractérise par la sélection ségeksti’'un unique atome entrant dans

2Approximation dex & partir desn entrées les plus significatives de
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'approximation dex.

A titre indicatif, un proche cousin du probléme de Basis Ritiesété développé dans le
domaine des statisques sous le nom de LASSTHQZ; Tib96). Une méthode empirique
nomméed_east Angle RegressidhARS) a ensuite été proposée pour résoudre le probléme
du LASSO EHJTO04. Parallelement, Osborret al. (OPTO0Q, en étudiant le probléme ini-
tial du LASSO et plus particulierement son dual convexe,proposé la recherche de sa
solution par une méthode de continuation de 'homotopiedé® sur la géométrie particu-
liere du probléme BPETOG Plu07 MCWO05)).

Fort heureusement, une étude de Dondd®(6) a mis au jour la similitude (voire I'équi-
valence) entre cesfiiérents algorithmes pour la résolution de problemes de dgasition
parcimonieuse dans un dictionnaire redondant. Cette mémnde & également prouvé que
ces diférents algorithmes dits de régression "stepwise" (sélaadint un seul atome au
maximum, a chaque pas ou itération) résolvent le problemdédemposition de I'équa-
tion (2.4) sous I'hypothése d’unicité bien connue de I'éoua(2.7).

Néanmoins, les algorithmes gloutons ou plus généralensapwise" ne sélectionnant
gu’un et un seul atome par itération sont couteux en tempsldalcRécemment, une ap-
proche "stagewise" de OMP pour laquelle plusieurs atomeissgbectionnés par itération
a été proposé par Donoleb al. (DTDS06. Nous y reviendrons au cours de la Section 2.2.

Algorithmes de seuillage itératif : des alternatives plus apides

Récemment, des approches alternatives fondées sur desdegtte seuillage itéra-
tif ont été proposées pour la résolution du problédasis Pursuit Denoisingle I'équa-
tion (2.12). D'un point de vue général, l'utilisation du dkage itératif en traitement du
signal sous contrainte de parcimonie (en particulier etavestion d'images) émerge de-
puis une décennie (voir en particuligfNO3lg DDMO04; CWO05, CCPWO07).

Considérons le cas simple ou le dictionnalrest une base orthonormal®®’ = |. Dans
ce cas, le probléeme de Basis Pursuit relaxé sous forme dangign de I'équation (2.12)
peut s’écrire comme suit :

. 1
minylaly + 3 [x@T - a||§2 (2.14)

En notantay = x®' comme la représentation des donngefans la bas@, le probléeme
précédent devient :

. 1 2
minyllell, + > llax — all, (2.15)
Ce dernier probléeme admet une solution exacte bien conmusel'sppellation de seuillage

doux de seuil :
a =38, (ay) (2.16)
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ou I'opérateur de seuillagg, est défini comme suit :

0, Siax[i] <y
ay[i] — v Signe(ay[i]), sinon
ou S, (ayx) [i] (resp.ax[i]) définit le i-eme élément du vected, (ax) (resp.ay). La solu-

tion au probléme de I'équation (2.14), dans le domaine dijiex celui des échantillons)
s’obtient donc comme suit :

Vi=l- .t S, ()i = { (2.17)

x* =8 (xo")® (2.18)
Cette solution s’obtient donc par la simple séquence : DSfi@mation directe, ii) Seuillage
puis iii) Transformation inverse. . sous la condition d’orthogonalité dp.

Dans le cas odb représente un dictionnaire redondant d’atomes ou signkiumedi-
taires, la solution n’est plus obtenue par I'applicationrdbpérateur de seuillage comme
dans I'équation (2.18). Néanmoins, I'excellente étudednqrar Elad dan€(a06 montre
que, dans le cas ol est redondant, I'opération de seuillage définie dans I'éojug2.18)
constitue un premier pas vers la solution du probléeme deditign (2.14). De plus, Elad a
illustré empiriquement qu’un processus de seuillagetitgparmet de se rapprocher de la
solution en question. Dés lors, ces travaux motivent endgrgartie I'utilisation de proces-
sus de seuillage itératif pour résoudre le problemBalsis Pursuit DenoisingNéanmoins,
I'explosion de ['utilisation des algorithmes fondées suséuillage itératif apparait relati-
vement tard dans le cas ou le dictionnalreest redondant. Ainsi, les premiers algorithmes
de seuillages itératifs dédiés a la résolution du probléen&duation (2.14) n’apparaissent
gu’en 2007 par des approches assez diverses @NV07, FRO7 MZ07) pour n’en citer
gue quelques uns). Notons également que certaines de geslagptendent a promouvoir
le développement d’algorithmes de seuillage itératif gursd’objectif d’approcher la solu-
tion (sous hypothése d'unicité) de la version en nofgéu probleme de I'équation (2.14)
(voir (BLO7; BDO7)). Néanmoins, I'extension au cég du probléme de I'équation (2.14)
n'étant pas convexe, les approches par seuillage itéraifseuvent viser qu’'une conver-
gence vers un minimum local. Quel que soit I'approche, lmogénérale de I'équation de
mis a jour a l'itération i) de ces algorithmes itératifs est la suivante :

oD = 5, (a1 4 (x - D) @T) (2.19)

ol u est un scalaire de sorte que le rayon spectral®®’ est inférieur a 1.

2.2 Lanalyse en composantes morphologiques multicanale

2.2.1 Analyse en composantes morphologiques monocanale
Principe et modéle

Dans les exemples du Chapitre 1, l'utilisation de dictioresade signaux élémentaires
redondants est fondée sur le souhait de "mieux" représ@miesens parcimonieusement)
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des signaux aux morphologies diverses. En dehors du cadie dfecomposition de si-
gnaux dans un dictionnaire redondant, Staetlal. (SED05 ESDQO0Y ont introduit en
2004 le concept de diversité morphologique dans le cadregtobleme de décomposition
d’'images en composantes de contour et de texture.

L'idée de départ d’'une décomposition fondée sur la diversibrphologique est le constat
gu'il existe des ensembles de signaux élémentaires quéseptent parcimonieusement
'une et une seule des deux composantes (contour ou teximgjarticulier, une trame de
curvelets CD99, CDDY06;, SCDO02 est bien adaptée a la représentation parcimonieuse des
contours. Par ailleurs, une texture modéliseée comme un@aesante globalement oscil-
lante sera particulierement bien représentée dans unelbassinus discrets.

Plus formellement, nous supposerons guyeeut s’écrire comme une combinaison linéaire
de D composantes dites morphologiques (dans notre exepi@) :

D
X=> @ +n (2.20)
i=1

ou les composantes morphologiques}i-1.... p admettent respectivement une représenta-
tion parcimonieuse dans un ensemble de bases OrthOﬂO?l’T{ld‘ﬂ&l’...’D. Le vecteumn
modélise soit les imperfections du modele soit une contatioin des données par du bruit.
Le principe fondateur de la diversité morphologique egtiad® la décohérence (dans leur
ensemble) de 'ensemble de bagds}i-; ... p. De fagon équivalente, la diversité morpholo-
gigue suppose que chaque composante est particuliere@eimpnieuse dans une et une
seule de® bases de I'ensembl@;}i-1 ... p (ici au sens d’une norm&) :

Vi,je(L-.D}  lg® lle < lei@Lil, (2.21)

De fait, cette diversiténter-composantes doit permettre la restauration dééréntes com-
posantes a partir du signal original La propriété de diversité, formalisée dans I'équa-
tion (2.21), sous-tend I'utilisation de la parcimonie resiive des composantes morpholo-
giques dans des bases décohérentes (au sens de la cohéntunelierd’'une matrice) :

Vk#K €(L-,D)  poww] <1 (2.22)

ol ue, @, définit la cohérence mutuelle des badgset @ .

Starcket al. (SEDOS ont ainsi proposé de rechercher les composantes morphoésgles
plus parcimonieuses dans leurs bases respectives. Unéprempproche consiste alors
a rechercher la solution (sous réserve d’existence etdtapidu probléme en norm&

suivant :
D

D
f{{;ij?z @], sclix= e
=1

IA
m

(2.23)

=1 t
sous hypothese de bruit borngni|,, < €

3Nous verrons ultérieurement le case ol les trames tellekequrirvelets peuvent étre adoptées a la place
des bases orthonormales.
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Algorithme d’Analyse en Composantes Morphologiques (MCA)

Nous proposons d’approcher le probléme de I'équation |Z@8s une forme relaxée :

D 2

D
o)) = Ar{gn}ﬂnyzZHgoj(I)H’[O + X—Zcpj (2.24)
¢ i1

=1 £y

Ce probléme nécessite I'estimation De'parameétres” (les composantes morphologiques)
couplés pour lesquels une estimation Blrck-coordinate relaxatio(BCR - voir (SAP0Q)
semble appropriée.

Block-coordinate relaxation :  Inspiré duBlock-coordinate relaxatio(BCR - voir (SAP0Q),
I'algorithme MCA estime itérativement chacune des comptesaen supposant les autres
fixées. Ainsi, a l'itérationl), lai-eme composante morphologique est estimée comme suit :

2
‘Pi(h) = Arg‘;prjniny2 ||S°i‘1’iT”eo + “ri(h) B “’i“gz (2.29)

ou ri(h) = X=X s gogh_l) est le résidu calculé a partir des composantes morpholegjicou-
rantes diférentes de;. Définissons maintenant les ¢beients dep; dans sa base associée
@, .

@ = oD (2.26)
La matrice®; associée a la bask;* étant orthonormale, le vectear est unique. De plus,
cette propriété nous permet d'écrire plus simplement lblproe de I'équation (2.25) :

' 2
a/i(h) = Argmln72||0’i||€o + ||r|(h)(l);r g

@

(2.27)

2

La solution a ce probléme est unique et obtenue par seuillagéde la maniére suivante :
o = 4, (rPo) (2.28)

ou I'opérateur de seuillage dur est défini comme suit :

0, siufi]<y

uli], sinon (2.29)

=it H -

Seuillage décroissant : Dans l'algorithme MCA, le rble joué par le seuilest détermi-
nant. En &et, I'approche par BCR et seuillage alterné dans I&gmintes basg®;}i-1.... p

est équivalente a la sélection d'atomes de maniére altetage ces mémes bases. Consi-
dérons le cas simplB = 2. A une itération donnéd), la premiére composante morpholo-
giqueyp; est estimée de la sorte :

o =, (o) @, (2.30)

“Rappelons que nous nous placerons toujours dans des edpatigeension finie ; de fait nous confondrons
sans ambiguités bases, matrices associées et opérateaiydé#synthese.
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Supposons, pour simplifier, que le modele en composantephmlogiques est exact et
gu'aucun bruit ne perturbe les données. Le rés@tpeut alors s’écrire comme suit :

1 = ¢1+(p2-05Y) (2.31)

L'opérateur de seuillage va sélectionner dediodents du reS|dm(h) projeté dans la base
D .
rVe," = aq + 60" (2.32)

oY = (p2 - (h‘l)) ®;". Intuitivement, la diversité morphologique implique que
est plus parcimonieux qL(e: (h 1)) dans®;. De fait, les co#ficientsles plus significa-

tifs du résidu prOJetegh)cblT devralent essentiellement étridextés ar; et doncey;.

En conséquence, le choix d'un "bon seuil'tloit conduire a la sélection des ¢heients
les plus forts (en valeur absolue). C’est ainsi que Statek. (voir (SED05 ESDQO05) ont
propose l'utilisation empirique d’'un seuil décroissardefait fonction delf). L'algorithme
MCA est alors le suivant :

1. Choix d’un nombre d'itérations Pmax et du seuil initial (@
2.Tant que y" est plus élevé qu’une valeur minimale fixée ymin (€.g. dépendant en
particulier de la variance du bruit o)

— Les composantes morphologiques {¢; }i=1
la facon suivante :

Pouttouti=1,---,D
e Calcul du résidu ri( )

fixées :

b sont calculées a I'itération (h) de

.....

(h-1)

en supposant les composantes morphologiques P

h h-1

(O x5 D

o Estimer les coefficients courants e par seuillage dur de seuil y™ :
a'i(h) = Hym (I’i(h)(I)iT)

e L'estimée de ¢; est obtenue par reconstruction :
(h) _ a'(h)(I)

- Decr0|ssance du seuil ™ selon une stratégie donnée

Stratégie de décroissance du seull

Choix des seuilsy©@ et ymin :  une analyse fine du fonctionnement de I'algorithme MCA
fait rapidement apparaitre que le choix du seuil est un deggpfmndamentaux de I'algo-
rithme. Dans l'article original (voir$EDO03), le seuil décroissait linéairement entre deux
valeurs extrémes :

— Valeur initiale y© : la valeur initiale est donnée par :

max|x®/ [l (2.33)
|
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C’est a dire par la valeur absolue du ffagent le plus fort obtenu par projection de
x dans I'ensemble de bas@®;}i-1.. p. En pratique, il s'agit du premier ctiient
gue MCA peut sélectionner.

— Valeur finale ymin : supposons que les donnéesoient entachées de bruit Dans
le casD = 2, I'équation (2.31), définissant le résidu a I'itératidm, @evient alors :
h h-1
r(l)=<p1+(g02—go(2 ))+n (2.34)
Supposons, par souci de simplificité, qu'a la convergethce (Pmax), la seconde
composante morphologique soit parfaitement estimée ldtior précédente est alors

la suivante :
r(lea)a =p;+N (2.35)

L'estimation dep, est alors équivalente a un probléme de débruitage sousouaatr
de parcimonie dans la base orthonorm@le Dans le cas on est blanc gaussien de
varianceo?, le choixymin = po (typiquemenip = 3) semble raisonnable . tout en
restant un critere d’arrét empirique.

Stratégie de décroissance : en pratique, une décroissance linéaire du seuil peut €avér
peu dficace. Une "bonne" décroissance de seuil devraitfiet étre dépendante du signal
a décomposer ainsi que de I'ensemble de bédes-1 .. p. Dans BSF 07), nous avons
mené une étude sur la stratégie de décroissance duys&#ins le cad = 2, en accord
avec I'équation de mise & jour (2.31), un bon choix de sgdlildoit alors conduire a la
sélection de cdfcients dea; tout en évitant ceux du résidw, — a(zh‘l). Néanmoins, la
quantitést") = (az - a(zh‘l)) ®,®;" n'est pas accessible.

Une quantité calculable a l'itératioh)(est le résiduotal :

r = x— o 0 (2.36)

(a'l - a/(lh)) D + (a'z - a/(zh)) D, (2.37)

Définissons les constantes suivantes :

IrO®; 7l (2.38)
IrO®, 7|, (2.39)

m
117)

Supposons de plus que; > mp (le cas inverse conduirait a la méme analyse). La Fi-
gure 2.2.1 illustre ce que pourrait étre la distribution desficients der™ dans®; et
®,. Dans BSF"07), nous définissons une stratégie de choix de seuil appeléd {pour
"Mean-Of-Max") définie comme suit :

mp <y <my (2.40)
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Dans le méme article, nous donnons des conditions garamtise bonne sélection de
codficients a l'itération If)) vérifiant :

7> H((lz - d(zh_l)) (1)2<I>1THoo (2.41)

Les avantages de la stratégie MOM sont les suivants :

Distribution de r® oT

Distribution de r(*) o7

Fie. 2.1: Stratégie de sélection du seuil.

— Adaptivité : dans BSF"07), nous montrons que, en comparaison avec la stratégie
de décroissance linéaire, la stratégie MOM conduit a uneodSance bien mieux
adaptée au signal & décomposer et en conséquence plus rapide

— Aucun paramétre a régler : la stratégie MOM définit, sans paramétre, une suite
de seuils dépendants directement du probléme (sigealensemble de bases). La
stratégie MOM ne nécessite donc pagriori, la manipulation de parametres.

2.2.2 MCA, un algorithme de décomposition parcimonieuse ?
Des liens étroits avec les problématiques de décompositiparcimonieuse

Dans cette partie, nous considérons que les données neaobptaminées par du

bruit:n =0.

Des liens formels : rappelons qu'a l'origine, I'estimation des composantespholo-
giques par principe de moindre parcimonieffgetue comme suit :

D D
min > llg; @] llr, s.cX = > g, (2.42)
{o;} =t =
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L'ensemble{®;}-; .. p étant constitué d® bases orthonormales, il est aisé de définir les
codficientsaj = <pj(I)jT et d'écrire de nouveau le probleme précédent :

D D
r{gl?z lljllg, S-.CX = Z ajD; (2.43)
= j=1

Définir le dictionnaire redondar® comme la concaténation dé& bases orthogonales
{®j}j=1...0 ainsi que le vecteur comme la concaténation dé&» vecteurs{ej}j-1.. p
conduit sans diiculté a I'équivalence entre le probléme précédent et lel@nob classique
de décomposition parcimonieuse d’un sigralans un dictionnaire redondadt:

min|lallg, S.CX = a® (2.44)

Evidences empiriques : de fait, MCA cherche a résoudre un probleme de décomposition
parcimonieuse dans le cas particulier @test formé d’'une union de bases orthogonales.
La question posée précédemment devient alors une intéiongaur la capacité de MCA

a résoudre le probléme de I'équation (2.44). DaBSK"07), nous avons fourni quelques
expérimentations soutenant une réponse positive.

Dans cette partie, nous considérons le cas sifDpie2.

Cas parfait - Diagramme de phase Suf€ekec afin d’évaluer les succes et les échecs
de MCA dans un probléme de décomposition parcimonieuses définissons la classe de
signaux aléatoire8G(pi1, p2) telle que sk appartient 8G(p1, p2), alors il peut étre défini
comme une combinaison linéaire de deux composantes mogphoés

X = a1®P1 + a2 P> (2.45)

ou a et @y sont deux vecteurs de taillésdont les entrées sont tirées suivant une loi
Bernoulli-gaussienne. Une telle loi fait intervenir uneiahle aléatoire supplémentaire ré-
gissant I'état d’activité d’un cdBcientr tel que

1, avec une probabilite

0, avec une probabilité % p; (2.46)

Vie{l,2}; 7 :{

Les codficients{a;i[K]}i=1.2k=1.... t SOnt alors définis conditionnellement;a; , comme suit :
1 ai[K]? :
5 eXp __'[2‘]‘) sitj=1

(2.47)
s(@ilK),  siti=0

Vie{L2)etke{l---,t); f(ai[K]) ={

Sur la Figure 2.2.2 est représenté le rapport signal-sut-fRSB) apres estimation par
MCA/MOM de la premiére composante morphologigyedont on note I'estimée, . Le

>Notons que de I'orthogonalité d;, on a I'égalitd]je, —@4lle, = lles—alle, ce qui constitue un bon critere
de convergence en erreur quadratiqgue mais également eorsspp;.
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dictionnaire® est formé de I'union de la base canonique (ou identité) eadmse en co-
sinus discrets. Les mesures de la Figure 2.2.2 ont été astiqrour des valeursftiérentes
des probabilités d'activité des daieientsp; et p; allant de 001 a Q5. Chaque point est
évalué a partir de la moyenne de 25 décompositions. Le nod¥chantillons par compo-
sante morphologique est 512.

Si I'on définit une borne de réussite lorsque RSR0dB, la partie grisée représente les
couples 1, p2) pour lesquels MCA est un succés. Nous avons reporté suukzfig borne
théorique d’unicitééquivalence définie a partir de la cohérence mutuelle diodithire®.
Dans ce cas, cette borne est égajg & p; = t,%p dans laquelleig = 1/ Vit (voir (GN0J).
Cette expérience simple apporte deux enseignements :

— Une borne peu réaliste comme nous 'avions déja souligné, le borne d’unjéitgiivalence
obtenue a partir de la cohérence mutuellabdest de loin trés pessimiste.

— MCA/MOM apporte une solution approchée :MCA/MOM est capable d'appor-
ter des solutions approchées au probléme de nature comibén@e I'équation (2.44).

Fie. 2.2: RSB en Decibels de la premiére composante morphologiqueaitextMCA/MOM
(—201l0g;; (llp1 — @1lle,))- Abscisse :pi1. Ordonnées : ps.

Cas réel - Comparaison entre MCAR#sis Pursuit

Rappelons que l'analyse en composantes morphologiqueé dégtloppée dans le
cadre de la séparation contiexture en imagerie. Toutefois la similitude formelle entr
le probleme résolu par la MCA et celui du probléme de décoitippgarcimonieuse dans
une union de bases suggeéreftéetuer une comparaison empirique de ces deux problémes.
Il a été montré que I'algorithmBasis Pursuitconverge vers la solution de décomposition
en normely lorsque les conditions classiques sur la cohérence metdeltictionnaire®
sont vérifiées (voir entre autreBE03 GNO03J). Les expériences qui vont suivre proposent
une comparaison empirique de MCA et de BP dans le cadre dabigme de décompo-
sition parcimonieuse dans un dictionnaire formé de I'urdendeux bases orthonormales
® = [®q, D,]. Les résultats présentés en Figure 2.3 sont tels que chamgervation a
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Courbe d'approximation | , our MCA et BP Normes | o€t I1 pour MCA et BP
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Fie. 2.3: Haut a droite : courbef; /¢, de MCA/MOM (trait continu) et de Basis Pursuitr@it dis-
contind. Haut a droite : courbefy/¢; de MCA/MOM (trait continu) et de Basis Pur-
suit (trait discontiny. Bas a gauche :courbe d’approximation non linéairéy(¢,) de
MCA/MOM (trait continu) et de Basis Pursuitr@it discontiny. Bas a droite : compa-
raison du temps d’exécution (en secondes) : M@AM (trait continu) et Basis Pursuit
(trait discontiny.

été calculée comme la moyenne de 50 décompositions de sigip@artenant au modele
Bernoulli-gaussieBG(pi1, p2) avecp; et p; aléatoires. Le dictionnair®, quant a lui, est
formé de I'union d’une base orthogonale d’'ondelettes etadealse liée a la transforma-
tion en cosinus discréte globale (DCT globale). Le graphign haut et a gauche de la
Figure 2.3 montre la courb® /¢, aprés décomposition pour BP et M@AOM. La courbe
lo/ €1 est représentée en haut et a droite de la méme figurefiéaatice entre MCAMOM

et BP conduit aux observations suivantes : i) pour le jeu gieasix utilisés lors de ces si-
mulation, certains ne vérifient pas la condition d’équinake entre les problemées et (1 ;

i) d’autre part, la décomposition obtenue par MGXOM tend a étre plus parcimonieuse
(distribution plus piquée) que celle qu'apporte BP. On eduitéde fait, en accord avec le
diagramme de phase du pararaphe précédent, que/MGK tend a résoudre un probléme
bien plus proche de celui en normigque ¢ lorsque I'équivalence n’est pas garantie. La
différence entre les deux problémfgset £1 est particulierement mise en évidence sur le
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graphique représentant la courbe d’approximation lieé@iourbef,/{g) en bas et a gauche
de la Figure 2.3. Cette courbe met en avant la capacité de MEpfa@rter une solution bien
plus parcimonieuse que celle apportée par une décompositimorme’;. Au-dela de ces
considérations liées au degré de parcimonie, la courbeageta droite de la Figure 2.3,
illustre la diférence de rapidité d’exécution des deux algorithmes. MABannt pourd;
(resp. ®@,) les transformées rapides implicites en ondelettes oohalgs (esp.en DCT
globale), son temps d’exécution est particulierementdaib

En conlusion, il semble que MCA soit capable de résoudre (aimsre maniére appro-
chée) le probleme de décomposition parcimonieuse en néyrhes propositions suivantes
montrent, sous certaines hypothéses, que MCA convergaenisdavsolution du probléme
de I'équation (2.4).

Conditions de convergence

Proposition 1 (Propriété de sélection exacte Supposons quesoit K-sparse tel que :

D
x= 2, 2, ilileli]
j=1ieA;
ou K = 3 Card(A,-). A litération h, supposons que le résid{rest K-sparse de sorte
que :
D
™= pililg;li]
j=1ieA;
On note :
(@,1%) = Argmaxg.|i]|
T,i€EA;
(",i") = Argmaxa[i]l
TET*EAL
ﬂ* = Iﬂ‘r*[i*:”
BT = Bl

On suppose qu'il existe, a litératioth), un scalaire0 < p < 1 tel ques’ = pB*. Si la
condition suivante est veérifiée :

11-p
K < yq,l—1+p

Alors MCAMOM sélectionne, a l'itération fdes coicients appartenant au support de
Proposition 2 (Convergence)Supposons que X soit K-sparse tel que :

D
x=>" " ajlilg|li]

j=1ieA;
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ot K = ¥ Card(A;).

Supposons que les hypothéses de la Propriété de sélecaoteesont vérifiées. Si k
#&)1% alors MCAMOM converge exponentiellement vergt sa décomposition la plus
parcimonieuse au senfy dans®. Plus précisément, le résidu converge veravec une

vitesse exponentielle.

Un algorithme de régressionstagewise

Revenons a la propriété de "bonne sélection atomique" piiagit alors que, muni de
la stratégie de sélection MOM, l'algorithme MCA sélectienpour une itérationhj, un
ensemble d’atomes appartenant a une méme composante togighe ¢, . De plus, le
choix dei* s’effectue dans le sens de I'atomedide plus cohérent avec le résidu totéD.
Finalement, au sens de la stratégie MOM, le choix*d&effectue comme suit :

i* = Argmax|r o/ ||, (2.48)
|

Considérons le cas extréme ou, au lieu de sélectionnezngemble d’atomesde ®;x,
MCA ne sélectionne quiatome de @+ le plus cohérent avec le résidu tot&). Cette
versionstepwisdi.e. ne sélectionnant qu’unnique atomea chaque itération) serait totale-
ment équivalente au trés classique algorithm&ldéching PursuitfMZ93; GV06). De fait,

des développements de l'articlBNIFS078, il découle une interprétation de I'algorithme
MCA/MOM comme une versiostagewisd(i.e. sélectionnanplusieurs atomesa chaque
itération) de l'algorithmeMatching Pursuit Du point de vue du temps de calcul de ces
deux algorithmes, MCAMOM présente deux avantages capitaux dans le cas de prabléme
de grande dimension :

— Aspect stagewise contrairement aux algorithmestepwisedont Matching Pursuit
est un exemple, MCMOM sélectionne un ensemble d’atomes. Une telle approche
stagewisgpermet de pallier, en partie, les limitations des algorg#bstepwisedans
le cas de probléemes de grande dimension.

— Utilisation explicite d’opérateurs rapides : a I'origine, I'algorithme MCA propose
une méthode de décomposition d’une image complexe en c@migssmorpholo-
giques. La restauration de ces derniéres se fonde sur lhélérwe des représenta-
tions dans lesquelles les-dites composantes morpholeggpnt liées. Dans un cadre
expérimental, I'un des attraits majeurs de MCA est alorsite fntervenir des repré-
sentations admettant des opérateurs implicapsdes telles que les ondelettes, cur-
velet$, transformée en cosinus discrets (locaux ou globauwetc. Les opérations

SNotons que les curvelets forment non pas une base ortholeomais une trame ajustée. Dans ce cas,
leur utilisation sort entierement du cadre MCA que nous werte présenter. Néanmoins, en pratique, leur
utilisation au sein de MCA conduit a des résultats satiafas Une des interprétations possibles est que, tel
que noté par Elad dan&l@06, I'opération de seuillagefiectuée a chaque itération de MCA constitue le
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de l'algorithme MCA faisant intervenir les basgB;}i-1... p (resp.leur transposée)
sont, en pratique,fiectuées par leur opérateurs implicites de synthiésp (d'ana-

lyse).

Au final, ces deux points permettent d’obtenir un algoritrsheedécomposition parcimo-
nieuse rapide tout en présentant des performances thésrsgmblables a celle présentées
par un algorithmestepwiseel queMatching Pursuit Par la suite, I'utilisation de MCA sera
justifiée pour résoudre des probléemes de décompositiompamzuse dans un dictionnaire
redondant formé d’une union de bases orthonormales.

Remarquons que, dans le cadre des problématiques de dé&itiampdans un dictionnaire
redondant, les premieres approctstagewiseont été proposées par Donokbal. dans
(DTDS06§. Ces auteurs proposent en particulier une versiagewisele I'algorithme OMP
(StOMP - Stagewise Orthogonal Matching Puruit

L'interprétation de MCA comme un algorithnstagewisale décomposition parcimonieuse
(BSF07, BMFSO07H a été développée parallélement a StOMP et ceci dans leisdidia
tenir des algorithmes de décomposition rapidediataces applicables dans des probléemes
de grande dimension. Nous avons voulu montrer ici qu'en detlo cadre initial de dé-
composition en composantes morphologiques, MCA se plag&rement dans le cadre des
problématiques de décomposition parcimonieuse dans désiaires redondants.

2.3 \ers une représentation parcimonieuses des données il
valuées

Dans le cadre de I'analyse de données multivaloééécrites sous la forme d’'une ma-
trice mx t), il est tout a fait clair que les structures présentes dasslonnées sont autant
spatialesquespectrales Classiqguement, les structures spatiales induisentistence d'un
dictionnaire® dans lequel chacune desobservations admet un certain niveau de par-
cimonie. Prenons I'exemple des deux images de la Figure @#le de gauche présente
une observatioMars Expres$ dont chaque pixel peut étre modélisé comme un mélange
de spectres d’absorption. L'image de gauche reprédgatieara dans sa version couleur
présentant donc 3 observations liées aux canaux rougestdaddu. De notre point de vue,
ce type de données multivaluées (image hyperspectralelgppuemiere et couleur pour la
seconde) présentent un point commun : le fait qu’en généealdonnées sont également
structurées suivant leur direction spectrale.

Dans le domaine du traitement parcimonieux des donnéesvaluéies, deux approches
aux philosophies diérentes s’opposent :

"premier pas" vers la solution du probléme en présence demesentation redondante telle qu’une trame de
curvelets.
hitp y/www.esa.intmarsexpress
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— Recherche d’une parcimonie jointe :ce type d’approche consiste soit en I'utilisa-
tion d’'une mesure de parcimonie inter-canale favorisapgarition de supports de
décomposition joints entre les canaux (va@iS06 Tro06g CHO05) ou directement
en promouvant les supports joints entre les canaux (@REKDO05 FR0G). Si de
telles conceptions en matiére de données multivaluéespeétre relativement bien
adaptées dans le cas des données couleur (les structigsg)ted les contours ou les
textures sontféectivement jointes entre les canaux), elles ne sont passeicement
"optimales" dans le cas ou la taille du probléme (ici le naaiobservationsn) est
important. Nous reviendrons sur ce point au Chapitre 7.

— Recherche d'une décomposition parcimonieuseuse multicate : dans une ap-
proche plus classique, les structures (&patialesque spectrale¥ induisent I'exis-
tence d'une représentation, ici multicanale, dans lagliethsembledes donnéeX
admettent une représentation parcimonieuse.

Fie. 2.4: Exemples de données multivaluées.

Dans nombre de problémes inverses, la recherche d’'un degvérdimonie important
est la clef d’'une bonne estimation. C’est de fait la secomgecche que nous adoptons par
la suite.

2.3.1 Dictionnaires multicanaux

Le concept de dictionnaire redondant multicanal a toutafdhété introduit par Gri-
bonval RMO05) dans le cadre des problémes de séparation de source seusidée. Dans
ce mémoire, les dictionnaires multicanaux seront le foratdrde la plupart des dévelop-
pements que nous introduirons par la suite (séparationufeesaestauration,- etc.).

Les données multicanaless’écrivent sous la forme d’'une matrice de taithex t contenant
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m observées deéchantillons. Dire qu& admet une représentation parcimonieuse dans le
dictionnairemulticanal ¥ signifie qu’elle peut s’écrire comme une combinaison lirgai
d’un "faible" nombre d’atomes multicanal{n)!{ry}yer8

X=> ay, (2.49)

yel

ou, finalement, les atomes multicandyx },<r sont des matrices de tailfa x t. Jusqu'ici,
sans hypothéses supplémentaires concernant la strugsirgtames multicanaux, le pro-
bléme que nous considérons est totalement identique auarascanal.
Notre objectif est de construire un outil d’analyse pourdimsnées ayant des structures a la
fois spatialeset spectralesPar exemple, dans le cas de I'imagerie hyperspectraleytiin o
d’analyse adapté est celui qui, spatialement pourraiésgmter des contoursg, atomes
de curvelets) tout en ayant, spectralement, la possibilégalyser des signaux ayant une
signature spectrale particuliere (par exemple du bétom paoalyse de données hyper-
spectrales de scénes urbaines). De fait, un tel atoaoiicanal peut étre représenté sous la
forme du produit tensoriel d’'un atonspatial ¢; et d’'un atomespectralé. En définissant
I = [{i, j}lic1.. mj=1..  '€ENSEMble des couples d'indices, chaque atome multicsiéatit
alors comme suit :

Vi, j} el ¢, =7 @@, (2.50)

L'ensemble du dictionnaire multican®¥ s’ecrit alors comme le produit tensoriel des deux
dictionnairesspectrauxet spatiaux: ¥ = I ® ®. Les données multicanalés sont alors
vues sous I'angle particulier d’une combinaison linéaiégéinents deR™ @ R,

2.3.2 Extension

Une fois ces définitions particuliéres posées, il est ptssiletendre les résultats clas-
siques du cas monocanal au cas multicanal (BMESO7H). Tout d’abord, comme dans le
cas monocanal, la décomposition dans un dictionnaire daddnequiert la notion de cohé-
rence entre atomes. Assez naturellement, le produit seaaire deux atomes multicanaux
¥ij ety ,q sera défini comme suit :

Vi (Wi Wpg) = (i mp) (@), 8q) (2.51)

La norme induite sera la norme de Frobenius de la mafricd_a cohérence mutuelle du
dictionnaire multicana¥ est par conséquent définie somme suit :

My = max{,un,,uq)} (252)

Dans ce cas, la condition d’unicité et d’équivalence deu&tpn (2.7) des problémes de dé-
composition/p et/1 peut étre étendue au cas multicanal. Définissoadaiji-1,... M;j=1,- T,

8T représente un ensemble d’ "indices" qui sera précisé paitta s
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le probléme de décomposition parcimonieuse dans le dicioa¥ s’écrit alors comme
suit :

min|la]lg, s.c.X = Zaij\yij (2.53)

N

De fagon analogue, si la conditidiar|l;, < 1/2(1+ 1/uy) est vérifiée, le probleme précédent
posséde une unigue solution et sa variante en néirhe est équivalente. Néanmois, ceci
mérite quelques commentaires. Efieg intuitivement, disposer da observations peut,
dans certains cas, rendre le probléme de décompositior'fakik" (cohérence mutuelle
multicanale plus faible). De la définition précédente, ladérence mutuelle du dictionnaire
multicanaluy = max{um, ue} peut prendre des valeurs plus faiblesugi< ue) que dans
le cas monocanal (cohérenpg). Ce phénomeéne est essentiellement la conséquence du
faible nombre d’hypothéses sur la construction des atomuticanaux. En ffet, jusqu’ici,
rien interdit les atomeg¥;j}i j a partager des spectres ou des morphologies spatiales iden-
tiques. Si de plus, nous faisons I'hypothese que le dicioer¥ contient des atomes dont
la morphologie spatiale et le spectre sorfféents, alors la cohérence mutuelle devient :

My = Unipe (2.54)

Cette cohérence est de fait toujours inférieure ou égaldedie probléme monocanal.

2.4 Analyse en composantes morphologiques multivaluées

2.4.1 Principe

Dans ce paragraphe, nous proposons une extension du caleceptersité morpho-
logique au cas multicanal. Par la suite, nous supposerom$egudonnées multicanals
sont structurées de sorte que chaque ¢absgrvation{X;}i=1.. m €st modélise comme la
combinaison liénaire dB composantes morphologiques :

D
Vie(l,m; x=) g (2.55)
=

ou chague composante morphologigsgest supposee parcimonieuse dans la base ortho-
normale®;. De fagon équivalente, chaque cap@li—1... m est de fait parcimonieux dans le
dictionnaire redondar® formé de I'union de® bases orthonormald®;}i-; ... p.

Chaque colonne de la matrid¢admet une décomposition parcimonieuse dans le diction-
naire redondantl formé de I'union de®’ bases orthonormald#l;}i-; ... p-. Cette formu-
lation est celle que nous choisissons pour modéliser lastates inter-canales présentes
dans bon nombre de données multicanales telles les donygasectrales. D’un point de
vue global, les données multicanakésadmettent alors une représentation parcimonieuse
dans le dictionnaire redondamiulticanal ¥ = [II; - - - IIp/] @ [®; - - - @p]. Par analogie au
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cas monocanal, les donnééssont modélisées comme la combinaison linéair®de D’
composantes morphologiques :

D ’
X=> > oy (2.56)
=1

j=1 k=1

ou wjx admet une représentation parcimonieuse dap® ®;. Dans ce nouveau cadre
multicanal, separer deux composantes morphologigugandwjq.ip S'effectue en accord
avec le principe de diversité morphologique multicanale :

— Morphologies spatiales ou temporellesrésp.spectrales) :dans le cas ot | et
p=gq(resp.i= jetp # g), les composantes morphologiques en jeu présentent des
structures spectraleseép.spatiales) comparables. La distinction entre celleseft s’
fectue alors a partir de leur diversité spatiaksp.spectrale). La cohérence mutuelle
des bases multicanales en Hy ® ®; etIl, ® ®; (resp.Il, ® ®; etll; ® ®;) est
bornée supérieurement pap (resp.umn). Dans ce cas, la séparation de telles com-
posantes morphologiques est équivalente a la résolutionuitiples problémes de
décompositions monovalués.

— Morphologies spatiales et spectraleslorsquei # j etp # g, les composantes mor-
phologiques se distinguent par leurs diversités spaticdpectrale. Notons qu’ici, la
cohérence entrH, ® ®; etllg ® ®@; est plus faible upue < max{un, ue}. Ce cas
est celui ou la notion de diveristé multicanale apporte waie gnportant.

Dans le cadre du traitement des données multivaluées geigesous les avons définies, leur
analyse fficace devra prendre en compte leurs diversitéssiamttralesjuespatiales Dans

le cas monocanal, la MCAffre un outil d’analyse privilégié. Nous proposons d’éterdre
MCA au cas de I'analyse de données multivaluées. L'Analys€@nposantes Morpholo-
giques Multivaluées (mMMCA) cherche la solution au problé&uigant :

min y?
{@ ik} £

D / 2
=1

D D D
Z ”HI'w'jk(I)}—HO +|[X = Z Z @k (2.57)
=1 k=1

k=1 F

Nous avons mis en lumiere les liens forts entre le problemkadealyse en composantes
morphologiques et celle de la recherche de décompositarténponieuses dans une union
de bases. Ces résultats restent valables dans le cas mailtica

2.4.2 Algorithme

Dans le cadre défini par mMCA, les donnéesont modélisées comme la combinaison
linéaire deD x D’ composantes morphologiqués jk}j-1.... p:k=1..,0r. DéfinissonsA j le
supportde la composante morphologiquey dans le sous-dictionnair#x = Ik ® @;.

X estK-sparse dans le dictionnaire pris dans son ensemblekaveg; ;. Card(A k). Les
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données se décomposent alors comme suit :

X=) > @i= ), > alilyyd] (2:58)

D D D D
j=1 k=1 j=1

k=1ieAjk
De facon similaire a I'algorithme MCA, mMCA estime itéragiment chacune des com-

posantes morphologiquesjx alternativement (approche BCR, voBAP0Q). Chaque ma-
trice de coéficientsa i s’obtient alors comme suit :

. 2
ajk = Argmlnyzllajk”o + HRjk — Ik a’jk(I)jHF (2.59)
@jk
OURjk = X = Xpgejk Hgapg®p St le terme de résidu.
De 'orthonormalité des bas¢®;}; et{Ili}«, 'équation (2.59) se formule également comme
suit : )
ajk = Argminy2||ozjk||o + HHIRK(I)]— — a/jk”F (2.60)
@k

qui admet comme solution uniqugy = H, (I} Rk®] ).

L'algorithme mMCA est décrit ci-dessous :

1. Fixer Pmax et le seuil (9.
2. Tant que Y™ est plus élevé qu'une valeur minimale fixée ymin (e.g. dépendant en
particulier de la variance du bruit o)
de la fagon suivante :
Pouttouti=1,--- ,Detk=1,.---,D’

e Calcul du résidu REE) en supposant les composantes morphologiques @ pgx ik,
~(h-1) & 2ne -
@ o ik flxe(ﬁ)s : o

Ric = X = Zparik @ pgjk-
o Estimer les coefficients courants de 'fv?l:) par seuillage dur de seuil y™ :

~() _ TROET
@y = ?’{y(h) (Hk Rjk (I)j ) .
e Lestimee de @ik est obtenue par reconstruction :
&0 = nalo,.
— Décroissance du seuil y selon une stratégie donnée.

Stratégie de seuillage :

Nous avons montré que, dans le cas monocanal, MM permet, sous certaines
conditions relatives a la cohérence du dictionnaire, elfatire la décomposition en norme
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{o. De fagon analogue, la stratégie MOM s’étend facilementasunsulticanal. A chaque
itérationh le résidu est projeté sur chaque sous-dictionnaire et nefiusisbons :

Ezkol) _ max HT[ an~(h 1)(I,pJ (I)T (2.61)
loo
b = oo | [ Z i 1)<I>p] v o
le
Le seuil MOM multicanal (mMMOM) est alors défini comme suit :
=3 {m%kol) #mie) (2.63)

Muni d’'une telle stratégie de choix de seuil, mM@AMOM vérifie des conditions de
convergence en tout point similaires a celles vérifices p@ANMIOM. Des expériences
de simulations sont présentées déBBIFS07H.
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Chapitre 3

Données multivaluées et séparation
de sources

L "ANALYSE €N composantes morphologiques multicanales introduit€lepitre 2 four-
nit un outil de décomposition parcimonieuse de donnéesivalulées. Elle permet en
particulier de séparer des composantes morphologiquescamales admettant une stricte
diversité morphologique spectralgat spatiale. Dans ce chapitre, nous considérons le cas
ou les signaux multivalués a séparer admettent une d&ersitphologique au sens large.
Dans ce cas, il convient de s'intéresser aux problemes dar&é&m de Source Aveugle
(SSA).

La premiére partie de ce chapitre propose une introductionpaoblémes de SSA ainsi
gu’'aux méthodes les plus classiques développées poursiesd@ telle que I'Analyse en
Composantes Indépendantes (ACI). Nous introduisons tensoe nouvelle approche de la
SSA fondée sur la recherche de signaux ou composantes adinate représentation la
plus creuse possible dans un dictionnalreCette nouvelle conception de la SSA conduit
a définir 'Analyse en Composantes Mutuellement Parcimees (ACMP).
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3.1 Données multivaluées : du modéle de mélange a la sépara-
tion de sources

L'appellation "données multivaluées" est un terme génériqu’il est nécessaire de
préciser. Une grande variété de modéles formels peut disgeatpour la caractérisation de
ce type de données : nous nous intéresserons en particulEsadu modele de mélange
linéaire.

3.1.1 Données multivaluées et modele de mélange

D’un point de vue formel, des données multivaluées sonttitnéss de dférents "échan-
tillons" regroupés dans un tableau ou plus précisément watdom de taillemx n : X.
Conformément a la notation choisie jusqu’a présent, chadasm lignes deX contient
les échantillons d’'une observation : physiquement, la tee {.e. équivalent de struc-
ture) des données suivant une ligneXdest la cohérence que présente une observation pris
comme un signal individuel. Par exemple, ces échantillams seux d’'une image, d’'une
série temporelle ou tout autre type de signal.

Il est intéressant de constater que la particularité des@ksmmultivaluées réside dans le
fait que la matriceX n’est pas qu’'un empilement aesignaux sans lien : nous supposerons
gu’il existe une structur@ter-canale ou inter-observation.

Prenons I'exemple de I'imagerie multispectrale : chaquseolation est une image de la
méme scéne mais observée dans des bandes de fréqueté@esidiqy;}i-1 ... m. L'élément
X[i, j] (& lai-eme ligne etj-eme colonne) est la réponse, au pikad’un ensemble de phé-
nomeénes physiques a la fréquenge

Une modeélisation correcte des données multivalo€ewit donc prendre en compte cette
double structurespatialgtemporelle et inter-canale. Suivant I'objectif que I'on se fixe,
plusieurs approches sont possibles. Nous évoquerons quitl€ha certaines approches
récentes mises en oeuvre pour la résolution de problemest@iration de données multi-
valuées.
Nous nous intéressons ici a un probléme plus particulielui de I'extraction de signaux.
Dans ce type de problématique, chaque cdrdl-1.. m (les lignes deX) est supposé
étre défini comme une fonction d'un ensemble de composanieources élémentaires
{Stk=1,-)n :

Xi = Fi(s1, - . ) (3.1)

ou¥; permet la modélisation de la dépendance des données aupsam@ssjk-1.... n. La
dépendance einde #; entraine que les composantes peuvent intervenir de fai@nedite
d’'une observation a l'autre. Le probléme de I'extractiorsidmaux consiste alors a estimer
les composantefsjk-1.. .n @ partir de la connaissance deet de{#,---,%m}. Dans le
cas général, la séparation de signaux, plus généralemgeitapéparation de source®st
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équivalente a un probléme inverse dont la complexité dépeggbentiellement de I'expres-
sion des fonction$f1, - - - , Fm}.

Cette formalisation fait appel a des fonctions{ffe, - - - , Fm} qui peuvent potentiellement
apporter une grande souplesse de modélisation au détrieme certaine complexité.
L'exemple le plus célébre d'application d’'un tel type de rledest celui de la "cocktail
party”" (Can : lors d’une soirée plus ou moins arrosé@esonvives prennent part a des dis-
cussions. On disposa microphones dans la salle. Dans le modele précédent, ladang
modélise la maniére dont lesconvives contribuent au signal enregistré par le microphon
numérotd. Le défi de I'extraction de sources consiste alors a retmlaveontribution de
chacun des convives a partir de leur§étients "meélanges” captés par fagnicrophones.
Dans un cadre trés général, les fonctigfs - - - , ¥m} peuvent modéliser : i) la contribution
de chaque convive (en terme de puissance sonore au niveaniatephones), ii) desfiets
physiques divers tels que deats d’écha . .etc.

Le modele le plus simple que I'on peut concevoir est celuiaprisiste a négliger tous
les dfets physiques secondaires (retards, échos, réverbératiovolution. .. etc) et a ne
prendre en compte que la contribution en terme de puissanoeesde chacun des convives.
En conséquence, le modeéle devient extrémement simpleyaulecsignal capté au niveau
du microphone numeérotéest, en premiére approximation, la combinaison linéairsidu
gnal sonore émis par chaque convive :

n
Yi=1---,m; Xi:Zaiij (3.2)
=1
ou les fonctiong#1, - - - , F¥m} de I'équation (3.1) deviennent de simples opérateursitiega

Le modéle de I'équation (3.2) est classiquement nomrodele de mélangelLes données
X sont alors modélisées comme de "simples" combinaisongilégde sourceS de sorte
que :

X =AS (3.3)

L'objet de la séparation de sources sera d’estimer deses8i& partir de la connaissance
des donnéeX.

Sous I'angle de la modélisation des structures des donfidasnatrice de mélange capture,
dans ce modéle linéaire, les cohérences inter-canalesnpeésdans les donné¥sDe fait,
en tant que signal, les sources doivent se distinguer paaksence de structure mutuelle ;
nous reviendrons sur ce point par la suite.

Dans le cadre de la séparation de sources aveugle, la ndgrnélangé\ est une inconnue
du probléme et doit étre estimée au méme titre que les so8iz@sartir de la connaissance
des donnéeX.

3.1.2 Séparation par analyse en composantes décorrélées

Dans un cadre probabiliste, supposons que les sotg¢es... , sont des signaux aléa-
toires (réalisations de variables aléatoires). Par saaisimplificité, nous les supposerons
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de moyenne nulle et de variance 1. En accord avec le rais@mte@veloppé au paragraphe
précédent, les sourc&sne doivent pas présenter de cohérence "mutuelle”. Autredien
elles doivent étre "diérentes". Une "mesure" simple de cohérence entre signaudgues
corrélation De fait, des sources décohérenties. 6ans structures les unes par rapport aux
autres) seront décorrélées. Résoudre le problmeAS s’effectuera de telle sorte que :

E{sS} =1 (3.4)

Au-dela de sa simplicité, cette solution est trés facile t&mib via une analyse en compo-
santes principales (ACP). Néanmoins, méme sous contr@deéndécorrélation, le probleme
reste mal posé. Enffet, la matrice de covariance des sourEx{§ST} est invariante par
toute transformation orthogonafe— PSconduisant a des solutionsidirentes. De fait, la
décorrélation n'est pas une mesure de décohérerfisasument forte pour conduire a une
résolution correcte du probleme de séparation de sourpababtres termes, les sources ne
sont pas identifiables sous la seule hypothese de décmmnél@bmme I'a souligné Cardoso
dans Car03, la séparation de sources nécessite d'aller au-dela dtarlation.

3.1.3 Séparation et analyse en composantes indépendantagl)

Dans cette partie, nous continuons a considérer les socoresie des signaux aléa-
toires.

Generalités sur I'ACI

Le célebre article de ComorC6m94 a ouvert la voie a Analyse en Composantes
Indépendante§ACI). Dans le cadre de I'ACI, la décohérence ou diversitiéeeles sources
Sse "mesure” en terme d’indépendance statistique.

Plus formellement, supposons que les soufsés; ... , soient distribuées suivant la méme
densité de probabilitds(.). Dans le cadre de I'ACI, la "mesure" théorique de décoleen
mutuelle des sources n’est autre que leur indépendandstigtad :

fs(st.-- s = | | fs(s) (3.5)
i=1

Dans le cadre de la séparation de sources, une Analyse encSantes Indépendantes
(ACI) est équivalente a la recherche de sources indéperglaDe maniére équivalente,
I'ACI cherche a estimer une matrice de dé-mélaBg@nverse de la matrice de mélange
A dans le casn = n) telle que les sources estimés- BAS soient statistiquement indé-
pendantes. Par souci de simplicité et de clarté, nous seppws dans cette partie que la
matrice de mélangA est carrée et inversiblen= n et det@) > 0).

L'un des éléments qui ont fait de I'’ACI un outil privilégié die résolution de problémes
de SSA est que, si les sources a estimer sfiat&vement indépendantes, rechercher les
sources indépendantes conduiteetivement a la solution du probléme : celui-ci devient
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alors bien-posé. Enfiet, le théoreme de Darmois-Linnil0&r53 Com94 montre que si
au plus une source est distribuée suivant une distribumissjenne, et si les estimégs:
BAS sont statistiquement indépendantes aB®esst une matrice de séparation. En d’autres
termes, les sources estiméesont égales aux vraies sourc®s un facteur d'échelle (la
multiplication deS par une matrice diagonale, et la multiplication Algpar I'inverse de
cette méme matrice laisse le proddl invariant) et a une permutation prés.

Par conséquent, si au plus une des sources est gaussietadir fendépendance des
sources conduit & I'estimation d&et de la matrice de mélange = B~. Le théoréme
de Darmois-Linnik confére de fait aux partisans de I'ACI uguement puissant : la sépara-
tion est atteignable via la "seule" indépendance des ssurce

Cependant, la mise en oeuvre pratique d’une contraintdéiandance statistique n’'est pas
aussi simple qu'une décorrélation. Effiet, dans le cas général, il n’existe pas de mesure
exacte de I'indépendance de signaux aléatoires. C'estiagiace point que débute ce que
nous appelerons I'ACI "pratique” ou comment essayer derenatt point des algorithmes
capables d’approcher les solutions de I'ACI. Par la suiteisnallons faire un rapide tour
d’horizon des techniques d’ACI "pratiques" les plus clgssebs. Celles-ci n'auront de cesse
de chercher : 1) a correctement modéliser les structuremig de chacune des sources,
2) a mettre au point des "mesures approchées" d’indépeadaaiistique entre les sources.

Indépendance et non-gaussianité : dans ce paragraphe, nous allons mettre I'accent sur
un point particulier de I'ACI qui a été le point de départ dgrand nombre de techniques
d’ACI "pratique". Rappelons tout d’abord que dans le caded’ACI et en accord avec
les hypothéses d’application du théroéme de Darmois-kjrmi maximum une seule des
n sources peut étre distribuée suivant une distributionsjanse. Par souci de simplicite,
nous supposerons qu’'aucune des soufg§s; .. n N'est générée suivant une distribution
gaussienne. On fera également I'’hypothese que les sourt&sutes la méme distribution
marginalefs.

Considérons maintenant 'une desbservations x; = Y\, &

Les sources étant indépendantes, la donqdsst une combinaison linéaire designaux
indépendants deux-a-deux. Si on supposergiend en limite versroo , le théoreme cen-
trale limite s’applique et nous indique que la distributaex; tend vers une loi normale.
Ce point motive I'adage couramment énoncé en ACI : "mélateyatt a rendre un proces-
sus gaussien”. Evidemment, en génémahe prend pas des valeursfissamment grandes
pour qu’un tel processus soit clairement perceptible. Réans, il semble raisonnable d’un
point de vue strictement empirique, qu’un processus de e ou de séparation devrait
tendre a I'éfet inverse : celui de chercher a rendre les sources les mg@nsSienne"” pos-
sible.

Plus formellement, une "mesure" classique de l'indépecgantre signaugss, - - - , S}
est leur information mutuell& (s, - - - , &) Elle est définie comme la divergence de Kullback-
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Leibler entre la densité jointés(si, - - - , &) et le produit des densités marginales :
n
I(s1,-- %) = W[fs(sl,--- s ] fs(s)l (3.6)
i=1
f S, .S
= f@@wuwmqﬁ%——fﬁw (3.7)
S irq fs(s)
De fagon évidente, I'information mutuell&(sy, - - - , S,) S'annule lorsque la densité jointe
fs(si, - - , Sy) est factorielle ; en d’autres termes lorsque les sigriaux: - , S5} sont statis-

tiqguement indépendants. L'article de Leteal. (LGBS98 propose un cadre unificateur de la
plupart des approches d’Analyse en Composantes Indépesdsous I'angle de la théorie

de l'information et plus particuliérement de la minimisatide I'information mutuelle.

De facon intéressante, I'expression de l'information relleude I'équation (3.6) peut se

décomposer sous la forme suivante (v@af03) :

I(s,- ) =Cls, %) - ) G(8)+K (3.8)
i=1

ou le termeC (S) = K [N (E{S},Rs) N (E{S}, diag(Rs))] est la divergence de Kullback
entre une approximation gaussienne des sources (de ménenneogt matrice de cova-
riance) et une approximation gaussienne décorrélée. @ tguantifie donc un degré de
corrélation entre les sources. Le second terme fait inbérvedividuellement les diver-
gences de Kullback entre la densité de chacune des soumeteav approximation gaus-
sienneg (s) = ‘K[f(s,-),N(E{s,-},o-é)] (ot 02 est la variance de). Ce terme quantifie
en quelque sorte le degré de non-Gaussianité de chacuneutesss Le term& est une
constante. Minimiser I'information mutuelle des sourceséguivalent a : i) minimiser la
corrélation entre les sources et ii) maximiser leur nonsSemnité. Ce dernier point met
particuliérement en lumiére I'intuition que nous venonsideelopper.

Point de vue algorithmique : en pratique, toute méthode d’ACI propose I'estimation
d’une matrice de "démélange" ou de "séparatiBritlle que les sources estimées: BX
sont indépendantes. Le paragraphe précédent a introdpijirbche la plus classique en
ACI : I'indépendance des sources est obtenue en annularinfesmation mutuelle.

Dans l'article de Belkt al. (BS99, les auteurs proposent de reformuler I'information mu-
tuelle des signau&, - - - , %} en introduisant leur entropie :

n
TG 8= ) HE) - H G %) (3.9)
i=1
lls montrent en particulier que maximiser I'entrogté(y1, - - - ,yn) de composantes telles

guey; = g(§) (ou g est une fonction scalaire non-linéaire, monotone et iiviespermet
de minimiser approximativement leur information mutueli|n conséquence, maximiser

40



3.1 Données multivaluées : du modéle de mélange a la séparati  on de sources 41

I'entropie des signauyy, - - - , Y, permet d’approcher la minimisation de I'information mu-
tuelle des sources estimé@s, - - - , s,}. Notons que, dans cet article, I'introduction de cette
fonction non-linéaireg est motivée par I'utilisation d'un traitement par réseawndarones
pour lequely est la fonction de transfert.

En somme, selon I'approche de Betlal, maximiser I'entropie déy1,--- ,yn} :
n
HY1- ) = D HO) =T Wi . Yn) (3.10)
i=1

est équivalente a : 1) minimiser I'information mutuelle dgs,--- ,yn} (et de fait des
sources estimées) et 2) maximiser les entropies margidaletacun. Dans le cas ou les
variables sont d’amplitudes bornées (dé.p.a support compact), ce second terme est
maximal lorsque les variabldy;}i-1... » admettent des densités uniformes. En somme, la
fonction non-linéaire tend a "uniformiser" la densité dehabilité des sources estimeées.
Plus formellementg doit vérifier :

’69(3) o) (3.11)

05

En d'autres termeg est la fonction de répartition de.
Intéressons-nous maintenant au gradiermtdgs, - - - ,yn) par rapport 8 (voir (LGBS99) :

OH (Y1~ ,yn) _ 0 ‘6y.‘
=5 = -5 10gldet(B) + —= |og]—[ (3.12)
En définissant la fonction "scoré'™
dlog p(s
) = -9 (313)

le gradient deH (y1, - - - ,yn) par rapport 8 s’écrit alors simplement :

67'{ (yl’ e ’yn) — B—T _ h(é)XT (314)
0B
Rappelons quX = B~1S, d'ou :
OH (Y1, -~ .Yn) _ &&T\ p-T
— e = (1-nSS")B (3.15)

Cette expression fait apparaitre que I'annulation du grads’obtient en moyenne sous la
condition suivante : o
E{hSS =1 (3.16)

Cette condition de convergence est équivalente a une aumdle décorrélation subtile
entre les sources estimées. Le caractére non-linéagéattentervenir les moments d’ordre
supérieur de la densité de probabilité des sources. En qomisée, intuitivement, cette
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condition de "décorrélation” non-linéaire fait intervenine décohérence entre sources a
des ordres supérieurs approchant ainsi I'indépendancsoteses. Nous reviendrons ulté-
rieurement sur cette condition de convergence.

L'appproche fondée sur la théorie de I'information que neersons de présenter n'est pas la
seule qui a pu conduire aux développement d’'algorithme€t’Nous donnons ci-dessous
guelques références &fdirentes approches dont les liens forts ont été mis en éddearc
Leeet al.dans (GBS9§ :

— Approche par Maximum de Vraisemblance (MV) : 'ACI consistant a rechercher
une matrice de séparation (inverse de la matrice de mélahgele peut étre consi-
dérée plus classiquement sous I'angle de I'estimation danpatreB. De ce point de
vue I'estimation dd8 au sens du Maximum de Vraisemblance (MV) a été considérée
pour résoudre les problémes de SSA. Nous citerons en patilas articles suivants
fondés sur une approche par MMC4r97 BL97; PGJ92.

— Statistiques d’ordre supérieur : en séparation de sources, comme nous l'avons sou-
ligné, la simple décorrélation des sources (décorréldtiaraire correspondant au
casg = Id) n'est pas sfiisante pour résoudre les problémes de SSA. L'intervention
de "décorrélations d’'ordre supérieur” faisant intervéssr statistiques d’ordre supé-
rieur des sources a estimer permet en particulier de dédassienple décorrélation
pour approcher I'indépendance. De plus, en ACI, la nongjanié des sources joue
un réle prépondérant. Il semble de fait naturel que lesssiglies d’ordre supérieur
soient adaptées pour évaluer le caractére non-gaussiesodes a estimer. Nous
citerons en particulier les documents suivantiKQ01, BMCM97; Car99 JH9I).
Historiguement, ComonGQom94 proposa un algorithme d’ACI fondé sur une ap-
proximation de la divergence de Kullback-Leibler (& paddr son développement
de Edgeworth). Cette approximation faisait d'ores et défjarvenir les statistiques
d’ordre supérieur des signaux a séparer.

A partir de ces éléments d’ordre général caractérisant &hades d’Analyse en Compo-
santes Indépendantes, de nombreux développements laigigies ont été proposés pour
'amélioration des performances des algorithmes d’ACF. $taici de concision, nous ne
détaillerons pas I'ensemble des algorithmes qui ont pundisesn oeuvre.

Limitations du cadre de I'ACI :  I'élégance théorique de I’Analyse en Composantes In-
dépendantes est I'un de ses plus grands attraits. Néanrdaingoint de vue plus large, le
cadre de I'ACI rencontre quelques limites :

— Importance de la fonction de contraste méme si cela n'apparait gu'implicitement,
I’ACI nécessite une information forte sur les sources ecaédl la connaissance de leur
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densité de probabilité. Lors des développements précgdmite information est né-
cessaire pour déterminer avec précision la fonction daasiet adaptée aux sources
a séparer. La connaissance de la densité de probabilitgienteainsi implicitement
dans la condition de convergence de I'équation (3.16).

Si une déviation par rapport a la fonction de contraste Hoglg" est acceptable pour
la séparation (voirAC96)), le choix de cette fonction a une influence sur la qualité
de convergence des algorithmes d’ACI.

Ainsi, certaines approches ont mis I'accent sur I'estipratle conjointe de la matrice
de séparatioB et de la densité de probabilité (via une modélisation paangsd de
gaussiennesdcG97) ou parmi une famille de densité paramétré&<@06)). Néa-
moins, dans un cadre général de séparation en composagsémadtion ou I'adap-
tation de la densité de probabilité peut s’avérer plus cerepl

— Un cadre peu adapté a la modélisation du bruit :seuls quelques articles se sont
intéressés a l'influence du bruit dans le cadre de I'ACI (\Diav04 ZKO06)). Le
cadre original de I'ACI néglige toute perturbation ou bt la modélisation peut
s'avérer fondamentale en pratique.

D’un point de vue théorique, DavieB#&v04) a montré que la présence de bruit addi-
tif pouvait engendrer une dégénerescence du modeéle d'A@kest plus identifiable.
Dans le cas ou le bruit est additif et gaussien, 'utilisatite statistiques d’ordre su-
périeur permet I'estimationfiicace de la matrice de mélange= B~1. Rappelons en
effet que les statistiques d’'ordre supérieur sont aveugleshauitngaussien additif.
Néanmoins, cette propriété n’est plus valable lorsquedd# brest plus gaussien. La
encore, le cadre de I'ACI n’est pas adapté puisque appliquaatrice de séparation
B aux donnéeX n’apporte pas une estimation satisfaisante des sofrces

Un dernier détail d’ordre pratique doit également étre t@od ACI suppose expli-
citement I'égalité du nombre de canaux et du nombre de se(laanatriceA est
carrée inversible). En conséquence, lorsgue n, une réduction de la dimensiona-
lité des données (souvent opérée par une ACP)festteée. Une prise en compte
efficace du bruit dans un contexte de séparation de sourcestdedcassairement
mettre en oeuvre toute I'information mise a disposition Ipardonnées. En d’autres
termes, dans le cam > n, tous les canaux devraient étre mis a profit pour estimer la
matrice de mélangA et les sources.

3.2 Seéparation et analyse en composantes mutuellement parc
monieuses

3.2.1 Parcimonie et séparation de sources

Diversité pour la séparation de sources
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Par la suite, nous proposons d’introduire une approdfiérdnte de la séparation de sources
en aveugle fondée sur le concept de parcimonie. Supposentesjsourcesss, - , S}
(dans les exemples qui suivront nous choisirons 2 par souci de clarté) sont telles que
chacun de leurs échantillons est indépendamment et identignt distribué selon une dis-
tribution fs symétrique et fortement piquée a l'origine de sorte que soto&is est supérieur

a 3. Ce type de distribution est dite leptokurtique.

Nous définissons la représentation en nuage de points desd@mauxs; ets, comme la
représentation graphique du coufdgk], s;[k]) pourk = 1,--- ,t. De l'indépendance des
sourcess; ets, et de leur distribution piquée en 0 (parcimonieuse), cefedsentation fait
apparaitre une morphologie étoilée particulierementatériatique. La figure 3.1 montre la
représentation en nuage de points de deux sources dontiastilons soni.i.d. suivant
une distribution gaussienne généralisée de pararfiétr®.5 et de variance 1. Cette figure
met particulierement en lumiére la forme étoilée propresagiignaux parcimonieux. L'ali-
gnement des branches de I'étoile de la réprésentation egesude points est révélatrice
de l'indépendance des sourcgset s,. Par la suite, cette configuration particuliere de la
représentation en nuages de points de signaux parcimoatendépendants sera mise a
profit pour interpréter certaines conditions de convergates algorithmes de séparation de
sources parcimonieuses.

Plus précisément, I'apport de la parcimonie pour la séparate sources est multiple.
Considérons la figure 3.1 :

— Zone (1) : la zone rosée (1) de cette figure illustre le principe de pavynie énoncé
précédemment pour un signal unique : une fajstebabilité pour des échantillons de
forte amplitude ewvice versa

— Zone (2) : sous hypothése d'indépendance, la probabilité pour queétshantillons
s1[K] et s;[K] aient simultanément des amplitudes fortes est faible. de gju’avec
une probabilité fixée 4 € (avece < 1), si un échantillors;[K] est de forte amplitude
alors I'’échantillons;[k] a une amplitude bornée faible fonction éléEn dfet, dans le
cas simple ou les échantillons de chacune des sources diréétéuivant la méme
distribution gaussienne généralisée de paransattele variance 1 (choisi pour sim-
plifier I'analyse), les courbes d’équiprobabilité — € de la densité jointds(si, S)
sont les frontiéres de boulégde rayorr (¢) (fonction de epsilon). Cette propriété est
illustrée par la figure 3.2. Pour une valeur élevée de I'anbdi des; [K], I'amplitude
de s,[K] est bornée avec une probabilité-k a une amplitude potentiellement faible
(fonction d’epsilon) :

Sk + 5K = w12 )+ v 317

ol 71 ety sont deux constantes indépendantes; fid, s)[K] et e.

10n définit la courbe équiprobabilité de probabiligépour la densitéf comme la frontiére du volume
X: Xn
Vi) = {0 )| [ [ fOae- x)dx - dx, < p).
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En somme, en séparation de sources, la parcimonie renfodiedrsitéentre les sources.
Cette diversité se manifeste par le fait que deux sourcesueept pas étre "fortement”
actives simultanément¢. pour le méme échantillok).

Supposons maintenant que nous observons des mélangessdeimes. La matrice de mé-
lange est tirée aléatoirement. La figure 3.3 montre la reptation en nuage de points des
sources initiales (figure de gauche) et des mélanges (figudeaite). Dans le cas du mé-
lange, les branches de la forme étoilée que nous obtenohalgprées suivant des droites
dont les vecteurs directeurs sont définis par les colonnés mhatriceA (fleches rouges).
De fait, dans le cas de mélanges de sources indépendantacietgnieuses, les échan-
tillons de forte amplitude sont partagés par les deux obsens simultanément.

En somme, d’'un point de vue intuitif, une séparation de ssumarcimonieusefiécace
consiste a aligner sur les axes les branches d'une étdiss prochains paragraphes nous
éclaireront sur les moyens de formaliser ces considésatidgnitives.
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Fie. 3.1: Un point de vue intuitif : représentation en nuage de points des échantillons derdeesou
s, en fonction de la source.

Approches classiques pour la séparation de sources parcim@use
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Le cas extréme - disjonction des supporssipposons a I'extréme que les sources sont suf-
fisamment parcimonieuses pour qu’elles ne puissent pas@ives simultanément. Rap-

équiprobabilité

Fie. 3.2: Un point de vue intuitif ; courbes équiprobabilité de la densité de probabilité gint
fs(s1, &2).

Fie. 3.3: Un point de vue intuitif - Gauche : représentation en nuage de points des échantillons de
la sources; en fonction de la source. Droite : Représentation en nuage de points des
échantillons de I'observatiox, en fonction dex,.
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pelons le supporA(X) du signalx comme suit :
AX) = {k||x[k]| > o} (3.18)

En somme, le support de indexe les échantillons de dont I'amplitude est non nulle
(échantillons actifs). Dans le cas présent, les sourceeunegpt étre actives simultanément,
leurs supports sormtisjoints:

A(s)NA(s)=0 (3.19)

Cette caractérisation des sources pose deux problemes :

— Aspect fondamental :dans le cas de la séparation de sources a supports disjoints,
la densité jointe des sources est singuliere puisque soraidende définition est
restreint aux axes :

fs(s1. S2) = 0 sisi[K] # 0 etsp[K] # O (3.20)

Peut-on alors parler d'indépendance des sources ? La gshgvidemment non
En dfet, considérons la probabilité conditionnelle suivante :

P(si[K = ra|s[K] = 72) = 0 (3.21)
avecr, 72 > 0. Evidemment, dans I'hypothese de sources indépendanmtes;
P(si[K] = r1|sp[K] = 72) = fs(s1[K])

Elle est indépendante de la valeur prise pdk]. Ce n'est plus le cas lorsque les
sources sont supposées indépendantes.

— Limites pratiques : I'hnypothése de supports disjoints est de loin trop forte pEat
tique, des signaux naturels n‘admettent pas de reprégentes rendant exactement
disjoints. De plus, en présence de bruit, la notion de sup@ient totalement in-
stable.

Ce type d'approche (voirGTCO05 BBZZ05; Vin07)) a essentiellement été mis en oeuvre
pour la séparation de sources en contexte sous-déternsin®oithbre de sources est su-
périeur aux nombres d'observations). Hifeg dans ce cas, sans hypothése de disjonc-
tion, le probleme inverse a résoudre est mal posé. Avec dtingse de disjonction des
supports, le probléme revient essentiellement a segméensemble des échantillons en
sous-ensembles liés a des sources distinctes.

Il semble de fait plus réaliste de relaxer la disjonction slggports en introduisant la notion
de supporb-disjoint As(x) (BSFMO07 BMFS073 :

£ 09 = {KI4KI1 > . (3.22)
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Dans ce cas, on peut montrer que des sources indépendamtésisjointes avec une forte
probabilité (fonction de). A cet dfet, supposons que les souregands, sonti.i.id. sui-
vant la méme distribution laplacienne de précisiofgaussienne généralisée de parametre
6 = 1). Chaque échantillon est donc tiré suivant la l6i(si[k]) = 5 exp(-uIs[K])).
Définissons la proposition logigugs = “|s1[k*]] = [IS1llee > 6, [S2[K*]] = [IS2]lee > 6 €L VK #

k*, |s=12[K]| < ¢". H, décrit donc des sources et s, admettant des supports strictement
é-joints ; dans le cas contraire, li. est sirement fausse ala@set s, ont des supports au
moinsé-disjoints. Nous définissorBg.s = P(IS[K]| > §) andPg<s = P(s[K]| < 6). De
l'indépendance des entrées des sousses suivant la méme loffs, alorsP(H;) est telle
que :

P(H;) = tP2_ ;P2 (3.23)

NotonsPigs = exp(—ud) etPig-s = 1 — exp(—uo) de sorte que nous en deduisons :
P(Hs) = texp(—2us) (1 — exp(—us))>¢D, (3.24)

Puisqu’en pratique > 1, la propositionH; est presque slirement fausse lorstjue .
En d'autres termes, des sources indépendantes et laplasiaont asymptotiquemest
disjointes.

Inférence bayésienne - une approche universdieséparation de sources en aveugle
est un probléme inverse présentant deux "parameétres'hdegsties sourced et la matrice
de mélangé. Rappelons que le modele de mélange avec terme de bruitesvéat :

X =AS+N (3.25)

Rappelons également que I'analyse en composantes ind#peadACI) peut s'interpréter
sous I'angle d’'une estimation des paramétret S au sens du Maximum de Vraisemblance
(MV - voir (Car99) :

Au sens de I'ACI :{A, S} = ArgmaxP (X|A, S) (3.26)
{A.S}

La parcimonie des sourcé&intervient alors comme une informati@npriori supplémen-
taire. L'inférence bayésienfive un cadre particulierement bien adapté pour I'estimadi®n
parametres pour lesquels des informatiansiori sont disponibles.

Dans le contexte de la séparation de sources parcimonjellisss fait I'hypothése que
ces derniéres admettent une distributeopriori fs fortement piquée a I'origine. Sans in-
formation supplémentaire sur la dépendance des sources,snpposons de plus qu’elles
sont statistiguement indépendantef(s, - - - ,sn) = [1iL; fs(s). Nous ferons également
I'hypothése que les échantillons d’'une méme source so@pemlamment et identique-
ment distribués suivants. Le cadre inférentiel bayésien permet en particulier daxesl
ces ditérentes hypothéses simplificatrices. Il permet en paiticdle pouvoir introduire
une modélisation plus subtile des sources (VGR(Q3 IMDO06; FGO06).
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Classiguement, I'estimation des paramétkest S peut s’éfectuer au sens d’'un Maximum
A Posteriori (MAP) comme sulit :

Au sens d'un MAP :{A, S} = ArgmaxP (A, S|X) (3.27)
{A.S}

De larégle de Bayes (voir I'excellent ouvrage de JaydaegQ3) :

P(X|A,S)P(A,9)
P (X)

P(A. SX) = (3.28)

On déduit, sous hypothése d'indépendance entre la magiogéthnge et les sources :

P(A,8X) « P(X|A,S)P(A) [ | fs(s) (3.29)
i=1

A ce point, notons qu'introduire une distributi@anpriori pour la matrice de mélange est
un "jeu d’enfant”, du moins formellement. Cette potentiatiu cadre inférentiel bayésien
sera en particulier mis a profit pour I'analyse de donnéegtsgectrales au Chapitre 5. Ici
nous supposons qu'aucune informatepriori ne permet de précisét(A). Nous choisi-
rons de ce fait une distribution peu informative p&UfA) telle qu’une loi uniformelia
gu’il n'est pas nécessaire d'expliciter. Ainsi, nous déduis I'estimation dé et S au sens
d’'un MAP comme suit :

n
{A, S} = ArgmaxP (X|A, S fs(s 3.30
gm (X] )]_1[ s(s) (3.30)

Notons que des approches alternatives sont possibles Zaasget al. (ZCA99) proposent
d’estimer la matrice de mélange via un MAP marginalisé (satendu par rapport aux
sources). Leur approche nécessite néanmoins le calcmild:i(aaquiefS P(A, S|X) dSque les
auteurs simplifient en recourrant a une classique appraiximee laplace (voirRob01)).

Le travail pionnier de ZibulevskyZ(P01) a proposé I'utilisation de lad priori parcimo-
nieuse dans le cadre d’inférence bayésienne que nous veiransduire. Dans cet article,
les auteurs font I'nypothése que chaque soysge.;... » admet une distributiom priori
parcimonieuse de sorte que :

fs(s[K]) oc exp(—igy(s[K) (3.31)

oug,(s[Kl) = Is[K]" avecy < 12. Dans ce cadre inférentiel, Zibulevsky propose I'estima-
tion des paramétres et Sau sens du Maximum A Posteriori (MAP). De fagon équivalente,

2Notons que I'application par échantillon dg(.) au vecteurs est equivalente au calcul de sa norfpe
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I'estimation des parametres fectue par minimisation de I'opposé du logarithme de la loi
a posteriori:

(A, S} = Arigmin—L (X|A,S) + > uig,(s[K) (3.32)
{A.S} ik

ot £(X|A,S) = log(P(X|A,S)) nest autre que la log-vraisemblance. En supposant que
la matrice de bruilN est composée d’échantillongd. suivant une distribution gaussienne
centrée de variance 1, le probleme a résoudre est le suivant :

1
(A, S| = Argmin 5| — ASIE + 3 sug, (S[K) (3.33)
{A,S} ik

ou ||Y||§ = trace (YYT) est la norme de Frobenius de la matri€eD’un point de vue pra-
tique, la résolution du probléme d’optimisationfS&etue au moyen d’un algorithme inspiré
de la méthode de Newton : le Relative Newton Algorithm (RNAirZib03) pour de plus
amples détails).

Remarque :revenons sur I'expression de I'estimateur MAP de I'équa(i®.30). En

supposant que la variance du terme de bxuét telle queiE{||N||,2:} — 0, la vraisemblance
tend vers une distribution de Dirac comme le souligne jedisement KnuthKnu99). En
conséquence, I'estimateur du couple de param@ty&au sens du Maximum A Posteriori
s’exprime comme suit :

{A, S} = Argmaxé (X — AS)

{AS} i

fs(s) (3.34)

n
=1

Au final, 'ACI classique peut-étre interprétée comme unmasiculier d’une inférence au
sens du MAP en limite de bruit "faible".

3.2.2 Analyse en composantes mutuellement parcimonieuses

Principe

Revenons au probléme auquel nous nous sommes intéressdarnent : la décompo-
sition de signaux multivalués dans un dictionnaire muttedgpotentiellement redondant).
Rappelons qu& est une matrice de taillen x t comportantm canaux ou observations
contenant chacuh échantillongentrées. Le probléme de la décompositionXddans un
dictionnaire multicana¥ = I ® ® consiste alors a résoudre le probléme suivant :

min|la|l; s.c.X = Ha® (3.35)
[07

Transposons ce probléme a celui de la séparation sourceveogle : la matrice de mélange
A est supposée connue. La restauration des soSrees® sous hypothése de parcimonie
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des sources damB s’obtient en résolvant le probléme d’optimisation suivant
min|jal|; s.c.X = Aa® (3.36)
a
ou la composante "spectrale” du dictionnaire multicaaist la matrice de mélange

Placons-nous maintenant dans le cadre de la séparatiorudmsa@n aveugle (SSA); la
composante spectrale du dictionnaire multica#alevient au méme titre gu&une incon-
nue du probléme. Dans ce contexte, nous définissons I'AmapsComposantes Mutuel-
lement Parcimonieuses (ACMP) comme la recherche du coopieéf par la matrice de
mélangeA et les sourceStelles que ces dernieres sont les plus parcimonieusesfeasi
sens de la normig||; définie plus haut. En somme, le probléme linéaire de I'équd{.36)
est remplacé par le probléme bilinéaire suivant :

min|la|l; s.c.X = Aa® (3.37)
Aa

En I'état, plusieurs questions sont soulevées par l'intetidn d’une telle analyse de don-
nées multivaluées. En particulier quel sens peut-on doarinalyse en Composantes
Mutuellement Parcimonieuses ?, LACMP permet-elle (erpsspnt le modéle de mélange
exact) de résoudre le probleme de la SSA ? Existe-t-il das batre des approches a priori
éloignées : ACMP et ACI 2.

C’est a ces interrogations que les paragraphes a venir entdrtd’apporter des éléments
de réponse.

Interprétation en terme de "meilleure base"

Jusqu’a présent, nous avons essentiellement considétérnées< sous I'angle d’'une
collection dem observationganaux dont chacun était formé dentrées. Nous proposons
de changer de point de vue en "transposant” la maXicelle est formée de la concaténa-
tion det signaux ayanin entréesi(e. les colonnes de la matricg).

Pour simplifier 'analyse et I'interprétation de 'ACMP, m® supposerons que le nombre de
sources est identique au nombre de cananx:n (i.e.la matriceA est carrée). La matrice

de mélange\ est supposeée inversible : déf) # 0. De plus, la composante temporelle ou
spatiale® du dictionnaire multicana¥ sera supposée orthogonale. Nous définissons alors
les codficients de projection de chacune des ligneXd&ns® comme suit :

X = ax® . (3.38)

ol ax ala méme dimension qu¢. Afin d’assurer la cohérence des notations, ledfcoe
cients de projection de lignes &dans® seront notésrs. La matriceas peut alors étre
vue comme un ensemble tleecteurs colonne de taillex 1 notés{a'g}kzl,...,t tels que :

Vk=1,---,ti=1---,n o] = asi,K . (3.39)
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Le probleme de I'équation (3.37) donnant corps a ’ACMP pats étre reformulé de la

sorte : .

min > [e§], sc¥k=1--- ta¥ = Aa§ (3.40)
1

Adag} (=

Considérons le probléme individuel suivant :

Tlg”aléHfl s.c.aX = Aak (3.41)

Le probléme de I'équation (3.41) est équivalent a la redteede la "baseA dans laquelle

le signal unidimensionnedy'g est le plus parcimonieux possible. Ce probléme fait donc
entierement écho a la problématique de recherche de leenreilbase (au sens parcimo-
nieuse -Best Sparsifying Basisu BSB) que I'on retrouve en particulier chez Saatoal.
(SB03 Sai0).

En somme, le probleme de I'équation (3.40) peut s’integorébmme la recherche de la
base la plus parcimonieuse pour un ensemble de sig{mﬁ]ﬁzl e

Résoudre un probléme d’Analyse en Composantes Mutuellement Parcimonieuses
c’est chercher la base la plus parcimonieuse (BSB) pour un ensemble de vecteurs.

Reformuler cette phrase consisterait a souligner quértiasibn deA au sens de 'ACMP
c’est également rechercher la "bagetians laquel les vecteufex'>‘<}k:1 " sontconjointe-

ment les plus parcimonieux possible (au sens de la nathe

ACMP et BSB

Dans ce paragraphe, nous proposons d’aller un peu plusaois ld formalisation des
liens entre ACMP et BSB pour un ensemble de signaux. Aftet, @lacons-nous dans un
cadre probabiliste plus confortable. Supposons que chsigoal {a'g}k_ L. est constitué
de n échantillons tirésndépendammenrgt indentiquemensuivant une distribution lapla-
ciennefs de précisioru :

k=1 t:Vi=1---.m fs(k[i]) o exp(-ulekill) . (3.42)

Clairement, les signaubag}kzl,...,t sont mutuellement indépendants et leur densité de pro-
babilité marginale est définie comme suit :

fs(@f) = [ | fs(eXliD) o exp(~ulloi) - (3.43)
i=1

De facon tout a fait intéressante, le concept de "meilleasbau sens d’un critere de par-
cimonie a été formalisé par Donoho dal®(93 dans un contexte fiérent. |l s'agissait
pour lui de caractériser la notion de "meilleure base" as s&me norme’, minimale pour
des espaces fonctionnels particuliers. Notre problematquéui est restreint aux signaux
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de dimension finie (plus exactement de tailleNéanmoins, nous allons montrer que s’ins-
pirer du travail de Donoho sur les BSB pour des espaces tommls permet d’obtenir des
résultats instructifs sur I'ACMP.
Dans un cadre probabiliste (en particulier via I'équatiBrii8)), I'ensemble des vecteurs
d’intérét{a'g}kzl,...,t appartient avec une forte probabilité > 1/u) a 'ensemble défini
comme sulit :

Q = {a e R"lely < C} (3.44)

En d'autres termes, il s’agit des signaux de tailleontenus dans la boutg de rayonC.

La probabilité avec laquelle un vecteur défini par I'équatd.43) appartient & dépend
évidemment directement d2etu. Cette définition est a rapprocher du concept détermini-
niste en dimension infinie d’hyperrectangle défini ddper(93.

Chaque vecteuw;(( observé est, par définition, la version transformée du ueo@:

Vk=1,---.t; o% =Ack (3.45)

Par souci de simplicité, nous supposons que la ma#iest orthonormale. Il s’ensuit que
chacun des vecteu{@')‘(}kzl,...,t appartient, avec une forte probabilitéA& défini comme
limage deQ by A.

Sur ce point le lien avec les travaux de Donolmit93 est évident. |l est possible de
montrer que résoudre le probleme de '’ ACMP perntigctivement de résoudre le probléeme
de la SSA comme le souligne la proposition suivante :

Proposition 1 En supposant que les entrées des sources (dans le domaiiséotraed)
as sont indépendamment et identiquement distribuées. Soppagie la matriceA est
orthonormale. Alors minimiser la norme || permet de restaurer les sources :

Eflleslly} < E{llAasll1} - (3.46)

La preuve est inspirée du Lemme 4 @(93.
Ce résultat important suscite plusieurs remarques :

— La parcimonie d’'un mélange : de la proposition précédente, nous déduisons qu’un
mélange de sources parcimonieuses statistiquement imdig@pies est moins parci-
monieux asymptotiquement (en terme de nofiiig. En résumé, cette propriété fait
écho a la non-Gaussianité présentée comme un point de wiif idti fonctionne-
ment des méthodes d’ACI.

— LACMP résout les problemes de SSA parcimonieuserappelons que I'Analyse en
Composantes Mutuellement Parcimonieuses estime unecmdgimélangé@ telle
gue les sources aient une norfiig la plus faible possible. Cette proposition suggére
gue dans le cas ou le modele de sources est exact et que cessssomt indépen-
dantes, 'ACMP permet de restaurer les sources. LACMP peaionc de résoudre
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les probléemes de SSA dans le cas ou les sighaux en jeu adtsttereprésentations
parcimonieuses.

Liens avec I'ACI

Remarquons que dans le cas du travail de Don@lun93, la recherche d’'une BSB
est motivée par le souhait d’obtenir pdbides processus dits "diagonaux”. Dans un cadre
probabiliste, cette "diagonalité” serait simplement ur@ppété d’'indépendance mutuelle
des entrées de chacune des soun{o@kﬂ,...,t. On comprend alors que cette propriété
soit fortement utile tant pour la compression que I'estiorastatistique puisqu’elle per-
met en particulier de recourir a des estimateur par seailladividuel sur chaque entrée
(Don93 DVDD98; Can0Y. Cette remarque met particulierement en lumiére les kene
deux domaines apparemment fort éloignés que sont la réwhele bases optimales au
sens d'un critére de parcimonie pour des signaux définis aodes éléments d'un espace
fonctionnel en analyse harmonique et I'analyse en compesamdépendantes. Notons que
Meyer avait donné quelques pistes intuitives de ces liens fiéey03).

Plus formellement, du point de vue de 'ACI, supposons gasdteirces sont générées
a partir d'une distribution laplacienne comme cela estitdélems I'équation (3.43). une
approche trés classique en ACI consiste a estimer la mateagémélang® = A~! au
sens du Maximum de Vraisemblance. Dans ce cadre, 'estmdis sourcess (dans le
domaine transformé®), s’effectue comme sit

mBaxP (ax|B,as) . (3.47)

Puisqueay = Aas et les entrées des sonti.i.d. suivant une distribution laplacienne de
précision, on déduit :

r/Paxlla/slll + rlog|det(A)| s.c.ax = Aas (3.48)
»as

ol 7 est une constante. En supposanbrthogonale (hypothése classique en ACI aprés
blanchiment des donné&s- (HKOO01)), on obtient :

max|las|l; S.c.ax = Aas (3.49)
A,as

Cette équation est en tout point similaire a I'équation {R.En somme, dans le cadre de
I'ACI, 'ACMP est équivalente a une estimation de la matri&est des sourceS au sens

3Donoho parle de bases inconditionnelles pour des espagetioianels particuliers.

“Nous passons lesfllcultés techniques liées a la non-dérivabilité de la nojjieen 0. Une approche
simple consiste a régulariser cette norme en la définissanfii, = lim.0g.(Y). La fonctiong, s’applique
individuellement sur chacune des entrées de la matride sorte que pour un scalaiye g.(y) = Y2 + €2.




3.2 Séparation et analyse en composantes mutuellement parc imonieuses 55

du Maximum de Vraisemblance (MV). Ceci confirme les liens iiesites entre 'ACMP et
'ACI.

Sous hypothése d’'indépendance statistique et de sources laplaciennes, en supposant
A orthogonale, I'Analyse en Composantes Mutuellement Parcimonieuses est équiva-
lente a I'Analyse en Composantes Indépendantes.

Notons que dans ce cas, la norihé|; est une fonction de contraste pour I'ACI parci-
monieuse (sous hypothése de sources laplaciennes). Bned'aermes, la Proposition 1
suggere que la normg ||l1 permet de discriminer entre les sourc&eeivement indépen-
dantes (correspondant dans ce cas aux plus parcimonieatdesys mélanges. En parti-
culier I'intérét pratique est évident. Erffet, en ACI classique, la mesure d’indépendance
de choix est I'information mutuellg des sources estimées. Il est souvefiigiie de ma-
nipuler cette quantité dont la mise en oeuvre pratique sé&eelsien souvent l'utilisation
d’approximations. Dans le cadre de ’TACMP, minimiser lamet] . ||; des sources estimées
conduit a la solution de I'ACI. La normig. ||; étant une grandeur aisée a manipuler, I'acces
aux solutions de I'ACI est donc facilitée sans recours a dessures" approchées d'indé-
pendance.

La figure 3.3 illustre dans le cas = n = 2 lintuition sous-jacente a l'utilisation de
I’ACMP pour résoudre les problémes d’ACI. La figure de dro@présente la superposition
de courbes d’équiprobabilité de la densité idéale gaussigénéralisée et de la réalisa-
tion de deux mélanges aléatoires de sources gaussienn&algges en nuage de points
(cercles rouges). La projection du nuage sur I'un ou I'aatte conduit intuitivement a une
distribution moins piquée que la projection sur les axes édanges (colonnes de la matrice
A) représentée sur la figure de gauche.

Un point de vue dférent consiste a mesurer le rayon de la bduldans laguelle I'en-
semble des vecteuf&é}kzl,... t s’'inscrit. Dans le cas du mélange (figure de droite), le rayon
de boulef; nécessaire a inscrire le nuage de point du mélange estesupéti rayon de la
boule nécessaire a inscrire le nuage de point des sourceiseXpéique en partie pourquoi
I’ACMP (qui, rappelons-le, recherche la solution la plusgraonieuse) permet de résoudre
le probleme de I'ACI.

Ce point de vue justifie, du moins empiriquement, I'équinake des solutions de TACMP
et de I'ACI sous hypothéses de sources parcimonieuses (ths taplaciennes) et indépe-
dendantes.

Relaxation de la contrainte d’égalité

L'ajout d’'une perturbation linéaire sur le modéle de soypeemet en particulier de
modéliser : 1) un bruit instrumental dans un contexte deetraént de données réalistgoet
2) relaxer le modéle de source en ajoutant un terme de patiombinéaire. Le modéle en
jeu est alors le suivant :

X =AS+N (3.50)
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En supposant de nouveau que le dictionnaire temfspagial® est orthogonal, I'expression
générale précédente s'écrit simplement dans le domainsforané :

ax = Aas+ ay (3.51)
Si de plus on suppose que la perturbation est bornée :
lanlle < e (3.52)

Le probléme d’optimisation définissant ’TACMP a I'équatigh37) s’écrit alors sous forme
relaxée comme suit :
rpinllalll S.C.[IX —Aa®|| < € (3.53)
@

Au-dela du cadre défini par I'ACI, 'ACMP permet de prendre@mpte facilement (au
moins formellement) une perturbation additive du modéleioe composante de bruit ad-
ditif dont I'utilité est cruciale dans un cadre applicatif.

Le probléme sous contrainte de I'équation (3.53) est étprivaau probléme sous forme
de Lagrangien suivant (via une reparamétrisation adéguatey) :

. 1
miny [lally + = X — Ae®||2 (3.54)
Aa 2

ol y est défini de maniére univoque en fonctioned®&otons que ce probléme est en tout
point équivalent a I'estimation des parametfestas au sens d’'un Maximum A Posteriori
dans un cadre d'inférence bayésienne sous les hypothégastes :

— Vraisemblance: les entrées de la perturbatidhsonti.i.d. suivant une distribution
gaussienne centrée et de variance. Notons que pour un busgsign de variance
on quelconque, la condition de perturbation bornée, utiliéar la relaxation de la
contrainte d'égalité du probleme de 'ACMP, est vérifiéecauae forte probabilité

si I'on définit : e = +/t + 2V2toy (constituant une borne confortable pour une dis-
tribution duy? at degrés de liberté suivie pan\IHE). Notons au passage que dans le
cas ou la matrice de covariance du bruit n’est pas propoitm a I'identité {.e. les
variances de bruit sontffiérentes d’'un canal a I'autre avec potentiellement un certai
degré de corrélation), I'adaption des équations (3.53%(3 'dfectue simplement en
changeant la métrique || par une version pondérée par la matrice de covariance du
bruit Zy : [IY|12, = trace(YEn1YT).

— Lois a priori : la distributiona priori caractérisant les sources n’est autre que la loi
laplacienne déja utilisée dans le modéle de I'équatior}3.4
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En dehors de I'ACI ?

Qu’en est-il si 'indépendance des sources n’est plus vraieorsque les sources ne
sont pas indépendantes, la Proposition 1 n'est pas audsi dadémontrer (d’ailleurs rien
ne garantit qu’elle reste vraie). Deux remarques néanmoins

— Définition de 'ACMP : la dépendance potentielle des sources a estimer ne prive
pas I'Analyse en Composantes Mutuellement Parcimoniagéd8t. Il est en et
toujours intéressant (du moins conceptuellement) de relsbe des composantes
les plus parcimonieuses possibles (sans garantir I'existee telles composantes).
Comme nous I'avons souligné au cours des Chapitre 1 et 2,dix cu diction-
naire ®@ est lié a une informatiom priori connue sur les sources a estimer. Sous
hypothése de diversité morphologique des sources, ledwstes les plus fortes sont
"différentes" (au sens peu cohérentes) d’'une source a l'autaitDméme si I'in-
dépendance statistique des sources n'est pas vraie ouswesens, I'hypothése de
diversité morphologique permet I'utilisation de 'ACMP &awins pour la recherche
des structures les plus fortes des sources en jeu.
lllustrons ce point par un exemple simple : oitne variable aléatoire distribuée sui-
vant une distribution de Bernoulli de sorte gue 0 ou 1 avec la méme probabilité
1/2 et{ry}k=1... + des réalisations de. Considérons deux sourceset s, générées

comme suit :
N (O, 2 , Sitk=1
Vk=1,---,t s[K esttiré suivant ( T S (3.55)
N(O, o3),  sinon
. . N(O,O'2 , Sitk=1
vk=1,---,t K] esttiré suivant 2 . 3.56
So[K] { N(O, a'fg, sinon (3.56)

avecO-i > a’% (ici o1 = 1 eto» = 10). Les deux sources dépendent essentiellement
de la réalisatiorr, elles ne sont donc pas indépendantes. Néanmoins commg-le su
gere la Figure 3.4, les sources (a gauche) tendent a étrpanicisnonieuses que les
mélanges (a droite). Bien que les sources soient depesd#MNEMP reste valable
pour ce cas particulier.

— Modélisation de la dépendance nous avons vu que 'ACMP peut également étre
interprétée du point de vue de l'inférence bayésienne. Dapsradigme inférentiel,
la question de la propriété d’'indépendance des sourcesuegémportance particu-
liere.
En dfet, siaucune information concernant une quelconque dépendance des sources
n'est disponible, faire I'hypothése de leur indépendarstgustifiée par le désir de
choisir un modele peu informatif. A I'inverse, si la dépenda des sources est avé-
rée, elle doit entrer dans la modélisation du probleme. Dedaun modele de la
dépendance des sources est disponible ou possible, cpéetdet doit) étre prise en
compte (via le choix de la distributicepriori des sources) dans le cadre de 'ACMP.
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Qu’en est-il si le modele de mélange n’est pas veérifi®ans un tel cas, quelle est

I'utilité de TACMP ? Ce type d'approche est tres lié a la renthe de "meilleure base" (au
sens de celle conduisant a maximiser le kurtosis des comigssastiméesS@io4, les plus
parcimonieusedXon93 ou les plus "indépendantesB$97 SO03) a partir d’'un ensemble
significatifs de signaux que I'on peut qualifier d’appresdige. Dés lors, la mise en oeuvre

d'u

ne Analyse en Composantes Mutuellement Parcimoniqaesétre justifiée par le sou-

hait d’obtenir des composantes parcimonieuses. La pand@pourrait permettre d’obtenir
des composantes plus "interprétables”. D’un point de vus ptagmatique, la parcimonie
est une propriété précieuse pour la résolution de problémesses (en particulier de res-
tauration). Ce dernier point fera I'objet du développentnChapitre 7.

40 5
. 20
30|
o
N 15 ° 800
20 . E °° .
~ o ~ 10 08 o .o
» %50 x o5 O o %o
S 10 $g® 3 4 &0 oo e
g § oo @ A
oS & 28.2% oS %%%ﬂ
= ° % $a98 £ o 58P & g E 0 PR s
E o EE GRS T S 5 F,
5 o5 £ P A
g SBS S sl B
- o 8 of
10 ° C2139@0 %82:) e
odp -10 %
0%
-20
-15]
o
;
=25 -20 -15 ~-10 -5 0 5 10 15 20 25 -25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
Echantillons de’'s i Echantillons de x .
Fie. 3.4: Sources non indépendantes - Gauchaeprésentation en nuage de points des échantillons

de la sources; en fonction de la source. Droite : Représentation en nuage de points des
échantillons de I'observatiax en fonction dexs.
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Chapitre 4

Diversité morphologique pour la
séparation de sources en aveugle

L e fondement de I'’Analyse en Composantes Mutuellement Pardenses est I'estima-

tion des sources ou composantes les plus parcimonieussblpesu sens de la norme
I 1l2 dans un dictionnair@. A cette fin, suivant le principe de diversité morphologigiie
semble souhaitable de représenter au mieux (de facon lgatasnonieuse) chacune des
sources a séparer. Nous I'avons vu, l'utilisation d’unidimbaire de signaux élémentaires
(ou atomes) redondanffee la possibilité de représenter de fagon particuliérempartimo-
nieuse de larges classes de signaux. Fonder une techn&OM& en prenant appui sur les
méthodes de décomposition parcimonieuse décrites darisagitt® 2 semble de fait une
idée a prospecter.
Plus particulierement, I'algorithme mMCA introduit au e¢swu Chapitre 2 pour I'analyse
de données multivaluées dans un dictionnaire multicankméant &fre une base particu-
lierement appréciable a partir de laquelle batir une méthmdtique d’ACMP. Ce chapitre
étend le cadre mMMCA a la résolution du probléme de séparadtgosources en aveugle
(SSA) et plus précisément d’ACMP.
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4.1 Parcimonie et diversité morphologique pour la séparatin
de sources en aveugle

Rappelons que dans le cadre de la SSA, les données mulidsahabnt modélisées
comme une combinaison linéaire de sourBe®our généraliser, les données seront agre-
mentées d’'une matridé modélisant un bruit instrumental ou des imperfections ddétm:

X =AS+N 4.1)

4.1.1 Extension du cadre mMCA a la séparation de sources enengle

En accord avec le cadre mMCA introduit précédemment, nqusasons que les sources
admettent individuellement une représentation parcieuse dans le dictionnai®. Ce

. o =
dernier est la concaténation 8ebases orthonormald®;}i-1..p : ® = [(I)T, e ,(I)TD] .
De fait, chacune des sourcgssi=1... n €st la combinaison linéaire d& composantes mor-
phologiques comme suit :

D D
Vie(L-o.nk 8= =) axd (4.2)

Dans le cas ou la matrice de mélanfyeest connue, I'estimation des sources consiste a
résoudre le probléme suivant :

n D
EQ.L”Z Z il s.. X = > > @iy

ou a est lai-eme colonne dé. Le vecteurai contient alors les cdgcients de laj-eme
composante morphologique dei{éme source. Ce type de probléme s'inscrit dans le cadre
mMCA (ici par une minimisation en norm&) dans le cas ou le dictionnaispectralll
n'est pas une union de bases orthogonales mais I'union @etts" ou plus généralement
de vecteur$a‘}i:1,...,n. Notons que ce probleme d’inversion peut étre traité pégdithme
MMCA méme dans le cas sous-déterminéro« n.

Dans le cadre de la séparation de sources en aveugle, laend&imélangé\ est une
inconnue du probléme et doit étre estimée. Nous proposons @lhdapter le probléme de
I'équation (4.3) comme sulit :

n D
in Z Z leviklle, ..

Aaik} i=1 k=1

<€ (4.3)
F

<€ (4.4)
F

Résoudre ce probléme revient a chercher une matrice de geédatelle que les sources

soient mutuellement les plus parcimonieuses possiblesramide 'ACMP. Le paragraphe

suivant présente une adaptation de I'algorithme mMCA auleda séparation de sources
en aveugle pour la résolution du probléme de I'équation) (4.4
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4.1.2 Analyse en composantes morphologiques généralisées

L'algorithme mMCA a été concu pour résoudre le probléeme dguation (4.3) dans
lequel le dictionnaire multicanal (it¥ = A ® @) est supposé connu. Dans le cas de la sé-
paration de sources en aveugle la matAaest également une inconnue du probleme. Dans
ce paragraphe, nous introduisons un nouvel outil d'analyswilé Analyse en Compo-
santes Morphologiques Généralisées (GMCA) dont I'odjesti : i) d’estimer un ensemble
de composantes morphologiques de facon similaire a mMQA'g@stimer une matrice de
mélangeA telle que ces composantes morphologiques sont les plusnuarieuses pos-
sibles.

De fagon similaire aux développements menant a I'algoéthmVICA, I'équation (4.4) peut
s'écrire sous la forme d’un lagrangien :

n D
min yZZna.kngl
1 k=1

Aaik} =

(4.5)

F

L'équation (4.6) peut étre reformulée afin de faire inteivémmatrice des sourcesainsi
que la matrice de mélange :

n D
. 1
(A S = Argmlny § k§ low®] lle, + SIX = AS||2 (4.6)
=1

ou chaque ligne d& est une combinaison linéaire @ecomposantes morphologiques mo-
nocanales = Y2 ; @i

La difficulté majeure soulevée par le probléme d’optimisation @guiation (4.6) est qu’elle
fait intervenir deux parameétres et S couplés Il n'existe pas de solution analytique a ce
probléme. Par découpage du prodd enn x D composantes morphologiquef\s =
ik a @ik, le probléme a résoudre fait intervenir un ensemble de cestde rang 1al @ik Jik-

En s’inspirant des méthodes de "Block coordinate relarat{iBCR - voir BST98), le
probléme de I'équation (4.6) peut étre résolu itérativeinpam une suite alternée de sous-
problémes faisant intervenir séparément les coupleg;}.

On définit lefi, k}-eme résidu multicanal p&ix = X — 3p.q#ik 8Ppg C€ terme contient
la partie des donnéeé auxquelles ont été retirées les contributions des compesamor-
phologiques multicanales autres qig;, . L'estimation de la composanigy, = aijx®y S'ef-
fectue en supposant qéeet ¢ ,q. i Sont fixés. Ceci conduit a la résolution du probleme
suivant pour chaque composante :

~ . 1 :
Gi = Argmin Ylipi@yllr, + SlIRix — dpiclE (4.7)
Pik
ou de fagon équivalente,

. . 1 -
@ik = Argminylleille, + §||Ri,kq)-|l<— — dall? (4.8)

@ik
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puisque®y est une matrice orthogonale. En analyse convexe, une tmndécessaire clas-
sique pour querj soit un minimiseur de la fonctionnelle ci-dessus est questdeur nul
soit un élément de sa sulfidrentielle avi (Roc70, en d’autres termes :

1 7
0e ———a Rix®y + @ik + Lana’ik”t’l (4.9)
llalli3 llall12

oud|laiklle, est le subgradient défini comme suit (en partie grace a laadipge de la norme
51) .

el = {u eR'

ul] = signe[l]), IeA(a)}

ull e€[-11], sinon

L'équation (4.9) peut étre reécrite pour donner la soluspivante :

sadll] = { 0, if |(aiTRi,'kq>;)[|]| <y (4.10)
a'[l], sinon
1 T Y

N T . T . , . , ,
ol = Wa‘ Xi k@] —mmgn(a' Xi,k(DI). Cette solution exacte n'est rien d’autre qu’un

seuillage doux. De fait, la solution pour la composante molqyiqueyp;, est :

ik = Sy (— (4.11)

T
—al Xi,ktbl]d)k avecy = ——
l1a'll5

1alli3

En supposant qugP},.; et S sont fixés, 'estimée de' s’obtient comme la solution d’un

probleme quadratique :
i 1
a=—[Xx-) aPsy|s" (4.12)
||s||§[ 2, p]s

p#i

ous = ZE:l @i- On peut noter que dans le caspest fixe Tse01Théoreme 4.1) nous
permet de prouver que les solutions des problemes altedin&E) (et (4.12) sont définies
et bornées et que chaque point d’accumulation est un paitiwishaire de la fonctionnelle
(4.6).

Notons gu’en pratique, chaque colonneAlest de norme, unité a chaque itération.
Ce point technique permet en particulier de pallier dlilté classique liée a I'invariance
d’échelle du produiAS dans I'équation (4.1). L'algorithme GMCA est alors le suiva
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1. Fixer le nombre d'itérations Ppay et le seuil y©
2. Tant que ¥ est supérieur & ymin (€.g. fonction du niveau de bruit),
Pouri=1,---,n
—Pourk=1,---,D
e Calcul du résidu ri(p en supposant que @ g+ (ik;» ‘;’f?;;}li{ik} sont fixés :
(he1\T —
r) =87 (X = Zipgein @ 80g”)
e Estimation de (oi(l?) par seuillage de seuil y :
0 = S0 (o)
. e Estimation de ¢;, par reconstruction a partir des coefficients sélectionnés
i ~() _ ~(h)
Pic = @ Pk
— Mise-a-jour de @ en supposant que aP*" et les composantes morpholo-
giques (,Zagg sont fixées :
~i(h ~p(h-1)~ ~(T
Q) — m ( _ ?)#i ap( )S(ph)) %(h)
Décroissance du seuil Y.

Le choix du dictionnaire ®

Chaque itération de I'algorithme précédent peut étre é@/i=n deux étapes : i) décom-
position parcimonieuse daks® @ (via I'estimation des dférentes composantes morpho-
logiques multicanales) et ii) Estimation des colonnes ded#icesA. En somme, il s’agit
de I'algorithme mMCA introduit au Chapitre 2 auquel a étéusgoune étape d’estimation
deA. Des lors, le choix du dictionnair® est fondamental. En particulier, plus la distribu-
tion des cofficients dansp sera piquée (forte parcimonie), meilleure devrait étreuialitg
de séparation. Le choix d® se fera donc d'abord par rapport aux informati@npriori
dont on dispose sur les sources. De plus, I'algorithme GM@&gensite un ensemble de
multiplications par les matrice®, and®y. Pour des raisons de complexité de calcul, il est
préférable de faire appel a des bases ou trames ajustéetepguelles il existe des opé-
rateurs implicites rapides (transformation en cosinusrdtis locale ou globale, ondelettes,
curvelets, etc--). Avec de tels dictionnaires, les matricﬁ% et @y ne sont jamais expli-
citement construites mais remplacées par des opératqidesamplicites de synthése et
d’'analyse.

Complexité calculatoire

Notons tout d'abord que I'essentiel du temps de calcul ésalix multiplications par
les matricesI)I et®y a chaque itération et pour chague composante. Comme ngard’'a
déja souligné, le recours aux opérateurs implicites rapiids a®y ou son adjoint est ca-
pital pour I'application de I'algorithme a des problemesgdande dimension. Au cours de
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'analyse suivante, nous définissovigscomme le colt numérique de I'opératabyi et de
son adjoint.

A chaque itération, le calcul du résidu multicanal pour aclegd, k} engendre un colt de
O(nDmY) opérations. Chaque étape de la boucle ‘Pour’ de I'algo@GMCA calcule la
corrélation du résidu aveg' nécessitant aingd(mt) opérations. Ensuite, la matric];{

est appliquée. L'opération de seuillage précéde la reamisgin de la composante mor-
phologiquey;, . Ces opérations nécessitéVy + T) opérations. Les sources sont ensuite
reconstruites avec un col{(nDt). La mise a jour des colonnes de la maticest facturée
O(mt) opérations.

En supposant, sans perte de généralité,quem < t, etV = O(t) ou O(tlogt) pour

la plupart des transformations rapides, I'algorithme GM@as son ensemble nécessite
O(Pmax?Dt) + O(2Pmax ZE:l Vi + nDT) opérations. Son codt calculatoire peut étre im-
portant pour des problémes de grande dimension. Dans l&dc2.1, nous présenterons
une version rapide de I'algorithme GMCA permettant sonigppbn a des problémes de
grandes dimensions en économisant du temps de calcul.

4.1.3 Le rble du seuilllage dans I'algorithme GMCA
La nécessité d'un seuil décroissant

Dans l'algorithme mMCA, l'introduction du seuil décroisdaest évidente : elle est
liée a une sélection de ddeients dans I'espace transformé par analogie aux techsique
traditionnelles de décomposition parcimonieuse gloutsr(iMP, OMP, .. etc).

L'algorithme GMCA est, quant a lui, la combinaison d'un aigfime de décomposition
parcimonieuse dans un dictionnaire multicafva ® et d’'une procédure d™apprentissage"
d’'une partie de ce dictionnaireA. Si I'utilisation du seuil décroissant semble justifié pour
la phase de décomposition, gu’en est-il pour I'estimatier @ D’un point de vue intuitif,
I'utilisation du seuil décroissant a un impact importanti&stimation de la matricé. En
effet, au début de I'algorithme, le seuil étant de forte valleumatriceA est estimée a partir
des coficients sélectionnés les plus forts. Or, ceditoients de forte amplitude jouent un
réle prépondérant : au nom du principe de diversité morgigle, un cofficient fort est,
avec une forte probabilité, lié & une seule source. De &aitdtriceA est, dés les premiéres
itérations de l'algorithme, estimée a partir d’élémentssderces déja €fiérenciés. Alors
gue le seuil décroit au fur et a mesure des itérations, le rdmioissant de cdigcients
entrant dans I'estimation d& affine son estimation. L'utilisation du seuil décroissant est
donc cruciale dans l'algorithme GMCA puisgu’elle lui apoune certaine robustesse en
particulier par rapport au bruit, comme nous le verrons aauite.

4.1.4 Premiers résultats expérimentaux

Nous donnons ici une premiére illustration de principe digbtrithme GMCA. Consi-
dérons deux sourceg et s, admettant une représentation parcimonieuse dans lerdictio
naire formé par I'union d’une base de cosinus et d'une basegonal d'ondelettes. Plus
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précisément, les deux sources sont telles que leufiaents dans le dictionnair® sont
générés suivant une distribution bernoulli-gaussiengér{g au Chapitre 2) : la probabilité
pour qu’un coéiicient {e 2[K]}k=1...7 Soit non nul estp = 0.01 et I'amplitude des coef-
ficients non nuls est distribuée suivant une distributionsg&nne centrée et de variance
1. Les deux sources sont de taille- 1024. Un bruit additif blanc gaussien est ajouté au
mélange. L'expérience suivante compare la robustesse de/ & de méthodes de réfé-
rence vis-a-vis du bruit. La figure 4.1 montre I'évolution @hitéreCp lorsque la variance

Critere sur A

0.1

0.08f

0.06f

0.041

0.02
20

10 15
RSB en dB

Fie. 4.1: Evolution du critére sur la matrice de mélan@g lorsque la variance du bruit varie :
GMCA (trait continu), EFICA(x) :, RNA (+). Abscisses rapport signal a bruit en dB.
Ordonnées :valeur du critére sur la matrice de mélange.

du bruit sur les données augmente. GMCA est comparée a ladetRRelative Newton
Algorithm" (RNA) (Zib03) et a EFICA ZKOO06) dont I'intérét est de modéliser la parcimo-
nie des sources dans le cadre de I'lCA. En particulier, EF&SAune version adaptée du
célébre algorithme FastICAdfyv99) qui a été adapté pour modéliser des sources fortement
leptokurtotiques (en I'occurrence des gaussiennes g&s@as de paramete < 2). RNA

et EFICA ont été appliquées sur les données transforméassuti@rbase orthogonale d’on-
delettes. La figure 4.1 montre a ce niveau que GMCA se comparteoins aussi bien que
ces deux méthodes classiques.

Notons que, dans le cas ou les sources ont des morpholoffi@senies, chacune est for-
mée d'une et unique composante morphologique. Dans ce aagramiers résultats de
séparation de sources en aveugle ont été présentésBMBEQG.

4.2 Une version rapide de GMCA

4.2.1 Principe

Dans le cadre de la séparation de sources en aveugle, bareycomposantes morpho-
logiques généralisée (GMCA) est une extension d’'un algmét de décompaosition parci-
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monieuse dans un dictionnaire redondant multicanal (mMdak)s le cas ou le dictionnaire
multicanal (la matrice de mélang®) lui-méme doit étre estimé. L'algorithme que nous
avons proposeé necessite un colt de calcul qui peut étrebjitibtlans le cas ou les données
a manipuler sont de grande taille. Ce co(t calculatoire ipmessentiellement de I'utili-
sation répétée a chaque itération des opérations d’'anefyde synthese des transformées
formant le dictionnaire spatjgmporel®. Dans cette partie, nous allons voir comment,
a l'aide de quelques hypotheses simplificatrices, uneamnsipide et fficace de GMCA
peut étre congue.

Introduction : le cas ou @ est orthogonal :

Supposons que le dictionnaire jadis redondbrge réduit & une simple base orthogo-
nale. Le probléme de I'équation (4.6) se simplifie alors cansont :

n
- , 1
(A, § = Argr;nny § e Ac|z avecS = as® (4.13)
’ i=1

ol chaque ligne dex = X®T contient les coficients de projection ¥ dans®.

Dans ce cas, l'algorithme GMCA s’avére extrément simpleque I'algorithme peut étre
entierement développé dans le domaine defficants : les données sont transformeées une
seule fois.

Un cas plus intéressant : le cas o® est redondant

Dans le paragraphe précédent, I'orthogonalit@deermet le développement de 'algo-
rithme GMCA dans le domaine des ¢heients. Cette simplification permet de faire I'éco-
nomie d’'une phase analysgnthése a chaque itération. Néanmoins, nous avons séulign
a plusieurs reprises que le recours a des dictionnaireswdedts plutdt qu'a de simples
bases orthogonales doit apporter des résultats de s@pasapérieurs. Dans le cas général,
la simplification valable dans le cas @ est orthogonale n’est plus valable dans le cas
redondant.

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que dans le cas saukegs sont lisamment
parcimonieuses dam, il est possible d’avoir acces a des simplifications idergga celles
qui sont valables dans le cas orthogonal.

Nous considérerons par la suite que les donféés; ... m admettent une solution unique
au probleme de décompositidp (i.e. (Vg;(xi) est un singleton pour toute {1,---,m}).
Nous supposons également que les sources admettent uorsoinique au probleme de
décompositiorty (i.e. (V;I;(s) est un singleton pour toute {1,---,n}). Nous définissons

ax = [Aa(x1)", -, Aa(xm) ] etas = [Aa(s)T, - Aa(s)]".

Quel que soit I'algorithme de décomposition, décomposesignal dans un diction-
naire redondant est un processus linéaire. La simplification valable dans le cas
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est orthogonal reste vraie dans le cas redondant sous l@ioorgliivante :
YA telle que defA) #0; X =AS = ax = Aas (4.14)

En d’autres termes, il s'agit du cas ou la décompositiongmuestout mélange linéaire des
sources.

Simplifions I'analyse en ne considérant qu’un unique métaahg signaux : sol la com-
binaison linéaire den signaux ¥ est finalement un canal individuel dans le modéle de la
SSA):

y= >y (4.15)
i=1

En supposant que les signa(i}i-1... m» admettent une solution unique au probléme de
décompositionfy (sous-entendu dan®), nous définissons; = Ag(yj) pour touti €
{1,---,m}. Comme nous I'avons défini précédemméwg)(y) est 'ensemble de toutes les
solutions au problemé, synthétisant parfaitement: pour touta € (Vg;(y); y = a®.

Notonsa™* le vecteur suivant : .

o* = viay (4.16)
i=1
Sia* appartient avg;(y), une solution sflisante pour que la décomposition parcimonieuse
en normefy préserve la linéarité n'est autre que l'unicité de la sohutiAinsi, dans le cas
général, en accord avec les résultats décrits dar®(), si les conditions suivantes sont
vérifiées :

lalo < (ug +1)/2 (4.17)
lo*lo < (ug +1)/2 (4.18)

alors il existe une solution unique au probléme de décortippgdarcimonieuse en norme
(o, et cette solution est*. Ainsi, si toutes les sources et leurs mélanges admettendén
composition parcimonieuse unique dabsu sens de la condition (4.17), alors I'opérateur
de décompositiorhg(.) préserve la linéarité de tout mélange.

Par la suite, nous supposerons que l'opération de décotigpopiarcimonieuse dan®,

Ao (y) est dfectuée en utilisant I'algorithme MCA.

Dans le cadre de la SSA : dans le contexte de la séparation de sources en aveugleechaqu
observation{x;}i=1.... m €St une combinaison linéaire desources :

n
Xj = Z gijSj (4.19)
j=1

En accord avec le paragraphe précédent, si les sourcesbskvations sont fisamment
parcimonieuses dan® (en particulier si elles vérifient la condition de I'équati(?.17))
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alors le modeéle linéaire est préservé aprés decomposition :

n
Aw (6) = > &jAa (s) (4.20)
=1
Ainsi, de fagon analogue au cas @est orthogonal, I'estimation d& et S peut étre &ec-
tuée en résolvant le probléme de I'équation (4.13).

4.2.2 Algorithme

De maniére similaire a 'algorithme GMCA initial, le prolbf& de I'équation (4.13)
peut étre résolu via une estimation itérative et alternéecdeficients des sourcess et de
la matrice de mélande A cette fin, le schéma itératif suivant est utilisé pourtitasition
deA andas :

— Mise a jour des sources la matriceA fixée, le probleme de I'équation (4.13) pos-
séde une solution unique. Celle-ci peut étre obtenue palgatithme de itératif de
Landweber projetéGWO05) :

ds = S, (s +M(ax - As)) (4.21)

ou M une matrice de relaxation. Celle-ci influence la directi@nla descente du
gradient. Pour assurer la convergence de cet algorithmeatiace de relaxation doit
étre telle que le rayon spectral He MA est borné par 1. Le choM = A’ (pseudo-
inverse deA de rang-colonne plein), donrigs = S, (A*ax). S, est I'opérateur de
seuillage doux.

— Mise a jour de la matrice de mélange A au sens des moindres cas :

A = axal (asat) (4.22)

Notons que le processus alterné précédent est proche ddwc€adage parcimoniedApprentissage

de dictionnaireintroduit dans un cadre de la restauration adaptative di@ag\EB06). Ce
processus alterné conduit a I'algorithme GMCA "rapideVant :

1. Appliquer I'algorithme MCA a chaque ligne de ax :
ax =[Ao ()17
2. Fixer le nombre d'itérations Ppax et du seuil y(©
3. Tant que le seuil ¥ sont supérieurs & ymin (€.g. fonction de la variance du bruit),
— Estimation des sources ag a l'itération h en supposant la matrice A fixée :
a’s(h+1) = Sy(h) (AT(h)a’x) .
— Mise-a-jour de A en supposant as fixée :
X ST (=)~ T
AOHD) = gy (a(s &0 )

— Décroissance du seuil yM,
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Compléxité calculatoire La version "rapide" de GMCA nécessite I'application de-l'al
gorithme MCA sur chaque canal. Ceci est plus rapide que Isiorerinitiale (voir Sec-
tion 4.1.2). En €et, dés lors que MCA est appligué sur chaque canal, chaguaiow
nécessite)(Pmna?Dt) opérations élémentaires.

Un algorithme du point fixe

L'algorithme GMCA "rapide" se décompose en deux étapess{ijnerS en supposant
A fixée, (ii) inférer la matriceA en supposant les sourc8dixées. Dans cette version de
I'algorithme GMCA, les sources sont estimées via un versieuillée de I'estimateur au
sens des moindres :
s =S, (Aax) (4.23)

ou AT est le pseudo-inverse de I'estimation courante de la neatlicmélangd\. L'étape
suivante a pour objet I'estimation de la matrice de mélahge sens des moindres carrés :

A = axal (asal) (4.24)

Définissonsis = Afay telle queas = S, (as) et écrivons de nouveau I'équation préce-
dente comme suit : »
A = RasS, (9)" (Sy (@s) S, (@s)") (4.25)

De facon intéressante, cet algorithme est un algorithmeoéhi fixe dont la condition de
stationnarité est la suivante :

@sS, (@s)" = Sy (@s) Sy (@s)" (4.26)

Etude de la convergence :

Cas des sources a supportg-disjoints :  Supposons dans ce paragraphe que les sources
sont a supportg-disjoints. Un point fixe de I'algorithme GMCA est atteintsda condition
suivante :

asSy (@s)" = Sy (@s) Sy (as)" (4.27)

De la non-linearité des, (.) le premier terme n'est pas symétrique en général alorsegue |
second l'est. La condition de stationnarité est de faiteaomalition desymétrisatiorde la
matriceassS, (@s)". Examinons en détail le cas o= 2. Nous considérons deux sources
s ets,. Les éléments diagonaux de la condition de stationnariiétets que :

.
|sS, @9)7]11,1] = ) a1[dS,(@a[K])
k=1

[S, (@) S, (@s)"1[1, 1] (4.28)
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La condition de convergence est donc toujours vérifiée pegiéléments diagonaux. Les
éléments hors-diagonaux de (4.27) sont comme suit :

Z a1[Klaz[K] = a1[K]a2[K]
keA, (@2) keA, (@1)NA, (@2)

ai[Klao[K] = ax[Klaz[K] (4.29)
keA, (@1) keA, (@1)NA, (@2)

Définissonsy™* la plus petite valeur de telle ques; ets, sont a suppory-disjoint. Sup-
posons également qé et $, sonty-disjoints ety’ est le plus petit scalairg tel que ces
sources sont a suppoaridisjoint. De fait siy > y" alors :

a1[Klaz[k] =0 (4.30)
keA, (@p)NA, (éq)

Intuitivement, lorsque les sources sonfimamment parcimonieuses, les mélanges ont des
y-supports tels quey* < y' avec égalité lorsque les sources sont parfaitement estirbée
fait, pour touty* <y < y' la condition de convergence n’est pas vérifiée pour les élésne
hors-diagonaux (4.27) puisque :

> @lKaok #0ets Y aalklaolk] # 0 (4.31)
ke, (@) keA,(@p)

La condition de convergence est vérifiée lorsgtie= y' ; i.e.les sources sont correctement
estimées a une erreg* prés. Lorsque les sources sont a supports strictemenintssjo
(y* = 0), la condition de convergence est vérifiée lorsque lescesusont exactement

estimées. En somme les solutions stationnaires de I'thgoei GMCA sont des solutions

du problemes de SSA.

Point de vue statistique - cas des sources parcimonieusesi@pendantes : Dans ce
paragraphe nous faisons I'hypothése que les sogioetss, sont des processus aléatoires.
Nous supposons également quék] et a»[k] sonti.i.d. selon une distribution symétrique et
leptokurtique, unimodale en 0 et monotone croissant&suPar exemple toute distribution
gaussienne généralisée de paramgtte2 vérifie ces conditions. La figure 4.2 représente
la pdf jointe de deux sources parcimonieuses (a gauche) ainsiapdf fjointe de deux
de leurs mélanges (a droite). En prenant I'espérance destdaues intervenant dans la
condition du point fixe équation (4.26) :

D, Bl@alMaki= ). E{@lKaslk) (4.32)

ke, (@2) keAy(@1)NA, (a2)
De fagon symétrique,

E{aa[Klao[K]} = Z Efai[Klaz[K]} (4.33)
keA (@) ke, (@DNA, (@2)
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Intuitivement les sources sont correctement séparéegietes branches des courbes d’équi-
probabilité (voir figure 4.2 sur la gauche) depldf jointe des sources sont colinéaires aux
axes.

Les conditions (4.32) et (4.33) sont-elle équivalentesatalition de séparation évoquées
ci-dessus ? Notons que si les sources sont parfaitememteestialor&(S, (as) S, (ag)")

Fie. 4.2: Courbes équiprobables defdf jointe de 2 sources indépendantes sources générées selon
une distribution gaussienne généralisée de parametre0,5. Gauche : pdf jointe de
sources indépendanté&roite : pdf jointe de 2 mélanges.

est diagonale eE{asS, (as)} = E{(S, (as)S, (as)}. Comme prévu, I'ensemble des so-
lutions acceptables (les sources initiales a une perrontati un facteur d’échelle pres)
vérifient la condition de convergence. Supposonsauet @, sont des mélanges décorré-

Fie. 4.3: Courbes équiprobables degdf jointe de 2 sources indépendantes sources générées selon
une distribution gaussienne généralisée de paramiesrd, 5 apres seuillageGauche :
pdf jointe de sources indépendant®soite : pdf jointe de 2 mélanges aprés seuillage.

Iés des co#ficients des sources originales andas» ; I'application d'un seuillage sut; et

S, (a2) (respectivement; et S, (a)) les correle a moins que f&f jointe des sources esti-
méesa; eta, aient les mémes symétries que I'opérateur de seuillage (oetpriété a été
remarquée également par Fieklg99). La figure 4.3 apporte un point de vue intuitif sur
ce point. Sur la gauche de la figure 4.3 montredé jointe de deux sources parfaitement
séparées apres avoir subi I'opération de seuillage dutleuge soit la valeur du seuil, les
sources seuillées sont toujours décorrélées puisqudiyjointe vérifie les symétries de
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'opérateur de seuillage. A I'opposé, sur la droite de larégli 3, I'application de I'opéra-
teur de seuillage entraine une corrélation des sourceséapamées aprés seuillage.

Pour une valeur fixe dg, certains points fixes conduisent a des sources seuilgesd
ay décorrélées. La figure 4.3 fournit une bonne intuition decettmarque : pour une valeur
dey donnée, il existe deux types de points fixes : (i) ceux qui déeet de la valeur de
v (graphique de droite) (ii) ceux qui restent invariants tpigue soit la valeur de (gra-
phique a gauche de la figure 4.3). Ce dernier type de pointsdistde seul a caractériser les
solutions acceptables €. les sources originales a une permutation et un facteur elfiéch
pres).

Plus formellement, les termes hors-diagonaux de la camditii point fixe des équations (4.26)
font apparaitre des termes de "corrélation seuillée" : teétation d’une source avec la ver-
sion seuillée d'une autre source. Définissons la corréla@uillée de deux signaux avec
deux seuils dférentsy ety’ comme suit :

E{aa[Kla2[K]} (4.34)
keAy(@1)NA,/ (a2)

E(Sy (1) Sy (@2)"} (4.35)

Cy,y’ (a1, @2)

Les conditions du point fixe se s’écrivent ainsi pour les &smors-diagonale :

Coy (@1,&2) = Cyy (@1,02) (4.36)
Cyo(a1,@2) = Cyy(@1,02) (4.37)
Définissons les quantités suivantes :
A(y,Y') = Coy (a1, @) - Cy,y (@1, @2) (4.38)
Aoy, y") = Cyol(a@1,a2) - Cyy (@1, &2) (4.39)

Les conditions du point fixe (4.36) deviennent alors :

Ai(y,y) = O (4.40)
Py.y) = 0 (4.41)
On remarque que :
A(7.Y) = Coy(@1-S, (@), ) (4.42)
Po(r.y) = Cyo(dr.dz- S, (@) (4.43)

Des symétries axiales dey, az) — Co, (@1 — S, (&1) . &2) et (@1, @2) — Cyo (@1, &2 - S} (@2)),
on déduit quedi(y, y’) et Ax(y,y’) s'annulent pour deux cas distincts :
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— La densité jointe dea et &, n'est pas factorielle : A1 (y,y’) et Ax(y, y') s'annulent
pour les valeurs dg ety’ dénombrables fonctions depaf marginale des sources et
de la matrice de mélange De tels points fixes ne sont pas des solutions acceptables.

— La densité jointe dea; et a; est factorielle : Ai(y,y’) et Ax(y,y’) s'annulent pour
toute valeur de ety’. Le caractére factoriel de la densité jointe des sourcanéss
est équivalent a leur indépendance. Les solutions aingisis valeur sont des solu-
tions acceptables du probléme de séparation.

Enrésumé, seuls les points fixes vérifiant les conditior@6§gourtoutes valeurs de seuils

v ety’ conduisent a des solutions du probléeme de séparation., Aindlisation de seuils
décroissants dans I'algorithme GMCA permet (en partieyitéé les point stationnaires
non acceptables dépendantsydet y’. De fait, le seuillage décroissant permet de rendre
l'algorithme GMCA plus robuste aux points fixes indésiragblblotons que dans I'algo-
rithme GMCA présenté auparavant, seul un sgeist utilisé ; ces derniers développements
tendent a justifier 'usage de seuilgfdrents.

Liens avec les algorithmes d’ACI

Nous avons vu au cours du Chapitre 2 que I'Analyse en Compesanutuellement
Parcimonieuses est trés proche de I'ACI en limite de brililéa De facon intéressante, la
condition du point fixe (4.27) est en tres semblable a desitonsl de convergence clas-
siques des algorithmes d’ACI. Efffet, dans Cic05), Cichockiet al. proposent une revue
des algorithmes d’ACI les plus classiques. Ainsi, 'équiat{4.27) est trés semblable aux
conditions de convergence des algorithmes d’ACI : la matie démélangB est estimée
sous la condition de convergence telle que la matfite(BX) BX "} est symétrique (dans
cette expressioh(.) est la fonctiorscorede I'ACI). La fonction de seuillage,, (.) joue un
réle similaire a celui joué par la fonctistore i.) de I'ACI.

La condition de convergence (4.36) est atteinte lorsquelfgointe des sources estimées
possede les symétries que la fonctimore De fait, par analogie avec I'ACI, toute fonction
h(.) possédant des symétries identiques pourrait étre cardidastatut de fonctioscore
Ceci explique en particulier que la convergence peut étrangj@ pour les algorithmes
d’ACl lorsque la fonctionscoren’est pas optimale (voil GBS98). Pour 'ACMP, ['utili-
sation de I'opérateur de seuillage est double :

— Robustesse au bruit :I'utilisation de I'opérateur de seuillage est égalemedtlila
volonté de sélectionner des ¢heients peu perturbés par le bruit. Il garantit de fait
une certaine robustesse au bruit lors du processus de épara

— Robustesse aux minima locaux du point de vue de I'optimisation, le recours a un
seuil décroissant permet d'apporter une certaine rolsestas a vis des minima lo-
caux.
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En retour, il serait intéressant d’étudier I'ACI sous I'éeg’un probléme de minimisation
de la log-vraisemblance sous contrainte comme suit :

min - logP(X|A,S) s.c.X = AS (4.44)
Probléme dont la résolution pourrait f&ctuer sous la forme d'un lagrangien :
. 1
Argmin—ylog P (X|A, S) + S X - AS|i2 (4.45)
AS 2

Suivant la forme d@, la solution du probléme précédent en suppoédinée pourrait s’ex-
primer sous la forme d’un "seuillage" pour leqggbuerait le réle du seuil. Un algorithme
du type GMCA pourrait alors étre développé pour résoudracel@me.

Prise en compte du bruit

Rappelons que cette version rapide de GMCA nécessitedatibn de MCA comme
pré-traitement en supposant que les sources siisgsaament parcimonieuses pour que la
décomposition préserve la linéarité du mélange. En présedadruit, de telles conditions
sont plus dificiles a déterminer (voitXETO6) et (Fuc09 pour la prise en compte du bruit
dans les décompositions parcimonieuses). En pratiqugotithme MCA est stoppé a une
valeur de seuil choisie en fonction de la variance du bryjifuement 3 ou o est
I'écart-type du bruit). MCA sélectionne alors les fioc@ents des données dans® les
plus significatifs donc peu perturbés par le bruit. Inteithent, sous réserve de parcimonie
sufisante des sources, la linéarité du mélange est, en prengiprexamation, préservée
pour les cofficients les plus forts.

4.3 Reésultats en SSA

Plus de parcimonie pour plus de robustesse

En séparation de sources en aveugle, le réle de la diversitghmlogique est double :

— Séparabilité : quel que soit le point de vue adopté pour la modélisation dees,
plus les sources sont parcimonieuses, plus leurs supors®dsonty-disjoints avec
une valeur dey faible (en probabilité ou strictement). Ainsi, une plusrgta parci-
monie des sources devrait faciliter le processus de séparat

— Robustesse au bruit et aux imperfections du modéle le "degré" de parcimonie
des sources permet de limiter la perturbation du bruit ssictesficients les plus
significatifs. Une plus grande parcimonie des sources deirssi apporter plus de
robustesse au bruit.
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Considérons le cas = 2 sources unidimensionelles contenart 1024 échantillons. Ces
sources sont les signalBumpet HeaviSinefournis par la boite a outils WavelLab - voir
(Wav05). La premiere colonne de la figure 4.4 montre les deux soukessmélanges sont
aléatoires, et un bruit blanc gaussien centré est ajoutértteque RSB= 19dB. Lesm= 2
observations sont visibles sur la second colonne de la figdréNous supposons que MCA
préserve la linéarité du mélange (voir le choix du dictiaren@ ci-dessous). Les troisiéme
et quatriéme colonnes de la figure 4.4 représentent lesé=gines sources obtenues avec
GMCA calculé respectivement dans les domaines suivantainé simple transformée en
ondelettes orthogonale (DWT) et (ii) 'union de la méme sfarmée en ondelettes (DWT)
et la tranformée en cosinus discrete (DCT). A premiere valkgdrithme GMCA conduit &
des solution correctes dans les deux cas.

La figure 4.5 représente I'évolution du critére sur la matde mélang&, alors que le

Fie. 4.4: Le rble de la parcimonie - premiére colonne :sources originalesSeconde colonne :
mélanges avec bruit gaussien additif (RSBL9dB). Troisieme colonne :sources esti-

mées avec GMCA en DWTuatrieme colonne :sources estimées avec GMCA dans le
dictionnaire redondan® formé par I'union d’'une DWT et d’'une DCT.

W0 w0 B0 1000 1 0 a0 600 a0 100 1z

RSB du bruit augmente. Dans la figure 4.5, la courbe en pésitihontre le comportement
de GMCA calculé avec la DWT; la ligne continue correspond sésultats de GMCA
lorsque® est 'union de la DWT et de la DCT. Globalement, quel que smiddbmaine
transformé, 'algorithme GMCA fournit des résultats adedyes puisqu€, est relative-
ment faible dans les deux cas. Plus précisément, les valegys obtenues dans le domaine
MCA sont prés de 5 fois plus faibles. Cette expérience metdtatord en lumiére I'fica-
cité de la parcimonie et de la diversité morphologique paséparation aveugle de sources.
Si la redondance d® tend a complexifier le probléme, le plus grand degré de partin
de sources a estimer facilite leur estimation. Ceci est eddpnoho nomme le "blessing of
dimensionality" Pon00).

GMCA et 'ACMP

Nous proposons d'évaluer empiriguement la capacité de Gll@Atenir la solution
de 'ACMP; i.e.la plus parcimonieuse en terme de noriig. A cet &fet, nous proposons
I'expérience de principe suivante ; les donn¥esont composées de 4 mélanges (figure 4.7)




4.3 Résultats en SSA 76

Critéere sur A
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Fie. 4.5: Réle de la parcimonie :évolution du critére sur la matrice de mélange pour DWT-GMCA
(trait discontinu) et (DW¥DCT)-GMCA (trait continu).

dont chacun est la combinaison linéaire de 4 sources (figjelda matrice de mélange a
été générée aléatoirement. L'algorithme GMCA a été utdigees application d’une trans-
formation en ondelettes biorthogonales sur les donXéesir (Mal98). Les sources esti-
mées sont représentées sur la figure 4.8. Notons que cemtresuit été obtenus avec la
boite a outils GMCALabBob07).

Sur la figure 4.9, nous avons relevé I'évolution des valeerdlivergence sur le degré de
parcimonie des sourcéi§||; — |||z au cours des 500 itérations de GMCA. Cette divergence
sur le degré de parcimonie caractérise @édence de normds.||; entre les sources esti-
mées et les vraies sources. Clairement, I'algorithme GM&#t au fur-et-a-mesure des
itérations, a estimer des sources de plus en plus parcios@seau sens d’'une plus faible
normel|. ||l; des sources estimé8sDe fagon intéressante, la solution vers laquelle converge
GMCA a un degré de parcimonie en norind; semblable a celui des sources originales.

Robustesse au bruit

Dans ce paragraphe, nous proposons d'évaluer la robusted&ggorithme GMCA
lorsqu’un bruit additif perturbe les données. A céiee nous comparons GMCA a trois
méthodes de séparation de sources en aveugle :

— JADE : est un célebre algorithme d’ACI fondé sur les cumulantsdi®i (voir
(Car99).
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Fie. 4.6: Sources originales de taille 256256.

— Relative Newton Algorithm : il s’agit d'un algorithme de SSA mis au point par
Zibulevsky ¢ib03). Cet algorithme présente la particularité de mettre atdeofiar-
cimonie des sources; ces derniéres sont estimées au sensladmum A Poste-
riori dans un cadre Bayésien. Au cours ddBadentes expérimentations, I'algorithme
RNA est appliqué sur les données apres application d’umsftremation en onde-
lettes biorthogonales (2D-DWT).

— EFICA : cette méthode d’ACI (une version de FastICA - vdity{99)) propose
I'estimation de sources gaussiennes généralisées panieinses { < 2) dont le pa-
rametred est estimée de maniére courante. Ceci permet d’adapterdadoscorede
I'ACI aux sources a séparer. L'algorithme EFICA est apptiquir les données aprés
application d’'une transformation en ondelettes biortmades (2D-DWT).
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Fie. 4.7: Mélanges sans bruit.

La figure 4.10 montre les sources originales (en haut) auresies 2 mélanges (en bas). La
matrice de mélanga est telle quex; = 0.25s; + 0.5s, + Ny andx; = —0.755; + 0.55 + Ny
ou n; etn, sont des vecteurs de bruit gaussiens blancs, centrés té (RE&B=10dB. La
matrice de covariance du braiy est donc de la forme?!.

Ces diférentes méthodes sont comparées suivant les critéresitsuiv@ nous étudions
I'évolution de la corrélation des sources estimées avesdesces originales pour fti-
rentes valeurs de RSB (ii) nous relevons I'évolution dtéce sur la matrice de mélange
Ca. L'algorithme GMCA a été utilisé apres application d’'une M&ur chaque observation.
Le dictionnaired® formé par I'union d’'une trame de curvelets (voBDYO06; Cur0g) et
d’une transformation en cosinus discréte locale (LDCT)cBeix de dictionnaire est par-
ticulierement adapté aux images dites "naturelles" pausantenir des structures du type
contour et texture.

Sur la figure 4.11, nous avons relevé I'évolution de la catiéh de la source 1 avec son
estimée (figure de gauche) et de la source 2 avec son estigée (@ie droite) en fonction
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Fie. 4.8: Sources estimées par GMCA.

d’une variance du bruit. GMCA, RNA et EFICA conduisent a delsitsons similaires en
terme de corrélation ; la valeur de cette derniére est prdeht pour ces trois méthodes.
Pour ces sources particulieres, JADE fournit des résyfessatisfaisants. Ceci peut étre
la conséquence d’'une faible corrélation entre les deuxcesux estimer.

La corrélation étant relativement sensible au bruit, l&oei sur la matrice de mélange per-
met une meilleure discrimination dedfdérentes méthodes. La figure 4.12 montre I'évolu-
tion du critére sur la matrice de mélange poufétentes valeurs du niveau de bruit (RSB).
Alors que la corrélation sur les sources ne permettait patisteiminer RNA et GMCA,

le critere sur la matrice de mélange permet de les distingoet d’abord, il confirme I'in-
adéquation de JADE pour ce type de sources. Enfin, GMCA setohlduire a de meilleurs
résultats puisqu’elle appporte une solution dont le @it la matrice de mélange est plus
faible d'un facteur 10 par rapport a JADE et d’'un facteur 2nag@iport & RNA et EFICA.

En résumé, nous pouvons conclure sur les points suivants :
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Divergence en norme de parcimonie
T T T T
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Fie. 4.9: GMCA conduit une solution plus parcimonieuse - Abscissesnombre d'itérationsOr-
données :divergence de parcimonjis||; — ||S]z.

— ROle de la parcimonie :parmi ces méthodes, seule JADE a été appliquée sur les
sources sans transformation préalable (pas de parcimesisalirces). La parcimo-
nie des sources (et donc leur diversité morphologiquelitaetfectivement la sépa-
ration.

— Le degré de parcimonie: grace a la parcimonie mutuelle des sources dans le do-
maine transformé, les trois méthodes EFICA, RNA et GMCA figgent des solu-
tions satisfaisantes. Néanmoins, grace a l'utilisatiomegigésentations redondantes
conduisant a de plus grands degrés de parcimonie, GMCA gableade fournir de
meilleurs résultats.

Temps de calcul et grandes dimensions

Dans ce paragraphe, nous proposons d'étudier le comporntetaeGMCA en grandes
dimensions : lorsque le nombre de sources devient impomfénis supposerons que les
données ne sont pas perturbées par du bruitfieh eour un méme nombre d’échantillons
t, il semble plus complexe de séparer un nombre de sourdegortant. Au cours des
expérimentations suivantes, GMCA est appliqué sur desnpétaaléatoires de= 2 a 15
sources. Le nombre de mélangegst égal au nombre de sources = n. les sources sont
choisies aléatoirement parmi un ensemble de 15 imagesi(@etta: 128 x 128 pixels).
Ces sources sont représentées sur la figure 4.13. Par saiaigiité, GMCA est calculé
apres avoir appliqgué une transformation en curvelets eaf@®DY06) sur les donnéeX.
Par la suite, nous analysons la convergence de GMCA en tezroetére sur la matrice de
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Fie. 4.10: Haut : sources originales de taille 256256.Bas : deux mélanges. Le bruit gaussien
additif est tel que le RSB est égal a 10dB.

mélangeCa. Le critére sur la matrice de mélange est normalisé comnte sui
Ca=— (4.46)

afin de ne pas dépendre du nombre de sourcke graphique de gauche de la figure 4.14
montre I'évolution du critére sur la matrice de mélange aureegue le nombre d'itérations
Pmax varie de 2 a 1000. Quel que soit le nombre de sources, leecstérla matrice de mé-
lange normalisé chute aprés 50 itérations. Lordgys, > 100, I'algorithme GMCA tend

a se stabiliser. Dés lors, augmenter le nombre d’itérati@nsonduit pas a une améliora-
tion substantielle de la qualité de la séparation. Lorsqu@inbre de sources augmente, le
critéere sur la matrice de mélange augmente a la converggomer Prmax > 100). De fait,
comme prévu, pour une nombre fixé d'échantillons par obtervs la complexité de la
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Fie. 4.11: Evolution du coéicient de corrélation entre sources estimées et sourcasaldg pour
différentes valeurs de variance du bruit. Trait continu : GMC4it pointillé : JADE, sym-
bole(x) : EFICA, symbole(+) : RNA. Abscisses RSB en dBOrdonnées :codficient
de corrélation entre les sources estimées et les sourcgsades.

séparation de sources en aveugle se dégrade avec le nomdwardesn. Fort heureuse-
ment, GMCA produit des solutions admettant un critére sunddrice de mélange faible
(inférieur & 0025) caractérisant une séparation satisfaisante jusgg’as au moins.

Le graphique de droite sur la figure 4.14 montre le temps dricatle GMCA lorsque le
nombre de sourceasvarie. Rappelons ici que l'algorithme "rapide” GMCA se dépose
en deux étapes : i) calcul de; par application d’'une transformation, ii) estimation de la
matriceA et des sourcess. Evidemment, ce graphique tend a montrer que le co(t delcalcu
augmente avec le nombre de sources. Notons quenpeun, le colt calculatoire de I'étape
i) est proportionnel au nombre d’observations (it n) et indépendant du nombre d’ité-
rationsPnax et devient donc négligeable par rapport a i) pour de forédsurs dePmay. Le
temps de calcul de GMCA tend alors a étre proportionriéh 3.

4.4 Estimation du nombre de sources

Jusqu’a présent et d'une maniére générale en séparationudees en aveugle, le
nombre de sources est supposé connu. En pratique, il est rare @eit dfectivement
un parametre connu par avance. En supposant le modéle degméférifie, le nombre de
sources est la dimension du sous-espacR"tigénéré par les colonnes e En dfet, le
rang (ligne) de la matricA est exactement égalra Une mauvaise estimation du nombre
de sources peut apporter un certain nombre déidultés :

— Sous-estimation :au sein de I'algorithme GMCA, sous-estimater le nombre deces
conduira a I'estimation de solutions qui seront des conikiams linéaires des sources
originales. La solution risque donc d'étre sous-optimaleéezme de parcimonie des

1Les expérimentations ont été menées sur un Apple PowerMa@G6z sous IDL.
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Fie. 4.12: Evolution du critére sur la matrice de mélar@epour diférentes valeurs de variance du
bruit. Trait continu : GMCA, trait pointillé : JADE, symbolgex) : EFICA, symbole(+) :
RNA. Abscisses RSB en dBOrdonnées :critére sur la matrice de mélangg.

Fie. 4.13: Ensemble des 15 sources utilisées pour I'évaluation du oaieqment de GMCA en fonc-
tion du nombre de sources.

sources estimées.

— Sur-estimation : en cas de sur-estimation, I'algorithme GMCA aura a faire fades
matrice de mélanges estimées qui ne seront plus de rang lpgeprobléme d’opti-
misation impliquera des matrices mal-conditionnées.

L'estimation des sources est un point crucial. Néanmoijositer n au cortége des incon-
nues a estimer complexifie le probléme de séparation.

A notre connaissance, rares sont les travaux qui ont pragesséolutions a I'estimation du
nombre de sourcas Récemment, les auteurs d@a{07) ont proposé d’aborder ce probléme
sous I'angle du "minimum description length" (MDL). Une apghe classique consisterait
arecourrir a des critéres usuels de sélection de modélead i (Aka70) ou BIC (Sch7§.
De tels criteres proposent un compromis entre la complekiténodéle (ici le nombre de




4.4 Estimation du nombre de sources

o
OD

10° b °

ann®
______
Pl
-----
o
o
.

H
Ow
-
S
(]

=
S)

Critére normalisé sur la matrice de mélange
Temps de calcul en secondes - échelle log

10
10° o ? 10° 2 4

1 10°
Nombre d'itérations (échelle log)

6 10 12 14 16
Nombre de sources

Fie. 4.14: Gauche : évolution du critére normalisé sur la matrice de mélangsdiee le nombre
d'itérationsPnax augmenteAbscisses nombre d’itérationsOrdonnées :critére norma-
lisé sur la matrice de mélange. Le nombre de sources varieneosnit : trait continu :
n = 2, trait discontinu n = 5, symbole(o) : n = 10, symbole(o) : n = 15. Droite :.
temps de calcul lorsque le nombre de sources cibicisses numbre de source@r-
données :temps de calcul en secondes. Le nombre d'itérations vanermsuit : trait
continu :Pmax = 10, trait discontinu Ppax = 100, symboléo) : Ppax = 1000.

sources) et la capacité du modéle a représenter les données.

Dans ce paragraphe, nous proposons une étude prélimiraitestimation du nombre de
sourcesn au sein du cadre GMCA. Nous supposerons que les donaéessont pas per-
turbées par du bruit.

Pour un nombre de sources fipé< n (ou n est le "vrai" nombre de sources), le pro-
bléme soulevé par 'TACMP consiste a résoudre le probléemeasti

min ledly s.c. X — Aa®|r < €. (4.47)
A.|ColDima)=p

ou ColDim(A) est le nombre de colonnes de la mati#ceEstimer le nombre de sources
conjointement a la matrice de mélange et aux sources cersststlors a chercher la solu-
tion du probléme suivant :

min min lally s.C.|IX — Aa®| <€ . (4.48)
P |Ae|ColDimea)=p

Notons®,, . le probleme de I'équation (4.47). De fagon intéressantp,<sh, il existe une
valeur minimalee* (p) pour laquelle se < €*(p), le problemep, . n'a aucune solution.
Pour une valeur fixép < n, la valeur minimale=* (p) est atteinte en particulier en approxi-
mant les donnéeX avec sep premiers vecteurs singuliers.

84



4.4 Estimation du nombre de sources 85

Ainsi, pour p < n, €*(p) est toujours non nul puisque les données sont confinéesudans
sous-espace de dimensipnEn conséquence, lorsqye= n, le problémep,, . a au moins
une solution poue = €*(n) = 0.

Au final, il est envisageable d’estimer conjointement larinatde mélangd\, les sources

S et le nombre de sourcespar le biais d’'une approche constructive. Nous proposons en
effet de rechercher la solution de chacun des probtegepour des valeurs croissantes de

p > 1 poure = €*(p). Puisque I'algorithme GMCA peut fournir une solution apgée
aPp.ex(p) Pour une valeur de fixée, nous proposons d’adapter I'algorithme GMCA pour
I'estimation du nombre de sourcegomme suit :

Tant que [|X — Aa®||[ >0etp<m:

1- Incrémenter la valeur de p en ajoutant une nouvelle colonne a A - cette
étape est décrite ci-dessous.

2- Résoudre Pp, +(p) en utilisant 'agorithme GMCA pour la valeur p fixée :

mi

— *
'nA,a|Co|Dim(A)=pllal|1 s.C. X — Aa®|| < €*(p) .

Le role de I'algorithme GMCA :  L'algorithme décrit précédemment recherche une suite
de solutions aux probleméy; . pour une suite de valeufg;};. Idéalement une estimation
optimale devrait fournir les valeufs, €*(i)}i-1... n des solutions dé; .~y conduisant a la
valeur optimales*(n) = O pouri = n. Malheureusement, cette suite optimale efitalie a
obtenir en pratique : la suite optimdlee* (i)}i=1... n €St inconnue priori. Heureusement,
pour une valeur de fixée, le processus de seuillage décroissant dans I'aigueitGMCA
(Etape 2 de I'algorithme précédent) pourrait permettreatder aux solutions proches de
celles dePp «(p)- En dfet, dans le cadre de I'algorithme GMCA, il existe une appiica
bijective entre les valeurs dede I'équation (4.47) et le seuijl utilisé dans GMCA de
sorte que ces deux approches ont des solutions équival&vieemment, lorsque — 0
alorsy — 0. Ainsi, en pratique, pour une valeur fixée pldaire tendre le seuil vers 0 dans
I'algorithme GMCA devrait conduire a une solution approgluél problemeé, ().

Ainsi I'étape 2 de I'algorithme précédent esfeetuée en calculant les estiméesAlet

S = a® pour p fixé avec GMCA et avec pour seuil finghi, = 0.

Notons au passage que la suite optimale* (i)}iz1.. n peut étre calculée par avance. En
effet, pour un nombre de sources figé- i, I'erreur d’approximation optimale est obtenue
en projetant les données sur le sous-espace de dimengjénéré par lep vecteurs sin-
guliers liés auxp valeurs singuliéres les plus significativesXleAinsi, une décomposition

en valeurs singuliéres @€ pourrait étre #ectuée au préalable pour déterminer la suite des
valeurs optimalegi, €*(i)}i=1.... n. Ce raisonnement ne serait plus valable en présence de
bruit.
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Augmentation du nombre de composantes : Dans I'algorithme décrit précédemment,
I'étape 1 conduit a I'ajout d’'une colonne supplémentaira mhbtrice de mélange courante
A. Le choix le plus simple consiste a choisir cette nouvelleruwe aléatoirement. Néan-
moins, des choix plus astucieux sont envisageables :

— Orthogonalité : si la matrice de mélange est supposée orthogonale, la heweel
lonne peut étre choisie orthogonale au sous-espace géardesgolonnes da avec
ColDim(A) = p- 1.

— Spectres connus si un ensemble de spectres est coamuiori, la nouvelle colonne
peut étre chosie parmi les spectres encore non utiliséspédtre peut en particulier
étre choisi en fonction de sa cohérence avec le résidu. BgdinéA comme I'en-
semble de spectrdg, € ﬂ}lzl,---,cal’dﬂ) et A. 'ensemble des spectres non encore
utilisés {.e. les spectres qui n'ont pas été choisis précédemment),lalpréme co-
lonne deA peut étre choisie comme suit :

t

1
n = Argmax E ——n [X-AS]{, (4.49)
meAc |21 |77|||52

ol [X — AS]¥ est lak-iéme colonne d& — AS.
Tout autre informatiora priori peut étre mise a profit pour une composition judicieuse de
A.

Une expérience préliminaire

Dans cette expérience, les données sont le mélangesderces. Les entrées &eont
été générées aléatoirementd.) suivant une distribution Laplacienne de précisios 1
(® = 1). Les éléments de la matrice de mélange sont tirés aléateni.i.d. suivant une
distribution gaussienne centrée de variance 1.

L'expérience préliminaire suivante compare 'ACP vu comume méthode de sélection
de sous-espace classique et l'algorithme GMCA adapté aoitcds nombre de sources
est inconnu. En I'absence de bruit, seulesresleurs propres fournies par I’ACP sont
non nulles. LACP fournit ainsi le nombre correct de sourdeans cette expérience, le
nombre d’'observations est= 64. Chaque observation posséde256 entrées. Le nombre
de sources varie de 2 a 20. La figure 4.15 montre le nombre de sources éesimar
GMCA en fonction du nombre exact de sources. Chaque poiné @adtulé a partir de
25 réalisations diérentes des données. Pour chacune de ces réalisations, @stiore
correctement le nombre exact de sources.

Lafigure 4.16 propose une comparaison des performance8@e et de GMCA en terme
de qualité de séparation. Dans cette expérience, le nomdneedvations esm = 128.
Chaque canal possetie- 2048 entrées. Le graphigue en haut de la figure 4.16 montre le
RSB moyen en dB des sources estimées. Ainsi les sourcesestipar GMCA sont bien
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Fie. 4.15: Estimation du nombre de sources avec GMCA- Abscissesnombre de sources réel.
Ordonnées :Nombre de sources estimée avec GMCA. Chaque point est éaloaime
la moyenne de 25 réalisations.

plus proches des sources exactes que celles fournies pAQRei I'on définit le critére
en norme|.||; suivant : ‘ ‘

s a5,

C1= T
3y [fe'sl;

ou ~ caratérise les parametres estin@squantifie une divergence en terme de parcimonie
entre les sources et les sources estimées. Le graphiques ae e figure 4.16 représente
I'évolution du critéreC; lorsque le nombre de sources varie. Comme prévu I'algogthm
GMCA fournit des sources bien plus parcimonieuses quescebienues par ACP.
Ainsi, 'adaptation proposée de l'algorithme GMCA pourstienation conjointe de la ma-
trice de mélangdé\, des source$ et du nombre de sourcespermet d’obtenir le nombre
correct de source au méme titre que I'ACP. De facon inténéssau-dela de I'estimation
du nombre de sources, GMCA apporte des solutions au prolderS&A satisfaisantes car
elle met a profit les informatiores priori disponibles pour les sources (ici leur parcimonie).
Par la suite il sera intéressant d’étudier le comportemen&MCA pour I'estimation du
nombre de composantes en particulier dans le cas ou leseorast bruitées.

(4.50)
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GMCA versus PCA
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Fie. 4.16: GMCA (points) versus PCA (trait continu) - Abscisses :nombres de source®@rdon-
nées - Haut :RSB en dBBas : critére de parcimoni€;. Chaque point est calculé & partir
de 25 réalisations.
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Chapitre 5

Extension a I'analyse de données
hyperspectrales

AU cours des chapitres précédents, les problémes de sépatatsources en aveugle ont
été approchés dans leur généralité. Plus précisémengdesiques de SSA gagnent
a étre adaptées au traitement de données auxquelles elleapgdiquées. Un contexte,
certes encore vaste, ol la séparation aveugle de compesshtedimportance est celui de
I'analyse de données hyperspectrales. Dans ce cadreytiariies spécificités des données
sont nombreuses. Dans ce chapitre, hous exposons uneiextenscadre de I'Analyse
en Composantes Morphologique Généralisee (GMCA) au caa siéplaration de sources
hyperspectrales. Cette extensionf&etuera via l'introduction d’informations priori adé-
quates sur la matrice de mélange.
Afin d’éviter toute ambiguité, nous supposerons que les éeminyperspectrales sont ca-
ractérisées par deux aspects importants :

1. Grande dimension :Le nombre d’observation® en imagerie hyperspectrale est im-
portant (typiquement plusieurs dizaines a plusieurs aezdg En conséquence, les
données hyperspectrales sont des données de grandesiditaens

2. Interprétation physique de la matrice de mélange e nombre potentiellement im-
portant de canaux nous fournit un échantillonnage d’'unedgar spectrale physique
(longueur d’'onde. . etc). Ces spectres physiques sont le plus souvent des 'geélan
de spectres (par exemple des spectres d’'absorption) doégldarité entraine une
structure forte. C’est cette structure ou morphologie spkrque nous proposons de
mettre a profit pour la séparation de sources en aveugle.
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5.1 Morphologies spatiales et spectrales

5.1.1 Modélisation de I'information spectrale

Intuitivement, I'application de méthodes de séparatioa®mposantes a des données
hyperspectrales (par exemple en imagerie hyperspecastiehotivée par le souhait d’ex-
traire des composantes interprétables physiquementofsdigxemple de I'imagerie hy-
perspectrale d’'une zone urbaine ; le cube de données obtepareposé de plusieurs cli-
chés (sur des bandes de longueur d’'ond&dintes) d’'un champ d'observation pouvant
contenir des batiments dont le matériau (béton, brique’'agra pas la mémsignature
spectraleque le gazon, le bitume ou I'eau du fleuve situé non loin. Erséquence, I'ob-
jectif d'une analyse en composantes pour cette catégordodrées est I'extraction de
composantes admettant dggnatures spectralepropres.

Dans le modéle de mélange, chacune des soysgks: ... n est liée a une signature spec-

trale distincteaX.

Rappelons que I'élément essentiel de la séparation deesoencaveugle est la mise en évi-

dence de la diversité présentée par les sources. La pariiéules données hyperspectrales
est gu'elles sont le siége d’'une double source de diversité :

1. Diversité spatiale :de facon analogue aux développements déja présentés aur la
paration de sources en aveugle, les sourcesrsahiellement parcimonieusesans
une dictionnairespatial ®.

2. Diversité spectrale :les sources hyperspectrales admettent non seulement des mo
phologies spatiales fliérentes mais également des morphologies spectralestistin
(diversité morphologique au sens large définie au ChapjtrBldus supposerons en
particulier que les signatures spectrales d&&mintes composantes présentent une
représentatiomutuellement parcimonieuskans urdictionnaire spectral II.

Ainsi, 'Analyse en Composantes Mutuellement Parcimosgsude données hyperspec-
trales est équivalente a une décomposition du cube de dedhé&m une combinaison
linéaire den matrices de rang 1er = aks,(}k_l__ , avec linformationa priori que cha-
cune des matrices admet une représentation parcimoniansdeddictionnairenulticanal
ne o.

Dans le cas non bruité, la SSA peut étre abordé sous I'angleediécomposition Ma-
trice de mélange - Sources impliquant découplagefort entre la matrice de mélange
et les sources. La tache de séparation consiste alors &mbgisn de deux parametrés
et S dont le seul lien est 'adéquation aux donnees= AS. Néanmoins, un tel décou-
plage ne peut étre qu'apparent : preuve en est l'irrémédietalétermination du produit
AS = APP~1S ol P est une matrice inversible quelconque. Une autfiécdité est celle de

W\oir Chapitre 1 et 2.
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'asymétrie du traitement d& et S. Alors méme que ces deux parametres jouent des réles
en tous points symétriques :

X =AS > X" =STAT (5.1)

la séparation de sources en aveugle classique provoqueuphger de symétrien mo-
délisant uniquement les sourc8sLe traitement des données hyperspectrales permet de
rétablir cette symétrie entre les paramétgest A. En dfet, dans ce contexte précis, les
données peuvent étre interprétées comme une combinaiséasd den matrices de rang
1. Cette dfférence qui pourrait paraitre formelle voire superficield®aimportance. Ainsi,
le coupleaXs est intimement lié : i) d’une part, la composangges’a pas nécessairement
de sens physique au sens ou elle n'est pas liée a une grardeigye ; ii) d'autre part, la
grandeur interprétable physiquement est bien le prafsit Dés lors, il n'y a donc plus
lieu de traiter de maniere asymétrique les parameétresrapgatt spatiaux.

Notons que cette symétrie est rarement mise en valeur. Qi®anmoins les travaux d’Hy-
varinen HK02), Stone §to77) et Hoyer Hoy04).

Par la suite, nous ferons les hypotheses suivantes :

— Le bruit : le terme de bruit additiN sera tel que chacune des entrées sera générée
indépendamment selon une distribution gaussienne cesidrégeatrice de covariance
YN-

— Le dictionnaire multicanal : du fait de la grande taille potentielle des données, il
sera dfficile de manipuler des dictionnaires multicanaux redorglasbus suppose-
rons qued et IT sont des matrices orthogonales liées a des bases orthegatsal!
etR™ respectivement.

— Les composantes comme indiqué auparavangs composantes hyperspectrales
seront définies comme la matridg = as.. Nous ferons I'hypothése qu’elles ad-
mettent une représentation parcimonieuse dans la basianalell ® ®. Par sy-
métrie du traitement des paramétres spectraux et spatiaus,choisissons une lai
priori jointe sur le produit de ces deux termégs= aks. En définissant :

¢ = mak (5.3)
On obtient :
Xy = May® = Mp*v® = aks, (5.4)

ol ak est une matrice de rang 1. L'informatiarpriori de parcimonie des parameétres
¥ et i, est modélisée sous la forme du choix d’une distributiontgiéfinie en
fonction de leur produit :

pGr¥, v) = P < expEylin ) o< expey D IIVIKD) - (5.5)
N
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Cette distributiora priori garantit la symétrie du modele de sources et I'invariance
par changement d'échelle.
L'estimation des parametrég®, v} au sens d’'un maximura posteriori (MAP) s’obtient
alors comme suit :

Z 1'[1] vk(I)

gui peut également s’écrire sous la forme suivante :

(5.6)

min 72 I vidla + 5
F.Xn

n 2

X—Zxk

k=1

avec Xk = Hax® et Yk,rangXyx) =1 (5.7)

n
. 1
min ali +
it ykZ_; s +
= FEN
Ces deux problémes étendent donc 'ACMP (ici sous formexéelpa la séparation de
composantes hyperspectrales.

5.1.2 Lalgorithme HypGMCA

De l'orthogonalité deb etIl, le probleme de I'équation (5.6) s’écrit dans le domaine
transformé comme suit :

Z 1'[1] vk(D

olay = II"X®T est composé de la projection des données dans le dictiermaiticanal
Yety = "I\ est la matrice de covariance du brbitdans la base multicanal.
Par souci de simplicité, nous choisissdiig = o\l et nous €ectuons le changement
de paramétrisationr « yO'N Ainsi, si I'on définity la matrice de taillen x n comme la
concaténation en colonne des signatures specl{wﬂﬁgl n ety la matrice de tailler x t
formée par la concaténation en ligne des soufegg-1.. n, le probléme précédent peut
étre reformulé comme suit :

(5.8)

Mok Zylln vily + >
{n* R

min yZ I vidla + —||ax — 2 (5.9)

{4}

De facon analogue aux développements conduisant a |'tigeei "rapide" GMCA, nous
proposons de résoudre le probléme précédent par le biaisattjorithme de Landweber
projeté (voir Chapitre 4).

Estimation des signatures spectrales

En supposant les sourceixées, le probleme a résoudre est le suivant :

K
. 1
miny > lig*vills + Sllex — 2 (5.10)
U B v 2
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La forme générale de l'itération de mise a jourrgest la suivante :
1M =8, (0D = (ax -1V Ry) (5.11)

ouR, est une matrice de relaxation qui tend a orienter la directiogradient. Cette matrice

de relaxation doit étre telle que le rayon spectral de laio®lr— R,, soit borné au-dessus

par 1. Nous adoptons de fait le choix suivant dont I'intésdtde faire apparaitre le hessien
du terme quadratique de I'équation 5.10 :

Ry, = vl (VVT)_l (5.12)

conduit ainsi a I'’équation de mise a jour suivante :
) = S, (n(‘) - (ax - l](_)v) v (va)_l) (5.13)

Cette derniére équation se simplifie comme suit :
7 =S, (a/va (v T)‘l) (5.14)

qui s'interpréte aisément comme une version seuillée ¢saht I'opérateur de seuillage
S,) de I'estimateur degy au sens des moindres carrés. Notons également que ceteopérat
de seuillageS, agit sur chacune des colonnesigavec un seuiyy définit comme suit :

k=1 m ye= y Kl (5.15)

2

Estimation des sources

En supposant les sourcgdixées, le probleme a résoudre est le probléme symeétrique

suivant :
K

1
: k 2
= - A
rm?k;ylln vl + Sllerx — v (5.16)
La forme générale de l'itération de mise a jourrgest la suivante :

v =8, (VO =R, (ax — p7Y)) (5.17)

La matrice de relaxatioR, doit étre telle que le rayon spectral de la matiice R, doit
étre borné au-dessus par 1. Nous adoptons le choix suivant :

Ry =(n"n) n" (5.18)

formule qui conduit ainsi a I'équation de mise a jour suieant

-1
W=, ((nTn) nTax) (5.19)
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qui S’interpréte aisément comme une version seuillée ¢saht I'opérateur de seuillage

S,/) de I'estimateur dg au sens des moindres carrés. Notons également que ceteopérat

de seuillageS,  agit sur chacune des lignes davec un seuiy, définit comme suit :

I lle,
2

lImllz,

En conclusion, l'algorithme d’extension de GMCA au traismhdes données hyperspec-
trales intitulé HypGMCA est le suivant :

Vk=1,---,m vy =v (5.20)

1. Fixer le nombre d'itérations Pmay ainsi que le seuil y©)
2. Transformation des données X en ax
3. Tant que ¥ est supérieur au seuil final ymin,
— Mise a jour de v en supposant 5 fixé :
y(+1) = S0 ( ('n)'n'ax )
— Mise & jour de i en supposant v fixé :
pM) = S,y ( axv'(mh) )
— Décroissance du seuil y",
4. Arrét lorsque Y™ < ymin.
5. Transformer les estimées netven A et S

5.1.3 Comparaison avec GMCA
Données hyperspectrales : comparaison avec GMCA

En accord avec le modéle de mélange, les donKéamt modélisées comme une com-
binaison linéaire da sources. Dans cette expérience de principe, les sourcetrées au
hasard parmi un ensemble de 32 images de taillex128 apparaissant sur la figure 5.1. Le
nombre de sources ast= 5. Les spectres sont générés aléatoirement de sorte quanchac
de leurs échantillons egt.d. suivant une Laplacienne de paraméire: 1 dans une base
orthogonale d'ondelettes. Le nombre de canauxrest 128. De plus, un bruit gaussien
additif centré et blanc de matrice de covarialge= o-l%ll est ajouté aux données.

Nous allons tout d’abord comparer I'algorithme GMCA origlimvec son extension aux
données hyperspectrales. Nous proposons d'évaluer |stesdse de chaque méthode au
bruit pour des RSB variant de 0 & 40 dB. La figure 5.2 montre 61@8scanaux brui-
tés pour lesquels RSB 20dB. Les deux algorithmes ont été appliqués aux données ave
100 itérations. Les représentations sont les suivantesselets pour® et DWT pourll .
Sur la figure 5.3 sont représentées les sources estiméesviiaA @mages de gauche) et
HypGMCA (images de droite). Visuellement, I'algorithme p&gMCA semble apporter de
meilleurs résultats. Plus quantitativement, la figure 5ahtre I'évolution du critereCa
lorsque le RSB varie de 0 a 40dB. Il est donc clair que la prise@npte de la double
contrainte de parcimonie : spatiale et spectrale conduiesestimation dé et S bien plus
précise et robuste vis-a-vis du bruit.
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Fie. 5.1: Ensemble d’images utilisées lors des expérimentations.

Comportement en grandes dimensions

Intuitivement, & nombre d’échantillortset d'observationsn fixés, 'augmentation du
nombre de sources devrait rendre le probleme de séparaicouwtces plus fficile; le
nombre de "paramétres" a estimer grandissant avelme modélisation plus fine des don-
nées telle qu’elle est faite dans HypGMCA devrait apportas ple robustesse en grande
dimension (e.ici grande dimension signifiant nombre de sources élevé).

A cette fin, nous proposons une expérience de principe uaiiionnelle. Les entrées de
S sonti.i.d. suivant une loi Laplacienne de paramétre= 1 (® est la base canonique).
Les entrées de la matrice de mélange sont égalemehtsuivant une loi Laplacienne de
paramétreu = 1 (IT est la base canonique). Les données sont contaminées paniun b
additif gaussien centré, blanc et de variance 1. Le noml@ehdhtillons est = 2048 ; le
nombre de canaux est= 128. La figure 5.5 montre une comparaison entre GMCA et son
extension au cadre des données hyperspectrales. Chaguegtda moyenne de 100 tests
indépendants. Le graphique de gauche de la figure 5.5 dllistrolution du RSB lorsque
le nombre de sources varie de 2 a 64. Lorsque le nombre dessoestfaible, 'apport de
la contrainte de parcimonie spectrale est certes faible pasitif. A mesure que le nombre
de sources croit, les solutions de HypGMCA sont plus robugte celle de GMCA. Par
exemple, poun = 64, I'algorithme HypGMCA dépasse (en terme de RSB) I'altonie
GMCA de 12dB. Le graphique de droite de la figure 5.5 montretamortement des deux
algorithmes en terme de critere de parcimanie Comme prévu, la contrainte de parcimo-
nie spectrale conduitfiectivement a une solution plus parcimonieuse et ceci dhyias
gue le nombre de sources devient important.

Au vu de ces expériences, I'ajout d’'une contrainte spextat profitable a plus d'un titre :

i) une meilleure stabilité de I'algorithme au bruit, ii) upkis grande robustesse lorsque la
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Fie. 5.2: Six mélanges de taille 128128 parmiles 128 canaux. Le RSB est de 20dB.
dimension du probléme croit€. le nombre de sources).

5.2 Application a I'extraction de composantes physiques ags-
tir de données hyperspectrales réelles

Dans cette section, nous proposons les résultats prélnesnde I'application de I'algo-

rithme HypGMCA a I'extraction de composantes dans des demhgperspectrales réelles.

5.2.1 Données Mars Express

Nous proposons d'appliquer I'algorithme HypGMCA a I'exttian des composantes
de glace d'eau et de dioxyde de carbone dans des donnéespggtesles de la calotte
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hyperspectrales réelles

polaire martienne. Ces donnéemt été obtenues par la sonkfiars Express et plus par-
ticulierement a partir de I'instrument OMEGA (Observatopour la Minéralogie, I'Eau,
les Glaces et I'Activité). OMEGA possede une résolutiontispa allant de 4 & 300 km.
Les données utilisées ont été capturées dans le prochmimdea Les données hyperspec-
tral que nous allons analyser sont constituées de 128 calwnixes fréquences varient
dans l'intervalle[0, 93um — 2, 73um]| avec une résolution de 013um. Ces données ont été
calibrées de sorte que chaque pixel quantifie une valeuéftertance(définie comme le
rapport entre l'irradiance en chacun des pixels et l'iade solaire au sol). L'une des prin-
cipales dfficultés associées au traitement des données hyperspeofsiie dans le peu de
validité du modele de mélange. Les composantes d’intérétliobjet de mélanges non-
linéaires (faible résolution spatialefets atmosphériques,. etc). Néanmoins, il peut étre
intéressant (voirNIHS*08)) de considérer un modéle de sources mettant a profit de mul-
tiples informationsa priori : parcimonie spatiale des sources, parcimonie de leursrepec
positivité des sources, etc.

Dans I'expérience qui va suivre, certains canaux extrémebreités ont été mis de coté de
sorte queX est formé de 117 canaux ; chacun étant une image de taille 822 pixels. La
figure 5.6 présente 4 de ces 117 canaux pour des fréquencas ek 138uma 2 4um.

Hypothéses Nous avons fectué la recherche de 10 sources. L'algorithme HypGMCA a
éteé utilisé avec les contraintes suivantes :

— Parcimonie spatiale des sourceson peut tout a fait supposer que les composantes
H,0 etCO; (celles que nous serons aptes a caractériser) possedenbypigologie
spatiale parcimonieuse dans une base d’ondelettes ortalego

— Parcimonie des spectres tes spectres d'intérét sont structurés (spectres d’'absorp
tion/émission) de sorte qu’on les supposera parcimonieux danbase d'ondelettes
orthogonale.

— Positivité des sources on fera I'hypothése que les sources a estimer sont positives
Dans l'algorithme HypGMCA, cette contrainte de positivii& obtenue par projec-
tion a chaque itération d&@sur le cbne des vecteurs a entrées positives.

Le nombre d'itérations est fixéRnax = 250.

5.2.2 Résultats préliminaires

Parmi les 10 sources estimées, les plus corrélées avecdesespde référence des
glaces deH,0 et CO, ont été identifiées. La figure (5.7) présente les résultaenob pour

2A ce titre, je tiens a remercier O. Forni pour nous avoir grasement fourni ces données ainsi que les
spectres de référence.
3\Voir www.esa.intmarsexpress
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la glace deCO,. L'image de gauche est la sour€@, estimée (image extraite de taille
256 x 128). Visuellement, la glace de0, est concentrée spatialement autour du pble en
accord avec les résultats dBMS07 MHS*08). Le graphique de droite présente le spectre
de glace d&€ O, de référence (ligne continue) ainsi que le spectre estimipie tenu des
non linéarités non modélisées des mélanges réels, I'atiéquiu spectre estimé au spectre
de référence est assez remarquable.

La figure 5.8 présente des résultats identiques pour la dleee. L'interprétation du com-
portement spatial de la source est pluficile a caractériser. La glace d’eau semble présente
entre diférents interstices présents a la surface. Du point de vueelirs, le spectre es-
timé est remarquablement similaire au spectre de réfépmaedes fréquences supérieures
a lum.

Il serait intéressant de continuer I'étude sufétients points :

— Plus large spectre :de facon comparable a I'étude présentée dafid*08), la
méme portion de la calotte polaire martienne a été obseméta bande 255 -
5,11um en 128 canaux de résolution dg0QQum. L'utilisation jointe de ces deux
jeux de données seraiffectivement intéressante.

— Approche semi-aveugle ces résultats ont été obtenus en aveugle. Il peut également
étre extrémement intéressant d’adopter une approchea@ugle en contraignant
en partie les spectrd$,0 et CO..

— Interprétation des spectres :nous n'avons présenté que 2 des 10 composantes esti-
mées par HypGMCA. A titre indicatif, aucune des 8 autres cggine présente des
caractéristiques spectrales proches des glaceS@eet H,O. Il serait donc pas-
sionnant d’approfondir I'interprétation de ces composaniceci n'a pas pu étre fait
jusgqu’a présent et fera I'objet d’'une prochaine étude.
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Fie. 5.3: figures de gauche sources estimées avec la version originake §ans contrainte spec-
trale) de GMCA figures de droite : sources estimées avec HypGMCA.
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Fie. 5.4: Evolution du critére sur la matrice de mélangeCa comme une fonction du RSB en

dB. Ligne continue résultats avec GMCA. Symbose: résultats avec HypGMCA.
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parcimonieC,, . Ligne continue résultats de GMCA. Symbole: résultats de HypGMCA.
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Fie. 5.6: De gauche a droite :observations Mars Express pour les fréquenc8811, 75 - 1, 94 et
2,42um.
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CO2 — GMCA avec contraintes
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Fie. 5.7: Image de gauche source de glace deO, estimée Graphique de droite - ligne conti-
nue : spectre de référence de la glacedi®,. Symbolee : spectre estimé.

HZO — GMCA avec contraintes
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Fie. 5.8: Image de gauche source de glace dd,O estimée Graphique de droite - ligne conti-
nue : spectre de référence de la glaceH}i®. Symboles : spectre estimé.
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Chapitre 6

Application aux données Planck

EN vue du lancement durant le premier semestre de I'année 20(® rdission spatiale
Planck de I'Agence Spatiale Européenne (ESA), cette ptaitid'objet de I'applica-
tion de la séparation de sources en aveugle a la séparatongmsantes astrophysiques.
Ce projet d’envergure aura en particulier pour objectiite du fond difus cosmologique.
Celui-ci constitue I'une des clefs de volte des théoriesedlels d’expansion de I'Univers;;
il est donc I'un des éléments auxquels les cosmologistdésnqtarme grande attention. Aprés
une présentation du contexte scientifique du projet Plamaks verrons comment I'’Ana-
lyse en Composantes Morphologiques Généralisées pelététrdue pour I'extraction de
composantes astrophysiques. Les résultats que nous jorEserront essentiellement liés
a I'estimation du fond dfus cosmologique.
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6.1 Les données CMB : contexte et enjeux

6.1.1 Fond difus cosmologique

Le fond difus cosmologique (Cosmological Microwave Background - C&)consi-
déré par les cosmologistes comme I'une des clefs de voltthdeges actuelles de I'ex-
pansion de I'Univers (théorie du Big Bang). Le CMBst le reliquat du rayonnement le
plus ancien (d’ou son appellation traditionnelle de "rayement fossile"). Selon la théorie
du Big Bang, le fond dfus cosmologique est la trace du passage rapide de I'étatiepaq
(lié & une forte ionisation de I'Univers) a transparent dénivers. Cet événement dont le
déroulement serait daté del@ — 4.10° années apreés le Big Bang constitue donc la "lu-
miére" la plus ancienne observable actuellement. Ellet niewé importance capitale pour
les cosmologistes puisque le comportement tres partiodlieCMB est riche d’enseigne-
ments.

La théorie du Big Bang prévoit que le fondidis cosmologique soit un champ d’émission
isotrope gaussien caractérisé par son spectre de puisSpemralement le CMB se com-
porte comme un corps noir dont la température est de 'orelr2 WB5K.

Cette prévision fait du CMB un signal apparemment simplesiriahe d’informations pour
les cosmologistes. Le rayonnement CMB observé par Plameknsesuré sur une sphére
dont I'observateur est le centre. Dans ce cas, le CMB est amplgaussien caractérisé
par son spectre de puissance en harmoniques sphériddathématiqguement, la matrice
de covariance du CMB dans I'espace des harmoniques spagragi diagonale ; celle-ci
est appelée spectre de puissance. Ce dernier est une fodetl@chelle angulairé(équi-
valent de la fréquence sur la sphérg&) (£). La figure 6.1 montre le spectre théorique du
CMB normalisé ainsi que fiérentes mesuresfectuées par les derniéres missions de me-
sure du CMB. On peut observer sur la figure 6.1 que le spectpeiidsance du CMB pré-
sente une série d'oscillations (appelées "modes accaestilj Les caractéristiques de ces
différents modes (position et amplitude) permettent en péeicdiapporter des contraintes
sur les parametres cosmologiques intervenant dans ledesatiéxpansion (voirl{(R05)).
L'estimation du CMB et en particulier de son spectre de puise est ainsi cruciale pour
contraindre les modéles de Big Bang qui décrivent I'évolutile I'Univers.

6.1.2 Mission spatiale Planck

Au cours du premier semestre de I'année 2009, une nouvedisioni d’observation
du CMB sera lancée : la mission Planck de 'Agence Spatial®figenne (ESA) Cette
mission fait suite & une série de missions spatiales (COBHA®R) qui ont déja apporté
de nombreuses informations sur le CMBRI(9§. La derniére de ces missions (WMAP) a

10bservé la premiére fois par Penzias et Wilson en 1963. @étteuverte leur a valu le prix Nobel de
physique en 1978.

2Comportement par bande de fréquences.

3Equivalent de I'espace de Fourier pour la sphére.

“Nous invitons le lecteur & se reporter au it ;/planck.esa.int
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Fie. 6.1: Spectre de puissance théorique du CMB et mesures issuesmiésres missions d’obser-
vation (issu deKlin06)).

ainsi confirmé la théorie sur les deux premiers modes du rgpdet puissance du CMB.
WMAP apporte des observations du ciel entier (sphére entjgsqu’a une résolution de
15 arcminutes sur 5 canaux dont les fréquences varient deOQ0GHz. Le défi porté par

Planck est I'observation du ciel a une résolution plus filarfajusqu’a 5 arcminutes) sur
9 canaux de 30 a 857 GHz.

Outre le fond difus cosmologique, chaque canal Planck capturdférdintes composantes
astrophysiquesBG99 que nous allons décrire par la suite.

Fond diffus cosmologique

Les connaissances actuelles du fontudi cosmologique sont les suivantes :

— Loi d’émission : sous I'angle de la modélisation de données multicanakasjssion
de fond difus cosmologique a la fréqueneext™ est le produit de la carte des fluc-
tuations du CMBAT ™ (indépendante de) et d’une loi d’émission définie comme
la dérivée de celle d’un corps noir & la température du C¥IB= 2, 735) :

Xgmb: A-I—cmb aBV(T) ) (6.1)
aT T=T

De sorte que la composante CME™ contenue dans les donnééseut s’écrire
sous la forme d’'une composante de rang 1, dans un modele teafioas linéaires

SPar la suite, les données seront manipulées en tempéraunterthe.
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autour deT. En d’autres termes, le CMB est présent dans les doriéess la forme
d’'un mélange parfait dont la colonne de mélange sera suppus#ue :

aBV(T)] ]
oT  Jr-7l,=(30; - ,857GH2

acmb —

(6.2)

La source correspondant™ = AT¢MP sera définie comme la carte des fluctuations
de température du fondfilis cosmologique. Notons que cette loi d’émission prévue
par la théorie est validée par les observations CMB anté@seuspatiales telles que
COBE et WMAP ou des sondes atmosphériques telles que Booget#@rcheops.

— Stationnarité et caractere gaussien ta carte de fluctuation de température que I'on
noteras®™P est, en théorie, un champ gaussien stationnaire entiétetééni par son
spectre de puissanc®(() dans I'espace des harmoniques sphériques. En réalité, la
recherche de non-gaussianités dans les données du CMBaksnégt réalisée pour
tester certains modéles d'inflation de I'Univers. En I'é&etiuel des connaissances sur
le CMB, le caractére gaussien s peut étre considéré comme vérifié. Les obser-
vations Planck, de part leur résolution, pourraient pemaetapporter de nouvelles
données pour tester le caractére gaussien du champ de filuctde température du
fond diffus cosmologique.

— Spectre de puissance comme nous l'avons souligné, sous hypothése du caractére
gaussien du fond ffus cosmologique, le changf™ est statistiquement déterminé
par son spectre de puissance dans l'espace des harmonfhérigesC(¢). Ce
spectre de puissance (angulaire puisque les données dimiegiéur la sphere), est
connu avec une faible erreur pour des valeurg geuvant atteindré = 800 notam-
ment grace aux données WMAP. Le spe€(é) sera donc le "paramétre” sur lequel
se portera plus particulierement notre attention par I sui

Composantes galactiques

Ces composantes galactiques sont directement liées aggiénd de la voie lactée :

— Emissions Synchrotron :les émissions synchrotron sont provoquées par le mou-
vement en spirale de particules chargées dans un champ tigagnédans notre
galaxie, de telsféets sont particulierement intenses au niveau du centretipla et
peuvent s’étendre sur de plus hautes latitudes (par caowehiéquateur de la sphere
d’observation). Le cube de données synchrotron est méd&imme le produit d’'un
champ avec une loi d’émission suivant une loi de puissané@our chaque pixell
de la sphére :

Vv, x3i) = sqipy (6.3)
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Le cube de données synchrotiéf" est donc entierement déterminé par les ch&mps
sYntet B3Y"C. Ce dernier champ d’'indice spectral fluctue typiquemeneedb et 31.
Malheureusement, les émissions synchrotron ne peuvenn@élisées comme une
composante de rang 1 : il n’'intervient donc pas comme un rgéléinéaire.

— Emission Free-Free :I'émission "Free-Free" provient de l'intéraction d’éleuis
libres avec des ions dans le milieu galactique ionisé. Ausde ces intéractions,
I'énergie perdue par I'électron engendre I'émission d'inotpn. En premiére ap-
proximation, le cube de données "Free-Free" peut étre nsédgdmme une compo-
sante de rang 1 issue du produit d’'un champ de températutengt lbi d’émission
en loi de puissance d'indice spectgil™ ~ 2 15. De sorte qu’a la fréquence la
composante liée au "Free-Free" intervient comme suit :

Vv, xEF =Ry (6.4)

— Emissions thermiques de poussiéres différents mécanismes peuvent étre a I'ori-
gine des émissions de poussieres galactiques. La desorihtirayonnement lié aux
poussiéres est, a notre connaissance, uniquenffeatiee qu’'a I'aide d'une loi em-
pirique. La contribution liée aux émissions de poussiestsnedélisée pour chaque
pixeli de la sphére comme suit :

e
e e KT — 1

(6.5)

ou 8P est le champ d'indices spectraux de la loi d’émission sugpearier aux alen-
tours de 2-3. Le chamg’ est le champ de température dont les fluctuations sont
comprises entre 16 et K8 Tout comme la composante synchrotron, la composante
de poussiére n'intervient pas sous la forme d’'un mélangaiin.

Cette liste de composantes est non exhaustive. En pagticoéirtains astrophysiciens
supposent l'existence d'une composante d'émissions despres dite "anormale” (non
liée a des émission thermiques). Controversée, nous niévogs pas cette composante
par la suite.

Effet "Sunyaev Zel’'Dovich"

L'effet Sunyaev Zel'Dovich (et SZ) est la dfusion compton inverse des photons du
fond diffus cosmologique avec les électrons libres d’'un milieu #@niky a plus préciseé-
ment deux types ditet SZ .

— Effet SZ thermique : I'effet SZ thermique est lié a lafflision des photons dans un
gaz d’électrons a haute température tels que ceux des angatagees. En premiéere

6Au sens d’une carte sur la sphére.
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approximation, les données de SZ thermique peuvent étretlinées comme une
composante de rang 1 (mélange linéaire) :

X7 = a5%%7 (6.6)

— Effet SZ cinétique :I'effet SZ cinétique est lié a laftiusion des photons dans un gaz
d’électrons en mouvement par rapport au CMB. Le SZ cinétaliieune loi d'émis-
sion similaire a celle du CMB. De faible amplitude, il est dé lifficile a distinguer
des fluctuations du fond filus cosmologique. Etant fortement corrélé aux amas de
galaxies, I'estimation du SZ cinétique peutféetuer en post-traitement sur la carte
de CMB.

6.1.3 Objectifs

En premiére approximation, lesfifirentes composantes astrophysiques s’ajoutent li-
néairement au niveau des données :

X = XOMP . XSZ 4 XFF 4 xsyey xP 4 xPS 4N (6.7)

Nous nous intéresserons principalement a la modélisagsnSdpremieres composantes.
Hormis ces composantes astrophysiques, les dondésmt entachées de sources ponc-
tuelles (galaxies infra-rouge, radio, quasars, ¥ft) ayant chacune leur propre loi d’émis-
sion. Autant dire que la matricé”S n’est évidemment pas de rang 1. Le telseodélise

le bruit instrumental.

Chacune des composantes que nous venons d'énumérer rew@éndh pour diférentes
communautés d'astrophysiciens. Nous avons choisi de miésesser plus particuliére-
ment a I'extraction du fond €ius cosmologique. Celui-ci est une composante de premier
ordre : selon la théorie du Big Bang, son spectre de puissstame source d'information
cruciale sur les parametres intervenant dans les équat®isiedmann régissant I'évo-
lution de notre Univers. Par ailleurs, tester la gaussanit la non-gaussianité du champ
de fluctuation de température du CMB permet de tester certaodéeles d'inflations. Les
objectifs que nous nous fixons seront donc les suivants :

— Estimation de la carte des fluctuations de température du CMB nous propo-
sons d'appliquer I'algorithme de séparation de sources @NMGur I'extraction de
la carte de fluctuations de température du CKBP. Une estimation correcte du
CMB requiert une décompositiorffieace du cube de données : c'est-a-dire I'estima-
tion jointe d’'un maximum de composantes galactiques.

— Estimation du spectre de puissance du CMB la qualité du spectre de puissance
calculé a partir du chamg™P estimé sera notre critére de qualité principal.
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6.2 Hypothese du modeéle linéaire

Au niveau du processus de séparation des donnéedfitaulié majeure provient des
composantes de "Poussiéres" et "Synchrotron" dont le cderpent peut étre fortement
éloigné de celui d'un mélange linéaire. Une premiére agm@@imple consiste a nier I'évi-
dence et a supposer naivement que ces deux composantghystjoes se comportent
comme des mélanges linéaires :

XSYnc _—  gsynggsync (6.8)
xP = & (6.9)

Outre sa simplicité, cette approximation peut étre coméeléomme valable sur certaines
zones de la sphere des données (en particulier les haiitieddatéloignées des fortes émis-
sions galactiques). Erfet, le caractére non linéaire (au sens du mélange) des ctanpor
ments des composantes de "Poussieres"” et de "Synchrosioer partie lié aux variations
de B¢ BP et sP. Il savére que ces champs varient peu pour des portions el\éli-
gnées du centre galactique. Sur de telles zones, le mod@eldage linéaire est valable
en premiére approximation. Notons de plus que I'estimatiol€MB (ou d’autres compo-
santes) sur les portions du ciel reste intéressante erydati pour €fectuer des tests de
non-gaussianité.

Par la suite, nous proposons d’appliquer GMCA aux donnémscRIsynthétiques sur des
cartes carrées (modélisant des portions de ciel sur ldsgu&lpproximation linéaire est
justifiée) dans la Section 6.2.1.

Le consortium ESAPlanck a mis en place ftierents groupes de travail (Working Group)
dont I'un (WG2) est dédié a la séparation de composantes efude WG2, des expéri-
mentations de séparation sont proposées sur des donndlestisyres réalistes proches de
celles que Planck devraient fournir. Nous proposons dafsdéion 6.3 d’appliquer GMCA
sur de telles données synthétiques.

6.2.1 Modélisation linéaire sur cartes carrées

En premiére approximation, nous supposerons que f&éreltes composantes astro-
physiques se mélangent selon un modéle linéaire. Aingis€ovation au niveau du détec-
teuri est une combinaison linéaire decomposantes$sj}j-1..n : Xj = Z?zl Ali, jlsj + n;.
Physiquement, les cfiicients A[i, j] quantifient la loi d’émission de la soursg dans la
i-eme bande de fréquence de I'instrument. Le tempraodélise le bruit instrumental. Nous
supposerons de plus que la matrice de bMuitoncaténation en colonne des vecteurs lignes
{ni}i=1.... n) est telle que ses éléments sontl. suivant une distribution gaussien centrée et
de matrice de covarian@ diagonale connue.

Les premiers résultats présentés dans l'artiBlel$*08) font intervenir un modéle de
mélange particulierement simple : seuls les 6 canaux PIG#ER de 100, 143, 217, 353,
545 et 857 GHz sont utilisés. Chaque canal est modélisé cammeombinaison linéaire
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"réaliste" de 3 composantes : CMB, SZ et Poussiére. Ces derumd également fait I'objet
de I'étude présentée dandCSDO05. Le seul €fet instrumental est I'ajout de bruit dont la
matrice de covariancEy est diagonale. Chaque entrée de sa diagandei] = afN est
égale a la variance moyenne du bruit instrumental attendhivaau du-eme canal Planck.
Les donnéeX sont des cartes carrées de taille = 300 pixels correspondant a une zone
de ciel de 125°. Les données sont représentées sur la figure 6.3. Les contgodaitiales
issues de simulations de CMB, SZ et Poussiéres sont visibda figure 6.2.

Résultats

Fie. 6.2: Sources simulées - Gauche CMB. Centre : poussiére galactiqu®roite ; SZ.

Fie. 6.3: Données simulées PlangklFI - RSB global (sur les 6 canaux)= 2.7dB

Nous comparons GMCA avec d'autres méthodes déja utilisfredes données Planck
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telles que JADE (voir©S99) et SMICA (voir (DCP03 MCSDO09). Cette étude propose
en particulier d’évaluer la robustesse des c&&dintes méthodes de séparation de sources
en aveugle face au bruit instrumental. Les expériencesténnénées pour 7 valeurs dif-
férentes de RSBlobal variant de 17 a 167dB de sorte que la matrice de covariance du
bruit Xy est proportionnelle a la valeur nominale attendue pourdRlabe RSB global
pour Planck sera de I'ordre de 10dB. Chaque point expéramharété calculé a partir de 30
réalisations aléatoires de bruit avec des réalisatiofiérdntes de CMB, SZ et Poussiéres
galactiques.

L'algorithme GMCA a été utilisé dans sa version "rapide"éspapplication d’'une trans-
formation en ondelettes orthogonale bidimensionnellelesidonnées. La valeur d&nax
est fixée a 100 itérations. La figure 6.4 montre la moyenne defiaents de corrélation
des sources originales et de leurs estimées sur les 30 exgesi pour diérentes valeurs
de RSB global. SMICA a été concgue pour I'extraction de chagesssiens isotropes ; la
diversité nécessaire a la séparation de sources est fondéediagonalisation jointe par
bande de fréquences (dans le domaine de Fourier) de la endiricovariance des sources
estimées. Il n'est donc pas étonnant que la carte de CMB igoitdstimée. GMCA tend a
avoir un comportement proche de celui de SMICA pour le CMBcamposante de pous-
siéres galactiques est également bien estimée par SMICAMEAS La composante SZ
est celle qui s’éloigne le plus des hypothéses du cadre d€BSMIe SZ est en fet lié a
des amas de galaxies spatialement trés concentrés. La&eteaomportement défaillant
de SMICA est prévisible. En terme de ¢beient de corrélation, GMCA présente donc des
performances similaires a SMICA pour le CMB et les poussie@MCA se comportant
également correctement pour I'extraction de la composarte

Comme nous I'avons souligné a maintes reprises, le crit&da snatrice de mélangea est
plus sensible aux erreurs de séparation dans un contextentdéek bruitées. La derniere
ligne de la figure 6.4 montre I'évolution du critéfg lorsque la variance globale du bruit
instrumental varie. Ce critére tend a discriminer plus fieetites trois méthodes en faveur
de GMCA.

Contrainte sur la matrice de mélange

Dans une configuration plus réaliste, la séparation n'estpgutiellement aveugle. En
effet, la loi d’émission du CMB est celle d’'un corps noir 8325°K. La colonne de la
matriceA correspondant au CMB est de fait extrémement bien connues Eaparagraphe,
nous montrons qu’il est facile d’ajouter cette contrairdetd dans GMCA. Au cours de
I'expérience proposée, CMB-GMCA est mis au point en cogtrant la colonne dA liée
au CMB. La figure 6.5 montre I'évolution du dbeient de corrélation entre les sources
originales et les sources estimées avec et sans inforneagioari sur la matriceA. Comme
prévu, I'estimation de la carte de CMB est meilleure lorstjuformation a priori est
ajoutée. Cette amélioration est également perceptibleeswautres composantes ; cela n'a
rien d’étonnant : lorsque la colonne deliée au CMB est fixée, seuls2 des cofficients
deA restent a estimer ; diminuant d’autant la complexité du lgrmle.
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6.3 Application aux données PlancRNG2

6.3.1 Des données réalistes

Les expériences de cette partie ont été réalisées dangéediagroupe de travail Planck
dédié a la séparation de composantes (Planck-WG2). Au saiagigroupes de travail, des
"défis" de séparation de composantes ont cherché a évafté@redies méthodes de sépara-
tion de composantes sur des données simulées réalistes phmentons ici les 4 meilleurs
résultats parmi 10 laboratoires ayant pris part a la seceéde de tests de séparation entre
2007 et 2008 (Challenge-2).

Données et ffets instrumentaux Les données simulées fournies pour ce test de sépara-
tion sont les 9 canaux Planck dans les bandes de fréquencé4,3M, 100, 143, 217, 353,
545 et 857 GHz. Ces observations sont celles qui devraienfdirnies par le consortium
Planck a l'issue d'une année d’observation. Chaque obis@nvast une carte échantillon-
nées sur la sphére utilisant la pixellisation HEALPike nombre total de pixels par canal
estt = 50331648. Les 9 canaux Planck fournissent un jeu de donmdéessal contenant
prés de 450 millions de pixels. Leffets instrumentaux modélisés aux niveau des données
WG2/CH2 sont les suivants :

— Bruit instrumental non-corrélé et non-stationnaire : le bruit instrumental au ni-
veau de la carte du ciel reconstruite a partir d’'une annébsdimation est lié a la
maniére dont le ciel est balayé par Planck. Plus précisérmeut le pixelk du canal
i, la contributionN[i, k] aura une variance inversement proportionnelle au nombre d
fois ou la zone du ciel correspondante aura été balayée.dmmigme approximation,
le bruit sera considéré gaussien, de moyenne nulle et tel que

Vietk#K: E{N[i,KN[,K]} = 0 (6.10)
Vketi #i’; E{N[i,KN[",K]} = 0 (6.11)
vketi; E{N[i.K? = of, (6.12)

ou 0-,2\“ « est la variancefeective du bruit au pixek du canai. Etant lié a I'instrument
et au balayage du ciel par le satellite, cette variarfitgctve est connue.

— Reésolution et convolution :le ciel est observé par Planck danfélientes bandes de
fréquence. L'ouverture de I'instrument étant fixe, chacareat posséde donc une ré-
solution spatiale diérente. Le tableau suivant présente la résolution de cheama
(en arcminute). L'ouverture circulaire de l'instrumdntétant finie, il est équivalent
de considérer que les données sont convoluées avec un renyssien dont la largeur
a mi-hauteur est la résolution de l'instrument.

Voir http ;/healpix.jpl.nasa.gov
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Dans les simulations proposées, ce noyau de convolutidaodsipe et parfaitement
connu.

Chaque observationffectivey; peut étre modélisée somme suit :
Yi=1,---,m; vy =(hj xX)+n; (6.13)

oux; estl'observation au canaidéale : non-convoluée et sans bruit. Le tetmeorrespond
au noyau de convolution pour le camalLes donnée¥ de WGZCH2 sont visibles sur la
Figure 6.6.

6.3.2 Un modele physique pour GMCA
Modélisation des composantes astrophysiques

Les composantes astrophysiques en jeu dans les donnédsesiriiG2CH2 sont les
suivantes :

— Fond diffus cosmologique (CMB) :nous ne ferons aucune hypothese sur le spectre
de puissance du CMB qui sera I'un de nos parameétres d'int€igformation a
priori d'importance que nous utiliserons est le comportementtispetu CMB (.e.
spectre d’'un corps noir & 275°K). La colonne de la matrice de mélangesera
donc fixée.

— Effet Sunyaev Zel'Dovich (SZ) :de facon analogue aux hypothéses faites pour le
CMB, le modéle de mélange linéaire du SZ dans les bandes @igeinées observées
par Planck est bien vérifié. De plus, le comportement sdadir&Z est également
bien connu. La colonne d& liée a la composante de SZ sera également supposée
connue.

— Emission" Free-Free" : en premiére approximation, le modéle de mélange linéaire
est bien vérifié pour la composante "Free-Free". Son commpentt spectral est celui
d’'une loi de puissance de paramétre (indice spegifdl)~ 2, 15 (DC05).

— Emissions "Synchrotron” : les modéles physiques prévoient que les émissions syn-
chrotron possedent un comportement spectral en loi degngesd’indice spectral
variant spatialement. Le modéle de mélange linéaire n'lest fixé. Bonaldiet al.
(BBS*'06) ont proposé d'approximer le comportement du synchrotamre celui

Canal (en GHz) 30| 44| 70| 100 | 143 | 217 | 353 | 545 | 857
Résolution (en arcminute) 33 | 24 | 14| 10 7 5 5 5 5

Tas. 6.1: Résolution spatiale par canal
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d’'un mélange linéaire dont l'indice specty@P"°est a estimer. Cette hypothese de-
vrait étre vérifiée pour les grandes structures du synanwdgrandes échelles). De
plus, Haslarret al. (HSSW832 ont proposé une carte de synchrotron a une résolution
proche du quart de celle qui sera atteinte par Planck. Naysopons d’ajouter une
étape d’estimation dans I'algorithme GMCA durant laquéliedice spectralgy"®

est estimé a partir d’'un cube de résilu= X — Z#Synca‘s et desyasiam la carte de
synchrotron a basse résolution. L'estimations@¥€'° s’effectue a partir de signaux a
résolution identique (ramenée a celle de la carte d’'Hastammme suit :

B¢ = Argmin |R - a"°(8) Stasian]| (6.14)
B

— Composantes de "Poussiéres" ta composante d’émissions thermiques de "Pous-
sieres" se comportent comme un mélange non-linéaire. Cettgposante est plus
complexe a modéliser puisqu’elle fait intervenir deux jelexparametres (tempéra-
ture et indice spectral) variant spatialement. Fort hesgment, les comportements
spectraux du CMB et de la poussiére sont oppposés : le CMBraodans les ca-
naux basse fréquence Planck alors que la poussiere domisdetacanaux haute
fréquence. De plus, la composante de poussiére est une samedrés structurée
admettant une représentation parcimonieuse en ondel€f@€A ayant été congu
pour étre sensible a ce type de composantes, il semble naisiende capturer la com-
posante (ou plutdt devrions-nous parler des composanéeppussiere en aveugle
dans un premier temps. Une composante anormale de poudsiéspinnig dust")
est également incluse dans les données YZHE2. Le niveau de cette composante
étant plus faible nous l'ignorerons dans ces tests.

— Sources ponctuelles les sources ponctuelles radio ou infrarouges sont des phéno
meénes ponctuels. Chaque source présentant un spectre,pesg@ources ponctuelles
sont plutdt des composantes de nuisance dans I'objectifrdies les composantes
diffuses telles que le CMB. Leur détection est I'un des probléspesevés lors du
traitement des données (voiBJFC08)). A l'issue de leur détection, elles sont le
plus généralement masquées.

Algorithme GMCA pour Planck

La linéarité du modéle de SSA présente un avantage majedordegue I'estimation
de grandeurs physiques est nécessaire : par exemple, ssammtdies propriétés statistiques
du bruit, la linéarité du modéle permet trés simplement dizidé les propriétés statistiques
du bruit au niveau des sources. La version de GMCA que nomssadiécrire traite donc les
données sous 'angle d’'un mélange linéaire de composahtedela de 'algorithme déja
décrit au Chapitre 4, la méthode GMCA est adaptée pour dodteacertaines composantes
a veérifier les propriétés physiques décrites lors du paphgrarécédent.

Dans le cadre du modéle linéaire de mélange, chaque oliser{s@}i-1 ... m S'écrit comme
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la combinaison linéaire de composantes ou sources. Les données réelles seront dans ce
cas des versions convoluées de ces observations idéaledalge les données réellement
observées seront définies comme suit :

(hi * Xi) + N (6.15)

i Ali, jl(h * s5) + 1y (6.16)
=1

Yi=1---,m

Le modéle de mélange n’est donc plus linéaire au niveau duséés observées®. Deux
approches peuvent étre envisagées : une approche rigeurensisterait a déconvoluer
chaque observation avant d’appliquer GMCA.

— Déconvolution des données chaque observation est déconvoluée séparément. Les
données possédant une structure intercanale, une dégtionatéparée de chaque
canal n’est pas appropriée. Au-dela de ces considératiernsins noyaux de convo-
lution (en particulier pour les premiers canaux basse #gge) conduisent a une
déconvolution mal conditionnée.

— Adapter GMCA a la déconvolution jointe : I'algorithme GMCA est constitué de
I'estimation successive des sources et de la matrice dengeéla’'étape d’estimation
des sources pouk fixée pourrait intégrer la déconvolution.

De part la taille colossale des données, nous avons toubrdigiyéféré appliquer GMCA
sur les donnée¥. La convolution est ensuite compensée au niveau de la ca@MB es-
timée. En premiére approximation, les structurdgiudes les plus significatives contenues
dans les données sont fortement dominées par leurs fréepiées plus faibles pour les-
guelles I'opérateur de convolution a le moins d’'impact. @enéer point permet donc de
justifier I'estimation de la matrice de mélangea partir des données.

L'algorithme GMCA adapté au traitement des données Plasclkeeuivant :

8lci, il s’agit d’'une non-linéarité au sens du modéle de mgtanle modeéle reste linéaire au sens usuel
puisqu’il est défini comme une composition d'opérateurédires.
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1. Transformation en ondelettes sur la sphere des données ay :
2. Fixer le nombre d'itérations Ppax et du seuil y(©
ay = Y(I)T
3. Tant que les seuils ¥(9 sont supérieurs & ymin (e.g. fonction de la variance du
bruit),
— Estimation des sources as a l'itération h en supposant la matrice A fixée :
asMmD = Wy(h) (AT(h)ay) :
— Mise-a-jour des colonnes de A libres notées A°en supposant as fixée :
Ao _ gy o (o;ogw) P
— Estimation de l'indice spectral 85" du synchrotron a partir du résidu ar =
ay — Zi;tsyncala'Si :
B¢ = Argming ller — @ @Haslandl2
— Décroissance du seuil ",

6.3.3 Résultats

Nous nous concentrerons essentiellement sur I'estimdida carte de CMB et de son
spectre de puissance.

Cartes et résidus

La figure 6.7 représente la carte CMB simulée originale (art)het la composante
CMB estimée a I'aide de GMCA (en bas). Notons que l'algorgh@MCA estime une
matrice de mélangA utilisée ensuite pour estimer une version bruitée de |l& cwtCMB
obtenue par application du pseudo-inverseAdaux donnée¥’. Dans I'hypothése d’'une
séparation parfaite des composantes, la carte CMB estisté&mtrope et donc entierement
caractérisée par son spectre de puissance. La convolig®dahnées engendre une perte
de puissance qu'il est possible de compenser par le caloolfdtre efectif fonction des
noyaux de convolutionh;}i=1 .. m €t de la matrice de mélande Le débruitage de la carte
de CMB est ensuiteffectué via un filtrage de Wiener. La carte GMCA estimée présent
a la figure 6.7 est donc la carte finale aprés filtrage de Widesfiltrage s'dfectue dans
'espace des harmoniques sphériques (équivalent du dendigirFourier sur la sphére) ;
il est bien établi que le filtrage de Wiener induit un biaisutidnt plus important que le
rapport-signal-a-bruit (RSB) est faible. En premiére agpnation, le spectre du bruit est
plat (stationnaire dans le domaine des harmoniques spies)ig_e spectre spatial du CMB
ayant une décroissance de I'ordre dé&,1e biais de la composante filtrée sera important
pour les valeurs dé grandes. Ce point explique donc lafdrence visuelle entre la carte
originale et la carte de CMB estimée qui fait apparaitre ufecigénce de structures haute
fréquence (grandes valeurs fesur la carte estimée.
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Afin d’analyser plus finement la carte estimée, I'observatla résiducys = Scvs —
S wmB (entre la carte d’entrée et la carte estimée) convolué pamoyau gaussien permet
une évaluation plus adéquate de I'estimation des grandestisies (petites valeurs d&
Nous proposons ici de comparer la carte estimée par GMCA lagegroupes ADAMIS,
CCA et MEM dont les méthodes sont décrites d&B#HC 08). Les figures 6.8 et 6.9 pré-
sentent les résidus convolués a I'aide d’un noyau gaussi@® drcminutes (correspondant
a une largeur a mi-hauteurfa= 500). A premiére vue, le résidu aux grandes latitudes (en
dehors du centre galactique) semble relativement faibigpené aux autres résultats propo-
sés. Le centre galactique fait essentiellement apparaitrésidu de poussiéres galactiques.
L'ajout d'une contrainte supplémentaire dédiée a I'estiomad’une composante de "pous-
siéres" devrait améliorer ce résultat.
Les figures 6.10 et 6.11 représentent les mémes résiduslgésymar un noyau gaussien
de 60 arcminutes dont la largeur a mi-hauteur est de I'ordré € 180. L'observation de
ce résidu convolué fait essentiellement apparaitre leggigindes structures. Il soutient les
observations faites a partir du résidu convolué a 20 araesnuGMCA avec contraintes
physiques permet d’obtenir une composante de CMB dont teslgs échelles sont préser-
vées en dehors du centre galactique.

Lafigure 6.12 montre I'écart-type des résidus convolués@adaut) et 60 arcminutes
(en bas) par bandes de latitude de largedr, 20 valeur 90 correspondant au centre galac-
tique. Cette derniére étant fortement contaminée par legposantes galactiques, elle n'a
pas été représentée. Le graphique du bas correspondasidauagénvolué a 60 arcminutes
tend a confirmer le bon comportement de GMCA en dehors duegatactique. De fa-
con étonnante, le résultat est Iégéremefiédent pour le résidu convolué a 20 arcminutes
puisqu'il fait apparaitre un résidu plus faible pour ADAMISprés analyse plus fine des
cartes estimées, il semble que d&esoit di a la compensation directe de la déconvolution.
Cette derniére tend a faire apparaitre déste d’anneauxringing) autour des structures re-
siduelles de sources ponctuelles ou de composante gakctime gestion plus rigoureuse
de la déconvolution devrait permettre d'atténuer ¢ksteCe travail est en cours.

Non-gaussianités

L'étude de la non-gaussianité de la carte de CMB estimésrdamentaleAFBO01).
Au-dela du test du caractére gaussien de la carte, la d#ted#i non-gaussianités dans la
carte de CMB est un enjeu pour tester certains modéles diorflde I'Univers (tels que les
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modéles defy. (YWO08)). Les données CH®/G2 n’incluant pas de tels modéles de non-
gaussianité du CMB, il peut étre intéressant d'évalueflliBnce des résidus de séparation
sur le caractére gaussien de la carte estimée. La champ guirgaussien se caractérisant
par des cumulants d’ordre supérieur nuls, Statcad. (SAF04 JSD"05) ont proposé ['utili-
sation de méthodes d’analyse multi-échelles pour la détede non-gaussianité. L'analyse
du kurtosis par bande d'ondelettes de la carte estimée edétacteur robuste de non-
gaussianités.

La figure 6.13 représente le kurtosis par échelle d'ondeletes cartes GMCA, ADAMIS,
CCA et GIBBS. Notons que la méthode GIBBS a été congue postifiation des tres
grandes structures du CMB€. ¢ < 200). Les sources de non-gaussianité classiques sont :
i) les résidus de composantes galactiques aprés sépagtiiidas sources ponctuelles. Pour
pallier en partie I'impact des sources ponctuelles surlleutdu kurtosis par échelle d’on-
delettes, les sources connues sont masquées. Elle soiteeén@ntuellement compensées
par interpolation des données manquantes (IDM - voir Creapftl). L'IDM des données
masquées (voirAMS*07)) permet de combler les données manquantes par des sdsictur
statistiquement proches de celles qui les entourent. Ratailces applications, cette opé-
ration d’'interpolation permet d’'éviter une gestion complele données manquantes. La
figure 6.13 présente le kurtosis par échelle d’ondelettes s cartes masquées (trait
discontinu) et aprés IDM (trait continu). Quelle que soitmi&thode de séparation utili-
sée, le kurtosis augmente pour les échelles les plus #ineslP00) caractérisard priori

des sources ponctuelles résiduelles. Une augmentatisrcphienue est également visible
pour les grandes échelles & 150) ; ce phénoméne peut étre la conséquence de résidus
galactiques en particulier sur I'équateur. Notons quegéct de GMCA et CCA sur la non-
gaussianité semble plus limité. Bien que prévue pour heaion des grandes échelles du
CMB, la méthode GIBBS semble pefiieace pour limiter la contamination galactique. Une
étude complémentaire d'intérét consisterait a inclure odéte de non-gaussianité lors des
simulations WG2 afin de caractériser 'impact de cé&dintes méthodes pour la détection
de non-gaussianité dans les cartes de CMB estimées.

Spectre de puissance

La mission Planck devrait permettre d’estimer le spectr@uissance du CMB avec
une erreur plus faible que son prédecesseur WMAP jus§ua3000. Ceci permettra a
I'évidence d’'estimer plus finement les paramétres cosniguieg du modeéle d'inflation-
CDM °. Lafigure 6.14 présente les spectres de puissance estiraéir al@s cartes GMCA,
ADAMIS, CCA et MEM ainsi que le spectre de la carte originada (rait noir). Afin de
discriminer ces dférentes méthodes, la figure 6.15 présente I'erreur d’estimdu spectre
de puissance :

e(t) =|c(0) - C(o)| (6.17)

9A-Cold Dark Matter : il s’agit d’'un modéle de Big Bang intégrame contribution d’énergie noire (via la
constante cosmologique,) et de matiere noire froide - vonttp ;/space.mit.eghomeéegmarkvarenna.ps
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De fagon intéressante, hormis la méthode MEM qui présentgaimimportant & = 200 et
1300< ¢ < 1800, les diérentes méthodes présentent des résultats d’estimatispedtre
de puissance tout a fait comparables.

GMCA et Planck : quelle suite ?

Ces ditérents résultats ont montré le potentiel de GMCA pour iheation d’une carte
de CMB relativement peu contaminée en dehors du centretigaiacDiférents points res-
tent a analyser :

— Déconvolution : comme nous l'avons vu, une gestion plus fine de la déconwoluti
pourrait permettre une amélioration de I'estimée de laecdet CMB. Une étude en
cours est celle de la déconvolution multicanale jointe stifeation de la matrice au
sein de l'algorithme GMCA.

— Débruitages de la carte :par souci de simplicité et de rapidité (au regard de la
taille importante des données), le filtrage de Wiener fistwié intégralement dans
le domaine des harmoniques sphériques sous hypothéseidersteté du bruit. Les
parameétres statistiques du bruit étant connus, il semldsilfle de construire un es-
timateur de la carte de CMB tenant compte du caractere rdiorgbaire du bruit.

— Modélisation de I'émission thermique de poussiereau méme titre que I'émission
de synchrotron, il semble tout a fait intéressant d’estiom® composante de pous-
siére paramétrée par un indice spegifakt une températurép.
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Fie. 6.4: Colonne de gauche : cdficients de corrélation entre les sources originales et leues-
timées - Colonne de droite : écart-type des cdicients de corrélation. Premiére ligne :
CMB. Seconde ligne : poussiéere galactiqudroisieme ligne : composante SZQua-
trieme ligne : critére sur la matrice de mélangk . Légende :JADE : ligne pointillée
avecO - SMICA : tirets aveo - GMCA : ligne continue
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CMB. Seconde ligne : poussiére galactiqudroisieme ligne : SZ.Légende :GMCA
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Canal 30GHz (en mK) Canal 44GHz (en mK)

L0 e——1.0 L0 —— 1.0

Canal 70GHz (en mK) Canal 100GHz (en mK)

L0 e——1.0 10— — 1.0

Conal 143GHz (en mK) Canal 217GHz (en mK)

10— —1.0 10— — 1.0

Canal 353GHz (en mK) Canal 545GHz (en mK)

10— —1.0 10— —1.0

Canal 857GHz (en mK)

Fie. 6.6: Données WGZH2.
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on line processing :

on line processing :

—-0.50

e 0.50

Fie. 6.7: Haut : composante CMB original®as : composante CMB estimée par GMCWnité :
10°3K.
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—0.020 m————— e (.020

Fie. 6.8: Haut : résidu GMCA convolué a 20 arcminute3as : résidu ADAMIS convolué a 20
arcminutesUnité : 10-3K.
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—0.020 m————— e (.020

Fie. 6.9: Haut : résidu MEM convolué a 20 arcminutdas :résidu CCA convolué a 20 arcminutes.
Unité : 103K.
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—0.020 ————— e (.020

Fie. 6.10: Haut : résidu GMCA convolué a 60 arcminutd3as : résidu ADAMIS convolué a 60
arcminutesUnité : 10-3K.
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—0.020 m————— e (.020

Fie. 6.11: Haut : résidu MEM convolué a 60 arcminute3as : résidu CCA convolué a 60 arcmi-
nutes.Unité : 10-3K.
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Fie. 6.12: Haut : écart-type du résidu convolué a 20 arcminutes par bandeitielizs de largeur
20°.Bas : écart-type du résidu convolué a 60 arcminutes par bandetitledes de lar-
geur 20. Abscisses latitude centrale. La bande centrée en iest pas représentée.
Ordonnées :écart-type du résidu en mK.
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Fie. 6.13: Kurtosis des cartes estimées par échelle d'ondelette - Alisses :échelle d’ondelette ;

I'équivalence en harmonique sphérique est donnée en halat figure. Ordonnées :
kurtosis.Trait continu : kurtosis calculé a partir des données masquées puis apvés ID
Trait discontinu : kurtosis calculé a partir des données masquées.
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Fie. 6.14: Spectre de puissanc€(¢) - Abscisses &chelle angulaire en échelle logarithmigQe-
données température d’antenne au carré (fiikormalisée ed(¢ + 1)/(2n)
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Fie. 6.15: Erreur d'estimation du spectre de puissanceeg(f) - Abscisses :échelle angulaire en
échelle logarithmiqueOrdonnées :température d’antenne au carré (fiikormalisée en
(¢ +1)/(2n)
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Chapitre 7

Nouvelles perspectives pour la
restauration de données multivaluées

AU cours de la derniére décennie, de nombreuses techniquemywant la recherche
d’une solution parcimonieuse dans une représentation dmeété proposées pour la
résolution de nombreux problemes inverses classiquesujtide, déconvolution, super-
résolution, interpolation de données manquantes). Cotaptedu rdle essentiel du choix
de la représentation des données a restaurer, divers appront consisté a adapter la re-
présentation aux données a restaurer. Cette derniérechppest équivalente a un "appren-
tissage" d’'une "meilleure” représentation ; le plus soudams le sens d’'une plus grande
parcimonie des signaux a restaurer.
La fin du Chapitre 3 a mis en avant 'interprétation de I'Arssyen Composantes Mutuel-
lement Parcimonieuses (ACMP) comme une méthode de reehdechmeilleure base dans
un cadre plus général. Erfet, TACMP tend a promouvoir I'estimation d'un matrice de
mélange (d'une maniére générale, une représentationralgd@aans laquelle les sources
sont parcimonieuses. Dans le cas ou le modele de mélangepa®wvalide, I'obtention
d’'une représentation plus parcimonieuse devrait pere@tpporter de meilleurs résultats
de restauration.
Dans ce chapitre, nous proposons d'étendre le cadre de [IR@Melui de la résolution
adaptative de problémes de restauration de données multivaluéesstaration adapta-
tive de données multivaluées consiste alors a estimer iobefoent les données a restaurer
et la représentation dans laquelle ces données sont paieinses.
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7.1 Restauration de données multicanales

Principe général

Le plus souvent, les données multicanales originXlase sont paslirectementob-
servables. Les données auxquelles I'observateur a acoesrs® versiordégradéeY des
données initialeX :

Y=FX)+N. (7.1)

ou ¥ est une application de I'espace de définitionXda celui deY. Cette applicatiory
peut modéliser une variété importante de fonctionnellesé@gadationintervenant dans
des problémes inverses classiques en traitement du sigéhtuitage, déconvolution, mé-
lange et séparation de source, super-résolution ou enctagalation de données man-
guantes (IDM). Dans I'équation (7.1), la matride modélise une perturbation additive
indépendante du signal d'intér&t pouvant étre une déviation par rapport au modéle de
perturbationF (X) ou tout simplement une composante de bruit instrumentatifadd

Quelques problemes inverses classiques

Dans ce paragraphe, nous allons énumérer quelques prabil@meses de restauration
classique pouvant étre décrits par I'équation (7.1) :

— Débruitage : le cas du probléme de débruitage est un probléme d’estimalis-
sique. Dans ce cas, les données obserYésent une version bruitée des données
originalesX :

Y=X+N
ou N modélise une perturbation additive de bruit. Dans ce cg@plieation de per-
turbationF est simplement l'identité ¥ (X) = X.

— Déconvolution : le plus souvent, les instruments multispectraiux fournissant des
observation multi-longueur d’onde) sont constitués déésys de "détecteursSla-
cés au foyer d’'un unigue instrument ayant une ouverturelfixdéargeur typique (lar-
geur & mi-hauteur) de IBSF(i.e. point spread function ou réponse impulsionnelle)
de linstrument variant selon le facteuyD (ou D est I'ouverture de I'instrument
et A la longueur d’'onde d’'observation), chacune des obsenayioest une version
convoluée de la donnée initiale avec un noyau de convolutidm. Ainsi chaque
canal observ§; peut s'écrire sous la forme suivante :

Vi = hj % Xj + n; (7.2)

1Au sens large, il peut s’agir de photométres, spectromeétedisile CCD ...etc.
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7.1 Restauration de données multicanales

Dans ce cas, I'applicatiofi” est définie comme suit :
[F (X)]; = xi x h; (7.3)

— Super-résolution Dans le cas de la super-résolution, I'applicatiBrprovoque une
dégradation de la résolution des données initiXleNous ne traiterons pas de ce
probléme dans cette thése.

— Interpolation de données manquantke probléme d'interpolation de données man-
guantes (IDM) intervient lorsque les données oberw€esnt incomplétes : certains
d’échantillons manquants. D’un point de vue formel, I'apgtion 7 est équivalente
a un opérateur de masquage binaire. Qdiensemble des indices des échantillons de
X effectivement observés (non manquants). L'applicafioast alors définie comme
suit :

7 ooni ={ "G S e (7.

Restauration adaptative par recherche d’'une représentatin parcimonieuse

La parcimonie comme modélisation des structures d’un sigria

Lors de ces derniéres années, la plupart des problémesesvaécrits précédemment
ont été résolus en promouvant la parcimonie de la solutios dae représentatich ; voir
par exempleRS05 Gul06g Gul06ly FNWO7, FNO3ls NCB04;, SNMO03). Dans le cas de la
restauration de données multicanales, le modele est larguiv

Y=FX) +N. (7.5)

Ou le matriceN modélise un bruit instrumental supposé borné en nafgné&stimer le
signal multivaluéeX en minimisant sa norm& dans® s’effectue en résolvant le probléme
d’optimisation suivant :

min|lalle, s.cllY —F (X)llr < € avecX = a® (7.6)
a
Suivant I'expression d&, cette équation peut étre écrite sous la forme d'un lageangi

comme suit : 1
miny llele, + > IY - F (X)|IZ avecX = a® (7.7)

L'équation (7.7) definit une estimateur ¥eobtenu par une approche uniquement monoca-

nale. Une approche multicanale a ce probleme requiert |&hsation de la double cohé-
rence (intrénter-canale) inhérente aux données multivaluées. Laa&iot de parcimonie
de X dans® permet de modeéliser les seules structures temporellesabiales du signaX.

La modélisation des structures spectrales des donnéessitéde recours a une représenta-
tion multicanale adéquald @ ®. Le probléme de I'équation (7.7) devient alors le suivant :

. 1
minvyledl, + S 1IY - F (X)I2 avecX = Ma® (7.8)
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7.1 Restauration de données multicanales

Afin de saisir la nuisance entre ces deux approches, noussaltmsidérer un cas d’école
dans un cadre de débruitage.

lllustration simple :  Prenons le cas simple ou le sigi¥ah’est constitué que d’un unique
élément de la base orthonormale multicad&ted® (I1 et ® sont supposées orthonormales).
Considérons les données bruitées suivantes :

Y=X+N (7.9)

Dans le cas oX = 7ri¢; (7 est lei-eme élement d&#l et ¢; est lej-eme élément d@ ;
7 est un scalaire). Supposons duest une matrice dont les entrées sdrd. gaussiennes,
centrées et de varianeqz\l. Afin d’estimerX, deux approches sont lors possibles :

— Approche monocanale :Resoudre le probleme de I'équation (7.7) consiste, dans
ce cas, a appliquer un seuillage doux a chaque échantillofdefe de fagcon indé-
pendante. Classiquement, le biais et la variance de I'atim deX ainsi mis en
oeuvre seront liés au rapport signal-sur-bruit (RgB3no au niveau de chacun des
codficients deY®'. Dans le cas présent,est borné de la sorte :

2
Pmono = max|7ri[k]|2(L) (7.10)
k ON

Dans le cas olll # | 2 on obtient 'inégalitéstricte suivante pmono < (#) .

— Approche multicanale : Dans le cas de I'approche multicanale, la résolution de
I'équation (7.8) conduit & un seuillage doux de chacun defficients dell' Y ®T
indépendamment. Dans ce cas, le R&By; au niveau du cdécient ﬂ'iTY¢jT est

f s 2
alors exactement égal @muti = (#) .
En résumé, une approche multicarialeltivaluée (dans le cas ou le signal a estimer pré-
sente §ectivement des structureshérences multicanales) conduit a une meilleure extrac-
tion des structures du signal.

Représentation adaptée

Dans un cadre général, un dictionnaire fle ® n’est pas toujours adéquat pour la
représentation parcimonieuse de large classes de signaltivatuées. Adapter la repré-
sentation dans laquelle les signaux sont modélisés rewdtah intérét certain. Les problé-
matiques de recherche de bases adaptées ou de "meilleases'ieuvent étre classées en
deux grandes catégories :

%le cas égalité serait équivalent au cas de I'absence deisigohérence inter-canale.
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7.1 Restauration de données multicanales

— Recherche d’'une meilleure base dans une classe de bases pagtrées : dé-
veloppé dans le cas monovalué, ce type d'approche condaé&esherche d’'une
"meilleure" base pour un signalparmi un ensemble de bases paramétfdeg par
w. Les ensembles de bases par arbre de décomposition (pdiuretslettes et de co-
sinus (Mal98) ou encore les bandelettdd\05)) sont des exemples de tels ensembles
de bases paramétrées. Le choix d’'une meilleure basexpoarmi 'ensemblg®},,
consiste a sélectionner celle qui minimise un cri@¥g, w) fonction dew. Les cri-
teres classiques poudr(x, w) sont par exemple la normfy (avecp < 2) ou I'entro-
pie (voir (CW92) des coficients de projection de dans®,,. La recherche d’'une
meilleure base au sens de la norfiaea en particulier été explorée par Peyré dans
(G.P0§. Nous n’entrerons pas plus dans le détails de ces techmiagieecherche de
meilleure base.

— Recherche d'une base adaptée pour un ensemble de signaugantrairement au
cas précédent pour lequel une meilleure base est recheachésir d'un seul si-
gnalx, ici il est fait 'nypothése qu’'un ensemble dealisationsde signauXx;}i=1... t
appartenant a une méme classe de signaux st disponible. L'ensemble des
signaux{x;}i=1... t €st alors considéré comme un ensemble d’apprentissageira par
duquel est "appris” (en angldsarning une meilleure base.

La recherche d’'une base adaptée a partir d'un ensemble dragsage a été mis en
oeuvre dans divers domaines. Citons en particulier, leawsade Olshauser5003
relatifs a la recherche d’une "meilleure" bases pour unrabhfed’images naturelles.
Chez Olshausen, la "meilleure” base est celle dont les @lisnsent indépendants
(au sens de la maximisation du kurtosis - voir Chapitre 3YoN® encore les travaux
d’Elad (AEBO6; MESO07?) et de PeyréRey07) pour lesquels 'ensemble d’apprentis-
sage est un jeu de patchs obtenus par découpage spatial poréém’'un unique
signalx. Ici encore, une base adapt®e(de patch en 'occurrence) esppriseau
sens d’'une maximisation de la parcimonie des patchesdams®.

Au Chapitre 3, nous avons mis en avant une des propriétéantdyse en composantes
mutuellement parcimonieuse : dans le cas ou le modéle deesoast vérifié, elle permet
d’obtenir la meilleure base (en terme d’une noring; minimale) pour un ensemble de
signaux correspondant aux colonnes de la maikice’ ACMP peut ainsi étre interprétée
comme une technique de recherche de meilleure base pounsemkle de sighaux. Re-
marquons qu'Olshausen avait déja mis en oeuvre un algaitithC| pour la recherche
d’'une base adaptée a un ensemble de signaux.

Si le modéle de mélange n’est pas vérifié, rechercher unéseptation spectraH telle

que les cofficientse = II' X®' sont les plus parcimonieux possibles fait encore sens.

Considérons ainsi le probléme suivant :

. 1
miny llafl; + S 1IY - X2 avecX = Mad (7.11)
@,
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7.1 Restauration de données multicanales 137

Lorsque le modéle de mélange n’est pas vérifi€, ce probléest pas convexe en général.
Néanmoins, il peut étre intéressant d’adapter la représentl afin d’obtenir une matrice
a plus parcimonieuse facilitant ainsi la restauratiorXdé'utilisation de I’'ACMP fait donc
également sens lorsque le modéle de mélange n’est pas aiéeemnt vérifié. Le caractére
adaptatif provient de la recherclginte de IT et de fait une partie du dictionnaire mul-
ticanal est "appris" a partir des données. Formellemesdtithation du signak et de la
représentation adaptée sefteetué selon le probleme général suivant :

. 1
miny|lefly + 5 [IY - F (X)I2 avecX = Ma® (7.12)

Nous proposerons d’étendre I'algorithme GMCA pour la nésoh du probléme de I'équa-
tion (7.12). Durant cette these, deux approches ont étésraiseeuvre pour la restauration
adaptative de données multivaluées :

— Schéma"COffline" : Dans le cas du débruitage, tel que I'a souligné Elad dawe#),
la décompositioa plus parcimonieusen’est pas nécessairement la meilleure ; par
exemple, la solution peut présenter des artefacts visnalscéptablese(g. effets
d’anneaux ouinging). Une approche ad hocftitrente de celle décrite par I'équa-
tion (7.12) consiste a appliquer I'algorithme GMCA sur= X + N a l'aide d’'une
représentation spatia®® pour I'estimation ddI (correspondant formellement a
une matrice de mélange en SSA). Enfirest estimée dans le dictionnaife® ®®@
ot ®®@ est mieux adaptée au débruitage d’image sans pour autaiiced une dé-
composition tres parcimonieuse. Cette méthode empirigaagt d’établir un com-
promis entre la qualité de restauration des structuresatgmtieX dans®® et une
estimation adéquate d'une représentation spedifalent on sait qu’elle sera d’'au-
tant mieux estimée qu® conduira & une représentation parcimonieuse.

— Schéma "Online" : Le schéma précédent ne résout pas le probleme de I'équa-
tion (7.12). De plus, il est sans intérét lorsque l'applmatde perturbatior¥ n’est
pas linéaire. Cette approche conduit a I'estimation joil&X et de la matricdl telle
gu’'elle est décrite par I'équation (7.12).

Remarque - Qu'advient-il de ® ?
Dans le cas multicanal rien n’interdit la recherche d'un@éeentation multicanale adaptée.
Une approche jointe consiste a traiter le probléme suivant :

. 1
min y flally + S 1Y - F (X)I? avecX = Ma® (7.13)

La dimension spatiale des données multivaluées est le pluest bien supérieure a leur
dimension spectralet:> m; la complexité du probléme devient alors importante. Appli
guer GMCA a ce probléme peut ainsi étre numériquement ilestab

Dans le cas ou la dimension spatiale’est pas trop élevée (quelques centaines), il peut-
étre envisageable de traiter le probléme de I'équation. Dithe maniére plus pratique,
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contraindred® a appartenir a une classe de bases définies via un arbre depiEsiton
(par exemple : paquets d'ondelettes ou de cosinus, batelgteut également étre une
extension numériquement viable des développements quevenons décrire.

7.2 Application a la restauration adaptative de donnéees mut
canales

Schéma "diline" - application au débruitage d'images couleur

Nous avons mis en exergue l'importance d’une modélisaties dbnnées dans une
réprésentatiomdaptée Dans le cas ou le signal a restauxeest multivaluée il semble im-
portant de chercher a modéliser les structures de chagataiasi que celles apparaissant
entre eux. Le cas de I'imagerie couleur est particuliérardéficile puisque la dimension-
nalité spectrale des données est faibie= 3. La faible dimension d#l ne permet pas de
capturer toute la richesse des structures couleurs quepepresenter ces images ; nous
verrons néanmoins qu’une adaptationlipermet un gain de restauration.

Dans ce paragraphe, le signal a restaresst composé de 3 canaue(les couches cou-
leurs - Rouge, Vert et Bleu). Chaque couche est formée dinage de taillevt x Vt. Dans
le cas du débruitage, la fonction gerturbation# est I'identité de sorte que :

Y=X+N (7.14)

Ce paragraphe présente les résultats préliminaires dmurason d'images multivaluées
présentés dan8GFMO07). Dans cette étude, il n’était pas question de résoudreoldgme

de I'équation (7.12). Il s'agissait d'utiliser I'algorithe GMCA comme un moyen de re-
cherche d’'une "meilleure" bage (i.e. conduisant a une représentation plus parcimonieuse
des données) puis de résoudre le probleme de I'équationd@8 la représentatidi® ®@.
Notons qu'une telle approche a été proposée BQO0) ou la basell était la base de
Karhunen-Loeve des données (obtenue par analyse en camgmogaincipales des don-
nées).

Par la suite, le débruitagedaptatif proposé se déroule en deux étapes :

— Apprentissage ddl : cette étape conduit a utiliser GMCA comme une technique de
recherche de la matridd (pas nécessairement orthogonale) conduisant a une repré-
sentation plus parcimonieuses des données Han®®.

— Restauration de X : restauration des données dans le dictionrHie®?).

L'image en haut a gauche de la Figure 7.1 montre la donné&bii Le bruitN est une
réalisation gaussienne, centrée et blanche de sorte que 8B. L'image en haut & droite
est obtenue par débruitage ¥esuivant le probléme de I'équation (7.7) duest une trame
d’ondelettes non-déciméeSKMO07). Ce résultat est celui de I'approche dite monocanale
ou la restauration est faite sur chaque couche couleur émdiggnment. En d’autres termes,
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il N’y a aucune prise en compte de possibles structures dareales.

L'image en bas de la Figure 7.1 représente le résultat dwiléhe adaptatif a 2 étapes
décrit précédemment avec : une trame de curvelets @étret une trame d’ondelettes
non-décimées poub®. Visuellement, la prise en compte de structures globalakacs
(rappelons que dans ce cas la dimensionnalité spectratgldet: m = 3) permet d’obtenir
un résultat de restauration de meilleure qualité. On nofeaeticulier que les contours sont
mieux restaurés. La Figure 7.2 propose des versions agsadiine partie des images de
la Figure 7.1. Dans le cas du traitement des images couléyrsut étre intéressant de

Fie. 7.1: Haut a gauche :image originale de taille 256 256 avec un bruit additif blanc gaussien.
Le RSB est égal a 15 dBdaut a droite : débruitage par ondelettes de chaque couche
couleur indépendammerBas : débruitage dans le dictionnaife® ®@ ; I1 a été estimé
par GMCA.

travailler non pas dans I'espace initial RVB mais dans ciluiné par une luminance et
deux chrominances (YUV et YCC). Nous proposons d'applidjaenéme mécanisme de
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restauration dans ces représentations coutsamsadaptativesNous mettons également en
oeuvre ce schéma de restauration dans un espace couletatéadypenu par I'application
de l'algorithme d’ACI Jade sur les donnéés

La Figure 7.3 montre le gain de RSB (en dB) de®é&dentes méthodes (YUV, YCC, JADE
et GMCA) par rapport a I'approche monocanale dans I'esp&® Re facon intéressante,
I'algorithme Jade permet d'obtenir un gain pouvant atteiriidB. Au final, la recherche
d’'une "meilleure base" promouvant la parcimonie permetteiiadre un gain de RSB de
2dB. Cette série de tests conforte I'impression visuellladggure 7.1.

Fie. 7.2: Versions agrandiesiaut a gauche :image originale avec un bruit additif blanc gaussien.
Le RSB est égal a 15 dBdaut a droite : débruitage par ondelettes de chaque couche
couleur indépendammerBas : débruitage dans le dictionnaife® ®@ ; II a été estimé
par GMCA.
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Fie. 7.3: Débruitage adaptatif d'images couleufscisses :RSB en dB.Ordonnées : gain de
RSB en dB par rapport a un débruitage sur les couches RVBt. doatinu : débruitage
adaptatif via GMCA, Trait discontinu : JADE, Symbdk YUV, Symbole’+’ : YCC.

Application a l'interpolation de données manquantes dans ds images couleurs

Nous proposons ici une approche adaptative fondée sur 'lR€éMEMCA dans le cadre
du probleme de l'interpolation de données manquantes (IB&ms des images couleurs.
De tels problémes de restauration interviennent lorsquaine échantillons des données
Y sont manquants. Notoi§s 'ensemble des échantillons deeffectivement observésé€.
non manquants). L'application de la dégradatiorest équivalente & un opérateur de mas-
quage de sorte que :

Y = MgoX (7.15)

ou Mg est un masque binaire multicanal qui s’appligué échantillon par échantillon :

1 sifi,jleQ

0 sinon (7.16)

Vjefl,---,thie{l---.m}; Mgl j] ={
Le probléme de restauration est formellement proche dé delliestimation d’un signal
X a partir de mesures incompletes. La résolution de probl&titBs sous hypothese de
parcimonie deX dans une représentation appropriée peut étre considéndémecain cas
particulier duCompressed Sensiifgoir en Annexe).
Une extension de MCA a été proposée pour résoudre les prebl@iDM dans le cas mo-
nocanal ESDQO05 FS05 FSM0§. L'algorithme mMCA (voir Chapitre 2) est adapté selon
(FS03. A cet dTet, nous supposerons gdeest formé d’'une union dB bases orthogonales
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{®;}j=1....0. Larésolution du probleme de I''DM skectue alors comme suit :

j=

2

{@j-1..p} = Argmin yZ ||oz,||1 (7.17)

{@j=1,.. p.11

F

Dans le cadre de I'optimisation par BCRET98, ce probleme peut étre résolu itérative-
ment (voir BMFS070) . A chaque itérationk), les codficients{a;j} sont estimés alternati-
vement & partir des données partiellement reconstrififés

YO =y + MG o XD (7.18)

ou MC est le complément binaire du masquk, et X ("D est I'estimée a l'itérationh(- 1)
du signalX a restaurer. A partir de ce schéma non-adaptatif, la meifiest estimée au
sens des moindres carrés comme sulit :

n® = arg rHinHY(h) _ Hx(h)“i , (7.19)

Si I'on définit les composantes morphologiqués= 1,---,D; @w; = «;®; I'algorithme
proposé est alors le suivant :

1. Fixer le nombre d'itérations Ppax et le seuil y(©@.
2. Tant que ¥ que le seuil final ymin,
a. Calculer YOV = Y + M€ o X(-D),
b. Initialiser chaque composante morphologique {&;}"2.
Pourj=1,---,D
e Calculer le résidu Rgh) en supposant @ py«(j} &MY fixgs :

P#]
) _ v = (h-1)
R =Y -3 &,

o Estimer les coefficients des composantes z”vgh) par seuillage de seuil yM :
~(h) = S,m (H(h)TR(.h>q>T)_

o Estlmer @ | par reconstruction a partir de a(
~ (_h) _ (h) (-h)(I)j
Tj ] '

h) .

c. Mise & jour de X® = 32 | &{V,
d. Mise a jour de I1 :
h T
neD = y0 50, oMo |
3. Décroissance du seuil yM

L'image en haut a gauche de la Figure 7.4 est I'image couleéginale non bruitée
Barbara Celle en haut a droite représente la donwédont 90% des échantillons ont été
masqués aléatoirement. Le résultat de I'approche montxéransistant a appliquer l'al-
gorithme de FS05 sur chaque canal d¢ séparément) est montré en bas a gauche. La
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derniere image, en bas a droite, représente le résultanld@iithme adaptatif proposé.
Visuellement, les deux approches apportent des résuliat@incants. La Figure 7.5 pro-
pose la version agrandie des images précédentes. Elle mgiediapport de la méthode
adaptative : certaines aberrations chromatiques provagurediet de "moiré" disparaissent
dans le cas ou une "meilleure” représentation couleur Bstées Cette impression visuelle

est confirmée par un RSB en hausse de 1dB.

Remarque :

Au cours de ces expériences simples, le choix du traitermiienages couleurs n'est pas
anodin. Il s’agit en quelque sorte d'une situation déliqader la restauration de données
multicanales. Enféet, la méthode d'analyse de signaux parcimonieux mMCA ques no
avons développée sous diverses formes dans ce rapportsgentagecours qu’a des repre-
sentations séparables de la forfiex ®. Dans le cas des images couleurs, la dimension
spectralem = 3 laisse trés peu de degrés de liberté pmapturerla richesse des structures
couleurs que présentent les images coulaatarelles En un certain sens, la méthode pro-
posée n'est pas "optimale” pour la restauration des imagaswrs. L'approche par patch
d’Elad (MESOQ7) permet une meilleure adaptation a la richesse des stasotouleurs d’'une
image. Néanmoins, I'utilisation de représentations pé&chpapporte également un certain
nombre de dficultés.

Dans le cas ou la dimension spectrale des données augnaefuri@ri dans le cas des
données hyperspectrales), la dimensionldaugmentant, I'apport de cette méthode de-
vrait étre bien plus conséquent. Néanmoins, le traitemerdahnées hyperspectrales par
exemple posera une autrefiulté majeure : celui de la dimension des donnéen dfet,
dans le cas oin ~ +/f (C’est le cas des données hyperspectrales, au moins a undedr
grandeur pres), la dimension des donn¥eu sens du rang de la matriZg peut étre
plus faible que la dimension spectrale des donnéesi < m. Dans ce cas, I'estimation
jointe de la dimension des donnéé®.(le nombre de sources) est importante lorsque les
données en jeu sont des données a grande dimension spectEleésumé, une méthode
de restauration adéquate consisterait a estimer conjegmexX, IT et n.
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Fie. 7.4: Restauration d'images couleurs. (a) image origirgdebara (b) image masquée - 90%
des pixels couleurs sont manquants. (c) image restaurédisani MCA sur chaque canal
séparément. (d) image restaurée a partir de I'approchecamitie adaptative fondée sur

mMCA.
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Fie. 7.5: Versions agrandies. (a) image originBlarbara (b) image masquée - 90% des pixels cou-
leurs sont manquants. (c) image restaurée en utilisant MCAMaque canal séparément.

(d) image restaurée a partir de I'approche multicanale tatiap fondée sur mMCA.
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Chapitre 8

Epilogue

CES trois années de thése avaient pour objet I'étude de la sé&pade sources en aveugle

sous l'angle de la recherche de sources parcimonieuses &dons préalablement
proposé dansBMSEO0§ une extension directe du cadre de I'analyse en composaries
phologiques (MCA). Celle-ci a mis au jour la nécessité d’'erension des problémes de
décomposition parcimonieuse aux données multicanales(@&%"07; BMFS07H. A par-
tir de ces travaux initiaux, nous espérons que cette thasepaumis d’apporter un regard
différent des problémes de séparation de sources en aveugie. peirallélement aux ap-
proches classiques telles que I'Analyse en Composanté&pémdlantes (ACI), I'Analyse
en Composantes Mutuellement Parcimonieuse (ACMP¢ ain cadre hybride entre SSA
classique et recherche de meilleure base (au sens plumpaieuse).
Au-dela de ces considérations "abstraites”, TACMP troégalement sa place dans le vaste
paradigme de l'inférence bayésienne. Elfr@ainsi un cadre flexible de mise en oeuvre
dans dfférents contextes applicatifs. Ce point a d'ailleurs étdigio@ par I'extension de
GMCA pour I'analyse de données hyperspectrales au Chdpiiasi que pour I'analyse
des données Planck au Chapitre 6. Enfin, fort de I'interpoétade 'ACMP comme mé-
thode de recherche de meilleure base, le Chapitre 7 a prapesgxtension de 'algorithme
GMCA a la résolution de diérents problémes inverses classiques impliquant des dsnné
multicanales tels que I'estimation de données bruitéesimterpolation de données man-
qguantes (IDM).
Au-dela des multiples développements ayant fait I'objetete thése, il est possible de
dresser une liste desffirents points qu'il sera intéressant d’explorer par leesuit

— Séparation de source une extension de GMCA aux problémes de séparation de
sources en aveugle sous-déterminés (le nombre de soutcagpéseur au nombre
d’'observations) est a I'étude. Elle est d'autant plus figsti que les récentes ap-
proches proposés pour la résolution de problemes de SSAaleas sous-déterminé
ont mis en avant I'utilisation de représentation parcirease. En théorie, rien n'em-
péche l'application directe de GMCA a ce type de donnéesi; da@t étre validé
expérimentalement.
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Dans le cadre de la mission Planck, le developpement d’uhddahalyse de don-
nées polarisées est nécessaire ; une extension de I'algeriGMCA au traitement
de telles données est a I'étude.

Restauration de données nous avons montré que GMCA s’étend assez simple-
ment a la résolution adaptative de certains probléemessagearlassiques. L'exemple
de I'analyse des données Planck a particulierement misneigta la nécessité de la
résolution jointe des problémes de séparation en aveugler®ges convoluées.

Analyse de données multivaluéesun certain nombre de problémes de traitement de
données, dont la SSA est un exemple particulier, nécesttedécomposition d’'une
matrice en une combinaison linéaire de matrice de rang 1 e0rqgiter pour exemple
'analyse exploratoire de données multivaluées, la réoimiate dimension, certains
problémes de classificatian. etc. Dans le cas général, 'analyse en composantes
principales (ACP) est I'une des méthodes priviliégiéegppsges pour la résolution
de ce genre de problémes. Dans certains contextes agplidgieut étre intéressant
de contraindre les composantes recherchées. A cette fin,AGpd@rrait étre une
sorte d’ACP sous contraintes. Nous envisageons d’'appli@MCA de la sorte pour

le traitement de multiples spectres de masse dans le cadre dollaboration avec

la School of Medicine de l'université de Stanford.
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Annexe A

Conditions de convergence de
I’Analyse en Composantes
Morphologiques (MCA)

Proposition (Propriété de sélection exacteSupposons quesoit K-sparse tel que :
D
x= 2, 2 eililaili]
j=1ieA;
ou K =3 Card(Aj). A litération h, supposons que le résid{Prest K-sparse de sorte

que :
D
r® =" > Bililg;li]

j=1ieA;

On note :

(t*,i*) = Argmaxg.[i]|

TIEA;

(«',i") = Argmaxg[i]l
TET* IEA,L
ﬂ* = Iﬁ‘r*[i*:”
B' = Bali'll

On suppose qu'il existe, a litératioth), un scalaire0 < p < 1 tel ques’ = pB*. Si la
condition suivante est vérifiée :

11l-p
K < Moy,

Alors MCAMOM sélectionne, a l'itération fdes cogicients appartenant au support de




Preuve (Propriété de sélection exactepéfinissons les notations suivantes :

(t1,11)
(12,i2)

m

wr

Argma><i<r(h),¢7[i]>‘

TiEAL

™ 5
iﬂ?ﬁfj« #.[il)|
max

o)
max ’(r(h),¢T[i]>’

TETLIEA,

Argma.[i]|

TiEAL

Argmaxs.[i]|

T#T*iEA,
B[]l
1B+[i"]]
miaxKr(h), ¢T[i]>‘

Par définition, la regle de seuillage MOM sélectionne de maux cogicients danab .«

comme suit tels que :

Vi, 7; |<r(h>,¢ﬁ[i]>| > M

ouy® = 3 (my + my).

Afin de montrer gu’une telle stratégie de sélection deftments vérifie la propriété de

sélection exacte, il gfit de vérifier les inégalités suivantes :

(rO.gelil) <O, viens,

oU A, est le complémentaire du suppdi« restreint au sous-dictionnaired .« .

a) Etablissons une condition pour que* = 71 :
D’une part, I'inégalité suivante est vérifiée :

W

v

v

B* - noKp'
B* (1 - puoK)

Nous avons utilisé ici le fait q4(€¢ﬁ[i],¢p[j]>‘ < ue etp’ = pB*.

D’autre part, la propriété suivante est vérifiée :

Wrgrx

IA

IA

B+ poKp*
B*(p + naK)

(A.1)

(A.2)
(A.3)

(A.4)
(A.5)
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En résumé, $#* (o + uoK) < 8*(1 - pueK) alors ¥r; w,+ > w.4+. En d'autres termes, si

11 . Adui
K < ,uq)lﬁ alors V7; wes > Wesrr. ON en déduit que M= wes.

b) Sélection exacte :
Rappelons que® = 1 (my + my). Afin de montrer que MGIMOM sélection des atomes de
@~ appartenant aA .+, il doit étre montré que :

Vie AS;y0 > |[(r®, g i)

D’une part, une borne inférieure au seuif” peut étre obtenue en bornant inférieurement
my et mp. Sans hypothéses supplémentaires, il ggcie dire plus que m > 0. De sorte
que :

(h) 2
Y > 2m1
1
> 38" (1= pKpa) (A.6)

D’autre part, on prouve la propriété suivante :

(r®. gl

IA

KBt (A7)
pKues* (A.8)

IA

ou tous les cgficients de la composanté s’annulent puisque. est orthonormale.
Des équationgA.6) et (A.7), nous déduisons que l'inégalité suivante doit étre vérifiée
pour que la conditior(A.1) soit valide :

1
> (1 - pKuo) > pKue

-1
it ‘K < e pui 1 L1y iti -1l it 3
Soit :K < 3. Puisque poub < p < 1, 5 > 1 alors la condition K< ug == conduit &

la validité de(A.1) et de fait a celle de la propriété de sélection exacte.

Remarquons que définit un facteur de contraste entre la composante morgiqle ¢«

et les autres. Sy tend ver9), .. est largement prédominante (voire uniquement présente
dans le résidu®), la sélection d’atomes actifs liésg). est donc facilitée. Lorsquyetend
versl, au moins deux composantes morphologiques sont sembkitlectives ; un plus
grand degré de parcimonie est de fait nécessaire pour sétectr des atomes de...

Proposition (Convergence)Supposons que X soit K-sparse tel que :

D
x=>" " ajlilg|li]
ji=1

ieA |
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ot K = ¥ Card(A;).

Supposons que les hypothéses de la Propriété de sélecaoteesont vérifiées. Si k
#&)1% alors MCAMOM converge exponentiellement vergt sa décomposition la plus
parcimonieuse au senfy dans®. Plus précisément, le résidu converge veravec une

vitesse exponentielle.

Preuve (Convergence)La démonstration est en tout point semblable a celle de laeren
gence de MP ou OMPT(004). En gfet, I'algorithme MCAMOM peut étre interprété
comme une version stagewise de I'algorithme MP. MME2M est initialisé de sorte que
r©® = x. Par hypothése, a chaque itération=h0 et pour la composante*, MCAMOM
sélectionne des atomegextivement activés pax,«. La nouvelle valeur du résidu est alors

calculée comme suit :
r® =" (v, ¢..[i])g . [i] +r™D

IE|T*

ol I+ C A, etd, , estlarestriction deb aux atomes indexes par.+. De I'orthogonalité
des atomes d®, , , on déduit :

2
[rz = )2 -

D (1. i)

I€|T*

< IO |rOo, ,

. (A.9)

La suite de la preuve est semblable a celle@®QgThéoréme 2), du lemme&rp04,Lemme
2.3) fondé sur le théoréme du disque de Gershgorin, et defaogition [ro04,Proposition
2.1). On deduit :

[ (D)2 wIr )2

IA

IA

kD)) 2 (A.10)

IA

oul0<«k= wf’“’” Puisque Kip < % ou0 < p < 1on déduit quec < 1-1/K? < 1.
Ceci prouve ainsi la convergence de MEIOM.
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Annexe B

Compressed Sensingn Astronomie

L A mission spatiale Herschel (ESA) sera lancée durant le preseimestre de I'année
2009. L'ESA est confrontée a un important probléme de cosgiwa de données :
le systéme de compression avec pertes actuellement misaea @l sein du satellite ne
répond pas aux attentes de performances prévues : un fdeteompression de 6 reste né-
cessaire. La solution proposée par I'ESA consite a n’envque la moyenne de 6 images
consécutives. Cependant, le satellite Herschel pouvéetteer des sessions de prises de
vue rapides, la moyenne de 6 images consécutives entragndégnadation irréversible
importante de la résolution des images envoyées. Récemdemibuvelles avancées en
traitement de I'information ont conduit & I'édification die nouvelle théorie de I'échan-
tillonnage appeléeompressed sensingette théorie permet I'échantillonnage compressé
de données supposées parcimonieuses. [BEBOQY, nous avons proposé une application
du compressed sensing (CS) pour la résolution du problenserdpression de la mission
Herschel. Nous montrons en particulier que le CS permet amgression non-adaptative
et peu colteuse en temps de calcul applicable dans le cadhe diission spatiale. De
plus, nous montrons que I'étape de décodage du (CS) permétdanpression jointe d'un
ensemble de données cohérentes (par exemple 6 imageswtorstpour Herschel) amé-
liorant ainsi la qualité de restauration des données caapes. Au sein du projet Herschel,
la mise en oeuvre du CS permet une amélioration de 30% dedmutiés des images re-
construites pour une sensibilité identique par rapportsaliation actuelle de 'ESA.

Nous donnons ici en annexe le texte original de 'arti@#&Q09.

Introduction

From year to year, the quantity of astronomical data ina@®as$ an ever growing rate.
In part this is due to very large digital sky surveys in theiggitand near infrared, which
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in turn has been made possible by the development of digiading arrays such as CCDs
(charge-coupled devices). The size of digital arrays igicoally growing, pushed by the
demands of astronomical research for ever larger quantfidata in ever shorter time per-
iods. As a result, the astronomical community is also con&d with a rather desperate
need for data compression techniques. Several technigwesit fact been used, or even
developed, for astronomical data compression (to quoteva {(8VPL92 SMPA9G). For
some projects, we need to achieve huge compression ratiosh wannot be obtained by
current methods without introducing unacceptable distost Furthermore, for most astro-
nomical data compression problems, three main propertiest be under control : resolu-
tion (point spread function), sensitivity (ability to detéow level signals) and photometry.
The Herschel satellitewhich will be launched in late 20@&arly 2009, is faced with a simi-
lar problem. Indeed the photometer data heed to be comprbgsefactor of approximately
6 to be transferred. As the CPU load has to be extremely sowailientional compression
methods cannot be used.

Recently, an alternative sampling theory has emerged wdfiolws that signals can be re-
covered from far fewer samples (measurements) than whadyfeisyShannon sampling
theory states. This new theory coineampressed sensitg (compressive sensing) introdu-
ced in the seminal paper€RTO0G Don0g relies on the compressibility of signals or more
precisely on the property for some signals to be sparsehgsepted. From the compressed
sensing viewpoint, sparse signals could be acquired “enaadly” (from a few samples)
without loss of informationlt introduces new conceptions in data acquisition and samp

Scope of the paper\We propose a new alternative approach for the transmisgion o
astronomical images, based on CS. Section B.1 reviews ihee of the CS theory. We
will see that CS can be used infldirent ways for data compression purposes : i) sensor
design or ii) as a classical “compression-decompression“stage scheme. In this paper,
we will particularly focus on the latter. Indeed, in praalisituations (more particularly for
onboard applications), CS provides a simple coding or cesgion stage that only requires
a low computational burden. Most of the computational caxip} is in the decoding step.

In Section B.2 we show how CSfers us a flexible data compression framework as : i)
compression et decompression are decoupled and ii) CSdg@lalccount for the redun-
dancy of the data due to some particular observationakegiis to enhance the decoding
process. It is particularly profitable when multiple obs#ions of the same sky area are
available. This happens very often in astronomical imagihgn we need to build a large
map from a micro-scan or a raster-scan. Section B.3 higisligiie €fectiveness of the pro-
posed CS-based compression for solving the Herschel datpression problem. Indeed,
we show the advantage of CS over the averaging approachogedipy the European Spa-
tial Agency - ESA) which has been considered so far.

1Seehttp yivww.esa.insciencgherschel
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B.1 A brief introduction to compressed sensing

In this section, we give a brief and non-exhaustive reviewahpressed sensing and
show how this new sampling theory will probably lead to a tletion™ in signal processing
and communication theory. For more exhaustive tutoriathis field, we refer the reader
to the review papersJan06 Bar07). In this paper, we will assume that the sigrddelongs
to R! (written as a column vector withentries or samples). We will also assume tha
compressible

B.1.1 The gist of compressed sensing

Compressibility The content of most astronomical images if often well strcead : dif-
fuse gas clouds, point sources to name only a few. Recent advances in harmonic analy-
sis have provided tools thaffieiently represent such structures (wavelets, curvelet$o
name a few). In this contextffecient representations mean sparse representations. Let us
consider a signat of sizet. Let ® be an orthonormal basis.g.classically, an orthogonal
wavelet basis for astronomical data processing) and lebaosider the projection of in
(O

a=®"x (B.1)

The signalx is said to besparsein ® if most entries of the so-called cieient vectora
are zero or close to zero and thus only a few have significaplimmes. In other words,
the signalx can be #iciently approximated (with low, approximation error or distortion)
from only a few significant cd&cients. Then such sparse signal is said tadmpressible
Note that, in the last decade, sparsity has emerged as ohe lefading concepts in a wide
range of signal processing applications. More formally,wiledistinguish two categories
of compressible signals :

— Strict sparsity : only K < t entries ofa are diferent form zerox is said to be
K-sparse in.

— Wide sense compressibility A more realistic definition of compressibility consists
in describing how the entries of behave. Let us consider thaffl] > --- > «ft].
Thenx is said to be compressible i, if there existsp €]0, 1] such that j«fi]| <
Ci~YP. Herep defines a kind of sparsity or compressibility degree. Realavdata
are more akin to be wide sense compressible.

Acquiring incoherent measurements Assuming thakis compressiblei . xhas a sparse
representation in a particular badg, x can be éiciently approximated (with low distor-
tion) from only a few entries af = ®" x. In the Compressed Sensing framework, the signal
X is not acquired directly ; it isbservedr measuredrom M < t measurement¥i}k=1.... M-
These measurements are obtained by projecting the sigimah set of so-called measure-
ment vectorgby}k=1....m as follows :

Yk = <X, 9k> (B.2)
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Each samplgy is then the scalar product afwith a specificmeasurementectoréy. The
gist of compressed sensing relies on two major conceptheijlata to be compressed are
indeed compressible ; more precisely the datiave a “structured” content so that they can
be sparsely represented in some bdsisi) the measurement vecto8y}k=1... m are non
adaptive (they should not depend ¥)rand incoherent with the basis in whiglis assumed
to be sparse.

As stated in Can0§, two main categories of measurement ensembles can be asESf
coding :

— Random measurements © is not explicitly used ; the measuremeniyg}ik=1....m
are random linear combinations of the entriex.dfourier, Binary or Gaussian mea-
surements are widely used. In the CS framework, incohereatsarements can be
obtained by using random ensembles (42¥06; CRT06 and references therein).
Randomness is likely to providacoherentprojections.

— Incoherent measurements In that case is a deterministic basis which is assu-
med to bencoherentwith &. More quantitatively, incoherence betwe®rand® is
measured by their mutual coherenge = max,k|<¢i,9k>|. The lowery is, the more
incoherent® and® are. In practical situations, typical astronomical dat& @m-
pressible in a wavelet basB; a good choice fo is the noiselet basisGGMO01).

In this paper, measurement vectors are designed by sgexdtimndom a set (indexed by
A) of vectors from a deterministic orthonormal ba®iss suggested iIrCR06 :y = Op X.

An empirical interpretation tn the CS framework, the signal to be transferred is
Oda. Let recall that the backbone of CS is twofold :

— the data are compressible it means that only a few entries afhave a significant
amplitude ;x is then almost entirely determined from only a few entries

— the measurements are incoherent the measurement matri® and ® are inco-
herent. From a empirical point of view, the incoherenc@®aind® means that the
information carried by a few entries afis spread all over th¥ entries ofy = O®a.
Each samplgy is likely to contain a piece of information of each significantry of
x. As M < t, the ratiop = M/t is equivalent to a compression ratio.

B.1.2 Signal recovery

Exact solutions The previous paragraph emphasized on the way the comprestsp
should be devised. The decompression step amounts to regptiee original signak out

of the compressed signgl= @, x. Furthermore x is knowna priori to be compressible

in ®. Then the recovery problem boils down to emphasizing on plaesgty of the vector

a = x®. As proposed inCRT06 Don06, the decompression or decoding step is equivalent
to solving the following optimization problem :

min|lalle, S.t.y = OAPa (B.3)
a
Several strong recovery results in the particular CS fraonkwave been proved based on

specific assumptions with random measurement ensembé&e@(@e06 CRT06). For ins-
tance, in the extreme strict sparsity case where Bngntries ofe are non-zero, conditions
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are given in CRT06 showing that the problem in Equation (B.3) provides ¢xactsolu-
tion . Nevertheless, the data are often corrupted by noise. A mealestic compression
model would be the following :

y=0x(X+n) (B.4)

wheren is a white Gaussian noise with varianc%. As the measurement matr®, is
a sub-matrix of the orthonormal matr@®, the projected noise, = @xn is still white
and Gaussian with the same variance The projected data are then recast as follows :
y = @ X+n,. The recovery step then boils down to solving the next otatmon problem :

mOZinlla'llg1 St lly—Or®all, < € (B.5)

wheree is an upper bound dfn|ls,. Defininge = \/M + 2V2Mo, provides a reasonable
upper bound on the noige norm, with overwhelming probability. InGan0§ conditions
are given that guarantee some optimality results from tbblpm in Equation (B.5).

The convex program (second-order cone program) in Equéiics) then provides anfi-
cient and robust mechanism to provide an approximate tognalsx.

B.2 Compressed Sensing in Astronomy

In the next sections, we focus on applying the compressesirgpframework to as-
tronomical remote sensing. In Section B.1, we show that cesged sensing and more
precisely its way of coding information provides alteraasi to astronomical instrument
design. Section B.1.2 gives emphasis on the ability of C®diag to easily account for
the redundancy of the data (for instance, provided by spedifservational strategies) thus
improving the whole compression performances.

B.2.1 Compressed Sensing as a way of designing sensors

The philosophy of compressed sensing.(projecting onto incoherent measurement
ensembles) should be directly applied in the design of thectle. Devising an optical
system that directly “measures"” incoherent projectionthefinput image would provide a
compression system that encodes in the analog domain.

Interestingly, this kind of measurement paradigm is famfieeing science-fiction. Indeed,
in the field ofy-ray imaging, the so-called coded-masksee §ki02) and references the-
rein) are used since the sixties and are currently operéaiitige ESAIntegral space mis-
sior?. In y-ray (high energy) imaging, coded masks are used as apenasks scattering
the incomingy photons. Empirically,y-ray data are overwhelmingly composed of point
sourcesi(e. already rather sparse). The coded mask scatters the phmorisg from each

2We invite the interested readers to visit the following ghat is devoted to coded aperture imaging :
http ;/astrophysics.gsfc.nasa.goay.
3Seehttp ;/ sci.esa.inkcience-gvwwaregindex.cfm ? fareaid21.




point sources over almost all the detectors. Each detdutor provide incoherent projec-
tion. The last step to compressed sensing would amountéotsej only a few detector’'s

signal (potentially at random) to be transmitted thus catnply the compression stage.
The first application of compressed sensing then dates babletsixties ! In the compres-
sed sensing community, the coded mask concept has inspieedesign of the celebrated
“compressed sensing camerdL{W*06) that provide &ective image compression with a
single pixel. Simulations involving coded mask for comgies imaging have been made
by R. Willet in (MWO08).

Similarly, (radio-) interferometric data are acquired e tFourier domaini . visibi-
lities), and the observed signal is known to be sparse in itteetddomain for unresolved
objects or in the wavelet domain for extended sources. Aepiost, it is not surprising that
the best methods which have been proposed in the past farstegcting such images are
based on sparsity. Indeed, the famous CLEAN algoritht#4] and its multiscale version
(WS88 SMO06) can be seen as matching pursuit algorithin&N]97), and therefore en-
force the sparsity of the solution, in the direct space foEBN and in the wavelet space
for Multiresolution CLEAN. Recenly andl; CS reconstruction methods (see for instance
(DTDS06, (CWB08) would certainly improve the computation time to derivedh dirac-
sparse and wavelet-sparse solutions.

B.2.2 Aflexible compressiofdecompression scheme

In this Section, we will particularly focus on using Compged Sensing as a classical
“compressiofdecompression” two stages technigue. We will emphasizehowiag that
Compressed Sensing have several advantages over staondgpcession techniques such
as the celebrated JPEG208a®mpression standard.

Computational complexity

The onboard computational complexity of CS compressioredeép on the choice of
0O, (for instance, noiselets in the forthcoming experimerifle only computational cost
required by a CS-based compression is the computati@yaf When noiselets are used,
their computational cost evolves éXt) thus involving a low CPU load which is lower
than the computational burden required by JPEG2000 (thpicXt log(t))). Furthermore,
the CS projections (noiselets in the forthcoming exampiesjuire no further encoding in
contrast to classical compression methods such as JPEG2000

Decoupling

In contrast to classical compression techniques, thereaswlete decoupling between
the compression and the decompression in the CS framewbekefore the decompression
step can be changed while keeping the same compressed histés & very nice property.

4Seehttp ;yAvww.jpeg.orgpeg200Q
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Indeed, we have seen that the quality of the decompressadsdafated to the sparsity of
the data in a given bas®. If we discover in a few years a new basis which leads to albette
sparsity of the data, then we can still improve the qualitthefdecompressed data.

A data fusion perspective : accounting for the redundancy othe data

In astronomy, remote sensing data involving specific scansirategies (raster scans)
often provide redundant data which cannot be accountedyfstamdard compression tech-
niques. In a general framework, let us consider Mabservations of the same sky area are
available :{yi}i=1... n such that :

Vi=1---,N; Vi=0pX+n (B.6)

where{@®, }i=1... n are N independent random sub-matrices@fwith Card (Aj) = M.
Clearly, it would be worth recoveringfrom theN compressed observatiofyg}i=1... n. We
then propose to substitute the decompression problem iateguB.5) with the following :

N
min lalle, .t Z Vi - Or®al|,, < VNe (B.7)
i=1
Owing to the convexity of this problem, it can be recast inftiilowing Lagrangian form :

. 19
minylalle, + 3 ), |lvi - O ®alf, (B.8)
i=1

Let definell; as the diagonal matrix of sizext the entries of which are defined as follows :

1 ifkeA;

0 otherwise (B.9)

Vke({l,---,t}; Mk K] :{

wherell; [k, K] is thek-th diagonal element dil;. Let define the signql'iEi of sizet as follows :

y?Ai =Y andyiuAiC =0 (BlO)

whereA;® is complement of\; in {1,--- ,t}. Inspired by recent iterative thresholding me-
thods ESDQO05 CWO05), we propose solving the problem in Equation (B.8) by medrzs o
projected Landweber iterative algorithm. At iteratidm), the codficientsa would be upda-
ted as follows :

N
1
oM =S, {a(h—l) N Z o' (y,“ - HiG)(Da(h‘l))} (B.11)

i=1
whereS,, is the soft-thresholding operator with thresheld-urther calculation entails ap-
preciable simplifications :

N
oM =5, {%@T@T ; v+ -m) @cba(h—l)]} (B.12)

wherel is the identity matrix of sizé x t.
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Choosing the regularization parametery The problem in Equation (B.12) is a gene-
ral sparse decomposition problem in a redundant dictioiisege BDEO7, Tro0O6b and
references therein). The choice of the regularizationrpatary is crucial as it balances
between the sparsity constraint and the how the solutiothitslata. Classical approaches
would advocate the use of cross-validation to estimate imapvalue ofy. Nevertheless,
cross-validation is computationally expensive and thusappropriate for large scale pro-
blems.

In a different framework, the same kind of optimization problem hasnbsolved using

a specific iterative hard-thresholding algorithm coinedrphmlogical Component Ana-
lysis (MCA - see EEDO04) for which the threshold decreases. Inspired by MCA, hard-
thresholding is used and the threshelis decreased at each iteration. It starts frdfh =
[ yi‘1||o0 and decreases towarghg,in. The value ofymin is O in the noiseless case.
When noise corrupts the dag® ymin may depend on the noise level. In Section B.3, nu-
merical results are given. In these experiments, noiseaoanation is assumed to be white
Gaussian with zero mean and variancg In this case, the final threshold is chosen as
vmin = 30, Which gives an upper bound for noise fogents with overwhelming probabi-

lity.

B.2.3 Example : joint recovery of multiple observations

For instance, let us consider that the data are madie-6fL00 imagegx}i_1.. y Such
that each image; is a noiseless observation of the same sky are&/e propose to de-
compress the set of observationg}i—; ... n in a joint recovery scheme. Each observation
is compressed using CS such that M/t = 0.1. Compression is made by solving the
problem in Equation (B.8) using the iterative thresholdahgorithm described previously.
Figure B.1 provides the compressidacompression results @fusing CS and JPEG2000.
At first sight, both techniques behave similarly. Figure Bepicts the zoomed versions
of the previous pictures. Clearly, CS provides better Visaaults. Recall that in astro-
nomy, the main properties to be under control are : i) theluéiso, i) the sensitivity and
iif) the photometry. Let us have a look at photometry by definthe intensity ofx as :
f= thzl X[ j]. Both compression techniques can be compared in termdh#ir relative

intensity error defined has the ratiof: £ f)/f where f is the intensity of the recovered
image. Quantitative results are presented inTable |.

\ | Recovery SNR Relative intensity errof
JPEG2000 9.77dB 261073
CS 46.8dB 1.8210°

Tas. B.1: CS versus JPEG2000 :Recovery SNR in dB and Relative intensity error.
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Where the SNR= -20 Iogx;xi whereXx'is the recovered signal. This hugefdrence bet-
ween both compression strategies is the consequence oflam@mtal property of CS
the linearity of the compression In contrast to standard compression technigues (such
as JPEG2000), the CS-based compression is linear. Theodasa$mit are indeed simple
linear projections y; = O, (X + n;) wheren; models instrumental noise. Whatever the
compression ratei.€. p = M/t), the incoherence between the measurement ve@grs
and the data is likely to guarantee thatloes not belong to the null space @f,. As a
consequence, the compressed data always contain a piec@mfation belonging to.
Standard compression methods (which are non-linear) deerdy this crucial property.
For low level details, a standard compression method willtkihigh frequencies and they
will never be recovered whatever the number of times thiscsis observed.

The need for joint decompression Assume thak is compressible. More precisely, for a
fixed distortione, there exists(e) such that folK > K(e) < t, [[X — Xkll, < € wherexk is

the K-term approximation ok (i.e. synthesized from th& entries ofa that have the most
significant amplitudes). The CS theory tells us that the sam € (i.e. distortion) can be
obtained by solving the problem in Equation B.7 frddn> M(e) incoherent measurements.
Let us assume that, the 4é;}i-1... N have been generated at random such that, with high
probability, Vi # i7; Ajn Ay = 0 then, the set of measurement ved®y, } is equivalent to a
global measurement matr®, where Card(A) = NM. To summarize, recoveringfrom

the set of measurementg}i-1... n is likely to provide the same reconstruction that would

be able to get fronN M measurements thus leading to better recovery performances

B.3 A real-world application : the Herschel project

Herschel is one of the cornerstone missions of the EuroppaceSAgency (ESA). This
space telescope has been designed to observe in the feohfand sub-millimeter wa-
velength range. Its launch is scheduled for the fall of 2808ng of 2009. The shortest
wavelength band, 57-21@m, is covered by PACS (Photodetector Array Camera and Spec-
trometer) PWB*06), which provides low to medium resolution spectroscopy dunl-band
photometry. When PACS is used as a photometer, it will siamglously image with its two
bolometer arrays, a 6432 and a 3% 16 matrix, both read out at 40 Hz. The ESA is faced
with a challenging problem : conventional low-cost compras techniques cannot achieve
a satisfactory compression rate. In this Section, we pmposew CS-based compression
scheme for the HerschBACS data that yield an elegant arfteetive way to overcome the
Herschel compression dilemma.

B.3.1 The Herschel dilemma

The Herschel space telescope is partially hampered by thewrgess of the transmis-
sion band compared to the large amount of data to be traedfefihis handicap stems




Fie. B.1: Left: Inputimagex of size 512x 512.Middle : Estimate from the average of 100 images
compressed by JPEG2000 with a compressiongate0.1. Right : Estimate from 100
pictures compressed by CS with a compressiongate.1.

from the limitation of conventional compression technigjte provide adequate compres-
sion rate with low computational cost, given the high readmise. More quantitatively,
the data have to be compressed in real time by a factor of 6wsithlow CPU power.

Problem statement The Herschel spacecraft is about to be launched ; ESA is fatbd
a compression problem as the data need to be compresseddigraofdN = 6. Up to now,
the only acceptable solution for the ESA (with respect to potational cost and quality)
to overcome this need for a higher compression rate is theageeofN = 6 consecutive
images BBO'05). Indeed, the compression code has no information abowgdde speed
or the scan direction and a shift-and-add averaging solugioot possible. Other compres-
sion techniques such JPEG or JPEG2000 are also not aceeptdaduse of computation
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time constraints.
Herschel will observe wide sky areas thus requiring fagtisicey strategies. HersiBACS
will provide sets of consecutive 6432 images that will be shifted with a typical shift value
A = 1 pixel in fast scanning mode. Unfortunately, the shift ealuis comparable to the
FWHM (full width at half maximum) of the instrumental PSF (pbspread function) is
6 ~ 3 pixels. As a consequence, averaghhgonsecutive images will entail a catastrophic
loss of spatial resolution. This can be catastrophic foressoientific programs. Further-
more, averaging is far less optimal for noise reduction asamyng shifted signals does not
yield a VN noise variance reduction.
An effective compression scheme would have to balance betwedolltheing perfor-
mance criteria :
— Spatial resolution : averaging fast scanned data entails a lower spatial résolut
An effective compression scheme should provide a lower resalidigs.

— Sensitivity : averaging will reduce noise but will also blur the data thotaiing a
loss of sensitivity. Sensitivityie. ability to detect low level details or sources) after
compressiofdecompression must be under control.

B.3.2 Compressed sensing for the Herschel data

The Hersch¢PACS mission needs a compression rate equalsdl/N with N = 6. A
first approach would amount to compressing independentiy eaage. As stated earlier,
accounting for the redundancy of the data is profitable tcapoé the global compres-
siorydecompression performances. Then, compregiegompressindN = 6 consecutive
images jointly would be more relevant. If we consider a stafdd = 6 consecutive images
{X}i=1... N, the simplest generative model is the following :

Vie{l--- N}, X =74()+n, (B.13)

where7,, is an operator that shifts the original imagevith a shift 4;. In practice,x = x;
and1; = 0. The termn; models instrumental noise or model imperfections. Accagdo
the compressed sensing framework, each signal is projeatedhe subspace ranged by a
subset of columns d®. Each compressed observation is then obtained as follows :

Vie{l---,N};, ¥i=0xX% (B.14)

where the set§A;} are such that :
>mo= | (B.15)
Vi#i’ A ;wAi/ =0 (B.16)

where the cardinality of each subsetMs= [t/N]. When there is no shift between conse-
cutive images, these conditions guarantee that the sigeah be reconstructed univocally
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from {yi}i=1....N, UP tO Noise. Furthermoreis assumed to be positive. The decoding step
amounts to seeking the signaas follows :

, 1% 2
minyI®Tall, + 5 Zl] Iy =@ T3 ([, (B.17)

We propose solving this problem by using an adapted verditimeaterative algorithm we
introduced in Section B.1.2. Furthermore, the content wbasmical data is often positive.
Constraining the solution to be positive would help solvimgrecovery problem. Assuming
that the shifting operator, is invertible, we substitute Equation (B.12) by the following
Equation :

N
X = %cpsy {CI)T ST (@7 [y + (1 -m) T, (X(“‘l))])} (B.18)
i=1

The positivity constraint is accounted for by projectingeach iteration the solution of the
previous update equation on the cone generated by the sdudoing positive entries :
XM P (x(h)) where the projectoP¢ is defined as follows :

x[i] if X[i] =0

0 otherwise (B.19)

Yi=1---,t; Pc(X][i] :{
wherePc (X) [i] is thei-th entry of Pc (X). Convergence is guaranteed as long as shifting
the image does note deteriorate the original signal. Intipechis condition is not valid,
only a portion of the image can be recovered with precisiamil&ly to the discussion in
Section I, joint decompression should be profitable as aet®nsecutive shifted images
provide redundant data. In the next section, we illustrbte good performances of the
proposed decoding scheme.

Notations

In the next experiments, the data will made of pointwise sesi it is worth defining
some useful notations. Recall that we assume the telescBi@# to have a FWHM equal
to 6. The shift between the original daturand thei-th datumx; is ;. The intensityf of
the datumx (defined in Section B.2). We also assume tH&s positive entries.

B.3.3 Atoy-example

In the following experiments, the datumis a 128x 128 image. The instrument is
assumed to have a FWHM= 3 pixels. For the sake of simplicity, each shift= i pixels.
White Gaussian noise is added to account for the instrurheaise. As we stated earlier,
three main properties must be under control : i) spatiallugisn, ii) sensitivity and iii)

5This assumption is true when shifting the image does notideate the original signal.
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photometry. Concerning the last point, it was shown in secB.2.3, that CS was very
efficient compared to JPEG2000. In this section, we will paldidy focus on sensitivity
and spatial resolution.

Sensitivity

In this experiment, the datum contains 49 point sourceshidnzg been uniformly scatte-
red. The amplitude of each point source is generated at namdth a Gaussian distribution.
The top-left picture of Figure B.3 shows the input datd he additive Gaussian noise has
a fixed unit variance. The top-right panel of Figure B.3 featuthe datax contaminated
with noise. Comparisons between the MO6 (“Mean of 6 imagagl) CS methods are
made by evaluating for varying intensity value (from 700 #4®Q00; it is equivalent to a
SNR varying from-13.2 to 33dB) the rate of detected point sources. To avoid faése d
tection, the same pre-processing step is performed : i)diéstrbspline wavelet transform
(see BMBO06)), ii) 5o hard-thresholdinwherecy, is the residual standard deviation es-
timated by a Median Absolute Deviation (MAD) at each wavsledle, iii) reconstruction.
The bottom-left panel of Figure B.3 features such filteredoded image using the MO6
strategy. The bottom-right picture in Figure B.3 shows titerd CS-based solution. In
this experiment the total intensity of the point sourceseiste 3500. At first sight, both
methods provide similar detection performances. As exgethe CS-based solution has a
better spatial resolution.

Figure B.4 shows the detection rate (with no false detegtidrach method for intensities
varying from f = 700 tof = 140000. At high intensity (higher thah= 10%), both MO6
and CS provide rather similar detection performancesrdstmgly, at low intensity, CS
provides slightly better results. This unexpected phemumnds partly due to the spread
that results from the average of shifted images.

MOG is theoretically (for low shifts) near-optimal for poisource detection. In contrast,
this experiment shows that CS can provide similar or beté¢eation performances than
MOG.

Resolution

Spatial resolution is a crucial instrumental feature. Agemg shifted images clearly
deteriorates the final spatial resolution of Her#P&CS. In this experiment, the original
datumx is made of a couple of point sources. In the worst case, thesegpurces are ali-
gned along the scan direction. The top-left picture of FedgBir5 features the original signal
X. In the top-right panel of Figure B.5, the intensity of theémources is set td = 1000
while the noise variance is?2 = 1. The SNR of the data to compress is equal .®dB.

6Such Ty is likely to avoid false detection as it defines a rather comgive threshold.
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The MOG6 solution fesp.the CS-based solution) is shown on the leésp.right) at the
bottom of Figure B.5. As expected, the spatial resolutiothefMOG6 is clearly worse than
the resolution of the input datum Visually, the CS-based solution mitigate the resolution
loss.

For different intensity of the datum (from 100 to 2000), the spatial resolution is evalua-
ted according to the Rayleigh criterion. The Rayleigh date is the generally accepted
criterion for the minimum resolvable detail : two point soes are resolved when the first
minimum is lower than the amplitude at half maximum of a séngbint source as illustra-
ted in Figure B.6. For a fixed intensitl, the resolution limit is evaluated by seeking the
minimal distance between the point sources for which thddfgly criterion is verified. For
intensities varying fronf = 100 tof = 2000, the resolution limit is reported in Table II.
The CS-based compression scheme provides a solution wityr lspatial resolution. At
high intensity, the resolution gain (in comparison with M@6equal to a third of the ins-
trumental FWHM (1 pixel). At low intensity, the resolutiomig provided by the CS-based
method slightly decreases.

This experiment shows that CS mitigates the resolution resslting from the joint com-
pression of 6 consecutive images.

SNR (in dB) -173 | -935| -33 0.21 2.7
Intensity (a.u’) 100 250 500 750 1000
MO6 2.7 2.7 2.7 2.7 2.7
CS 2 2 17 17 17
SNR 4.7 6.2 7.6 8.7
Intensity 1250 1500 | 1750| 2000
MO6 2.7 2.7 2.7 2.7
CS 17 17 17 17

Tas. B.2: Spatial resolution in pixels : for varying datum flux, the resolution limit of each com-
pression technique is reported. The CS-based compressiaitsea resolution gain equal
to a 30% of the spatial resolution provided by MO6.

B.3.4 Realistic data
The data

Real Hersch@PACS data are more complex than those we simulated in théopsev
experiments. The original daturiis contaminated with a slowly varying “flat field" com-
ponentc;. In a short sequence of 6 consecutive images, the flat fielghonamt is almost




166

fixed. In this context, the dafe;}i-o... 1 can then be modeled as follows :
Xi =T (X) + i + Cs (B.20)

If ¢ is known (which will be the case in the forthcoming experimsgv ), (x(h‘l)) is repla-

ced by7), (x(h‘l)) + ¢t in Equation B.18. Ifcs is unknown, it can be estimated within the
iterative algorithm. The next Section focuses on the ré&olgain provided by the CS- ba-
sed method in the scope of real Hers@gRALCS data. The data have been designed by adding
realistic pointwise sources to real calibration measurgmperformed in mid-2007.

Resolution

Similarly to the experiments performed in Section B.3.3,adeled a couple of point
sources to Hersch®ACS data. The top-left picture of Figure B.7 features thgimal
signalx. In the top-right panel of Figure B.7, the intensity of them@ources is set td =
4500. The “flat field" component overwhelms the useful pathefdata so that has at best
a level that is 30 times lower than the “flat field" componerie MOG6 solution esp.the
CS-based solution) is shown on the leéiqp.right) and at the bottom of Figure B.7 and all
the results are presented in Table Ill. Similarly to the pres fully simulated experiment,
the CS-based algorithm provides better resolution perdioces. The resolution gain can
reach 30% of the FWHM of the instrument’s PSF for a wide ranigsignal intensities.
This experiment illustrates the reliability of the CS-bés®mpression to deal with real-
world data compression.

SNR (in dB) -173 | -9.35 -33 0.21 2.7
Intensity (a.u.) 900 2250 4500 6750 | 9000

MO6 3 3 3 3 3
CS 2.33 2.33 2 2 2

SNR 4.7 6.2 7.6 8.7

Intensity 11250| 13500| 15750| 18000

MO6 3 3 3 3

CS 2 2 2 2

Tas. B.3: Spatial resolution in pixels : for varying datum flux, the resolution limit of each com-
pression technique is reported. The CS-based compressiaitsea resolution gain equal
to a 30% of the spatial resolution provided by MO6.

B.4 Conclusion

In this paper, we overview the potential applications of poessed sensing (CS) in as-
tronomical imaging. The CS appeal in astronomy is twofoldt: provides a very easy and
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computationally cheap coding scheme for onboard astracaedmeémote sensing, ii) from a
data fusion perspective, the decoding stage is flexiblegimtiuaccount for the redundancy
of the data thus leading to significant recovery enhancesn&v particularly point out the
huge advantage of compressed sensing over standard ceiopreechniques in the scope
of multiple scanning observations (observing the same s&st aeveral times). We have
shown that compressed sensing data fusion can lead to iempents compared to standard
techniques. Preliminary numerical experiments illustthe reliability of a CS-based com-
pression scheme in the scope of astronomical remote sesgaigas the Herschel space
mission. We show that compressed sensing provides an ¢legdmfective compression
technique that overcome the compression issue ESA is faitbdlmwthe next step we will
focus on performing more realistic experiments in the sadfgbe Herschel space mission
by adding some physical information : calibration, statédtnoise models, flat field estima-
tion...to name a few. This paper show that applying CS to the Hersglagle mission is of
major interest. Indeed, CS is the only existing alternadiv@tion to the averaging solution,
and CS enables to recover data with a spatial resolutionneeldaup to 30% with similar
sensitivity compared to the averaging technique. CS wilbpbly be implemented onboard
thus being the first application of compressed sensing feabworld space mission.
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Fie. B.2: Zoomed versions - Left :Input imagex of size 512x 512. Middle : Estimate from the
average of 100 images compressed by JPEG2000 with a conapresteo = 0.1. Right :
Estimate from 100 pictures compressed by CS with a comresaiep = 0.1.




Fie. B.3: Top left : Original image of size 12& 128 the total intensity of which i§ = 3500.Top
right : First input noisy map (out of 6). White Gaussian with variang = 1 was added.
Bottom left ; Mean of the 6 input image8ottom right : Reconstruction from noiselet-

based CS projections. The iterative algorithm describ&®kiction B.2 has been used with
100 iterations.

Detection Rate
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Fie. B.4: Detection rate when the intensity of the input data varies : Solid lineResolution defi-
ned by the Rayleigh criterion of the CS-based reconstragtioResolution of the solution

provided by the mean of 6 images.
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Fie. B.5: Top left : Original image of size 12& 128 the total intensity of which i$ = 1000.
Top right : First input noisy map (out of 6). White Gaussian with variang = 1 was
added Bottom left : Mean of the 6 input image®ottom right : Reconstruction from
noiselet-based CS projections. The iterative algorithendeen used with 100 iterations.

Fie. B.6: The Rayleigh criterion - Left : The point sources are not resolvétiddle : Resolution
limit. Right : Fully resolved point sources.
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Fie. B.7: Top left : Original image of size 3% 64 with a total intensity off = 4500.Top right :
First input noisy map (out of 6). The PACS data already costapproximately Gaussian
noise.Bottom left : Mean of the 6 input image®8ottom right : Reconstruction from
noiselet-based CS projections. The iterative algorithendeen used with 100 iterations.
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