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Résumé

Cette thèse se propose d’étudier plusieurs phénomènes hydrodynamiques et magnétohydro-
dynamiques pouvant induire une asymétrie dans les explosions de supernovae gravitationnelles.

Dans la première partie de ce manuscrit consacrée au contexte général, nous décrivons d’abord
les indications théoriques et observationnelles suggérant une asymétrie importante. Nous présen-
tons ensuite plusieurs instabilités susceptibles de briser la symétrie sphérique initiale, en insistant
en particulier sur le rôle de l’instabilité du choc d’accrétion nommée SASI.

La deuxième partie constitue une étude hydrodynamique de SASI. Nous présentons tout
d’abord un argument utilisant la fréquence des modes instables et permettant de trancher entre
les deux mécanismes proposés pour expliquer la croissance linéaire de SASI. Dans un deuxième
temps, nous étudions la dynamique non linéaire de SASI et proposons pour la première fois un
mécanisme responsable de sa saturation. Dans ce scénario, la saturation est due à la croissance
d’instabilités parasites sur le mode de SASI. La prédiction semi analytique de l’amplitude de
saturation est comparée avec succès à des simulations numériques publiées.

La troisième partie décrit l’effet d’un champ magnétique modéré. Nous montrons que celui-ci
peut avoir un effet stabilisant ou déstabilisant sur SASI selon sa géométrie. Nous nous concen-
trons ensuite sur la dynamique d’une surface d’Alfvén, où les vitesses d’advection et d’Alfvén
coïncident. Nous montrons que l’amplification d’ondes d’Alfvén à proximité de cette surface crée
une rétroaction acoustique, qui pourrait affecter la dynamique du choc si l’énergie magnétique
est comparable à l’énergie cinétique.
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Abstract

This thesis is devoted to the study of several hydrodynamical and magnetrohydrodynamical
phenomena that could create an asymmetry in core collapse supernovae.

In the first part giving the general context, we first describe the theoretical and observational
indications suggesting an important asymmetry. We then present several instabilities that could
break the initial spherical symmetry, insisting particularly on the role of the Stationary Accretion
Shock Instability (SASI).

The second part is dedicated to a hydrodynamical study of the Standing Accretion shock
instability. We first give an argument using the frequency of unstable modes that enables us to
distinguish between the two mechanisms proposed to explain the linear growth of SASI. As a
second step, we study the non-linear dynamics of SASI and propose for the first time a mechanism
responsible for its saturation. In this scenario, the saturation occurs when parasitic instabilities
are able to grow fast enough on a SASI mode. The semi-analytical prediction of the saturation
amplitude is successfully compared with published numerical simulations.

The third part studies the effect of a moderate magnetic field. We find that such a magnetic
field can have either a stabilizing or a destabilizing effect on SASI depending on its geometry.
We then concentrate on the dynamics of the Alfvén surface, where the Alfvén and the advection
speed coincide. We show that the amplification of Alfvén waves near this surface creates a pressure
feedback, which could affect significantly the dynamics of the shock if the magnetic energy is
comparable to the kinetic energy.
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Introduction générale

Qui n’a contemplé les étoiles en songeant aux immensités d’espace et de temps dans lesquelles
elles vivent ? Qui n’a ressenti un certain vertige en songeant que ces étoiles sont là depuis des
temps immémoriaux, tirant de cette méditation un mélange étrange de malaise et de sérénité ?
Et qui n’a par la suite été choqué d’apprendre que ces étoiles ne sont après tout pas si différentes
de nous, et qu’elles partagent notre destin de devoir un jour mourir 1 ? Qui ne s’est effrayé
en imaginant ce moment fatidique où notre Soleil finirait par s’éteindre, sonnant le glas de la
vie sur Terre ? Qui ne s’est révolté à l’idée de savoir notre belle planète ainsi condamnée, et
souhaité que ces satanés scientifiques se soient trompés ? Et pourtant il faut bien l’admettre :
les étoiles meurent ! Et la seule consolation que la science ait bien voulu nous donner est qu’elles
meurent d’une belle mort, les plus massives d’entre elles produisant une ultime explosion d’une
énergie gigantesque, et devenant parfois aussi brillantes qu’une galaxie entière, pendant quelques
mois. Une mort si belle qu’elle pourrait ressembler à une naissance, et c’est peut-être ce que les
astronomes de l’antiquité croyaient lorsqu’ils voyaient soudainement apparaître un point brillant
dans le ciel à un endroit où rien n’était visible auparavant. La trace écrite la plus ancienne relatant
une telle observation est due aux astronomes chinois en l’an 185 de notre ère, qui répertoriaient
scrupuleusement ces phénomènes et les appelaient des "étoiles invitées". De nombreux autres
exemples d’observations historiques existent dont on peut retenir la supernovae de 1006, la plus
brillante d’entre elles, et celle de 1054 qui a créé la célèbre nébuleuse du crabe (illustrée par la
Figure 0.1, à gauche). Cette supernovae a été observée par les Chinois, les Japonais, les Arabes,
et peut-être même les Amérindiens comme semblent l’indiquer des pétroglyphes retrouvés dans
le Canyon Chaco, représentés sur la Figure 0.1. L’enfant que nous étions n’est pas le seul à avoir
été choqué par ce que les supernovae nous apprennent. Ainsi, plus récemment, deux supernovae
sont venues remettre en question la conception que les européens se faisaient des étoiles. Il était
en effet alors communément admis que le ciel au delà de la lune et des planètes était immuable,
suivant le modèle aristotélicien. L’apparition en 1572 et en 1604 de deux supernovae, qui ont
été étudiées en détail respectivement par les astronomes Tycho Brahe 2 et Johannes Kepler, a
alors montré que le ciel n’était pas si immuable qu’on le croyait, et qu’il pouvait changer sur des
échelles de temps accessibles à l’observation humaine.

Ces observations historiques étaient limitées aux supernovae ayant lieu dans notre galaxie,
qui sont alors parfois visibles à l’oeil nu. Elles constituaient donc des événements rares séparés
parfois par plusieurs siècles (à l’heure actuelle on estime qu’une à trois supernovae explosent
chaque siècle dans notre galaxie, mais toutes ne sont pas visibles car elles peuvent être cachées
de notre vue par de la poussière et du gaz). Les télescopes actuels permettent maintenant d’en
détecter quasi quotidiennement, par l’observation de galaxies éloignées de la nôtre. La Figure 0.2
présente un exemple d’une telle observation de supernovae dans une autre galaxie. On observe
ainsi plusieurs centaines de supernovae par an, ce qui permet de faire des statistiques précises et
d’étudier ce phénomène plus en détail.

1Ainsi tout le monde se souvient de la disparition tragique de Michael Jackson...
2Il publie ces observations en 1573 dans un livre intitulé "De stella nova". Ce titre a donné naissance au terme

nova, qui a par la suite été modifié en supernova pour désigner la classe d’événements les plus énergétiques parmi
les novae.
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Fig. 0.1 – À gauche : image de la nébuleuse du crabe formée par l’explosion d’une supernova gravitation-
nelle en l’an 1054 de notre ère. À droite : pétroglyphe gravé par les amérindiens Anasazi dans le canyon
Chaco. L’étoile représentée à gauche du croissant de lune correspond probablement à cette supernova. En
effet, au moment de son apparition celle-ci était remarquablement proche de la lune pour un observateur
nord américain.

En comparant les propriétés des différentes supernovae, les astronomes ont ainsi pu les classer
en quatre types principaux distingués par leurs caractéristiques spectrales. La présence d’une raie
d’hydrogène distingue les supernovae de type II, de celles de type I. Ces dernières sont à nouveau
séparées en trois sous types (Ia, Ib, et Ic) selon la présence ou non de raies d’hélium et de
silicium. On dispose à présent de bonnes statistiques sur le taux d’occurrence de chacun de ces
types de supernovae ainsi que sur les emplacements auxquels elles explosent préférentiellement.
Ce dernier point en particulier a montré que les types spectraux peuvent se regrouper en deux
catégories principales de supernovae. En effet, les supernovae de type Ia ont lieu dans toutes
sortes de galaxies (elliptiques comme spirales), tandis que les autres types de supernovae (Ib,
Ic, II) se produisent principalement dans les galaxies spirales en coïncidence avec des régions
de formation d’étoiles récentes. Elles se produisent peu dans les galaxies elliptiques qui sont des
galaxies plus vieilles exhibant peu de formation d’étoiles. Ceci suggère une origine différente de
ces deux populations, que les modèles théoriques seront chargés d’expliquer.

L’énergie dégagée par ces explosions gigantesques a également pu être estimée de façon pré-
cise, bien qu’elle varie beaucoup d’un événement à l’autre. Ainsi, on a observé que la quasi
totalité de l’énergie est dégagée sous forme d’énergie cinétique, les ondes électromagnétiques ne
représentant qu’environ 1% de l’émission totale d’énergie. La valeur canonique de l’énergie de
ces explosions est de 1051 erg = 1044 J. Cette énergie est bien sûr gigantesque à l’échelle humaine
(une centrale électrique de 10 gigawatt mettrait 1027 années à produire autant d’énergie, soit
beaucoup plus que l’âge de l’univers), mais elle l’est également à l’échelle des étoiles puisqu’elle
est plus grande que l’énergie lumineuse émise par le soleil pendant toute sa vie. Cela place donc
d’importantes contraintes sur le mécanisme à l’origine de ces supernovae, car peu de sources
d’énergie sont suffisamment importantes pour expliquer une telle explosion.

La compréhension théorique des supernovae a également une longue histoire (bien que nette-
ment plus courte que celle des observations), qui est intimement liée aux avancées de la physique
nucléaire. C’est en effet seulement deux ans après la découverte du neutron par James Chadwick
en 1932 que Baade et Zwicky (1934) proposent l’existence d’étoiles à neutrons, astres composés
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Fig. 0.2 – Observation d’une supernova extragalac-
tique, ici dans la galaxie NGC3982.

principalement de neutrons et extrêmement compacts puisqu’une masse de l’ordre de celle du
soleil s’y trouve concentrée dans un rayon de dix kilomètres. Dans ce même article étonnamment
en avance sur son temps les auteurs proposent que ces étoiles à neutrons se forment par l’implo-
sion du coeur d’une étoile en fin de vie, et que la transition entre ces deux stades de la vie d’une
étoile donne lieu aux explosions de supernovae :

"With all reserve we advance the view that a super-nova represents the transition of an or-
dinary star into a neutron star, consisting mainly of neutrons. Such a star may possess a very
small radius and an extremely high density."

75 ans plus tard, on sait que ce scénario explique bien l’une des catégories de supernovae :
celle regroupant les types spectraux II, Ib, et Ic. Ce type de supernovae est appelée "superno-
vae gravitationnelles" ou parfois "supernovae à effondrement de coeur", car la source d’énergie
de l’explosion est l’énergie gravitationnelle libérée lors de l’effondrement du coeur d’une étoile
massive. Dans cette thèse nous nous concentrerons uniquement sur ce type de supernovae. Les
supernovae gravitationnelles coïncident avec les régions de formation d’étoiles récentes car seules
des étoiles massives peuvent exploser de la sorte, et ces étoiles massives vivent peu de temps.
L’autre catégorie de supernovae (le type spectral Ia) a été baptisé "supernovae thermonucléaires"
car elles tirent leur énergie de réactions de fusions nucléaires emballées. Celles-ci se produisent
lorsqu’un autre type d’astre compact appelé naine blanche atteint une masse limite au dessus de
laquelle il est instable (sa masse augmente par accrétion de matière d’une étoile compagnon, ou
par fusion avec une autre naine blanche).

Les supernovae ne sont pas seulement un phénomène spectaculaire, elles jouent en effet un
rôle fondamental dans bien des domaines de l’astrophysique. Par exemple, l’expulsion dans le
milieu interstellaire de la matière synthétisée tout au long de la vie de l’étoile est une des sources
principales d’éléments plus lourd que l’hélium. Ceci est donc à la base de la chimie galactique,
et en fin de compte du phénomène (anecdotique, lui) qu’est la formation de la terre et de la
vie à sa surface. En se propageant dans le milieu interstellaire l’onde de choc produite par une
supernova peut déclencher la formation de nouvelles étoiles dans son environnement immédiat,
ainsi que produire des rayons cosmiques (ces particules hautement énergétiques que l’on détecte
en provenance de l’espace). Pour finir, les supernovae sont très recherchées par les cosmologistes,
qui utilisent notamment les supernovae de type Ia comme "chandelles standard", afin de mesurer
les distances dans l’univers.

Ces importantes conséquences motivent des recherches depuis de nombreuses années afin de
comprendre de façon détaillée le phénomène physique aboutissant aux explosions de supernovae
gravitationnelles. Le scénario de Baade a été confirmé en particulier par la détection d’un certain
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nombre de pulsars coïncidant avec des restes de supernovae ; et par la détection dans des images
prises avant explosion d’étoiles massives qui ont disparu à la suite de l’explosion. La modélisation
physique du mécanisme par lequel l’énergie gravitationnelle est extraite pour donner lieu à l’ex-
plosion reste cependant très incertaine. Cette recherche s’est longtemps concentrée sur le rôle des
neutrinos en tant que médiateur de l’explosion, car la quasi totalité de l’énergie gravitationnelle
libérée est émise sous forme de neutrinos. Cette forte émission de neutrinos a été confirmée par
la détection de 24 neutrinos en provenance de la supernova 1987A, qui a explosé dans le grand
nuage de Magellan en 1987. Du fait de sa proximité, cette supernova a pu être observée très en
détail dans beaucoup de longueurs d’onde. Il s’est alors avéré que l’ensemble des observations ne
pouvait être expliqué par une explosion à symétrie sphérique comme on le supposait jusqu’alors.
En effet, l’arrivée précoce des rayons X et gamma ne peut être expliquée que par des processus
de mélange entre les différentes couches de l’éjecta. Depuis, d’autres observations sont venues
confirmer le caractère asymétrique des explosions de supernovae. Du point de vue théorique, les
simulations à symétrie sphérique échouent à expliquer l’ensemble des explosions, ce qui suggère
fortement que la brisure de symétrie et les mouvements complexes de fluide pendant l’effondre-
ment du coeur jouent un rôle primordial dans le résultat final de l’explosion. Le but de cette thèse
sera de contribuer à une compréhension plus profonde de ces phénomènes hydrodynamiques.

Dans la première partie de ce manuscrit nous ferons un état des lieux de la compréhension ac-
tuelle des supernovae. Le premier chapitre montrera en particulier que les modèles théoriques ainsi
que les observations convergent pour montrer que l’explosion doit avoir un caractère hautement
asymétrique. Le deuxième chapitre se penchera plus en détail sur diverses instabilités hydrody-
namiques qui peuvent briser la symétrie. Nous soulignerons le rôle particulièrement important
que semble avoir une instabilité hydrodynamique découverte récemment, nommée instabilité du
choc d’accrétion ou SASI. Celle-ci provoque de grandes oscillations du choc créant une asymétrie
globale, et aidant de cette façon au succès de l’explosion.

La deuxième partie de cette thèse sera consacrée à la caractérisation hydrodynamique de
cette instabilité. Ainsi le Chapitre 4 étudiera le mécanisme à l’origine de la croissance de SASI,
et nous proposerons un critère permettant de distinguer les deux théories proposées à ce jour.
Le Chapitre 5 se penchera sur la phase non linéaire de cette instabilité, c’est à dire celle où
de grandes amplitudes sont atteintes. Nous proposerons un mécanisme physique qui pourrait
stopper la croissance des oscillations du choc lorsqu’une certaine amplitude est atteinte. Ceci
nous permettra de prédire l’amplitude finale des oscillations produites par SASI, ouvrant ainsi
la voie à une description analytique de l’importance de l’asymétrie.

La troisième partie de cette thèse s’intéressera à l’effet d’un champ magnétique sur la dy-
namique multidimensionnelle. Nous commencerons, dans le Chapitre 7, par étudier l’instabilité
SASI en présence d’un champ magnétique. Enfin, dans le Chapitre 8 nous nous pencherons sur
un phénomène n’ayant jamais été considéré dans le contexte des supernovae gravitationnelles.
Il s’agit de l’accumulation d’ondes d’Alfvén à proximité d’une surface singulière (nommée sur-
face d’Alfvén), où leur vitesse de propagation coïncide avec celle du fluide tombant sur l’étoile à
neutrons en cours de formation.
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Les supernovae gravitationnelles marquent la fin de la vie des étoiles massives. Nous com-
mencerons par donner une description succincte de l’évolution de ces étoiles jusqu’à leur

état précédant l’explosion. Nous détaillerons ensuite le scénario général de l’effondrement de
leur coeur de fer, et présenterons les différents mécanismes tentant d’expliquer l’explosion qui
s’ensuit. Une caractéristique commune à tous ces mécanismes est que l’explosion présente une
asymétrie importante. Nous finirons donc ce chapitre en présentant plusieurs observations cor-
roborant cette asymétrie ou ayant le potentiel de le faire dans le futur. Enfin, à la suite de ce
chapitre nous donnerons quelques ordres de grandeurs qui devraient permettre de mieux placer
dans leur contexte les différents phénomènes décrits dans cette thèse.

1.1 Vie et mort d’une étoile massive ou "Les dangers de l’obé-
sité"

Après leur formation par effondrement d’un nuage de gaz, les étoiles se trouvent rapidement
dans une phase appelée "séquence principale" qui constitue la plus grande partie de leur vie. Du-
rant cette phase, elles tirent leur énergie d’une réaction nucléaire de fusion de l’hydrogène (dont
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FIGURE 1.1 – Représentation d’une étoile massive en fin de vie.

sur la séquence principale. Une fois que tout l’hydrogène du cœur a brûlé, l’étoile commence la fusion
de l’hélium, et après l’hélium le carbone, l’oxygène, puis le néon, le magnésium et enfin le silicium.
L’étoile a alors une structure en pelure d’oignon. Plus les éléments sont légers plus ils occupent une
couche externe où la température n’est pas suffisante pour leur fusion, et inversement les éléments les
plus lourds occupent des couches plus internes, jusqu’au cœur de fer produit par la fusion du silicium.
Le 56Fe étant l’élément le plus stable qui existe (c’est à dire avec la plus grande énergie de liaison
par nucléon), sa fusion spontanée (exothermique) est impossible. Enfin, dans les étoiles très massives,
l’hydrogène en particulier peut être entièrement éjecté sous la forme d’un vent stellaire très intense.

1.2 Dynamique du phénomène de supernova

1.2.1 Effondrement

Déclenchement de l’effondrement

Le cœur de fer a typiquement un rayon de l’ordre de R ! 1500 km, une densité centrale de ρ !
1010 g.cm−3, une masse de Mc ! 1.5 M" une température de T ! 1010 K, une entropie par baryon
s ! 1 kb et une fraction électronique au centre Ye ! 0.43 (voir Dimmelmeier [2001] et également Heger
et al. [2005]), celle-ci étant définie comme

Ye =
ne− − ne+

nb
(1.1)

où ne− est la densité des électrons, ne+ la densité des positrons et nb la densité des baryons. L’effon-
drement se fait sur une échelle de temps de l’ordre de son temps de chute libre (environ 200 ms), assez
rapidement pour que les couches externes n’aient pas le temps de réagir. Celui-ci se déclenche lorsque
le cœur atteint la masse de Chandrasekhar. En effet, c’est la pression de dégénérescence des électrons
qui compense la gravité dans le cœur de fer. Or, si la masse devient trop grande, cette pression ne peut

6

Fig. 1.1 – Représentation schématique d’une étoile massive en fin de vie. Elle présente une structure
typique en « peau d’oignon »de couches d’éléments de plus en plus lourds de l’extérieur vers le centre de
l’étoile.

elles sont initialement principalement constituées) en hélium. La fusion se produit préférentielle-
ment au centre de l’étoile, où la densité et la température sont les plus élevées. Ceci conduit donc
à la formation d’un coeur d’hélium dont la masse augmente au fur et à mesure que cette fusion
se produit. La durée de cette phase, et l’évolution subséquente, dépendent très fortement de la
masse de l’étoile. Les étoiles les plus massives disposent d’un plus grand réservoir de combustible,
et pourtant ce sont elles qui le brûlent le plus rapidement. Ainsi tandis que notre Soleil mettra
10 milliards d’année à le déguster, les étoiles de quelques dizaines de masses solaires n’en font
qu’une bouchée en l’espace de seulement quelques dizaines de millions d’années. Ceci vient du
fait que leur densité et leur température centrales sont bien plus élevées, accélérant d’autant la
fusion.

La séquence principale prend fin lorsque les conditions de densité et de température à l’in-
térieur du coeur d’hélium rendent possible la fusion de l’hélium en carbone et en oxygène. Ceci
forme un coeur d’oxygène et de carbone au centre du coeur d’hélium. Par la suite, lorsque les
conditions le permettent, des réactions successives de fusion forment du Néon, du magnésium,
du silicium, et enfin du fer, produisant ainsi une structure en peau d’oignon représentée par la
Figure 1.1. Ainsi la vie d’une étoile massive peut être vue comme une évolution vers une densité
et une température centrales de plus en plus élevées, permettant la fusion d’éléments de plus en
plus lourds. Cette suite de réactions de fusion s’arrête au fer, car il est l’élément le plus stable
et sa fusion nécessiterait un apport d’énergie. On assiste donc à la formation d’un coeur de fer,
dont la masse augmente jusqu’à atteindre une masse limite où il devient instable comme nous le
verrons dans la section suivante. Il s’effondre alors sous son propre poids, déclenchant ainsi une
série d’événements qui pourra conduire à l’expulsion des couches externes de l’étoile produisant
une supernova.

Le scénario décrit ci-dessus ne s’applique qu’aux étoiles de masse plus élevée que 10 M� (le
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symbole M� désigne la masse du soleil et vaut 1M� = 1.9891 × 1030 kg). Les étoiles de masses
plus faibles ne peuvent créer les conditions nécessaires à la fusion jusqu’au fer, et s’arrêtent donc
à une étape intermédiaire dépendant de leur masse. Ainsi dans l’intervalle de masse 8− 10 M�,
l’évolution s’arrête à la formation d’un coeur composé d’oxygène, de néon et de magnésium.
Celui-ci peut s’effondrer par un processus similaire à la destinée du coeur de fer, et produire
une supernova. Les étoiles dont la masse est comprise entre quelques masses solaires et huit
masses solaires, forment un coeur composé de carbone et d’oxygène. Elles ne produisent pas de
supernovae, mais expulsent leur enveloppe dans un événement beaucoup moins violent appelé
nébuleuse planétaire, laissant derrière elles une naine blanche composée de carbone et d’oxygène
(une naine blanche est un astre compact, d’un rayon de quelques milliers de kilomètres et d’une
masse de l’ordre de celle du soleil, supporté par la pression de dégénérescence des électrons).
Enfin les étoiles de masse encore plus faible forment une naine blanche composée d’hélium.

De plus toutes les étoiles de plus de 8 M� n’ont pas le même destin. Les plus massives (au
delà d’une centaine de masses solaires) peuvent finir leur vie dans une explosion due à un autre
mécanisme que nous ne détaillerons pas ici, appelé supernovae par instabilité de paires. Si l’on
excepte ce cas extrème, les étoiles massives (M > 8 M�) voient leur coeur s’effondrer et former
un astre encore plus compact qu’une naine blanche : il s’agit soit d’une étoile à neutrons (astre
extrêmement compact composé principalement de neutrons, ayant une masse typique de 1.5M�
et un rayon compris entre 10 et 15 km), soit d’un trou noir (astre tellement compact qu’il courbe
l’espace temps au point que la lumière elle même ne peut s’en échapper). Les étoiles plus massives
forment un coeur de fer plus massif, entouré de couches plus denses qui donnent donc lieu à un
taux d’accrétion plus important pendant l’effondrement. Les étoiles très massives forment donc
initialement une étoile à neutrons massive au point que celle-ci peut atteindre une masse critique,
au dessus laquelle elle ne peut supporter son propre poids et s’effondre alors en trou noir. La
masse du progéniteur au dessus de laquelle l’effondrement conduit à la formation d’un trou noir
est assez incertaine, mais se situe probablement autour de 20 à 25 M� (Fryer 1999). Les étoiles
dans l’intervalle de masse [8, 20] M� forment donc des étoiles à neutrons, à moins que l’explosion
ne soit pas suffisamment puissante et qu’une partie de l’enveloppe ne retombe sur l’astre central.
Dans cette thèse nous nous occuperons uniquement de cet intervalle de masse qui donne lieu aux
supernovae les plus communes (de type IIp, voir Section 1.5).

1.2 De l’effondrement du coeur au choc en panne

Dans le noyau de fer d’une étoile massive, la source de pression dominante est la pression de
dégénérescence des électrons. Tant que la masse de ce coeur n’est pas trop élevée, le gradient de
pression compense la gravité et permet au coeur de rester en équilibre hydrostatique. Cependant,
à mesure que les réactions nucléaires ont lieu la masse de fer augmente jusqu’à approcher la masse
de Chandrasekhar, limite au delà de laquelle la pression de dégénérescence des électrons n’est
plus suffisante pour compenser la gravité. Commence alors un effondrement qui mènera à la
formation d’une étoile à neutrons et à l’éjection des couches externes de l’étoile, donnant ainsi
lieu à une supernova.

La Figure 1.2 illustre les différentes étapes depuis le déclenchement de l’effondrement jusqu’au
commencement de l’explosion dans le scénario le plus classique. Tandis que les premières phases
de ce scénario semblent bien établies, nous verrons que les dernières étapes menant à l’explosion
sont plus incertaines et sujettes à controverse. Lors de la première phase de l’effondrement des
réactions de capture électronique sur les noyaux de fer diminuent la fraction électronique et
donc la pression de dégénérescence (la fraction électronique est définie comme le rapport du
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Fig. 1.2 – Illustration schématique des différentes étapes depuis l’effondrement du coeur de fer jusqu’à
l’explosion qui s’ensuit (extrait de Janka et al. (2007)). Chaque schéma se compose de deux parties : la
moitié du haut illustre les conditions dynamiques notamment à l’aide de flèches illustrant la vitesse ; la
moitié du bas illustre la composition nucléaire ainsi que les processus l’affectant. L’axe vertical indique
le rayon, et RFe, Rs, Rν et Rg signifient respectivement les rayons du noyau de fer, du choc, de la
neutrinosphère et le rayon de gain. L’axe horizontal donne la masse incluse correspondante, où MCh est
la masse de Chandrasekhar et Mhc la masse du coeur s’effondrant de façon auto-similaire et subsonique.
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nombre d’électrons sur le nombre de nucléons). La pression est de moins en moins capable de
contrebalancer la gravité et l’effondrement s’accélère (premier cadran). Lorsque la densité atteint
ρ ∼ 1012 g.cm−3, les neutrinos ne peuvent plus s’échapper du fait de leur diffusion sur les noyaux,
ce qui bloque la capture électronique (deuxième cadran). À partir de ce moment l’effondrement
d’une partie interne du coeur se fait de façon auto-similaire et subsonique (Goldreich et Weber
1980), tandis que le reste du coeur s’effondre à des vitesses supersoniques. Lorsque la densité
centrale atteint la densité de saturation nucléaire ρ = 3.1014 g.cm−3, l’interaction forte devient
très répulsive. Ceci augmente brusquement la pression centrale, et provoque un rebond au cours
duquel la matière est violemment expulsée vers l’extérieur sous la forme d’une onde de pression
(troisième cadran). Cette onde de pression se raidit en choc lorsqu’elle atteint le point sonique
à un rayon d’environ 10 km. Le moment du rebond (caractérisé par un maximum de la densité
centrale) est généralement choisi comme instant de référence pour décrire les temps et correspond
donc à t = 0 (sauf dans la Figure 1.2 !). Le choc ainsi créé se propage alors à travers les couches
externes du noyau qui continuent de tomber à des vitesses supersoniques (quatrième cadran). Ce
faisant, il perd une grande quantité d’énergie par la dissociation des noyaux de fer en protons
et en neutrons, ainsi que par une flambée de neutrinos électroniques produits par la réaction de
capture électronique suivante :

p+ e− → n+ νe, (1.1)

où p symbolise un proton, e− un électron, n un neutron, et νe un neutrino électronique. Cette
perte d’énergie stoppe la propagation du choc et l’empêche donc de produire directement une
explosion, contrecarrant les espoirs des premières études comme celle de Colgate et White (1966).
Le choc s’arrête alors à un rayon d’environ 200 km, ce qui marque le début d’une phase quasiment
stationnaire que nous appellerons « phase du choc en panne »(cinquième cadran). Pendant celle-
ci, la matière des couches externes du coeur de fer (puis la couche de silicium et éventuellement
celle d’oxygène) s’accrète sur la matière dense restée au centre, qui forme une proto-étoile à
neutrons (que nous appellerons PNS). Les couches externes tombent avec une vitesse initialement
supersonique, sont décélérées jusqu’à une vitesse subsonique par le choc (qui est donc devenu un
choc d’accrétion), puis continuent de décélérer jusqu’à atteindre la surface de la PNS. Cette phase
d’accrétion est susceptible de s’arrêter par la suite pour laisser place à une explosion, cependant
le processus par lequel ceci a lieu est encore très incertain. Décrire précisément la dynamique de
cette phase initiale de l’explosion est donc l’objet d’intenses recherches, particulièrement motivées
par le fait qu’elle déterminera un grand nombre de caractéristiques de l’explosion (comme son
énergie, et –nous le verrons par la suite– sa géométrie). L’ensemble des travaux présentés dans
cette thèse se placera dans cette perspective d’une description détaillée de la dynamique de la
phase du choc en panne.

L’interaction de la matière nucléaire avec les neutrinos joue un rôle important, en particulier
pour le transport de l’énergie. Du fait de sa densité extrême la PNS est opaque aux neutrinos (leur
libre parcours moyen est bien plus court que le rayon de la PNS). Elle se refroidit cependant par
une émission intense de neutrinos par production de paires, ceux-ci sont ensuite diffusés jusqu’à la
neutrinosphère au delà de laquelle ils peuvent se propager librement (la neutrinosphère est définie
comme l’endroit où la profondeur optique des neutrinos égale 1). La quasi totalité de l’énergie
gravitationnelle libérée par l’effondrement du coeur de fer est ainsi libérée sous forme de neutrinos
des trois saveurs (électronique, muonique et tauique) sur une durée de l’ordre de 10 s. Ce flux de
neutrinos constitue un énorme réservoir d’énergie (3.1053 erg), dont une petite fraction de l’ordre
de 1% suffirait à déclencher l’explosion recherchée. C’est la raison pour laquelle le scénario le
plus classique suppose que les neutrinos déposent suffisamment d’énergie sous le choc pour le
remettre en mouvement (Bethe et Wilson 1985). L’expansion ultérieure de ce choc à travers les
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couches externes de l’étoile leur donnerait une énergie suffisante pour produire une supernova. Ce
scénario a été baptisé en anglais « delayed neutrino driven mechanism » (le « delayed » s’opposant
à une explosion directe sans stagnation du choc) que l’on traduira simplement par « mécanisme
d’explosion par les neutrinos ». Dans les premières secondes de l’explosion, les couches les plus
internes de l’éjecta sont alors soumises à un intense flux de neutrinos qui pourrait conduire à la
nucléosynthèse d’éléments plus lourds que le fer par un processus appelé « r-process »(sixième
et dernier cadran). L’expulsion dans le milieu interstellaire de ces éléments produits pendant
l’explosion et de ceux produits pendant la vie de l’étoile est la source principale d’éléments
lourds dans l’univers (Woosley et Weaver 1995, Woosley et al. 2002, Hashimoto 1995).

Le succès du mécanisme d’explosion par les neutrinos est très sensible à une compétition
entre les processus de refroidissement et de chauffage de la matière située entre le choc et la
neutrinosphère. Le chauffage se fait principalement par l’absorption de l’énergie de neutrinos
électroniques (notés νe) et de leur antiparticule (notée ν̄e) grâce aux deux réactions suivantes :

νe + n → e− + p, (1.2)
ν̄e + p → e+ + n. (1.3)

Le refroidissement s’effectue quant à lui par émission de neutrinos. Le refroidissement est do-
minant dans une région proche de la surface de la PNS (la couche de refroidissement), tandis
que le chauffage domine sous le choc (dans la région de gain). Ces deux régions sont délimitées
par le rayon de gain, défini comme la position radiale où le refroidissement est égal au taux de
chauffage (cinquième cadran de la Figure 1.2). Le chauffage dans la région de gain augmente la
pression sous le choc, qui provoque une expansion du fluide et à terme pourrait remettre le choc
en mouvement. Pour que ceci puisse avoir lieu, la matière passant dans la région de gain doit
avoir le temps d’être suffisamment chauffée avant d’atteindre la couche de refroidissement. Un
critère exprimant cette condition compare le temps nécessaire à un élément de fluide pour être
chauffé par les neutrinos τheat, au temps d’advection τadv que cet élément de fluide passe dans la
région de gain. Si le rapport τadv/τheat atteint une valeur proche de l’unité, alors l’explosion est
possible (Janka 2001). Ce rapport dépend de façon critique du flux et de l’énergie des neutrinos
émis à la neutrinosphère (les neutrinos de plus haute énergie chauffent bien plus efficacement)
ainsi que de l’efficacité avec laquelle ils sont capturés dans la région de gain. Ceci nécessite un
traitement sophistiqué de l’interaction des neutrinos avec la matière et de leur transport.

Malheureusement les simulations les plus sophistiquées montrent que le chauffage des neu-
trinos n’est généralement pas suffisant pour produire une explosion à symétrie sphérique. Seuls
les progéniteurs les moins massifs (dans l’intervalle de masse sur la séquence principale M ∼
8 − 10M�), ayant un coeur d’Oxygène-Néon-Magnésium entouré d’une enveloppe très ténue,
explosent de cette façon (Mayle et Wilson 1988, Kitaura et al. 2006). De plus l’énergie de cette
explosion est un ordre de grandeur plus faible que la valeur canonique de 1051 erg, et ne peut
donc expliquer que les supernovae les moins violentes telle que celle ayant donné naissance à
la nébuleuse du crabe. Les progéniteurs plus massifs dans l’intervalle M ∼ 10 − 20M�, censés
donner naissance à la majorité des supernovae observées, ne produisent pas d’explosion sphé-
rique car l’enveloppe entourant le coeur de fer est plus dense et plus liée gravitationnellement, ce
qui rend plus difficile leur expulsion (Liebendörfer et al. 2001). Pour résoudre ce problème il est
donc nécessaire d’invoquer d’autres processus pouvant contribuer à raviver le choc et produire
une explosion. Plusieurs mécanismes ont été proposés, qui font tous appel à des phénomènes
multidimensionnels (voir Section 1.4). Avant de décrire ces mécanismes, nous passerons en revue
les ingrédients physiques entrant en jeu ainsi que les méthodes utilisées pour les inclure dans les
simulations numériques (Section 1.3).
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1.3 De nombreux ingrédients physiques

Dans cette partie nous décrivons les ingrédients essentiels pour la physique des supernovae
et la façon dont ils sont traités dans les simulations numériques. Nous verrons en particulier que
tandis que les simulations 1D peuvent se permettre de traiter toute la physique, les simulations
2D et qui plus est les simulations 3D qui commencent à émerger sont obligés d’avoir recours à
un certain nombre d’approximations. La difficulté de l’approche numérique met d’autant plus en
lumière la nécessité d’une compréhension fine de la physique sous-jacente qui permette d’avoir
un oeil critique envers le résultat des simulations.

La gravité joue un rôle fondamental car elle est in fine la source d’énergie de l’explosion. Étant
données les densités et masses mises en jeu, donnant un paramètre de compacité de la PNS de
Ξ ≡ 2GM/(Rc2) ∼ 0.1, l’effondrement doit être traité par la relativité générale afin d’obtenir une
description précise. Les simulations 1D les plus réalistes prennent en compte la relativité générale
de façon exacte, cependant actuellement les modèles les plus réalistes à deux dimensions utilisent
des approximations. Celles-ci incluent l’utilisation de potentiels pseudo-newtoniens prenant en
compte de façon approchée les effets relativistes (Marek et al. 2006) (en particulier par les
groupes de Garching et d’Oak Ridge), ou encore l’omission de tout effet relativiste en utilisant
simplement une gravité newtonienne (par exemple le groupe de Burrows). Ces approximations
sont raisonnables car les effets relativistes restent relativement faibles lors de la formation de
la PNS (par contre la formation de trous noirs dans des progéniteurs plus massifs nécessitera
obligatoirement un traitement relativiste (O’Connor et Ott 2010, Müller et al. 2010)).

L’énergie gravitationnelle est émise sous forme de neutrinos, lesquels jouent donc un rôle
fondamental dans le transport de l’énergie. Le traitement du transport des neutrinos est ainsi
un aspect critique des modèles de supernovae. Sa forme exacte est décrite par l’équation de
Boltzmann et est un problème à 7 dimensions correspondant aux 3 dimensions spatiales, à 2
dimensions décrivant la direction de propagation des neutrinos, à l’énergie des neutrinos et au
temps. Sa résolution exacte étant impossible avec les moyens de calcul actuel, il est nécessaire de
faire un certain nombre d’approximations. La première est de réduire le nombre de dimensions
spatiales en supposant une symétrie sphérique pour les simulations 1D qui peuvent alors traiter
le transport de Boltzmann sans approximation supplémentaire. Les simulations 2D utilisent
généralement des approximations telles qu’un traitement rayon par rayon (« ray by ray » en
anglais, où chaque rayon est traité indépendamment en supposant une symétrie autour de son
axe), ou encore une diffusion à flux limité (« flux limited diffusion » en anglais, où le transport est
calculé avec une approximation de diffusion dont on limite le flux dans les régions optiquement
minces afin que la vitesse de propagation des neutrinos reste inférieure à la vitesse de la lumière).
Un transport gris a parfois été utilisé (où l’on moyenne l’énergie des neutrinos en supposant une
certaine distribution en énergie) cependant il ne donne pas de résultats précis en particulier car
le chauffage par les neutrinos dépend fortement de leur énergie (Mezzacappa et al. 1998). Au
final et malgré ces approximations, le transport des neutrinos reste le facteur limitant en temps
de calcul des simulations 2D. Ce temps de calcul devient prohibitif à trois dimensions, ce qui
explique l’absence de simulation 3D réaliste à l’heure actuelle.

La physique microscopique de la matière nucléaire joue également un rôle fondamental dans
la dynamique, en contrôlant notamment la compacité de la proto-étoile à neutrons (à travers
l’équation d’état), et les interactions entre les neutrinos et la matière déterminant en particu-
lier le taux de chauffage. L’équation d’état permet de relier les paramètres microscopiques de la
matière (tels que sa densité, sa température et sa fraction électronique) à la pression ambiante.
Notre connaissance de l’équation d’état de la matière nucléaire à très haute densité reste très
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incertaine, en particulier du fait de la difficulté d’atteindre de telles densités dans des disposi-
tifs expérimentaux et également de la complexité du problème théorique que pose son calcul.
Les équations d’états les plus classiquement utilisées, celles de Lattimer et Swesty (1991) et de
Shen et al. (1998), reposent ainsi sur des approximations. Une grande incertitude demeure en
particulier sur la valeur du module de compressibilité de la matière nucléaire.

Même dans le cas où l’énergie de l’explosion est fournie par les neutrinos, les mouvements
multidimensionnels du fluide doivent jouer un rôle fondamental dans le mécanisme d’explosion
comme le démontre l’absence d’explosion dans les modèles supposant une symétrie sphérique.
Les simulations 2D remplaçant la symétrie sphérique par une symétrie axiale ont vu le jour
dans les années 90 et ont montré une grande richesse de phénomènes hydrodynamiques qui sont
décrits plus en détail dans le chapitre 2 de cette thèse. Des méthodes de type Godunov sont très
utilisées en particulier car elles permettent de bien traiter la physique du choc lequel joue un rôle
fondamental dans l’explosion (voir Section 3.4 pour une description de ce type de méthodes).
Une bonne description de la dynamique nécessitera in fine l’utilisation de simulations 3D qui
n’imposent aucune symétrie artificielle.

Finalement notons que la plupart des simulations à ce jour négligent le rôle du champ ma-
gnétique. Cependant de nombreuses études récentes ont montré qu’en présence de rotation suffi-
samment rapide, le champ magnétique pouvait être amplifié jusqu’à une intensité suffisante pour
affecter considérablement la dynamique (voir la Section 1.4.3 pour plus de détails). L’effet du
champ magnétique devrait donc être considéré au moins dans le cas des progéniteurs en rotation
rapide.

1.4 Comment raviver le choc : Différents mécanismes

Dans cette section, nous décrirons les différents mécanismes qui ont été proposés pour générer
une explosion à partir de la phase où le choc est en panne. Une importante contrainte observa-
tionnelle sur ces mécanismes est qu’ils doivent être capable d’expliquer une énergie de l’explosion
de l’ordre de la valeur canonique de E = 1051 erg ≡ 1B. De plus, il doit être suffisamment
robuste pour provoquer une explosion sur une large gamme de progéniteurs, contenant au moins
l’intervalle de masses [10, 15]M�. En effet, ces progéniteurs sont censés donner naissance aux
supernovae de type IIp (les plus nombreuses), et plusieurs observations directes du progéniteur
sont venues confirmer ce paradigme (Smartt 2009). Une caractéristique commune des trois mé-
canismes décrits ci-dessous est l’aspect fondamentalement multidimensionnel de la dynamique
menant à l’explosion. Ceci est en accord avec un certain nombre d’observations indiquant une
asymétrie des supernovae, comme il sera décrit dans la Section 1.5.

1.4.1 Explosion par les neutrinos aidée par l’instabilité du choc stationnaire
(SASI)

Ce mécanisme est une extension à un contexte multidimensionnel du mécanisme d’explosion
par les neutrinos présenté dans la Section 1.2. Plusieurs instabilités peuvent se développer, briser
la symétrie sphérique et ainsi changer considérablement la dynamique. Les premiers espoirs ont
été soulevés par des instabilités se développant à l’intérieur de la PNS (la convection de Ledoux
et peut-être l’instabilité de « doigt de neutron »qui seront décrites dans la Section 2.2). Celles-ci
peuvent transporter de la matière chaude de l’intérieur de la PNS vers sa surface, ce qui augmente
le flux de neutrinos émis (Wilson et Mayle 1988; 1993). Cependant des simulations ultérieures ont
montré que cette augmentation est relativement faible car ces mouvements sont profondément



1.4. Comment raviver le choc : Différents mécanismes 15

enfouis dans la PNS et ne peuvent atteindre la surface (Buras et al. 2006, Dessart et al. 2006).
Les recherches se sont ensuite concentrées sur la dynamique de la région de gain. Le chauf-

fage par les neutrinos y crée un gradient d’entropie instable, qui est à l’origine de mouvements
convectifs (Herant et al. 1992; 1994). La présence de ces cellules de convection augmente le temps
qu’un élément de fluide passe dans la région de gain (τadv) car le chemin non radial qu’il suit est
plus long que dans un cas à symétrie sphérique. Ceci est favorable à une explosion car le rap-
port τadv/τheat augmente (voir Section 1.2 pour la description de ce critère). Ainsi les premières
simulations effectuées ont conclu au succès de l’explosion par les neutrinos lorsque la convection
apporte son aide (Burrows et al. 1995, Janka et Mueller 1996). Cependant, le transport des neu-
trinos a par la suite été raffiné, et il s’est avéré que l’aide de la convection n’était pas suffisante
(Mezzacappa et al. 1998, Buras et al. 2003).

Un regain d’espoir est venu par la découverte d’une nouvelle instabilité hydrodynamique,
baptisée instabilité du choc d’accrétion stationnaire et communément appelée SASI (Blondin
et al. 2003). Cette instabilité, qui sera décrite plus en détail dans la Section 2.6, provoque de
grandes oscillations du choc d’accrétion qui sont elles mêmes à l’origine de violents mouvements
non radiaux du fluide sous le choc (Figure 1.3). Ceci a un effet similaire à celui de la convection,
à savoir d’augmenter le temps de résidence dans la région de gain (Marek et Janka 2009). Plus
précisément, Murphy et Burrows (2008) ont montré que les éléments de fluide se séparent en
deux populations : la première est rapidement accrétée à travers la région de gain, tandis que
la deuxième y réside pendant un temps beaucoup plus long. Cet effet semble rendre la situation
beaucoup plus favorable à une explosion. Ainsi Buras et al. (2006) et Marek et Janka (2009)
ont montré que des progéniteurs de masses 11.2M� et 15M� pouvaient exploser grâce à ce
mécanisme par les neutrinos aidé par SASI. La Figure 1.3 illustre l’une de ces simulations et
montre en particulier le caractère fondamentalement asymétrique de l’explosion. Ce résultat
reste cependant fragile, car l’étoile de 15M� est très proche du seuil d’explosion et ne semble
produire qu’une explosion de faible énergie. De plus, la robustesse de ces calculs numériques
extrêmement complexes reste à prouver, puisqu’il n’est pas certain qu’ils soient numériquement
convergés et que jusqu’ici les groupes concurrents n’ont pas réussi à reproduire ce résultat. Cette
ambiguïté vient probablement du fait que l’on soit très proche du seuil d’explosion, de petites
différences pouvant donc influencer grandement le résultat final.

Le résultat des simulations 2D n’étant pas suffisamment robuste (bien qu’encourageant), tous
les espoirs se tournent désormais vers les simulations 3D. Lorsque l’hypothèse d’axisymétrie est
relâchée, la dynamique du fluide et en particulier celle de SASI est significativement changée du
fait de la présence d’un degré de liberté supplémentaire. Il se pourrait que ceci ait un effet similaire
à celui obtenu lors du passage de simulations 1D aux simulations 2D, et rende une explosion
marginale en 2D, robuste en 3D. Une première indication dans ce sens provient de l’étude de
Nordhaus et al. (2010). En utilisant des simulations simplifiées où le flux de neutrinos est fixé
de façon paramétrique, ils ont pu montrer que le flux de neutrinos nécessaire à une explosion
est inférieur dans une simulation 3D par rapport à une simulation 2D. La confirmation de la
robustesse de ce mécanisme devra cependant attendre l’apparition de simulations 3D incluant
tous les ingrédients de façon réaliste, ce qui est pour le moment hors de portée du fait des énormes
temps de calcul requis.

1.4.2 Explosion acoustique

Les difficultés rencontrées par le mécanisme d’explosion par les neutrinos ont motivé la re-
cherche de mécanismes alternatifs. Ainsi Burrows et al. (2006) ont proposé un nouveau mécanisme
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Fig. 1.3 – Simulation numérique de l’explosion d’une étoile de 15 M� due au chauffage par des neutrinos
aidé par l’instabilité du choc stationnaire (SASI). Cette figure, extraite de Marek et Janka (2009), illustre
la répartition de l’entropie. On peut repérer le choc d’accrétion par la ligne blanche séparant la région
extérieure ayant une entropie faible, de l’intérieur ayant une entropie plus élevée. Les quatre cadrans
représentent quatre instants répartis autour du début de l’explosion, entre 524 et 700 ms après le rebond.
L’échelle spatiale est plus grande dans les deux cadrans du bas, car le rayon du choc a significativement
augmenté. Des oscillations du choc à grande échelle dues à SASI rendent plus efficace le chauffage par
les neutrinos, qui est alors capable de provoquer une explosion.
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où la source d’énergie principale ne se trouve pas dans le flux de neutrinos, mais dans des ondes
acoustiques émises par la PNS qui communiquent leur énergie au fluide entre la PNS et le choc.
Ces résultats ont été obtenus à l’aide de simulations numériques incluant, à quelques petites
différences près, les même ingrédients que celles qui obtiennent des explosions produites par les
neutrinos (présentées dans la section précédente). Ces légères différences (équation d’état, trai-
tement de la gravité et du transport de neutrinos différents) sont suffisantes pour que Burrows
et al. (2006) n’obtiennent pas d’explosion par les neutrinos malgré la présence de vigoureuses
oscillations du choc dues à SASI (visibles dans le cadran en haut à droite de la Figure 1.4).
Cependant, en continuant la simulation suffisamment longtemps ils ont observé de nouveaux
phénomènes. En particulier, les oscillations du choc causées par SASI provoquent une accrétion
hautement asymétrique de matière sur la PNS, ce qui excite des modes d’oscillation de la PNS
appelés modes-g (g signifiant ici gravitationnel, ces modes seront décrits plus précisément dans la
Section 2.3). Aux alentours de 500 ms après le rebond, ces oscillations atteignent de grandes am-
plitudes correspondant à un déplacement de 3 km et des vitesses de plusieurs milliers de km.s−1.
Ces oscillations émettent à leur tour de violentes ondes acoustiques se propageant vers l’extérieur,
et emportant un flux d’énergie pouvant atteindre 1051 erg.s−1 (Figure 1.4, en bas à droite). Ces
ondes se dissipent en se raidissant en chocs, et transmettent ainsi leur énergie à la matière sous
le choc d’accrétion. Dans les simulations présentées dans la Figure 1.4, cette source de chauffage
excède le chauffage dû aux neutrinos à partir de t = 500 ms (en bas à droite) et suffit à provo-
quer une explosion peu de temps après (en haut à droite). Comme dans une explosion par les
neutrinos aidée par SASI, cette explosion est hautement asymétrique par nature comme on peut
le voir sur la Figure 1.4 (à gauche). Notons que la source d’énergie ultime de cette explosion est
encore l’énergie gravitationnelle d’effondrement, et que les oscillations de la PNS jouent le rôle
de transformateur pour convertir cette énergie en ondes acoustiques.

Bien que très séduisant, ce nouveau mécanisme présente un certain nombre de problèmes.
Tout d’abord puisque ces phénomènes se déroulent tard, ce mécanisme ne pourra être effectif que
si le mécanisme d’explosion par les neutrinos ne fonctionne pas, et il ne constitue en quelque sorte
qu’une roue de secours. D’autre part, les étoiles de masse plus élevée peuvent également exploser
par ce mécanisme, mais le font encore plus tard : plus d’une seconde après le rebond (Burrows
et al. 2007b). Pendant tout ce temps, la matière continue à s’accréter sur la PNS, et la masse
de l’étoile à neutrons résultante pourrait alors être trop élevée pour expliquer les observations.
Enfin, Weinberg et Quataert (2008) ont montré que des couplages non linéaires non résolus par
les simulations décrites ci-dessus pourraient saturer les modes-g à une amplitude bien plus faible
que celle nécessaire à l’obtention d’une explosion acoustique. Tout ceci, associé au fait qu’aucun
autre groupe n’ait jusqu’ici confirmé ce mécanisme (Marek et Janka 2009), fait que le mécanisme
d’explosion par les neutrinos aidé par SASI reste la piste la plus prometteuse pour expliquer les
explosions de supernovae gravitationnelles.

1.4.3 Explosion magnétique

Du fait des difficultés rencontrées par le mécanisme classique d’explosion par les neutrinos,
des scénarios alternatifs invoquant des ingrédients physiques habituellement négligés ont été
considérés avec un regain d’intérêt. Ainsi la possibilité d’une explosion dominée par les effets
combinés de la rotation et du champ magnétique avait été considérée il y a déjà plus de trente
ans par LeBlanc et Wilson (1970) et Bisnovatyi-Kogan et al. (1976), et a été récemment remise au
goût du jour (Wheeler et al. 2000; 2002, Ardeljan et al. 2000, Akiyama et al. 2003, Moiseenko et al.
2006, Shibata et al. 2006, Burrows et al. 2007a, Obergaulinger et al. 2009). Dans ce mécanisme,
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Fig. 1.4 – Simulation numérique de l’explosion d’une étoile de 11M� par le mécanisme acoustique,
extraite de Burrows et al. (2006). Les deux cadrans de gauche illustrent la répartition d’entropie à deux
instants avant et après l’explosion, et montrent sa nature hautement asymétrique associée aux oscillations
de SASI. Le cadran en haut à droite montre l’évolution de l’entropie le long de l’axe des deux pôles en
fonction du temps. On observe une très nette expansion du choc à partir de t ' 500 ms conduisant à une
explosion. Le cadran en bas à gauche montre la contribution du chauffage par les ondes acoustiques (en
noir) et par les neutrinos (en vert), et les comparent à l’énergie gravitationnelle de la matière s’accrétant
(en bleu) et au flux total de neutrinos (en rouge). Le chauffage acoustique domine à partir de t ' 500 ms.
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l’énergie de l’explosion provient de la rotation, et est donc une autre manifestation indirecte de
l’énergie gravitationnelle. Le champ magnétique joue le rôle de médiateur en extrayant l’énergie
disponible dans la rotation différentielle. Cette extraction peut avoir lieu grâce à deux processus.
D’une part l’instabilité magnéto-rotationnelle (notée MRI) se développe en présence de rotation
différentielle (Balbus et Hawley 1991), et pourrait ainsi provoquer une croissance exponentielle de
l’intensité du champ magnétique (Akiyama et al. 2003, Obergaulinger et al. 2009). Ce processus
est décrit plus en détail dans la Section 2.4.1. D’autre part, la rotation différentielle enroule les
lignes de champs, ce qui conduit à une croissance de l’intensité du champ magnétique azimutal qui
est cette fois linéaire en temps. Grâce à une combinaison de ces deux effets et de la compression
du champ magnétique lors de l’effondrement du coeur, le champ magnétique pourrait atteindre
une intensité gigantesque de l’ordre de 1015 − 1016 G si la rotation est suffisamment rapide
(voir la discussion ci-dessous). La force qu’un tel champ magnétique exerce sur la matière est
alors suffisante pour propulser des jets magnétiques puissants le long de l’axe de rotation. En
se propagent vers l’extérieur, ceux-ci entraînent les couches externes de l’étoile et produisent
ainsi l’explosion tant espérée. Ces jets ont une structure de « tour magnétique » (Uzdensky et
MacFadyen 2006; 2007) où les lignes de champ magnétique sont très enroulées et ressemblent
à un ressort, comme on peut le voir sur la Figure 1.5 (à gauche). La géométrie de l’explosion
est alors très nettement dipolaire avec un axe très marqué correspondant à l’axe de rotation
(Figure 1.5, à droite). Notons qu’une faiblesse de ce type de simulations numériques vient du fait
que la résolution est trop faible pour résoudre la MRI. Elles sont donc obligées de supposer un
champ initial fort imitant l’amplification due à la MRI mais négligeant sa structure turbulente.

Pour que le réservoir d’énergie soit suffisant au succès d’une explosion magnétique, il est
nécessaire que le coeur de fer en effondrement ait une rotation suffisamment rapide et que la
PNS ainsi formée aie un profil de rotation contenant suffisamment de rotation différentielle. Une
estimation naïve de l’énergie de rotation d’une PNS est donnée par la relation suivante (PNS de
densité constante en rotation uniforme avec une période P ) :

Erot ∼ 2
5
MR2Ω2 ∼ 1052(P/10ms)−2(R/40km)2(M/1.5M�) erg, (1.4)

dont on peut estimer qu’une fraction se trouve sous forme de rotation différentielle (10 − 50%
selon Ott et al. (2006b)). On peut en déduire qu’une période de rotation de la PNS de l’ordre de
la dizaine de millisecondes est nécessaire à une explosion magnétique. Celle-ci peut se traduire
à son tour (en utilisant la conservation du moment cinétique) en une période de rotation du
coeur de fer de Pfer < 10 ms×(1000km/40km)2 ∼ 5 s, ce qui correspond approximativement aux
résultats des simulations numériques (Burrows et al. 2007a). Une telle rotation est-elle commune
dans le coeur de fer des étoiles massives ? L’état de l’art des modèles d’évolution stellaire suggère
que le coeur des étoiles massives de métallicité solaire tourne avec une période de quelques
dizaines de secondes (Heger et al. 2005), ce qui est significativement plus lent que la rotation
nécessaire à une explosion magnétique. La dépendance quadratique de l’énergie de rotation par
rapport à la fréquence, rend cette conclusion encore plus sévère puisqu’une période 10 fois trop
longue correspond à une énergie 100 fois trop petite, ce qui exclue une explosion magnétique
pour cette vitesse de rotation. La période de rotation typique des pulsars (10− 100 ms) conduit
au même résultat, à moins qu’un processus soit capable de ralentir suffisamment rapidement
et efficacement l’étoile à neutrons produite. En conséquence, il est probable que le mécanisme
magnétique ne puisse pas expliquer la majorité des supernovae. Il reste cependant possible que
ce type d’explosion se produise dans une minorité de cas, et pourrait être lié à la formation des
magnétars et éventuellement au phénomène de sursaut gamma.
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Fig. 1.5 – Simulation numérique de l’explosion d’une supernova par le mécanisme magnétique (extrait de
Burrows et al. (2007a)). La figure de gauche illustre la structure très enroulée des lignes de champ dans
les jets (à t = 260 ms). La figure de droite montre la distribution d’entropie, ainsi que la direction de la
force exercée par le champ magnétique (flèches). La force magnétique a tendance à collimater les jets sur
de grandes distances.

1.5 Indications observationnelles de l’asymétrie de l’explosion

Dans cette partie, nous décrirons les observations de supernovae en nous concentrant en
particulier sur celles qui indiquent que les supernovae sont asymétriques de façon générique.

1.5.1 Généralités

D’un point de vue observationnel, les supernovae gravitationnelles se répartissent en trois
types principaux (Ib, Ic, et II) qui sont caractérisés par les raies d’éléments apparaissant dans
leur spectre. Une supernova est de type II si elle possède une raie d’hydrogène, et de type
I dans le cas contraire. Les types Ib ont par contre une raie d’hélium que les types Ic n’ont
pas. Les supernovae de type Ia (dont il n’est pas question dans cette thèse car elles ont une
origine très différente, à savoir l’explosion thermonucléaire d’une naine blanche) ont une raie
d’hélium, mais également une raie de silicium qui les distingue des type Ib. La différence entre
les supernovae de types Ib, Ic et II tient donc à la composition de l’enveloppe de l’étoile. Cette
composition elle même dépend principalement du fait que l’enveloppe externe ait été expulsée
ou non : si l’étoile a gardé son enveloppe d’hydrogène alors elle explosera en type II ; si elle
l’a expulsée mais a gardé son enveloppe d’hélium, elle donnera une type Ib ; enfin si elle a
également expulsé son enveloppe d’hélium, elle finira en type Ic. Les supernovae de type Ib et
Ic proviendraient donc de progéniteurs ayant perdu leur enveloppe soit par intéraction avec une
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netClumpy: P      > 0%

Producing supernova polarization. A spherical, unresolved supernova atmosphere produces

zero net polarization (left), whereas a non-spherical atmosphere does not (center). Clumps of

material that unevenly block the photosphere’s light can also produce a net supernova polariza-

tion (right), and it is this mechanism that is thought to be responsible for the majority of the

observed polarization of SNe Ia.
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recombination front rapidly recedes through the helium core16.
Previous studies12 have noted the confluence of factors making the
drop-off of the plateau a propitious period in which to search for
evidence of explosion asphericity, as the innermost regions are
exposed at a point when sufficient optical depth to electron scattering
in the inner core still exists to polarize the light and, hence, reveal the
geometry. Our fourth spectropolarimetric observation captures this
moment in a type II-P supernova (to our knowledge, for the first
time). Taken during the steepest part of the descent off the plateau
(Fig. 2), on day 91 after explosion, the data show a dramatic change
from those obtained just 19 days earlier: the polarization level
has increased to nearly 0.6% in the continuum-dominated region
6,800–8,200 Å (Fig. 1), as well as in the troughs of some of the
stronger P-Cygni line features, including most prominently that due
to Na I D. The PAs in the P-Cygni troughs agree with the continuum
PA, with a measured value of v ¼ 328 ^ 38 in the Na I D absorption
compared with v ¼ 288 ^ 28 for the continuum region. The
observed spectropolarimetric behaviour of SN 2004dj matches
expectations resulting from a strong departure from spherical sym-
metry for the electron-scattering atmosphere in the inner regions of

the ejecta (expansion velocities less than ,2,500 km s21, or about
1/10 the radius of the supernova assuming amaximum ejecta velocity
of ,25,000 km s21).
As SN 2004dj moves into the nebular phase and the atmosphere

continues to expand, the optical depth to electron scattering, and thus
the polarization, is expected to fall. Specifically, if the day 91 obser-
vation occurred at or beyond the time when the single-scattering
limit is reached in the supernova’s atmosphere (a single-scattering
atmosphere produces maximum supernova polarization6), then the
polarization should subsequently decrease in proportion to the
(angle-averaged) electron-scattering optical depth, as this deter-
mines the percentage of scattered light. For this simple scenario,
the polarization would be expected to decline with time t as 1/t2,
owing to geometrical dilution caused by homologous expansion
(that is, the same number of scattering electrons spread over a cross-
sectional area that grows as t2). This prediction is borne out rather
well by the data (Fig. 2), although there is some evidence suggestive of
amore complex situation. Specifically, the PA changes by 308 between
days 91 and 128, after which it remains constant for the next three
epochs (Table 1). This result has a high degree of statistical signifi-
cance, and indicates that the scattering environment’s morphology
might be more complicated than that of a single, fixed geometry; we
speculate on possible causes of this PA rotation below.
The link between long-soft g-ray bursts (GRBs) and a subset of

type Ic supernovae—specifically those with spectral lines indicating
very high expansion velocities at early times4—is now secure2,3, and
successful models for GRBs require a jet-like explosion from ener-
getics considerations. While it is not clear that the same mechanism
that generates the GRB is also responsible for exploding the star, the
substantial early-time polarization that has been measured for some
of these events9, and for more typical type Ic supernovae as well8,
supports the contention of a non-spherical explosion for ‘stripped-
envelope’ supernovae. The most thoroughly studied non-spherical

Figure 1 | Intrinsic polarization of SN 2004dj during the photospheric
phase, with day since explosion indicated. The flux spectrum is from day
91, with prominent line features labelled. The recession velocity of
131 km s21 (NASA Extragalactic Database) has been removed from all data.
The polarization data have been corrected for an interstellar polarization
(ISP) contribution, which was derived by examining (1) the observed
polarization in spectral regions dominated by the strongest emission lines
(that is, Na I D, Ha and the Ca II near-infrared triplet), which are believed to
be intrinsically unpolarized17, and (2) the observed polarization at late times
(that is, the nebular phase), when the electron-scattering optical depth of the
atmosphere has dropped well below unity and the observed polarization at
all wavelengths is largely due to ISP (see ref. 19 for a complete discussion).
These complementary approaches yield virtually identical results (to within
0.1%) for the ISP estimation. For our data set, the final epoch is from day
271, at which point the ejecta are probably not fully nebular and some small
intrinsic polarization (,0.1%) may still exist. Examining the temporal
evolution in the Stokes q–u plane, we find the late-time polarization to be
steadily decreasing down to the level indicated by the earliest measurements
made during the plateau phase, suggesting that these early epochs possess
little to no intrinsic polarization (this is also supported by the lack of any line
features at these times). Thus, to derive the intrinsic polarization at all
epochs, we fitted a low-order spline to the Stokes q and u spectra of the data
from day 58 (note that the data from day 39 have significantly lower signal-
to-noise ratio than those obtained at the other plateau epochs), and then
subtracted the result from the Stokes parameters obtained on all other
epochs. This resulted in the removal of p ISP < 0.29%, v ISP < 208 from the
observed data.

Figure 2 | Light curve and continuum polarization of SN 2004dj.
Polarization measures are from Table 1; error bars are 1j (s.d.) statistical.
Photometry is from data obtained with the 30-inch (0.8-m) Katzman
Automatic Imaging Telescope (KAIT) at Lick Observatory and the 60-inch
(1.5-m) telescope at Palomar Observatory. The dashed line represents the
expected decline in polarization (p¼ ðt0=tÞ2 £ p0, where t0 ¼ 91 days and
p0 ¼ 0.558% fromTable 1) during the transition to the nebular phase due to
the effects of diminishing electron scattering in optically thin, expanding
ejecta. Note that the age of SN 2004dj at discovery and, hence, the plateau
duration, is not well constrained by direct observation, as NGC 2403 had
just emerged from solar conjunction and the most recent reported
pre-explosion image was taken over six months earlier27. Our adopted
explosion date of 2004 July 14 results from the spectral analysis of ref. 14, but
we note that the light-curve modelling of ref. 24 yields an explosion date 31
days earlier. If the earlier date were adopted, the estimated plateau duration
would increase from ,70 to ,100 days.
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Fig. 1.6 – Détection d’une asymétrie à partir de mesures de polarisation. A gauche : Schéma illustrant le
principe de cette détection (extrait de Leonard (2007)). A droite : Figure extraite de Leonard et al. (2006)
montrant la détection d’une polarisation apparaissant à une époque tardive dans une supernovae de type
IIp. Ceci montre que les enveloppes externes sont éjectées de façon quasiment symétriques tandis que le
coeur de l’explosion est asymétrique.

étoile compagnon très proche, soit par des vents violents qui peuvent se produire dans les étoiles
très massives de M > 20M� : les étoiles de type Wolf-Rayet (Smartt 2009). Les supernovae de
type II proviennent d’étoiles de masses moins élevées (dans l’intervalle 8 − 20M�) n’ayant pas
de compagnon suffisamment proche pour les dépouiller de leur enveloppe.

Une courbe de lumière typique d’une supernova montre un maximum de flux quelques dizaines
de jours après l’instant de l’explosion, suivie d’une décroissance rapide sur une durée de plusieurs
mois où la supernovae est encore généralement visible. Les supernovae de type IIp (qui sont les
plus communes) montrent ensuite un plateau comme on peut le voir sur la Figure 1.6 tandis que
les autres types de supernovae montrent une décroissance exponentielle. L’évolution spectrosco-
pique d’une supernova contient deux phases principales. Initialement l’éjecta est optiquement
épais, et le spectre montre principalement des raies d’absorption : c’est la phase photosphérique.
Avec le temps la densité de l’éjecta diminue et celui-ci devient optiquement mince, le spectre
montre alors principalement des raies d’émissions : c’est la phase nébulaire.

Les supernovae sont généralement détectées au moins quelques jours après le déclenchement
de l’explosion. L’éjecta a donc eu beaucoup de temps pour évoluer depuis cet instant, et il est
difficile d’obtenir des informations sur le mécanisme d’explosion à l’oeuvre. Cependant, plusieurs
observations que nous décrivons ci dessous montrent de façon plus ou moins indirecte que l’ex-
plosion est asymétrique.

1.5.2 Polarisation

Une mesure de la polarisation de la lumière émanant d’une supernova permet d’obtenir des
informations précieuses sur la géométrie de l’explosion. En effet la lumière diffusée par le gaz
composant l’éjecta à un endroit donné est polarisée linéairement. Cependant si l’explosion a une
symétrie sphérique, les deux composantes de polarisation linéaire (en provenance de différentes
positions dans l’éjecta) sont en proportions égales, et aucune polarisation n’est donc détectée
(Figure 1.6, gauche). En revanche, si l’éjecta est asymétrique (par exemple une géométrie dipolaire
sur la Figure 1.6) alors l’une de ces polarisations domine, et une polarisation de la lumière devrait
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Fig. 1.7 – Profils de la raie de l’oxygène OI pour
un certain nombre de supernovae de type Ic (extrait
de Maeda et al. (2008)). Les profils du haut (no-
tés S) présentent un seul maximum et n’indiquent
pas d’asymétrie particulière (bien qu’il pourrait s’agir
d’explosions dipolaires vues de profil). Les profils du
bas (notés D) ont deux maximums qui peuvent s’in-
terpréter comme deux blobs de matière s’éloignant et
se rapprochant de l’observateur.

être détectée. À l’aide de mesures de spectropolarimétrie, Wang et al. (2001; 2003) ont ainsi
détecté une polarisation dans plusieurs supernovae de type Ic et IIb (intermédiaire entre II et
Ib), suggérant une forte dissymétrie de l’explosion. Leonard et al. (2006) et Chornock et al.
(2010) ont par la suite montré qu’une telle polarisation apparaît également dans les supernovae
de type IIp, mais uniquement dans la phase nébulaire lorsque l’éjecta devient optiquement mince
et que les parties les plus internes de l’éjecta deviennent visibles (Figure 1.6). Ceci montre que
l’origine de l’asymétrie provient du coeur de l’explosion, et est donc une indication claire que le
mécanisme d’explosion est intrinsèquement asymétrique.

1.5.3 Raie double de l’oxygène

La forme des raies d’émission peut également donner une information sur la géométrie de
l’explosion. L’effet Doppler décale vers le rouge la lumière provenant de matière s’éloignant de
l’observateur, tandis qu’il la décale vers le bleu si la matière se dirige vers lui. Si la géométrie de
l’éjecta est à symétrie sphérique, ceci élargit simplement la raie (Figure 1.7, profils du haut). Si
l’éjecta est asymétrique, représentons le schématiquement par un blob de matière se dirigeant vers
nous et un autre s’éloignant, la raie peut avoir une forme plus compliquée qui comporte deux pics
correspondant aux deux blobs (Figure 1.7, profils du bas). Maeda et al. (2008) et Taubenberger
et al. (2009) ont observé de tels profils présentant deux pics dans les raies d’oxygène de la phase
nébulaire de supernovae de type Ic (Figure 1.7) et les ont interprété comme une indication de
l’asymétrie de l’explosion. Cependant, ce type d’arguments repose sur une analyse très fine du
profil des raies qui peut être quelque peu incertaine, ainsi Milisavljevic et al. (2010) ont remis en
cause cette interprétation et proposé plusieurs alternatives.
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1.5.4 Le « kick »des pulsars

Des contraintes supplémentaires sur le mécanisme d’explosion peuvent être tirées des caracté-
ristiques de l’objet compact formé pendant l’effondrement du coeur de l’étoile. Celui-ci est dans
une grande partie des cas, une étoile à neutrons. Beaucoup des propriétés des étoiles à neutrons
sont connues grâce à l’observation d’objets nommés pulsars, qui émettent des pulses réguliers
d’ondes radio. Ceux-ci sont interprétés comme une manifestation d’une étoile à neutrons magné-
tisée et en rotation. Nous avons déjà évoqué que la masse de ces étoiles à neutrons (typiquement
1.5M�) peut constituer une contrainte sur le moment où l’explosion a lieu. Ainsi une explosion
trop tardive pourrait donner des masses typiques trop élevées.

Une autre contrainte vient des vitesses de ces étoiles à neutrons par rapport à leur environ-
nement. En effet, il est bien connu que les étoiles à neutrons ont des vitesses très élevées : de
l’ordre de quelques centaines de km.s−1. Ceci est bien plus élevé que les vitesses particulières
de leurs progéniteurs, qui sont généralement au maximum de quelques dizaines de km.s−1 1. La
vitesse élevée des étoiles à neutrons doit donc provenir d’un processus ayant lieu pendant leur
formation, qui provoque leur expulsion à grande vitesse baptisée par le terme anglo-saxon kick.
De nombreuses explications ont été proposées à ce jour qui tombent généralement dans deux
catégories : le kick peut être dû à une émission asymétrique de neutrinos, ou avoir une origine
hydrodynamique par l’asymétrie de la matière éjectée pendant l’explosion. Dans tous les cas ce
kick semble être une indication du caractère asymétrique d’un aspect de l’explosion.

D’après Arzoumanian et al. (2002), la distribution de vitesses des pulsars peut être représentée
par deux composantes ayant une vitesse moyenne de l’ordre de 90 km.s−1 et 500 km.s−1, de plus
environ 15% d’entre eux ont des vitesses dépassant 1000 km.s−1. Un exemple bien connu de vitesse
élevée est le pulsar associé à la nébuleuse de la guitare qui se déplace avec une vitesse d’au moins
800 km.s−1 (Cordes et al. 1993). L’obtention de vitesses aussi élevées est un défi difficile pour les
théories tentant d’expliquer l’origine de ces kicks. Des simulations hydrodynamiques expliquant
le kick par une asymétrie de la matière éjectée due à SASI ou à la convection ont cependant relevé
ce défi. À l’aide de simulations axisymétriques utilisant un traitement simplifié du transport de
neutrinos, Scheck et al. (2004; 2006) ont ainsi réussi à obtenir une distribution de vitesse qui
semble compatible avec les observations.

Une contrainte supplémentaire sur le mécanisme à l’origine de ces kicks, pourrait provenir
d’une corrélation entre l’axe de rotation du pulsar et la direction du kick reçu. En effet des
observations de polarisations des ondes radio émises par ces pulsars semblent indiquer une telle
corrélation (Johnston et al. 2005), cependant ces observations souffrent d’une indétermination
d’un angle de 90̊ sur l’axe de rotation. Ainsi elles pourraient correspondre soit à un kick systéma-
tiquement aligné avec cet axe, soit systématiquement perpendiculaire. Dans deux cas particuliers
de pulsars bien connus (les pulsars du Crabe, et de Véla), l’axe de rotation peut être déterminé
grâce à la nébuleuse de vent de pulsar qui présente des jets (Helfand et al. 2001). Ces deux
cas (ainsi que quelques autres cas un peu plus ambigus) favorisent un alignement entre l’axe de
rotation et le kick (Ng et Romani 2004, Wang et al. 2006). Si ce paradigme est confirmé avec des
observations supplémentaires, il pourrait être problématique pour le mécanisme expliquant ces
kicks à l’aide de SASI, qui semble favoriser un angle de 90̊ (Yamasaki et Foglizzo (2008), voir
Section 2.6 pour plus de détails).

1bien que quelques étoiles aient des vitesses particulièrement élevées (du même ordre de grandeur que celle des
pulsars), celles-ci restent rares
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1.5.5 Observer en profondeur : neutrinos et ondes gravitationnelles

Toutes les observations évoquées jusqu’ici proviennent d’une époque tardive de l’explosion
ou d’une conséquence de celle-ci, mais ne donnent pas d’informations directes sur les processus à
l’oeuvre pendant l’explosion. De telles informations seraient pourtant précieuses pour contraindre
le mécanisme à l’origine de ces explosions. Deux messagers ayant la propriété de pouvoir se pro-
pager à travers les couches externes de l’étoile pourraient permettre d’observer directement le
coeur de l’étoile pendant l’explosion : les neutrinos et les ondes gravitationnelles. Malheureuse-
ment, les observations de ces messagers sont difficiles et restent à l’heure actuelle limitées (pour
les neutrinos) ou inexistantes (pour les ondes gravitationnelles).

La seule observation de neutrinos émanant d’une supernova remonte à 1987, date de la
dernière explosion de supernova à proximité immédiate de notre galaxie (la fameuse supernova
1987A). La détection de 24 neutrinos a alors pu confirmer le scénario de formation d’une proto-
étoile à neutrons, ainsi que la température approximative à sa surface grâce au nombre et à
l’énergie des neutrinos détectés. Les détecteurs de neutrinos actuels sont bien plus sensibles que
ceux de l’époque, aussi la détection d’une supernova explosant dans notre galaxie pourrait donner
une grande richesse d’informations. Par exemple, des oscillations temporelles du flux de neutrinos
pourraient être une indication directe de la présence de SASI (Marek et al. 2009, Lund et al.
2010).

L’amplitude des ondes gravitationnelles créées pendant l’explosion est directement propor-
tionnelle au degré d’asymétrie de celle-ci. Ceci permettrait donc d’obtenir une observation directe
de sa dynamique multidimensionnelle. Des ondes gravitationnelles sont ainsi émises au moment
du rebond si la rotation est suffisamment forte, et à des temps plus tardifs par les mouvements
asymétriques de fluide. Les trois mécanismes d’explosion présentés dans la Section 1.4 ont des
signatures distinctes en ondes gravitationnelles. Ainsi une détection d’ondes gravitationnelles
émanant d’une supernova (ou même une non détection dans le cas d’une supernova suffisamment
proche) donnerait de précieuses informations qui pourraient permettre de distinguer le méca-
nisme à l’oeuvre (Ott 2009). Par exemple, les oscillations des modes-g de la PNS, se produisant
dans le mécanisme d’explosion acoustique, donnent lieu à une puissante émission d’ondes gravi-
tationnelles (si l > 2). Celle-ci devrait être détectable par les détecteurs actuels si la supernova a
lieu à l’intérieur de notre galaxie, voire peut-être jusqu’à une distance de quelques mégaparsecs
(Ott et al. 2006a). L’instabilité SASI crée également des ondes gravitationnelles quoique d’une
amplitude nettement moindre (Kotake et al. 2007; 2009, Marek et al. 2009, Murphy et al. 2009).

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons donné un panorama général de la compréhension théorique
actuelle de l’explosion des étoiles massives en supernovae. Ceci a mis en lumière la grande incer-
titude qui plane sur le mécanisme à l’oeuvre, malgré les nombreux efforts déployés pour son étude.
Une caractéristique commune à tous les mécanismes proposés actuellement est l’importance cru-
ciale de l’asymétrie de l’explosion. Nous avons également décrit un certain nombre d’observations
en accord avec cette conclusion. Ceci démontre la nécessité d’une description multidimensionnelle
complète de la dynamique de l’effondrement du coeur et de son explosion subséquente : cette
thèse s’inscrit dans cette perspective générale d’obtenir une compréhension des phénomènes mul-
tidimensionnels à l’oeuvre. Une description plus détaillée de ceux-ci est donnée dans le chapitre
suivant.

Les nombreux ingrédients en jeu dans le mécanisme rendent difficile la compréhension des
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simulations les plus réalistes. Il devient donc nécessaire de développer des modèles simplifiés
dans lesquels un des phénomènes importants peut être étudié de façon approfondie séparément
du reste. La compréhension profonde de chacun des phénomènes devrait permettre à terme
d’obtenir une compréhension globale et une interprétation des simulations réalistes plus fines.
Dans cette thèse nous adopterons toujours cette approche simplificatrice qui nous poussera à ne
garder dans un premier temps que le minimum d’ingrédients nécessaires au phénomène étudié.

On a également évoqué le fait qu’en présence de rotation rapide le champ magnétique peut être
amplifié très fortement, ce qui est en particulier la base du mécanisme d’explosion magnétique.
Dans le cas d’une rotation modérée ou nulle, ce mécanisme n’est pas effectif et de ce fait le champ
magnétique est généralement négligé. Les effets plus modérés d’un champ magnétique sont ainsi
très peu connus. Un des objectifs de cette thèse sera de combler le vide existant entre d’une
part, le mécanisme magnétique présentant de violents effets magnétiques mais nécessitant une
rotation irréalistement rapide, et d’autre part, les mécanismes purement hydrodynamiques (par
les neutrinos, ou les ondes acoustiques) qui négligent totalement l’effet du champ magnétique.
Ainsi la troisième partie de cette thèse étudiera plusieurs aspects de la dynamique des fluides en
présence d’un champ magnétique modéré.

1.7 Quelques ordres de grandeur

Comme on a pu s’en apercevoir dans les sections précédentes, les phénomènes menant à
une supernova gravitationnelle font intervenir des échelles très diverses d’énergie, de temps, de
distance, de vitesses etc. Il est donc nécessaire d’en connaître les ordres de grandeurs afin de savoir
distinguer les effets importants des effets secondaires. Aussi nous donnons ci-dessous une liste
d’ordres de grandeurs qui devrait permettre de mieux placer dans leur contexte les phénomènes
décrits dans la suite de cette thèse. Bien évidemment tous ces nombres ne doivent pas être pris
comme des estimations précises. Certains peuvent beaucoup varier d’une situation à l’autre, et
d’autres souffrent parfois d’une grande incertitude. Nous essaierons de rendre compte de ceci en
donnant le cas échéant un intervalle de valeurs probables. Les grandeurs seront exprimées dans
les unités communément utilisées dans la littérature, qui correspondent souvent au système cgs.
La conversion dans le système d’unités international peut se faire grâce aux relations suivantes :
1 erg = 10−7 J, 1 g.cm−3 = 106 kg.m−3, 1 G = 10−4 T. Finalement, le symbole M� désigne la
masse du soleil et vaut 1M� = 1.9891× 1030 kg.

Énergie :

– Énergie gravitationnelle libérée : Egrav ∼ 3.1053 erg
– Énergie émise sous forme de neutrinos : Eν ∼ Egrav ∼ 3.1053 erg
– Énergie cinétique de l’explosion : Ekin ∼ 0.1− 10.1051 erg
– Rayonnement électromagnétique : Erad ∼ 1049 erg
– Ondes gravitationnelles : EGW ∼ 1046 − 1050 erg
– Estimation naïve de l’énergie de rotation (PNS de densité constante en rotation uniforme

avec une période P ) :

Erot ∼ 2
5
MR2Ω2 ∼ 1052(P/10ms)2(R/40km)2(M/1.5M�) erg (1.5)

– Estimation naïve de l’énergie magnétique (PNS ayant un champ magnétique uniforme) :

Emag ∼ 4πR3

3
B2

8π
∼ 1051(B/1015G)2(R/40km)3 erg (1.6)
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– Énergie de liaison gravitationnelle des couches externes : ∼ 1049− 1051 erg (fonction crois-
sante de la masse du progéniteur)

Masse :

– Progéniteur sur la séquence principale : M > 8M�
– Coeur de fer : M ∼MCh ∼ 1.4M�
– Étoile à neutron : M ' 1.5M�
– Matière en train de s’accréter entre la PNS et le choc : M ∼ 0.01M�
– Taux d’accrétion pendant la phase de choc en panne : Ṁ ∼ 0.3M�.s−1

– Enveloppe éjectée : M ∼ 1− 20M�
– Masse de Nickel éjectée : 0.07M� dans le cas particulier de 1987A, beaucoup de dispersion

autour de cette valeur.

Densité :

– Densité centrale du coeur de fer : 7.109 g.cm−3

– Opacité aux neutrinos : 4.1011 g.cm−3

– Densité de saturation nucléaire (au delà de laquelle l’interaction forte devient très répul-
sive) : 3.1014 g.cm−3

– Au moment du rebond : 4− 5.1014 g.cm−3

– Phase du choc en panne :
– préchoc ∼ 108 g.cm−3,
– postchoc : ∼ 109 g.cm−3,
– neutrinosphère : 1011 g.cm−3

Longueur :

– Rayon du progéniteur : 106 − 109 km
– Rayon du coeur de fer : 1500− 3000 km
– Rayon de formation du choc : 10 km
– Rayon de stagnation du choc : 150− 200 km
– Rayon de la neutrinosphère : 80 km (peu après le rebond), 40 km (quelques centaines de

millisecondes après)
– Rayon d’une étoile à neutrons froide : 10− 15 km

Temps :

– Durée de vie du progéniteur : quelques millions à quelques dizaines de millions d’années
– Durée de la phase de fusion du silicium en fer : 5-20 jours
– Durée de l’effondrement jusqu’au rebond : 200 ms
– Stagnation du choc : 10− 30 ms après le rebond
– Durée de la phase du choc en panne : probablement entre quelques centaines de millise-

condes et une seconde
– Temps d’accrétion depuis le choc jusqu’à la PNS : 30− 50 ms
– Temps de refroidissement de l’étoile à neutrons (= durée de l’émission de neutrinos) : 10 s
– Maximum d’émission visible : environ 20 jours après explosion
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Vitesse :

– Vitesse de chute libre au dessus du choc : vff ∼ 3.104 km.s−1

– Vitesse sous le choc : vff ∼ 3.103 km.s−1

– Nombre de Mach : préchocM∼ 5, postchoc :M∼ 0.3
– Vitesse du son : sous le choc 1.5× 104 km.s−1, dans la PNS : 105 km.s−1

– Vitesse d’éjection des couches externes : 104 km.s−1

– Vitesse d’éjection de l’étoile à neutrons : 300 km.s−1 en moyenne, jusqu’à 1500 km.s−1

Champ magnétique :

– À la surface d’une étoile massive : jusqu’à quelques kG
– Coeur de fer du progéniteur : très mal connu, estimation de Heger et al. (2005) :B ' 5.109 G
– Pulsar : B ' 1012 G
– Magnétar : B ' 1015 G

Rotation

– Coeur de fer : P ∼ 2− 100 s
– Pulsar à sa naissance : P ∼ 10− 100 ms

État microscopique

– Température au centre du coeur de fer : 1010 K
– Température de la PNS : 1011 K
– Fraction électronique :

– Coeur de fer : Ye ∼ 0.4,
– PNS : Ye ∼ 0.1− 0.3

– Entropie par baryon : coeur de fer s ∼ 1kb
– Énergie moyenne des neutrinos émis : 10− 20 MeV
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2.1 Introduction

Dans le premier chapitre nous avons montré qu’un des ingrédients essentiels pour l’explo-
sion des supernovae semble être le caractère multidimensionnel des mouvements de fluide. Ce
chapitre traite cette dynamique multidimensionnelle plus en détail. Nous nous pencherons en
particulier sur un certain nombre d’instabilités capables de briser la symétrie sphérique initiale
en permettant la croissance de petites perturbations jusqu’à de grandes amplitudes. Nous en
décrirons en particulier l’origine physique et les conséquences pour le mécanisme et la symétrie
de l’explosion. Les différents phénomènes seront traités en commençant par ceux se déroulant
près du centre dans la proto-étoile à neutrons, et en s’éloignant progressivement. Leur répartition
spatiale est illustrée par la Figure 2.1. Celle-ci montre la distribution radiale et temporelle de la
vitesse latitudinale dans une simulation hydrodynamique axisymétrique de Dessart et al. (2006).
On y distingue clairement deux zones fortement turbulentes : la première, autour d’un rayon
de 20 km, correspond à la convection de Ledoux dans la PNS (Section 2.2) ; la deuxième, à un
rayon supérieur à 40 − 80 km (qui correspond à la limite extérieure de la PNS se contractant
avec le temps), est due aux effets combinés de la convection dans la zone de gain (Section 2.5)
et de l’instabilité du choc stationnaire (SASI, Section 2.6). La zone séparant ces deux régions
turbulentes est beaucoup plus calme grâce à l’effet stabilisant de la poussée d’Archimède. On
peut cependant y distinguer (surtout aux temps tardifs) des mouvements de fluide correspondant
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Fig. 2.1 – Vitesse latitudinale vθ en fonction du temps et du rayon, dans la direction équatoriale. Cette
simulation de l’effondrement d’un progéniteur de 11 M� est extraite de Dessart et al. (2006). Les zones
abritant de forts mouvements non radiaux sont visibles en rouge et noir et se détachent clairement des
zones inactives en vert. La région autour d’un rayon de 20 km correspond à la convection dans la proto-
étoile à neutrons décrite dans la Section 2.2, tandis que les mouvements à un rayon supérieur à 40−80 km
sont imputables à la convection dans la région de gain (Section 2.5) et à l’instabilité du choc stationnaire
(Partie 2.6). Les zones centrale (r < 15 km) et intermédiaire (30 km < r < 40−80 km) sont stables mais
peuvent néanmoins exhiber des oscillations correspondant aux modes gravitationnels (modes g) de la PNS
(Section 2.3).

aux modes-g de la PNS (Section 2.3). Dans la Section 2.4, nous décrirons également deux pro-
cessus magnétohydrodynamiques (donc absents de la simulation hydrodynamique précédente)
pouvant provoquer une amplification du champ magnétique. Trois des phénomènes décrits dans
ce chapitre seront considérés dans le Chapitre 8 comme source potentielle d’ondes d’Alfvén : la
convection et les modes-g de la PNS, et enfin SASI.

2.2 Convection dans la proto-étoile à neutrons

2.2.1 Le critère de Ledoux

Epstein (1979) a proposé en premier la présence d’une zone convective dans la PNS, due à un
gradient de composition du fluide nucléaire. Cette composition est caractérisée en particulier par
la fraction leptonique Yl, définie comme le nombre de leptons (électrons, neutrinos électroniques
et leurs antiparticules) par nucléon. Un fluide riche en leptons (donc pauvre en neutrons, Yl
grand) a tendance à être plus léger qu’un fluide pauvre en leptons (Yl petit, riche en neutrons)
car plus de particules légères contribuent à la pression. Ainsi une situation dans laquelle un fluide
riche en neutrons se trouve au dessus d’un fluide plus pauvre en neutrons (donc moins dense pour
une même pression) est instable par une instabilité de type Rayleigh-Taylor. On peut tracer un
parallèle entre cette situation et celle d’une eau salée placée au dessus d’une eau moins salée, où
la teneur en sel joue un rôle similaire à celui de la teneur en neutrons.

En réalité, la stabilité dépend également du gradient d’entropie. Elle est décrite par le critère
de Ledoux, qui utilise la fréquence de Brunt-Väisälä définie par :

N2 = −1
ρ

[(
∂ρ

∂s

)
Yl,p

ds
dr

+
(
∂ρ

∂Yl

)
s,p

dYl
dr

]
dφ
dr
. (2.1)
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Fig. 5.— Montage of radial cuts along the equatorial direction at 50 (black), 100 (blue), 200 (green), and 300 ms (red) past core bounce,
echoing the properties displayed in Figs 2-4 for the baseline model, for the density (top left), temperature (top right), entropy (middle left),
Ye (middle right), radial velocity (bottom left), and Mach number (bottom right).

entropy, low–Ye Region C. Region D also stretches fur-
ther in (down to ∼45 km), at the expense of Region C
which becomes more compressed. This buffer region C
seems to shelter the interior, which has changed more
modestly than region D.

Figure 5 shows radial cuts along the equator for the
four time snapshots (black: 50ms; blue: 100ms; green:
200ms; red: 300ms) shown in Figs. 2-4 for the density
(upper left), temperature (upper right), entropy (mid-
dle left), Ye (middle right), radial velocity (bottom left),
and Mach number (bottom right). Notice how the differ-

ent regions are clearly visible in the radial-velocity plot,
showing regions of significant upward/downward motion
around 20 km (Region B) and above ∼50km (Region D).
One can also clearly identify the Ye trough, whose ex-
tent decreases from 30–90km at 50ms to 30–40km at
300ms. The below-unity Mach number throughout the
inner 50km also argues for little ram pressure associated
with convective motions in those inner regions. Together
with the nearly-zero radial velocities in Regions A and
C at all times, this suggests that of these three regions
mass motions are confined to Region B.

Fig. 2.2 – Profils radiaux de l’entropie (gauche) et de la fraction électronique (droite) dans la proto-étoile
à neutrons, extraits de Dessart et al. (2006). Les différentes couleurs représentent des instants différents :
50 ms après le rebond (noir), 100 ms (bleu), 200 ms (vert), et 300 ms(rouge). La zone située à un rayon
compris entre 10 et 30 km a un gradient de fraction électronique négatif, instable selon le critère de Ledoux,
qui provoque une convection vigoureuse. À l’inverse, le gradient d’entropie est stabilisant.

Le profil de composition et d’entropie est instable par le critère de Ledoux si N2 < 0. Comme
généralement, (∂ρ/∂Yl)s,p < 0 on retrouve que le gradient de fraction leptonique est déstabilisant
si dYl/dr < 0. De façon similaire un gradient d’entropie négatif est déstabilisant car (∂ρ/∂s)Yl,p <
0. Dans une zone autour d’un rayon d’environ 15 km la fraction électronique décroît fortement
vers l’extérieur, comme on peut le voir sur la Figure 2.2 (à droite). Ceci est la cause de violents
mouvements de convection atteignant des vitesses de plusieurs milliers de km.s−1 (Buras et al.
2006, Dessart et al. 2006), formant des cellules de convection d’une taille de quelques kilomètres
à une dizaine de kilomètres que l’on peut voir sur la Figure 2.3. Ces mouvements sont limités
à un intervalle de rayon correspondant aux plus forts gradients de fraction électronique et à un
profil d’entropie relativement plat. Ils ne s’étendent pas jusqu’à la neutrinosphère en particulier
du fait de l’effet stabilisant du gradient d’entropie, ce qui empêche cette convection de Ledoux
d’avoir un effet important sur le flux et l’énergie des neutrinos émis à la neutrinosphère (Buras
et al. 2006, Dessart et al. 2006).

Notons qu’à des temps plus tardifs, le refroidissement de la PNS par diffusion de neutrinos
crée un gradient instable d’entropie et la zone convective pourrait s’étendre jusqu’à englober
l’ensemble de la PNS plus d’une seconde après le rebond (Burrows 1987, Keil et al. 1996). Ceci
est peut être trop tardif pour aider l’explosion elle-même, mais pourrait cependant avoir un
effet sur la nucléosynthèse ainsi que sur le champ magnétique de l’étoile à neutrons formée (voir
Section 2.4.2 pour ce dernier point).

2.2.2 Des instabilités doublement diffusives ?

Le critère de stabilité de la section précédente suppose que l’entropie et la fraction leptonique
d’un élément de fluide sont conservées au cours de son mouvement, et néglige de ce fait la diffusion
de ces quantités due aux neutrinos. Si l’on tient compte de cette diffusion, de nouvelles instabilités
appartenant à la famille des instabilités doublement diffusives peuvent apparaître y compris dans
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Fig. 2.3 – À gauche : Simulation numérique de la
convection dans la proto-étoile à neutrons, extraite
de Dessart et al. (2006). À droite : Schéma extrait
de Bruenn et al. (2004) représentant le principe de
l’instabilité des doigts de sel, très similaire à celui de
l’instabilité des doigts de neutrons.

une situation stable selon le critère de Ledoux. Ces instabilités auraient ainsi le potentiel de se
produire dans un plus grand intervalle de rayon, et peut-être d’atteindre la neutrinosphère. Ainsi
Wilson et Mayle (1988) ont suggéré la présence d’une instabilité dite de « doigts de neutrons »,
dont on peut comprendre le principe par une analogie avec l’instabilité des doigts de sel ayant
lieu dans les océans. Considérons la situation représentée sur la Figure 2.3 où de l’eau chaude
salée se trouve au dessus d’eau froide non salée. L’eau salée étant plus lourde que l’eau douce,
le gradient de composition a un effet déstabilisant. Cependant le gradient de température est
stabilisant, et nous supposerons qu’il est suffisamment fort pour rendre cette situation stable
par le critère de Ledoux. L’instabilité des doigts de sel peut se produire si la diffusion de la
chaleur est plus rapide que la diffusion du sel. Dans ce cas, un élément de fluide chaud et salé
déplacé vers le bas voit sa température s’équilibrer rapidement avec la température plus froide
environnante, mais garde sa salinité plus élevée. Il est donc plus lourd que son environnement
et continue à s’enfoncer dans la région d’eau froide non salée. Le temps de croissance typique
d’une telle instabilité correspond au temps de diffusion de la chaleur. Dans la PNS, la richesse en
neutrons joue le même rôle que la salinité dans les océans, et l’entropie celui de la température.
Ainsi un gradient de fraction leptonique négatif stabilisé par un gradient d’entropie positif, peut
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être instable par l’instabilité des doigts de neutrons si le temps de diffusion de la chaleur est plus
court que le temps de diffusion leptonique. C’est ce qu’avaient proposé Wilson et Mayle (1988)
en se basant sur le fait que l’entropie est diffusée par toutes les saveurs de neutrinos, tandis
que la fraction leptonique n’est diffusée que par les neutrinos électroniques et leur antiparticule.
Cependant Bruenn et Dineva (1996) ont par la suite montré que les temps de diffusion sont en
réalité inversés car l’entropie est transportée principalement par les neutrinos de haute énergie,
qui diffusent moins facilement du fait de leur forte interaction avec la matière, tandis que tous
les neutrinos électroniques diffusent la fraction leptonique de façon égale. Ceci empêche donc
l’instabilité des doigts de neutrons de se produire. Cependant l’étude de Bruenn et al. (2004)
suggère que d’autres instabilités doublement diffusives pourraient se produire, comme des « doigts
de lepto-entropie » et la « semi-convection lepto-entropique ». Le principe de ces deux instabilités
est plus compliqué car il repose sur des termes de diffusion croisés (par exemple un gradient de
fraction leptonique entraînant une diffusion d’entropie) et nous ne les détaillerons pas plus avant.
Notons, simplement que leur description nécessite un calcul détaillé du transport de neutrinos, et
que les simulations numériques n’ont jusqu’ici pas confirmé l’existence de ces instabilités (Buras
et al. 2006, Dessart et al. 2006).

2.3 Excitation des modes-g de la proto-étoile à neutrons

En plus de la turbulence locale provoquée par la convection de Ledoux, la proto-étoile à
neutrons peut exhiber des modes d’oscillation globaux, appelés modes-g. Ceux-ci sont analogues
aux modes d’oscillations des étoiles plus classiques, et sont caractérisés par une force de rappel
d’origine gravitationnelle : la poussée d’Archimède (d’où le g de leur nom). On les distingue
des modes-p, dont la force de rappel est la pression. Les modes-g de la PNS sont stables, aussi
leur amplitude ne pourrait croître si la PNS était isolée. L’accrétion hautement asymétrique et
turbulente due à la présence de SASI et de la convection à l’extérieur de la PNS (voir Section 2.5
et 2.6) peut cependant exciter ces modes. Ceci les fait croître ainsi jusqu’à une amplitude, dont
l’importance reste controversée. Burrows et al. (2006) ont observé que ces modes-g pouvaient at-
teindre de grandes amplitudes lorsqu’ils continuaient leurs simulations jusqu’à des temps tardifs
t > 500 ms. Le mode dominant leurs simulations correspond à une oscillation l = 1, ayant une
période d’environ 3 ms. Ce mode a un seul noeud dans sa structure radiale (où la vitesse change
de signe), qui permet à la PNS de garder son centre de gravité immobile pendant l’oscillation :
le coeur de la PNS se déplace dans une direction, quand ses parties externes se déplacent en sens
opposé. Dans les simulations de Burrows et al. (2006), ces oscillations atteignent une amplitude
correspondant à un déplacement d’environ 3 km, et des vitesses de 5000 à 1000 km.s−1. Le mode
l = 2 ayant une période d’oscillation deux fois plus courte est lui aussi excité, quoiqu’à une
amplitude légèrement moindre, et a d’importantes conséquences pour l’émission d’ondes gravi-
tationnelles (Ott et al. 2006a). Il est intéressant de noter que cette excitation est loin d’être
résonnante puisque la période d’oscillation typique de SASI est de l’ordre de 30 ms, soit dix fois
plus longue que celle du mode-g l = 1.

Une telle amplitude des modes-g a d’importantes conséquences sur la dynamique de l’explo-
sion par l’émission d’ondes acoustiques, comme nous l’avons décrit dans la Section 1.4.2. Weinberg
et Quataert (2008) ont cependant remis en question l’apparition d’une amplitude aussi élevée,
en mettant en lumière un processus non linéaire (l’instabilité paramétrique) ayant le potentiel
de saturer leur croissance à une amplitude bien plus faible. En effet, le mode excité de grande
longueur d’onde radiale (dit le mode "parent") peut se coupler non linéairement à deux modes de
longueur d’onde radiale bien plus petite (dits modes "filles"). Ces modes "filles" ont une longueur
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d’onde trop petite pour être résolue par les simulations numériques actuelles, et sont fortement
amortis par la diffusion des neutrinos. Un transfert efficace d’énergie du mode "parent" vers ces
modes "filles" fortement amortis est capable de saturer son oscillation à une amplitude dix fois
plus faible que celle observée dans les simulations (Weinberg et Quataert 2008).

2.4 Amplification du champ magnétique

2.4.1 L’instabilité magnéto-rotationnelle

La stabilité d’un écoulement en rotation différentielle est très différente en hydrodynamique et
en magnétohydrodynamique. En l’absence d’un champ magnétique, le critère de Rayleigh prédit
qu’un écoulement est instable si le moment cinétique décroît en s’éloignant de l’axe de rotation :
d(r2Ω)dr < 0. Un champ magnétique même faible change dramatiquement cette condition, du
fait de l’apparition de l’instabilité magnéto-rotationnelle (souvent désignée par l’acronyme MRI).
Cette instabilité a été décrite par Velikhov (1959) et Chandrasekhar (1960), et son importance
astrophysique en particulier dans les disques d’accrétion a été reconnue par Balbus et Hawley
(1991). Pour se développer, elle nécessite simplement que la fréquence de rotation décroisse en
s’éloignant de l’axe :

dΩ
dr

< 0, (2.2)

ce qui est bien plus facilement vérifié que le critère de Rayleigh. Pour illustrer son origine phy-
sique considérons le cas d’un écoulement vérifiant la condition 2.2, baignant dans un champ
magnétique aligné avec l’axe de rotation. Prenons deux éléments de fluide reliés par une ligne de
champ magnétique, et déplaçons les légèrement l’un vers l’intérieur, l’autre vers l’extérieur. En
hydrodynamique, chacun conserverait son moment cinétique initial : l’élément intérieur tourne-
rait plus vite, tandis que son compagnon extérieur tournerait moins vite. Cependant, ceci étire la
ligne de champ magnétique qui se comporte alors de façon similaire à un ressort. Elle exerce un
couple négatif (positif) sur l’élément intérieur (extérieur) de sorte qu’il perde (gagne) du moment
cinétique et que les deux éléments de fluide restent en corotation. L’élément intérieur, ralenti de
la sorte, tourne moins vite que son environnement du fait du gradient négatif de la fréquence de
rotation, il ressent donc une force centrifuge moins forte que celle nécessaire à rester en équilibre
et continue à migrer vers l’intérieur. De façon symétrique, l’élément de fluide déplacé vers l’ex-
térieur tourne plus vite que son environnement et continue donc à migrer vers l’extérieur. D’un
point de vue énergétique, la MRI se nourrit de l’énergie disponible dans la rotation différentielle
par rapport à la situation plus basse en énergie de rotation solide. Le champ magnétique rend
cette transition possible en permettant l’échange de moment cinétique.

L’importance potentielle de la MRI dans les supernovae gravitationnelles a été soulignée par
Akiyama et al. (2003). La rotation de la PNS, provenant de celle du coeur de fer par conservation
du moment cinétique, présente en effet un profil différentiel même si le coeur de fer a un profil de
rotation solide (Ω constant), car leurs profils de densité respectifs diffèrent. Ainsi dΩ/dr est positif
au centre de la PNS, et négatif dans son enveloppe externe. La MRI peut donc se développer dans
les couches externes de la PNS. Le taux de croissance du mode le plus instable est comparable à
la période de rotation (e.g. Obergaulinger et al. (2009)). Si celle-ci n’est pas suffisamment courte,
le champ magnétique sera généré trop tard pour avoir un effet sur l’explosion. Si l’on estime que
l’explosion a lieu autour de 500 ms après le rebond, la période de rotation de la PNS doit alors
être au maximum de quelques dizaines à une centaine de millisecondes pour que la MRI ait le
temps d’amplifier le champ magnétique. Ce critère de croissance linéaire est moins restrictif que
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celui nécessaire à ce que l’énergie magnétique extraite de la rotation soit suffisante comme source
d’énergie principale de l’explosion (Équation 1.4). Ceci suggère que le champ magnétique généré
par la MRI pourrait avoir un effet modéré pour des taux de rotation plus réalistes que ceux
nécessaires à une explosion magnétorotationnelle. Un tel effet modéré peut être comparé au rôle
que joue SASI : cette instabilité n’a jamais assez d’énergie cinétique pour créer une explosion,
pourtant son développement influence suffisamment la dynamique pour jouer un rôle important
dans le mécanisme d’explosion.

La longueur d’onde du mode le plus instable est d’autant plus petite que le champ magnétique
initial est faible. Cette longueur d’onde est trop petite pour permettre aux simulations globales
actuelles de résoudre la MRI, à moins de supposer un champ initial très fort. Obergaulinger
et al. (2009) ont pu cependant en effectuer des simulations locales incluant l’effet des gradients
globaux, en particulier d’entropie, et ont appelé ces simulations « semi-globales ». Ils ont ainsi pu
confirmer que la MRI peut convertir une fraction significative de l’énergie de rotation différentielle
en champ magnétique, comme l’avaient supposé Akiyama et al. (2003) pour estimer la force
du champ magnétique résultant. Une rotation rapide du progéniteur peut donc produire un
champ magnétique atteignant une intensité de ∼ 1015 G dans la PNS, suffisante pour affecter la
dynamique de l’explosion.

2.4.2 Une dynamo à l’oeuvre dans la proto-étoile à neutrons ?

Thompson et Duncan (1993) ont suggéré qu’un processus de dynamo peut avoir lieu dans
la PNS et amplifier significativement son champ magnétique. Deux réservoirs d’énergie sont
potentiellement disponibles pour alimenter cette amplification : la rotation différentielle, et les
mouvements convectifs. L’efficacité et les propriétés de la dynamo dépendent fortement de la
vitesse de rotation de la PNS, et en particulier du rapport entre la période de rotation et le temps
typique associé aux mouvements convectifs (le nombre de Rossby). La source de convection la
plus prometteuse est due au gradient négatif d’entropie créé par le refroidissement de la PNS
par diffusion des neutrinos vers l’extérieur, et se déroule approximativement pendant la période
située entre une et dix secondes après le rebond. Thompson et Duncan (1993) estiment que
les cellules de convection ont une taille d’environ 1 km et un temps de retournement de 1 ms.
Si l’étoile à neutrons a une période de rotation aussi courte, alors une dynamo de type α − Ω
similaire à celle se déroulant dans le soleil peut se développer et donner naissance à un champ
dipolaire aussi élevé que ∼ 1015 G, typique d’un magnétar (Duncan et Thompson 1992). Pour des
périodes de rotation plus réalistes de l’ordre de quelques dizaines de millisecondes, la rotation
différentielle joue un rôle nettement moins important. Une dynamo dominée par l’effet de la
convection pourrait cependant se produire, et donner naissance à des structures magnétiques
cohérentes sur la taille d’une cellule convective (1 km). Ainsi, le champ magnétique pourrait
localement atteindre 1014−15 G, mais le champ dipolaire serait nettement plus faible : 1012−13 G.

Notons que le processus de dynamo a lieu sur des échelles de temps significativement plus
longues que celles considérées jusqu’ici (l’épisode convectif durant environ 10 s, soit le temps de
refroidissement de la PNS) et a probablement peu d’effets sur le déclenchement de l’explosion,
à moins de faire des hypothèses extrêmes sur son efficacité (Thompson et Duncan 1993). Si le
champ magnétique créé est suffisamment intense, il devrait cependant permettre de transmettre
l’énergie de rotation de la PNS à l’ejecta, à un temps plus tardif.
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Fig. 2.4 – Simulations numériques, extraites de Foglizzo et al. (2006), montrant la présence de convection
dans la région de gain pour χ = 5 (figure de gauche), et de SASI en l’absence de convection pour χ = 2.5
(figure de droite). La convection est caractérisée par des échelles angulaires de l = 4− 5, tandis que SASI
induit une déformation globale l = 1− 2 du choc d’accrétion.

2.5 Convection induite par le chauffage dû aux neutrinos

Le chauffage dans la région de gain crée un gradient d’entropie négatif instable par le critère de
Ledoux (Bethe 1990, Herant et al. 1992). En effet, grâce au chauffage, l’entropie d’un élément de
fluide augmente entre le moment où il passe le choc et celui où il arrive au rayon de gain. Foglizzo
et al. (2006) ont cependant montré que la présence de ce gradient instable n’est pas suffisante
pour garantir une instabilité convective, du fait de l’effet stabilisant de l’advection. Le critère
gouvernant la stabilité provient d’une comparaison entre le temps d’advection dans la région de
gain et le temps local de flottaison, donné par la fréquence de Brunt-Väisälä ωbuoy ≡

√−N2. Le
rapport de ces temps est décrit par le paramètre :

χ =
∫ rsh

rg

ωbuoy
dr
v
, (2.3)

qui doit excéder la valeur critique de χ > 3 pour que la convection puisse se développer (Foglizzo
et al. 2006). Un tel critère peut s’interpréter qualitativement comme une compétition entre
l’énergie potentielle disponible dans le gradient d’entropie, et l’énergie cinétique de l’écoulement.

Ce résultat est illustré par la Figure 2.4 extraite de Foglizzo et al. (2006), où la convection se
développe dans la simulation de gauche ayant χ = 5, mais pas dans la simulation de droite ayant
χ = 2.5 du fait d’une contraction plus rapide de la PNS (cette dernière simulation montre alors
le développement d’une autre instabilité qui sera décrite dans la section suivante : SASI). Les
modes convectifs les plus instables correspondent aux harmoniques sphériques l = 4 et l = 5 pour
un rayon de gain typique de l’ordre de rg ' rsh/2 (ce qui se traduit par des cellules convectives
presque circulaires délimitées par les rayons de gain et du choc). Les modes à grandes échelles
sont plus difficiles à déstabiliser à cause de l’effet stabilisant de l’advection, ainsi la déstabilisation
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Fig. 2.5 – Simulation numérique axisymétrique de SASI extraite de Blondin et Mezzacappa (2006). SASI
provoque des oscillations du choc le long de l’axe de symétrie, dominées par l’harmonique sphérique
l = 1,m = 0. Celles-ci sont accompagnées d’oscillations de l’entropie (en haut) et de la pression (en bas).
Ce mode axisymétrique est souvent décrit par le terme anglo-saxon de « sloshing mode ».

convective du mode l = 1 nécessite χ & 6 (Foglizzo et al. 2006). C’est la raison pour laquelle la
convection visible sur la gauche de la Figure 2.4 n’induit pas de déformation du choc à grande
échelle angulaire, contrairement à SASI sur la figure de droite. La convection peut avoir un rôle
important dans le mécanisme d’explosion en aidant le chauffage des neutrinos (bien que ceci ne
semble pas suffisant à deux dimensions, voir Section 1.4.1), mais elle semble moins prometteuse
comme source d’asymétrie globale de l’explosion. Il reste cependant possible qu’elle induise une
certaine asymétrie globale si la région de gain est très étendue, ou par des processus non linéaires
si la convection est suffisamment violente (Fernández et Thompson 2009a).

2.6 L’instabilité du choc stationnaire (SASI)

L’instabilité du choc stationnaire a été découverte récemment par Blondin et al. (2003) et
baptisée SASI, acronyme dont la signification varie selon les auteurs autour de Stationary (ou
encore Standing, Spherical) Accretion Shock Instability. Elle se caractérise par des oscillations du
choc d’accrétion avec une période relativement longue de l’ordre de 30− 50 ms (Figure 2.5). Ces
oscillations brisent la symétrie sphérique, créant ainsi de violents mouvements non radiaux de
fluide sous le choc. Elle pourrait être confondue (et l’a peut être été avant 2003) avec la convection
décrite dans la partie précédente car ces deux instabilités se déroulent entre le choc et la proto-
étoile à neutrons. SASI se distingue cependant très nettement de la convection par le fait qu’elle
peut se produire en l’absence de chauffage par les neutrinos, comme c’est le cas dans le modèle
simplifié étudié par Blondin et al. (2003). Une caractéristique essentielle de SASI est qu’elle induit
une asymétrie globale, car le choc est déformé sur de grandes échelles angulaires. Ainsi le mode
de SASI le plus instable correspond généralement aux harmoniques sphériques l = 1 ou l = 2
(Figures 2.4 et 2.5). Ceci a des conséquences fondamentales sur la géométrie de l’explosion qui
peut montrer un caractère dipolaire très marqué, comme on a pu le voir dans le chapitre précédent
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Mécanisme purement acoustiqueCycle advectif-acoustique

Fig. 2.6 – Illustration du principe des deux mécanismes proposés pour expliquer SASI (extrait de Foglizzo
et al. (2009)). Le cycle advectif-acoustique (figure de gauche) est composé de deux étapes de couplage
entre une onde advectée (représentée par une flèche circulaire) et une onde acoustique montante (flèche
ondulée). Ces deux couplages ont lieu au choc et dans une zone de forts gradients proche de la surface
de la PNS. Le mécanisme purement acoustique (figure de droite) suppose une amplification de l’onde
acoustique lorsqu’elle est réfléchie par le choc.

(voir les Figures 1.3 et 1.4), et pourrait ainsi expliquer les nombreuses observations suggérant
une explosion asymétrique sans nécessiter la présence de jets magnétiques (Section 1.5). Dans la
suite de cette section nous exposerons les mécanismes proposés pour expliquer l’origine physique
de cette instabilité, puis nous discuterons de façon plus détaillée certaines de ses conséquences.

2.6.1 Quel mécanisme est à l’origine de SASI ?

Blondin et al. (2003) ont attribué l’instabilité qu’ils observaient dans leurs simulations à un
cycle advectif-acoustique entre le choc et une zone de forte décélération proche de la surface de
la proto-étoile à neutrons (Figure 2.6, à gauche). Un tel mécanisme d’instabilité a été proposé
pour la première fois dans un contexte astrophysique par Foglizzo et Tagger (2000) dans le cas
d’un écoulement d’accrétion supersonique sur un trou noir. Il a été ensuite appliqué à l’étude
de SASI en particulier par Foglizzo et al. (2007). Ce cycle peut-être décomposé en deux étapes
de couplage : lorsqu’une onde acoustique heurte le choc, elle le perturbe et crée ainsi une onde
composée d’entropie et de vorticité (la vorticité est définie mathématiquement comme le rota-
tionnel du champ de vitesse : w = ∇× v, et correspond qualitativement à la quantité de rotation
locale) ; cette onde d’entropie-vorticité est emportée par le fluide (on dit qu’elle est advectée) et,
lorsqu’elle passe dans une zone de forts gradients, elle crée une onde acoustique qui se propage
vers le choc et clôt ainsi le cycle. Un tel cycle est instable si l’onde acoustique a une amplitude
plus élevée à la fin du cycle qu’à son début.

Rentrons maintenant plus en détail dans chacun des couplages afin d’en comprendre l’origine
physique. Qu’une onde acoustique fasse osciller un choc peut paraître intuitif, car elle consiste
en une suite de surpressions et de dépressions qui auront respectivement tendance à pousser et
à attirer le choc. Maintenant, pourquoi cette oscillation du choc crée-t-elle une onde d’entropie-
vorticité ? L’entropie du gaz passant à travers un choc augmente d’une quantité qui est une
fonction croissante de la vitesse relative de ce choc par rapport au fluide en amont. Les oscillations
du choc perturbent cette vitesse relative, ce qui explique que l’entropie soit perturbée. Ainsi
pendant la demi-période où le choc se propage vers le haut, sa vitesse relative au fluide en amont
est plus grande et il crée donc plus d’entropie que dans son état stationnaire (Figure 2.7, en haut).
Au contraire, lorsqu’il descend, il a une vitesse relative plus faible et crée moins d’entropie. Les
oscillations du choc créent donc des oscillations de la valeur de l’entropie sous le choc, qui sont
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Fig. 2.7 – Représentation schématique de la création d’une onde d’entropie-vorticité par les oscillations
du choc. Le mode d’oscillation stationnaire représenté est l’analogue plan du mode axisymétrique illus-
tré par la Figure 2.5 (l’analogue des modes spiraux serait une onde propagative). La moitié supérieure
représente les oscillations du choc et les conditions de vitesse et d’entropie sous le choc. La moitié infé-
rieure représente les profils radiaux d’entropie et de vitesse transverse, associés aux ondes d’entropie et
de vorticité créées par ces oscillations.

advectées par le fluide et forment une onde d’entropie (Figure 2.7, en bas à gauche). La vorticité
provient quant à elle de la déformation du choc plutôt que de sa vitesse. Ainsi une oscillation
radiale perturbe l’entropie mais ne produit pas de vorticité. Lorsque le choc est incliné par rapport
à l’horizontale, le fluide en aval est dévié dans une direction transverse (Figure 2.7, en haut).
Au cours d’une oscillation, l’inclinaison change de direction, ainsi la vitesse transverse change de
signe et on obtient une onde de cisaillement contenant la vorticité (Figure 2.7, en bas à droite).

Venons en maintenant au deuxième processus de couplage : Pourquoi l’onde d’entropie-
vorticité crée-t-elle une onde acoustique ? Dans un écoulement uniforme l’onde d’entropie-vorticité
est simplement advectée par le fluide sans se coupler aux ondes de pression. Le couplage créant
le feedback acoustique nécessite ainsi la présence d’une zone de gradients. On peut comprendre
qualitativement l’émission d’une onde acoustique par une perturbation d’entropie dans le cas
d’un écoulement compressé de façon adiabatique (Figure 2.8, à gauche). En effet, dans un gaz
parfait adiabatique l’entropie relie la pression à la densité (par l’intermédiaire de la constante
K dans la relation P = Kργ). Lorsqu’il est compressé, un élément de fluide ajuste sa densité
d’une façon qui dépend de son entropie. Ainsi, si son entropie est perturbée par rapport à son
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Fig. 2.8 – Représentation schématique du feedback acoustique créé par une onde d’entropie-vorticité. A
gauche, une perturbation d’entropie est advectée dans une tuyère compressant le fluide de façon adiaba-
tique. La compression de cette inhomogénéité d’entropie crée une onde acoustique. A droite, l’advection
d’un vortex dans une zone de décélération perturbe l’équilibre de pression, créant ainsi une onde acous-
tique.

environnement, cet élément de fluide s’ajuste à une compression de façon différente du fluide qui
l’entoure (en se compressant plus, ou moins, selon le signe de sa perturbation d’entropie). Ceci
perturbe donc l’équilibre de pression et provoque l’émission d’une onde acoustique. La création
d’une onde acoustique par l’advection d’un vortex dans une zone de décélération est représentée
sur la partie de droite de la Figure 2.8. Le vortex perturbe en effet l’équilibre de pression par sa
structure transverse qui met en contact des régions de pressions différentes.

Foglizzo (2009) a pu expliquer plusieurs caractéristiques fondamentales de SASI à l’aide
d’un modèle jouet très simple représentatif du cycle advectif-acoustique (celui-ci sera décrit
dans le Chapitre 4). En particulier, pourquoi s’agit-il d’une instabilité non radiale ? Les modes
transverses sont plus instables que les modes radiaux grâce à deux phénomènes. D’une part seuls
les modes transverses créent une onde de vorticité, qui contribue à créer un feedback acoustique
plus fort. D’autre part le cycle entropique-acoustique en lui-même est plus efficace en présence
d’une structure transverse. Pourquoi SASI est-elle dominée par les modes à grandes échelles et à
basses fréquences ? Le fait que les modes de basse fréquence soient plus instables est lié à la taille
de la zone de gradients où le feedback acoustique est créé. Dans le modèle jouet, cette taille peut
être variée de manière paramétrique, ce qui a permis à Foglizzo (2009) de montrer qu’une zone de
gradients étendue diminue l’efficacité du feedback acoustique des modes de haute fréquence. En
effet, si la longueur d’onde verticale de l’onde advectée est plus petite que la taille des gradients
(ce qui est le cas à haute fréquence), les signaux acoustiques générés par les différentes parties
de cette onde ne sont pas en phase et interfèrent destructivement. De ce fait, seuls les modes de
basse fréquence sont capables de générer efficacement un feedback acoustique. La prédominance
des modes à grande échelle est une conséquence indirecte de cette basse fréquence. En effet, un
mode de basse fréquence ayant une petite longueur d’onde transverse a une structure acoustique
verticale évanescente (c’est à dire que l’amplitude de l’onde diminue en se propageant), ce qui
empêche un feedback acoustique efficace.
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Blondin et Mezzacappa (2006) ont proposé un autre mécanisme comme explication possible
de SASI, illustré sur la Figure 2.6 à droite. Il s’agit d’un mécanisme purement acoustique où
la croissance des oscillations est due à une amplification de l’onde acoustique lorsqu’elle est
réfléchie par le choc. L’origine (et même l’existence) d’une telle amplification n’est pas très
clairement établie à ce jour. La distinction entre les mécanismes proposés pour expliquer SASI
a fait l’objet d’un débat dans la littérature, dont les principaux arguments seront présentés
dans le chapitre 4. Dans ce même chapitre nous proposerons un argument nouveau utilisant la
fréquence d’oscillation des modes instables, qui nous permettra d’exclure le mécanisme purement
acoustique et de confirmer la viabilité du mécanisme advectif-acoustique.

2.6.2 Discussion des conséquences de SASI

Dans le Chapitre 1, nous avons décrit un certain nombre de conséquences de SASI. La plus
importante d’entre elles est peut être son rôle dans le mécanisme d’explosion, où SASI intervient
de deux façons : elle aide le chauffage par les neutrinos d’une façon qui peut s’avérer décisive
au succès de l’explosion par le chauffage des neutrinos (Section 1.4.1) ; elle excite les mode-g de
l’étoile à neutrons (Section 2.3) ce qui constitue la première brique du mécanisme d’explosion
acoustique (Section 1.4.2). Beaucoup d’autres conséquences de SASI proviennent de sa capacité
à créer une asymétrie globale. Des observations ont détecté la présence d’une telle asymétrie
globale par spectropolarimétrie (Section 1.5.2), et grâce au profil particulier de la raie d’oxy-
gène (Section 1.5.3). Cette asymétrie globale a également un effet sur le mélange des éléments
dans les phases plus tardives de l’explosion. Kifonidis et al. (2006) ont en effet montré grâce à
des simulations axisymétriques que le mélange des éléments est significativement plus rapide si
l’explosion a une asymétrie globale (créée par SASI dans leurs simulations), que si sa géométrie
est quasiment sphérique lors du déclenchement de l’explosion. Le mélange plus rapide provoqué
par l’asymétrie permet d’améliorer nettement l’accord des simulations avec les observations de
la supernova 1987A. Notons que ces conséquences de l’asymétrie de l’explosion pourraient aussi
bien être expliquées par SASI que par une explosion par des jets magnétiques. Le kick des étoiles
à neutrons (Section 1.5.4) est une autre conséquence liée à l’asymétrie de l’explosion, qui est cette
fois fondamentalement liée au caractère l = 1 de cette asymétrie. Ce kick peut être beaucoup plus
certainement lié à SASI que les conséquences décrites ci-dessus, car une explosion magnétique a
seulement un caractère l = 2 et ne crée donc pas de kick similaire. Dans la suite de cette section,
nous nous concentrerons donc plus particulièrement sur l’effet de SASI sur le kick, et également
sur la rotation de l’étoile à neutrons créée. Nous discuterons en particulier de la différence de
dynamique en 2 et en 3 dimensions.

Scheck et al. (2006) ont montré que le kick est principalement dû à l’attraction gravitationnelle
exercée par la matière ayant une distribution asymétrique, pendant les quelques secondes suivant
le déclenchement de l’explosion. L’effet hydrodynamique directement dû aux oscillations de SASI,
et l’émission asymétrique de neutrinos jouent un rôle sous dominant dans leurs simulations. La
dynamique très non linéaire donne un caractère stochastique à la géométrie finale de l’explosion
qui semble en mesure d’expliquer la grande dispersion de la vitesse à laquelle l’étoile à neutrons
est propulsée. Ainsi les configurations les plus asymétriques provoquent des vitesses d’éjection
de l’ordre de 1000 km.s−1 en accord avec les kicks les plus élevés observés. Les configurations
ayant une asymétrie globale moins prononcée donnent lieu aux kicks plus modérés de l’ordre de
la centaine ou de quelques centaines de km.s−1.

Ces résultats reposent cependant sur des simulations supposant une symétrie autour d’un
axe, qui impose la direction du kick. La dynamique pleinement tridimensionnelle pourrait être
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continuously in the same direction around the circumference of
the accretion shock rather than bouncing back and forth from
pole to pole. The similarity of the sloshing and spiral modes is
illustrated in Figure 3. In both cases the maximum pressure oc-
curs at, or near, the most extended region of the accretion shock.
In the case of the spiral mode, the high-pressure region is dis-
placed slightly in the direction of propagation of the SASI wave
(toward the top of the plot). In both modes the nonradial velocity
is created by a combination of the shock obliquity and the local
pressure gradient. These two effects combine to drive flow away
from the most extended region of the shock.

Within the context of the two-dimensional geometry of these
simulations, the sloshing mode can be thought of as a linear

combination of two spiral waves moving in opposite directions.
This is illustrated by the last image in Figure 3, where we have
taken the data from a spiral mode and added it to a flipped ver-
sion of itself (switch the direction of ! and changed the sign of
the !-velocity). The result looks remarkably like the data from a
simulation dominated by a sloshing mode. This decomposition
does not directly carry over to the realistic case of a 3D spherical
shock, but the close relationship of these twomodes still exists in
3D. The sloshingmode is an acoustic wave that propagates along
a symmetry axis from pole to pole, while the spiral mode is a sim-
ilar acoustic wave that propagates continuously around an axis.
As in Paper II, we quantify the growth of these linear modes

by tracking the amplitude of perturbed quantities such as the

Fig. 2.—Evolution of them ¼ 1 spiral mode of the SASI is illustrated here in a sequence of images from a simulation with r" ¼ 0:3Rs. The top row shows the angular
component of the velocity, with black corresponding to clockwise rotation and red to counterclockwise. The bottom row shows the gas pressure, with blue (white)
representing values higher ( lower) than equilibrium. We have removed the strong radial dependence of the equilibrium pressure profile by plotting Pr 4.

Fig. 3.—Comparison of the spiral (left ) and sloshing (center) modes of the SASI. The last image is constructed by adding the spiral wave to a mirror image of itself,
illustrating the relationship between the spiral and sloshing modes. These images are displayed in r-! coordinates, with the left edge corresponding to the surface of the
accreting star and the right wavy edge corresponding to the accretion shock. The supersonic inflow approaches the accretion shock horizontally from the right. The
postshock flow is represented by velocity vectors colored by the !-component of velocity. The background gray scale depicts the normalized pressure, Pr 4, and the flow
vectors are colored by the angular velocity.
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Fig. 2.9 – Simulation numérique d’un mode spiral de SASI dans le plan équatorial, extraite de Blondin et
Shaw (2007). La ligne du haut représente la vitesse azimutale, les couleurs noire et rouge correspondant
respectivement à une rotation dans le sens horaire et dans le sens antihoraire. La ligne du bas illustre la
pression, le bleu représentant une surpression et le jaune une sous-pression comparé à l’état d’équilibre.

notablement différente. Blondin et Mezzacappa (2007) ont effectué des simulations 3D d’un
modèle de SASI très simplifié, et ont observé que la dynamique était dominée par un mode non
axisymétrique spiral l = 1,m = 1. La Figure 2.9 illustre la structure d’un tel mode dans le plan
équatorial, dans le cas d’un mode tournant dans le sens horaire. Du point de vue de leur croissance
linéaire (lorsque leur amplitude est faible) ce mode et le mode axisymétrique de la Figure 2.5, sont
très semblables : ils proviennent du même mécanisme d’instabilité et ont exactement le même
taux de croissance en l’absence de rotation (Foglizzo et al. 2007). Ainsi Blondin et Shaw (2007)
ont montré que le mode axisymétrique peut être obtenu en superposant deux modes spiraux se
propageant dans des sens opposés (m = ±1). En l’absence de rotation, la prédominance d’un
seul mode spiral est loin d’être un résultat trivial car dans leur phase linéaire les trois modes
l = 1 (m = −1, 0, 1) croissent à la même vitesse. Notons de plus que ce résultat n’est pas encore
fermement établi puisqu’il n’a pas été confirmé par l’étude de Iwakami et al. (2008). La situation
est plus claire en revanche lorsque le coeur en effondrement est en rotation. En effet, Yamasaki et
Foglizzo (2008) ont montré à l’aide d’une analyse perturbative que la rotation accélère fortement
la croissance du mode spiral se propageant dans le même sens qu’elle, tandis qu’elle stabilise
l’autre mode spiral. Ceci est en accord avec les simulations de Blondin et Mezzacappa (2007) et
Iwakami et al. (2009), qui observent que le mode spiral tournant avec la rotation domine.

La prédominance d’un mode spiral a des conséquences importantes sur la distribution du
moment cinétique. Ainsi Blondin et Mezzacappa (2007) ont montré que ce mode spiral était
capable de créer un écoulement rotationnel même en l’absence de rotation initiale. En effet du
moment cinétique correspondant au même sens de rotation que le mode spiral s’accumule sous le
choc, tandis que la matière s’accrétant sur la PNS porte un moment cinétique de signe opposé.
Ce moment cinétique pourrait même être suffisant pour expliquer la rotation du pulsar formé
lors de l’explosion sans nécessiter de rotation initiale du coeur de l’étoile. Dans le cas d’un coeur
en rotation, cet effet est capable d’inverser le signe du moment cinétique accrété, et pourrait
dominer la rotation finale du pulsar.

Outre ces effets spectaculaires sur la rotation de l’étoile à neutrons, la présence d’un mode
spiral devrait également influencer son kick, d’une façon qui reste encore à déterminer. Quelle
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est l’influence de la dynamique tridimensionnelle sur l’amplitude du kick ? Iwakami et al. (2008)
ont observé qu’à trois dimensions SASI se répartit sur plus de modes que dans une simulation
axisymétrique (car les modes non-axisymétriques sont également excités), mais que chacun des
modes a une amplitude de saturation moindre. Ceci suggère que l’amplitude du kick pourrait
être diminuée par rapport aux simulations axisymétriques de Scheck et al. (2006). Cependant ce
résultat reste à confirmer et pourrait être remis en question si un seul mode domine comme le
suggèrent Blondin et Mezzacappa (2007).

Quelle est l’influence de la rotation sur l’amplitude du kick ? Le plus fort taux de croissance
du mode spiral en présence de rotation (Yamasaki et Foglizzo 2008) pourrait suggérer une plus
grande amplitude du mode spiral et donc un kick plus élevé, ce que confirment les simulations
numériques de Iwakami et al. (2009). Cependant, la relation entre le taux de croissance et l’am-
plitude finale d’un mode de SASI n’est pas évidente, et ce problème pose la question plus générale
de comprendre ce qui fixe l’amplitude de saturation de SASI. Cette question est complexe car
elle concerne la dynamique non linéaire difficile à étudier analytiquement, aussi à ce jour seules
les simulations numériques permettent d’apporter une réponse. Une description physique des
processus menant à la saturation serait cependant souhaitable car elle permettrait notamment
de mieux comprendre l’effet des différents ingrédients. Nous nous attellerons à ce problème dans
le Chapitre 5 de cette thèse.

Quelle est la relation entre la direction du kick et l’axe de rotation du pulsar ? Que la rotation
du pulsar provienne de celle du progéniteur ou de l’effet de SASI, on s’attend à ce que l’axe du
mode spiral coïncide avec l’axe de rotation. L’amplitude du mode spiral étant maximale dans
le plan équatorial, le kick devrait avoir une direction perpendiculaire à l’axe de rotation. Ceci
est en contradiction avec les observations qui semblent au contraire indiquer un alignement (voir
Section 1.5.4), et pourrait constituer un problème pour le mécanisme de kick induit par SASI.

Pour finir, notons que SASI pourrait également avoir une influence sur le champ magnétique
du pulsar. En effet, Endeve et al. (2010) ont effectué des simulations numériques de SASI en
présence d’un champ magnétique initial faible, et ont montré que l’écoulement turbulent créé par
SASI est capable d’amplifier fortement ce champ magnétique. De façon symétrique on pourrait
se demander quelle influence un champ magnétique plus fort a sur la dynamique de SASI. Nous
nous pencherons sur cette question dans le Chapitre 7 de cette thèse.

2.7 Conclusion

Ce chapitre a illustré la richesse des phénomènes hydrodynamiques se déroulant pendant
l’effondrement du coeur. Plusieurs instabilités se développent et affectent la dynamique en par-
ticulier en brisant la symétrie sphérique initiale. Parmi elles, l’instabilité du choc stationnaire
(SASI) joue un rôle particulièrement important pour le mécanisme d’explosion, mais aussi pour
induire une asymétrie globale de celle-ci. Cette asymétrie a d’importantes conséquences poten-
tielles en particulier sur le kick et la rotation de l’étoile à neutrons formée lors de l’effondrement.
Du fait de sa découverte relativement récente, beaucoup de questions fondamentales sur la na-
ture et les conséquences de SASI restent ouvertes. Dans la deuxième partie de cette thèse, nous
nous attellerons à deux de ces questions. Le Chapitre 4 étudie la phase linéaire de SASI afin
de s’attaquer à la question toujours débattue du mécanisme à l’origine de la croissance de cette
instabilité. Nous nous pencherons ensuite sur sa phase non linéaire, et proposerons dans le Cha-
pitre 5 un mécanisme à même de stopper sa croissance au delà d’une certaine amplitude. Ceci
nous permettra de donner une estimation explicite de l’amplitude de saturation non linéaire de
SASI.
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Nous avons également décrit deux processus provoquant une forte amplification du champ
magnétique. L’influence d’un champ magnétique sur le reste de la dynamique reste cependant
très peu connu, en particulier dans le régime où la rotation n’est pas suffisamment rapide pour
provoquer une explosion magnétique. Ce sera la thématique de la troisième partie de cette thèse.
Nous commencerons par étudier dans le Chapitre 7 l’influence d’un champ magnétique sur SASI.
Dans le Chapitre 8, nous décrirons ensuite un phénomène qui n’a jamais été considéré dans le
contexte des supernovae gravitationnelles. Il s’agit de l’amplification d’ondes d’Alfvén à proximité
d’une surface singulière nommée surface d’Alfvén, où la vitesse de propagation de ces ondes égale
la vitesse d’advection. Trois des phénomènes décrits dans ce chapitre seront considérés comme
source potentielle de ces ondes d’Alfvén : la convection dans la proto-étoile à neutrons, les modes-g
de cette même proto-étoile à neutrons, et enfin SASI.
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3.1 Introduction

Ce chapitre détaille les méthodes qui seront utilisées dans la suite de cette thèse pour l’étude
de différents phénomènes hydrodynamiques et magnétohydrodynamiques. Dans ces études,

nous viserons une compréhension physique la plus fine possible des phénomènes considérés, et,
pour le besoin de cette cause, nous délaisserons la recherche d’une description réaliste. En consé-
quence, notre approche sera d’adopter initialement un modèle aussi simplifié que possible en
n’incluant que les ingrédients essentiels à la physique du phénomène étudié, afin de pouvoir le
décrire dans sa forme la plus simple. On pourra par la suite étudier la façon dont ce phénomène
est modifié dans une situation plus réaliste en incluant, un par un, des ingrédients supplémen-
taires. La Section 3.2 rappelle les équations classiques de la MHD et décrit les simplifications
qui seront faites en particulier pour la description de l’équation d’état, du transfert de chaleur
par les neutrinos, et de la gravité. Les deux sections suivantes décrivent les deux techniques qui
seront utilisées pour résoudre ces équations. L’analyse perturbative (Section 3.3) permet sou-
vent d’atteindre une compréhension profonde du mécanisme physique, mais a en contrepartie un
champ d’application limité à des perturbations d’amplitude infiniment faible sur un écoulement
stationnaire. Les simulations numériques (Section 3.4) ne souffrent pas d’une telle limitation et
permettront d’étudier les phénomènes non linéaires échappant à l’analyse perturbative, cependant
elles ne permettent pas toujours de comprendre le mécanisme à l’oeuvre. Ces deux techniques
sont donc très complémentaires, et nous essaierons d’exploiter au maximum les avantages de
chacune d’entre elles pour en extraire le maximum d’informations physiques.
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3.2 Équations de la (magnéto)hydrodynamique

On fera l’hypothèse que le fluide est collisionnel, ce qui est très justifié dans le contexte des
supernovae car la densité est gigantesque, et ionisé ce qui est là encore justifié car la température
est très élevée. On peut alors se placer dans le cadre de la magnétohydrodynamique (ou de
l’hydrodynamique si l’on néglige l’effet du champ magnétique). L’équation de conservation de la
masse s’écrit :

∂ρ

∂t
+∇.(ρv) = 0, (3.1)

où ρ est la densité et v la vitesse du fluide. Dans toute la suite les quantités vectorielles seront
noté en gras. L’équation traduisant la conservation de la quantité de mouvement pour un fluide
magnétisé peut s’écrire de la façon suivante (ici sous forme non conservative) :

ρ

(
∂v
∂t

+ (v.∇)v
)

= −∇P − ρ∇Φ + ρν∇2v +
(∇×B)×B

µ0
, (3.2)

où le membre de droite est l’ensemble des forces volumiques s’exerçant sur le fluide dues respec-
tivement au gradient de pression (notée P ), à la gravité décrite par le potentiel gravitationnel Φ,
à la viscosité cinématique ν, et à la force de Lorentz j×B, où j est le vecteur densité de courant
et B est le champ magnétique (ces quantités électromagnétiques sont exprimées dans les unités
du système international). La force de Lorentz a été réécrite de manière à ne faire intervenir
que le champ magnétique (comme il est généralement fait en MHD) en utilisant l’équation de
Maxwell-Ampère :

∇×B = µ0

(
j + ε0

∂E
∂t

)
' µ0j, (3.3)

où l’on a négligé le courant de déplacement de Maxwell (le terme faisant intervenir le champ
électrique E) car on se place dans la limite de la MHD non relativiste où les mouvements du gaz
sont très lents devant la vitesse de la lumière. La force de Lorentz peut être réécrite de façon à
faire apparaître deux termes qui ont une interprétation physique intuitive :

(∇×B)×B
µ0

= −∇
(
B2

2µ0

)
+

(B.∇) B
µ0

. (3.4)

Le premier terme peut s’interpréter comme une force due à une pression magnétique :

Pmag =
B2

2µ0
, (3.5)

qui tend à s’opposer à la compression des lignes de champ magnétiques. Le deuxième terme quant
à lui correspond à une force de tension magnétique qui s’oppose aux déformations des lignes de
champ et tend à les rendre rectilignes. Cette décomposition est pratique pour l’interprétation
physique de certains résultats, notons cependant qu’elle n’a pas beaucoup de sens dans la direction
parallèle au champ magnétique où la force de Lorentz est strictement nulle bien que les deux
composantes ne le soient pas (elles se compensent exactement).

Afin de clore le système d’équations hydrodynamiques, il faut ensuite obtenir la valeur de
la pression. Ceci nécessite de connaître l’équation d’état reliant la pression aux variables décri-
vant l’état microscopique du fluide (densité, température, composition décrite ici en particulier
par la fraction électronique) et de décrire l’évolution de cet état microscopique. Pour ce faire
il faut en principe être capable de calculer le transport d’énergie (qui dans les supernovae se
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fait par l’interaction avec les neutrinos) ainsi que les réactions chimiques ou nucléaires affectant
la composition. Ceci va bien au delà du niveau de réalisme que nous recherchons, et nous nous
contenterons d’hypothèses simplificatrices permettant de clore le système de manière approxima-
tive. Ainsi dans l’ensemble de cette thèse nous supposerons que le fluide se comporte comme un
gaz parfait d’indice adiabatique γ que l’on prendra généralement égal à la valeur attendue pour
un gaz de fermion dégénéré et relativiste : γ = 4/3. Ceci est relativement justifié dans les régions
peu denses (proches du choc) où la pression est dominée par une combinaison de la pression
de dégénérescence des électrons et positrons et de la pression radiative (Janka 2001), mais l’est
nettement moins dans les régions approchant de la densité nucléaire où l’équation d’état se raidit.
Dans le cas le plus simple on supposera ensuite une évolution adiabatique, c’est à dire que l’on
négligera tout transfert de chaleur. Dans ce cas l’entropie d’un élément de fluide est conservée,
et l’on définit une entropie adimensionnée de la façon suivante :

S ≡ 1
γ − 1

log
(
P

ργ

)
. (3.6)

A partir de cette formule, on retrouve bien que la conservation de l’entropie est équivalente à
la conservation de la quantité P/ργ . Pour un peu plus de réalisme, on modélisera parfois le
transfert de la chaleur par une fonction de refroidissement volumique dépendant de la densité et
de la pression : L(ρ, P ). Dans ce cas l’évolution de l’entropie est décrite par l’équation suivante :

∂S

∂t
+ (v.∇)S =

L
P
. (3.7)

Pour nos études hydrodynamiques, on utilisera beaucoup une réécriture de l’Équation (3.2)
faisant intervenir l’invariant de Bernoulli défini par :

b ≡ v2

2
+

c2

γ − 1
+ Φ, (3.8)

où c est la vitesse du son qui pour un gaz parfait s’écrit :

c =
(
γP

ρ

)1/2

. (3.9)

La définition de l’entropie (Équation (3.6)) permet d’établir la relation suivante :

∇P
ρ

= ∇
(

c2

γ − 1

)
− c2

γ
∇S. (3.10)

Celle-ci permet de réécrire l’Équation (3.2) de façon à faire apparaître l’invariant de Bernoulli
(en négligeant ici le champ magnétique et la viscosité) :

∂v
∂t

+∇
(
v2

2
+

c2

γ − 1
+ Φ

)
=
c2

γ
∇S −w × v, (3.11)

où w ≡ ∇× v est la vorticité. Cette forme de l’équation d’Euler permet de retrouver la conser-
vation de l’invariant de Bernoulli le long des lignes de courant pour un écoulement stationnaire,
irrotationnel, adiabatique et inviscide.

Enfin la clôture du système d’équations de la MHD nécessite la description de l’évolution du
champ magnétique, qui découle de l’équation de Maxwell-Faraday :

∂B
∂t

= −∇×E. (3.12)
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Afin de connaître la valeur du champ électrique, on utilise la loi d’Ohm sous sa forme locale :

j = σ (E + ve ×B) , (3.13)

où σ est la conductivité du plasma, et où ve est la vitesse des électrons que l’on supposera
toujours égale à la vitesse d’ensemble du fluide v. Relaxer cette hypothèse ferait apparaître un
terme de Hall et un terme de diffusion ambipolaire que l’on peut négliger car le plasma est dense
et totalement ionisé. En combinant les Équations (3.3), (3.12) et (3.13), on obtient l’équation
d’induction :

∂B
∂t

= ∇× (v ×B) + η∆B, (3.14)

où la résistivité est définie par η ≡ 1/(σµ0). Le membre de droite de cette équation signifie qu’une
variation locale de l’intensité du champ magnétique peut être provoquée par un mouvement du
fluide qui a tendance à emporter le champ magnétique avec lui (premier terme), ou par la
diffusion du champ magnétique sous l’effet de la résistivité (deuxième terme). Dans la plupart
des applications astrophysiques, la résistivité et la viscosité sont extrêmement faibles et on peut
les supposer nulles : c’est le régime de la MHD idéale. Dans ce régime les lignes de champ
magnétique sont alors gelées dans la matière. Nous nous placerons généralement dans ce cadre
à l’exception du Chapitre 8 où il devient nécessaire de les prendre en compte sous peine de faire
apparaître une singularité.

Une contrainte additionnelle vient de l’équation de Maxwell-Gauss qui impose que la diver-
gence du champ magnétique s’annule en tout point et à tout instant :

∇.B = 0. (3.15)

3.3 Analyse perturbative

3.3.1 Principe général

Une analyse perturbative consiste en l’étude de l’évolution de perturbations de faible am-
plitude sur un écoulement initialement stationnaire. Toutes les variables décrivant le système
(densité, pression, vitesse, le cas échéant champ magnétique) sont alors écrites sous la forme :
A = A0 + δA, où A0 est la valeur de A dans l’écoulement stationnaire et δA est une perturba-
tion que l’on suppose arbitrairement faible : δA � A0. Cette supposition permet de simplifier
considérablement les équations en négligeant tous les termes non linéaires (c’est à dire faisant
apparaître le produit de plusieurs quantités perturbées). Le système d’équations de la MHD (ou
de l’hydrodynamique) peut alors s’écrire sous la forme :

∂δX

∂t
= DδX, (3.16)

où δX est un vecteur contenant l’ensemble des quantités perturbées nécessaires à la description
du système, et D est un opérateur linéaire faisant uniquement apparaître des dérivées spatiales et
les quantités de l’écoulement stationnaire (comme la densité, la vitesse etc...). Une conséquence
importante de la linéarité des équations est qu’une combinaison linéaire de plusieurs solutions
est elle même une solution du système d’équations (à condition que l’hypothèse de perturbation
infiniment faible soit toujours vérifiée). La solution de l’équation peut alors être décomposée en
composantes de Fourier pour sa dépendance temporelle, ainsi que pour sa dépendance spatiale
dans toutes les directions où l’écoulement est uniforme. L’évolution des différentes composantes
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de Fourier est dictée par le même système différentiel, elles évoluent indépendamment les unes des
autres, et la solution générale est obtenue comme une combinaison des différentes composantes.
On utilisera la notation complexe, et on écrira la perturbation correspondant à une certaine
composante de Fourier de la façon suivante (ici pour l’illustration on suppose que l’écoulement
stationnaire est uniforme selon x et y et que l’on a donc fait une transformation de Fourier dans
ces deux directions mais pas selon z) :

δX(x, y, z, t) = δX(z)ei(kxx+kyy−ωt), (3.17)

où ω est la pulsation de l’onde, et kx et ky sont les nombres d’onde dans les directions x et y.
Ces quantités sont des grandeurs complexes dont la partie réelle décrit les oscillations de δX et
la partie imaginaire la croissance ou la décroissance de l’amplitude. Ainsi une partie imaginaire
de ω (notée ωi) positive correspond à une croissance temporelle avec un taux de croissance égal à
ωi, tandis que si ωi est négatif l’amplitude décroît. Grâce à cette notation complexe, une dérivée
temporelle revient à multiplier par un facteur −iω tandis qu’une dérivée spatiale dans la direction
x revient à multiplier par un facteur ikx. La quantité physique δX est obtenue en prenant la
partie réelle du nombre complexe δX(x, y, z, t).

Dans le cadre d’une analyse locale, le système différentiel (Équation (3.16)) permet d’établir
une relation entre la pulsation ω et le vecteur d’onde k appelée équation de dispersion. Par
exemple pour le cas d’un fluide uniforme et au repos baignant dans un champ magnétique selon
la direction x, l’équation de dispersion s’écrit :

(ω2 − k2
xv

2
A)
[
ω4 − ω2k2

(
c2 + v2

A

)
+ k2c2k2

xv
2
A

]
= 0, (3.18)

où vA est la vitesse d’Alfvén définie par :

vA ≡
(
B2

µ0ρ

)1/2

(3.19)

Cette équation permet de déterminer les différents modes de propagation des ondes MHD. Les
ondes d’Alfvén annulent la première parenthèse de l’Équation (3.18) et vérifient donc :

ω = ±kxvA, (3.20)

le signe + (-) correspondant à une propagation dans le sens des x croissants (décroissants). Ces
ondes provoquent une oscillation de la vitesse et du champ magnétique dans la direction k×B. La
force de rappel leur permettant de se propager est la tension magnétique, et elles ne perturbent ni
la densité ni la pression. Les ondes magnétosonores annulent la deuxième parenthèse, et vérifient :

ω = ± k√
2

[
c2 + v2

A ±
√(

c2 + v2
A

)2 − 4
k2
x

k2
c2v2

A

]1/2

. (3.21)

Là encore le signe à l’extérieur des crochets distingue les deux sens de propagation, tandis que le
signe dans les crochets distingue les ondes magnétosonores rapides (+) des ondes magnétosonores
lentes (-). La force de rappel leur permettant de se propager est une combinaison de la pression
thermique, la pression magnétique et la tension magnétique. Les ondes magnétosonores rapides
correspondent à une pression magnétique en phase avec la pression thermique et de ce fait se
propagent plus vite avec une vitesse typique dans l’intervalle : min(c, vA) ≤ v ≤

√
c2 + v2

A. Les
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ondes lentes quant à elles se propagent plus lentement (v ≤ min(c, vA)) et leurs pressions ther-
mique et magnétique ne sont pas en phase. Une telle analyse locale sera utilisée pour distinguer
les différentes ondes se propageant sous le choc dans le cadre d’un modèle jouet où l’écoulement
est uniforme (Chapitres 4 et 7). Cette distinction permet de calculer des coefficients de couplage
qui sont importants pour déterminer le mécanisme d’instabilité.

Dans le cadre d’une analyse globale qui nous intéresse pour la description d’une instabilité
comme SASI, les perturbations doivent vérifier des conditions aux limites en plus du système
différentiel. Ces conditions limites sélectionnent des valeurs discrètes du vecteur d’onde et de la
pulsation correspondant aux différents modes propres de l’écoulement, dont le calcul est le but de
l’analyse linéaire. Si l’on obtient un mode dont la pulsation a une partie imaginaire positive, alors
ce mode croît avec un taux de croissance ωi et l’écoulement est donc instable. Une perturbation
arbitrairement petite de cet écoulement croîtra jusqu’à atteindre une amplitude non linéaire, où
l’analyse perturbative n’est plus valable.

Les principales étapes d’un calcul de mode propre peuvent se résumer ainsi : calcul de l’écou-
lement stationnaire, établissement du système linéaire d’équations différentielles régissant l’évo-
lution des perturbations, établissement des conditions limites, et enfin résolution de ce système
d’équation pour obtenir les modes propres. Cette dernière étape ne peut pas toujours être résolue
analytiquement, et l’on utilise alors une des nombreuses méthodes numériques existantes. Dans
le cadre de cette thèse j’ai utilisé la méthode de shooting, qui sera décrite ci-dessous.

3.3.2 Exemple de calcul de mode propre : un modèle classique de SASI

Dans la suite de cette partie nous donnons un exemple d’une telle analyse perturbative en
utilisant un modèle simplifié qui est une représentation classique de SASI. Ce modèle a été
introduit pour la première fois par Houck et Chevalier (1992) afin d’étudier l’accrétion sphérique
sur un objet compact tel qu’une naine blanche ou une étoile à neutrons. Il a été appliqué à l’étude
de SASI par Blondin et Mezzacappa (2006) qui l’ont étudié à l’aide de simulations numériques,
et par Foglizzo et al. (2007) qui en ont effectué une analyse perturbative. D’autres études ont
par la suite considéré des modèles similaires pour l’étude d’ingrédients supplémentaires comme
la rotation (Yamasaki et Foglizzo 2008), la dissociation au choc (Fernández et Thompson 2009b)
ou la dynamique des modes spiraux (Blondin et Shaw 2007, Fernández 2010). Ce modèle de SASI
et son analyse perturbative présentés dans cette section seront réutilisés dans les Chapitres 4 et
5.

Ecoulement stationnaire

L’écoulement stationnaire considéré modélise l’accrétion de matière sur la proto-étoile à neu-
trons, pendant la phase s’étendant sur quelques centaines de millisecondes après le rebond, où
le choc est en panne à un rayon de l’ordre de 200 km. Dans ce modèle simple la rotation est
négligée, et l’accrétion est radiale à symétrie sphérique. Le gaz est supposé parfait avec un in-
dice adiabatique γ = 4/3 et on modélisera l’action des neutrinos sur ce gaz par une fonction de
refroidissement L paramétrée en fonction de la densité et de la pression par l’expression suivante :

L ∝ ρβ−αPα. (3.22)

On utilisera les coefficients α = 3/2, β = 5/2 comme suggéré par Blondin et Mezzacappa (2006),
qui viennent d’une perte d’énergie par les neutrinos de la forme L ∝ ρT 6 (Janka 2001) et de
la relation P ∝ T 1/4 (cohérent avec l’indice adiabatique γ = 4/3). Cette paramétrisation n’est
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plus très valable lorsque la densité devient élevée et que l’équation d’état se raidit, aussi d’autres
coefficients sont parfois utilisés comme α = 6, β = 1. Ces autres valeurs de coefficients changent
la structure de l’écoulement stationnaire et la valeur exacte du taux de croissance de SASI mais
ne changent pas fondamentalement la physique de l’instabilité (Blondin et Mezzacappa 2006,
Foglizzo et al. 2007) aussi nous ne les considérerons pas davantage. Notons que le chauffage dû
aux neutrinos est ici complètement négligé ce qui a l’avantage de permettre l’étude de SASI en
l’isolant de la convection. Ceci se fait cependant aux dépens du réalisme, et on ne peut s’attendre
à décrire le mécanisme d’explosion avec ce modèle simple. L’autogravité du gaz est négligée et
le potentiel gravitationnel est décrit par un potentiel Newtonien (Newton 1687) :

Φ = −GM∗
r

, (3.23)

où G est la constante de gravitation universelle et M∗ la masse de la proto-étoile à neutrons
centrale. La vitesse du gaz au dessus du choc correspond à la vitesse de chute libre : vff ≡
(2GM∗/rsh)1/2. Dans le modèle original de Blondin et Mezzacappa (2006) le choc est supposé
adiabatique et les conditions sous le choc sont données par les relations de Rankine-Hugoniot.
Fernández et Thompson (2009b) ont ajouté un ingrédient supplémentaire à ce modèle en intro-
duisant une perte d’énergie par unité de masse au choc ε modélisant la dissociation des noyaux
de fer en nucléons. Les relations de Rankine-Hugoniot doivent alors être modifiées de la façon
suivante :

κ ≡ ρ2

ρ1
=
v1

v2
= (γ + 1)

[ (
γ +M−2

1

)− √(1−M−2
1

)2 + (γ2 − 1)
2ε
v2

1

]−1

, (3.24)

M2 =
[
κ

(
γ +

1
M2

1

)
− γ
]−1/2

, (3.25)

où les quantités en amont du choc sont notées avec l’indice 1 et celles en aval avec l’indice 2. On
retrouve bien le facteur de compression usuel κ→ (γ+1)/(γ−1) pour d’un choc fort (M1 →∞)
et adiabatique (ε = 0). L’évolution du fluide entre le choc et la surface de l’étoile est dictée par
l’équation de continuité (Équation (3.1)), l’équation d’Euler (Équation (3.11)) et l’équation sur
l’entropie (Équation (3.7)). Dans le cas de cet écoulement stationnaire à symétrie sphérique, elles
s’écrivent :

∂

∂r
(r2ρv) = 0 , (3.26)

∂

∂r

(
v2

2
+

c2

γ − 1
− GM∗

r

)
=
L
ρv

, (3.27)

∂S

∂r
=

L
Pv

, (3.28)

Au final les paramètres libres de ce modèle sont le nombre de Mach pré-chocM1, l’énergie
de dissociation ε et le rapport du rayon du choc au rayon de l’étoile rsh/r∗. Le modèle considéré
par Blondin et Mezzacappa (2006) et Foglizzo et al. (2007) correspond à un nombre de Mach
pré-choc infini et ε = 0. Un nombre de Mach plus réaliste deM1 = 5 ne change pas beaucoup
le résultat, et l’effet de l’énergie de dissociation sera considéré dans le Chapitre 5. Au cours des
quelques centaines de millisecondes après le rebond, la proto-étoile à neutrons se contracte d’une
taille d’environ 80 km à une taille de quelques dizaines de kilomètres tandis que le rayon du choc
reste plus ou moins constant à une valeur d’environ 150− 200 km. En conséquence le rapport de
ces deux rayons varie dans la gamme rsh/r∗ ∼ 2− 10.
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Fig. 3.1 – Profils de l’écoulement stationnaire pour trois valeurs du paramètre rsh/r∗ : 2.5 (trait plein), 5
(tireté long) et 10 (tireté court). Les quatre graphiques représentent respectivement la vitesse radiale (en
haut à gauche), la vitesse du son (en haut à droite), la densité (en bas à gauche) et l’entropie (en bas à
droite). Le rayon en abscisse est normalisé de telle sorte que la surface de l’étoile corresponde à la valeur
0 et le choc à la valeur 1.

Afin d’obtenir l’écoulement stationnaire, le système d’Équations (3.26-3.28) peut maintenant
être intégré numériquement comme il sera expliqué à la fin de cette section. La Figure 3.1 illustre
l’écoulement stationnaire obtenu pour trois valeurs de rsh/r∗. La vitesse radiale d’advection
diminue de plus en plus rapidement lorsque le gaz s’approche de la surface de l’étoile à neutrons
grâce à l’effet du refroidissement qui devient de plus en plus efficace à mesure que la densité
et la pression augmentent. Cette vitesse s’annule à la surface de l’étoile ce qui implique que la
densité tend vers une valeur infinie du fait de la stationnarité de l’écoulement. On remarque que
lorsque le choc est plus loin le gaz se comprime de façon adiabatique sur une plus grande fraction
de l’écoulement : la vitesse du son augmente tandis que l’entropie reste proche de sa valeur au
choc (l’effet du refroidissement se faisant sentir lorsque la variation d’entropie atteint une valeur
proche de l’unité).

Système différentiel décrivant les perturbations

L’écoulement stationnaire à symétrie sphérique décrit dans la partie précédente est perturbé
dans les trois dimensions spatiales. Les perturbations sont projetées sur les harmoniques sphé-
riques Y m

l (θ, ϕ) afin de décrire leur structure angulaire. Ces harmoniques sphériques vérifient la
propriété suivante pour le laplacien angulaire :

∇2Y m
l ≡

1
r2 sin θ

∂

∂θ
(sin θY m

l ) +
1

r2 sin2 θ

∂Y m
l

∂ϕ
= − l(l + 1)

r2
Y m
l , (3.29)

qui suggère qu’une projection sur les harmoniques sphériques est similaire à une transformée de
Fourier transverse avec un vecteur d’onde transverse k2 = l(l+ 1)/r2. Le nombre azimutal m qui
n’intervient pas dans ce nombre d’onde transverse donne une information sur la façon dont la
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dépendance angulaire se répartit sur les directions θ et φ. A titre d’exemple on donne l’expression
littérale pour le cas l = 1 qui nous importe particulièrement car il correspond au mode dominant
de SASI :

Y 0
1 =

1
2

√
3
π

cos θ, (3.30)

Y ±1
1 =

1
2

√
3

2π
sin θe±iφ. (3.31)

Le modem = 0 est axisymétrique (i.e. il est indépendant de φ) : il s’agit du mode de ballottement
obtenu dans de nombreuses simulations axisymétriques (Blondin et al. 2003, Ohnishi et al. 2006,
Scheck et al. 2008, Fernández et Thompson 2009b). Les modes l = 1,m = ±1 correspondent
aux modes spiraux décris par Blondin et Mezzacappa (2007), Blondin et Shaw (2007), Fernán-
dez (2010). La dépendance spatiale et temporelle d’une perturbation à partir de son amplitude
complexe sera alors obtenue par :

δX(t, r, θ, ϕ) = Re
[
δX(r)e−iωtY m

l (θ, ϕ)
]
. (3.32)

Au lieu d’utiliser les variables usuelles de perturbations de vitesse δvr, δvθ, δvϕ, de densité
δρ, de vitesse du son δc, et d’entropie δS, Foglizzo et al. (2007) ont défini de nouvelles variables,
qui présentent des propriétés de conservation intéressantes, et qui permettent une formulation
compacte du système différentiel :

δf ≡ vδvr +
2

γ − 1
cδc, (3.33)

δh ≡ δvr
v

+
δρ

ρ
, (3.34)

δK ≡ r2v.∇× δw +
l(l + 1)c2

γ
δS, (3.35)

où δw ≡ ∇ × δv est la perturbation de vorticité, δf est la perturbation du Bernoulli, δh la
perturbation du flux de masse et δK est une combinaison de la vorticité et de l’entropie qui est
advectée dans un écoulement adiabatique (voir Équation (3.45)). Les variables usuelles peuvent
être exprimées en fonction de ces nouvelles variables par les relations :

δvr
v

=
1

1−M2

(
δh+ δS − δf

c2

)
, (3.36)

δρ

ρ
=

1
1−M2

(
−M2δh− δS +

δf

c2

)
, (3.37)

δP

γP
=

1
1−M2

[
−M2δh− (1 + (γ − 1)M2)

δS

γ
+
δf

c2

]
, (3.38)

δc2

c2
=

γ − 1
1−M2

(
δf

c2
−M2δh−M2δS

)
. (3.39)

La vitesse dans les directions transverses a une structure spatiale différente et s’exprime en
fonction de dérivées angulaires de l’harmonique sphérique de la façon suivante (pour les modes
l 6= 0) :

δvθ =
1
iωr

(
δf − δK

l(l + 1)

)
∂Y m

l

∂θ
(3.40)

δvφ =
1

iωr sin θ

(
δf − δK

l(l + 1)

)
∂Y m

l

∂φ
(3.41)
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Le système différentiel décrivant la dérivée radiale des nouvelles variables est obtenu en per-
turbant les équations de l’hydrodynamique présentées dans la Section 3.2, en ne gardant que
les termes linéaires par rapport à la perturbation, et en y injectant les expressions des variables
usuelles en fonction des nouvelles variables. Ainsi l’équation de continuité (Équation (3.1)) gou-
verne l’évolution de δh, l’équation d’Euler dans la direction radiale (Équation (3.11)) celle de δf ,
l’Équation (3.7) celle de la perturbation d’entropie δS, et enfin l’équation sur δK peut être ob-
tenue après quelques manipulations de la partie transverse de l’équation d’Euler (Foglizzo et al.
2007) :

∂δh

∂r
=

iδK

ωr2v
+

iω

v(1−M2)

{
µ2

c2
δf −M2δh− δS

}
, (3.42)

∂δf

∂r
= δ

( L
ρv

)
+

iωv

1−M2

{
δh− δf

c2
+
[
γ − 1 +

1
M2

]
δS

γ

}
, (3.43)

∂δS

∂r
=

iω

v
δS + δ

( L
pv

)
, (3.44)

∂δK

∂r
=

iω

v
δK + l(l + 1)δ

( L
ρv

)
, (3.45)

où la quantité µ2 utilisée dans l’Équation (3.42) est définie par :

µ2 ≡ 1− l(l + 1)c2

ω2r2
(1−M2), (3.46)

et décrit le caractère transverse de la propagation des ondes acoustiques : µ = 1 correspond
à une propagation radiale (l = 0), la propagation est de plus en plus transverse à mesure que
µ diminue, devient horizontale pour µ = 0, et l’onde acoustique est évanescente pour µ < 0.
On reconnaît dans le premier terme du membre de droite des Équations (3.44) et (3.45) l’effet
de l’advection, et dans le deuxième terme un effet lié au refroidissement. Ainsi dans la partie
de l’écoulement proche du choc qui se comporte de façon quasi adiabatique, l’entropie δS et la
variable δK décrivant la vorticité sont simplement advectées avec le fluide. Notons que le système
différentiel obtenu est indépendant du nombre azimutal m, ce qui vient de la symétrie sphérique
de l’écoulement qui ne contient pas d’axe privilégié. Une conséquence importante est que les
modes spiraux m = ±1 ont exactement le même taux de croissance que le mode axisymétrique
m = 0.

Conditions limites

Pour l’obtention des modes propres, le système différentiel décrit ci-dessus doit être complé-
menté par des conditions limites au choc et à la surface de la PNS. On supposera que la surface
de l’étoile est dure et immobile, ce qui impose comme condition limite que la vitesse radiale
d’advection s’annule à cette surface (Foglizzo et al. 2007) :

(δvr)r=r∗ = 0. (3.47)

Les conditions limites au choc peuvent s’obtenir en supposant que l’écoulement supersonique
au delà du choc n’est pas perturbé. En écrivant les lois de conservation au travers du choc dans le
référentiel où le choc perturbé est immobile, Foglizzo et al. (2007) ont exprimé les perturbations
sous le choc en fonction de l’amplitude de déformation du choc ∆ζ (ou de façon équivalente sa
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vitesse ∆v ≡ −iω∆ζ) :

hsh =
2

γ + 1
∆v
vsh

, (3.48)

fsh

c2
sh

= −1
γ

∆v
vsh
−∆ζ

∇Ssh

γ
, (3.49)

δSsh = −∆ζ
[
∇Ssh +

1
2rsh

5− 3γ
γ − 1

]
− 2
γ + 1

∆v
vsh

, (3.50)

δKsh = −l(l + 1)∆ζ
c2

sh

γ
∇Ssh. (3.51)

Méthode numérique de calcul des modes propres

Les systèmes différentiels gouvernant l’écoulement stationnaire et les perturbations sont in-
tégrés numériquement depuis le choc jusqu’à la surface de la PNS en utilisant la méthode de
Runge-Kutta d’ordre 4. Afin d’éviter le comportement singulier au voisinage de la surface de la
PNS où les gradients divergent, on choisit d’effectuer l’intégration numérique par rapport à la
variable logM au lieu du rayon. De plus on arrête l’intégration juste au dessus de la surface
de la PNS lorsque le nombre de Mach atteint 10−9. Le changement de variable est effectué en
utilisant la relation :

d logM
dr

=
γ − 1

2(1−M2)

[
(1 + γM2)

L
γPv

+
1 + 2/(γ − 1)

c2

dΦ
dr
− 2
r

(
M2 +

2
γ − 1

)]
(3.52)

Afin de calculer l’écoulement stationnaire, il est nécessaire de connaître la valeur du coefficient
de normalisation de la fonction de refroidissement, qui est déterminée de façon à obtenir la valeur
du paramètre rsh/r∗ voulue. Pour cela on utilise une méthode de dichotomie, en intégrant à
chaque étape le système différentiel (Équations (3.26)-(3.28)) du choc à la surface de la PNS
jusqu’à obtenir la bonne valeur du rayon à cet endroit.

La recherche numérique de modes propres sera effectuée à l’aide de la méthode dite de shoo-
ting. Celle-ci permet de ramener un problème de conditions limites, à un problème de Cauchy
spécifiant les conditions initiales. En effet pour une pulsation ω donnée, les Équations (3.48)-
(3.51) déterminent la valeur des perturbations au choc ; on peut ensuite intégrer numériquement
les Équations (3.42)-(3.45) afin d’obtenir ces perturbations à la surface de la PNS : ω correspond
alors à un mode propre si la condition donnée par l’Équation (3.47) est vérifiée. La recherche d’un
mode propre se ramène donc à la recherche du zéro de la fonction (δvr)r=r∗ (ω) ainsi déterminée
numériquement. On utilisera pour cette recherche la méthode classique de Newton-Raphson.

Le résultat de cette recherche de mode propre est illustré par les Figures 3.2, 3.3 et 3.4. La
Figure 3.2 montre le profil radial des amplitudes complexes de plusieurs quantités perturbées
du mode l = 1 le plus instable pour rsh/r∗ = 2.5. La Figure 3.3 montre la structure spatiale
correspondante pour le mode axi-symétrique m = 0 (graphique de gauche) et le mode spiral
m = 1 (graphique de droite). La perturbation d’entropie a une structure spirale qui est décrite
d’un point de vue mathématique par l’oscillation de la phase de son amplitude complexe, et peut
s’interpréter physiquement par l’advection de cette onde du choc vers la surface de la PNS. La
pression quant à elle a une structure plus complexe due à la superposition de l’onde acoustique
se propageant de la surface de la PNS vers le choc, et de celle se propageant en sens inverse.

Enfin la Figure 3.4 donne une vision plus globale du spectre de modes propres en fonction du
rayon du choc, en exhibant la fréquence (graphique de gauche) et le taux de croissance (graphique
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Fig. 3.2 – Profil des perturbation associé au mode propre le plus instable pour l = 1 et rsh/r∗ = 2.5.
Le graphique de gauche montre le profil de l’amplitude complexe de la perturbation d’entropie δS avec
son module en trait plein, sa partie réelle en tirets longs, et sa partie imaginaire en tirets courts. Sur le
graphique de droite sont représentés le profil d’autres quantités perturbée (avec seulement le module de
l’amplitude complexe) : la vitesse radiale en trait plein, la vorticité en tireté long, et la pression en tireté
court.

de droite) des premiers harmoniques des modes l = 0, l = 1 et l = 2. Le mode le plus instable
est généralement le fondamental ou le premier harmonique de l’harmonique sphérique l = 1. De
plus, les modes l = 0 sont stables (à l’exception du cas où le choc est très éloigné rsh/r∗ > 10)
et seuls les modes brisant la symétrie sphérique sont instables.

3.3.3 Méthode WKB

La méthode WKB est une méthode permettant d’approximer la solution d’une équation
différentielle à coefficients variables. Elle a été développée en 1926 par les trois physiciens Wentzel,
Kramers et Brillouin dont les initiales ont donné le nom de cette méthode, afin d’étudier le régime
semi-classique d’un système quantique. Notons que cette méthode est parfois appelée WKBJ en
hommage au mathématicien Harold Jeffreys qui avait indépendamment découvert cette technique
quelques années plus tôt. Afin d’en illustrer le principe, considérons une équation différentielle
de la forme suivante :

d2y

dx2
= Q(x)y. (3.53)

L’approximation WKB s’applique si le coefficient Q(x) varie lentement, ce qui s’exprime par la
condition :

dQ
dx
� Q3/2. (3.54)

La solution de l’Équation (3.53) peut alors s’approximer par :

y(x) ' C1Q(x)−1/4 exp
[∫ x

x0

√
Q(t) dt

]
+ C2Q(x)−1/4 exp

[
−
∫ x

x0

√
Q(t) dt

]
, (3.55)

où C1 et C2 sont deux constantes quelconques. Une preuve de ce résultat peut être trouvé dans
le livre de référence de Bender et Orszag (1978). Nous nous contenterons ici d’en commenter la
signification physique pour le cas de la propagation d’une onde. Si l’on prend Q(x) = −k(x)2,
on reconnaît dans l’Équation (3.53) celle d’une onde dont le nombre d’onde k varie dans la
direction x. La condition de validité de l’approximation WKB revient alors à dire que l’échelle
spatiale de variation de Q est grande devant la longueur d’onde. On peut reconnaître dans les
deux termes de l’Équation (3.55) les deux sens de propagation de l’onde. Ces deux sens de
propagation sont indépendants l’un de l’autre puisque l’un d’eux ne crée pas l’autre. Ainsi dans
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Fig. 3.3 – Illustration graphique du mode l = 1 le plus instable pour rsh/r∗ = 2.5 (le même que Figure 3.2).
La colonne de gauche représente le mode axi-symétrique m = 0 dans le plan (xz), tandis que la colonne de
droite représente le mode spiral m = 1 dans le plan équatorial (xy). Les graphiques du haut représentent
la perturbation d’entropie δS, tandis que ceux du bas représentent la perturbation de pression normalisée
par la pression de l’écoulement stationnaire δP/P . L’instant de l’oscillation choisi pour la représentation
du mode axi-symétrique est tel que l’entropie et la pression sous le choc au pôle nord sont proches de leur
maximum.
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Fig. 3.4 – Fréquence d’oscillation et taux de croissance en fonction du rayon du choc pour plusieurs modes
de basse fréquence correspondant aux harmoniques sphériques l = 0 (tireté court), l = 1 (trait plein), et
l = 2 (tireté long). Pour un choc pas trop éloigné, seuls les modes brisant la symétrie sphériques (l > 0)
sont instables. Le mode le plus instable est généralement le mode fondamental ou le premier harmonique
de l’harmonique sphérique l = 1. Cette figure est extraite de Foglizzo et al. (2007).

le régime WKB, contrairement au cas de forts gradients, l’onde n’est pas réfléchie et ne se couple
pas linéairement avec d’autres ondes en se propageant à travers les gradients. Le terme dans
l’exponentielle représente les oscillations avec une longueur d’onde variable comme on pouvait
naïvement l’attendre. Le facteur devant l’exponentielle donne la variation de l’amplitude de
l’onde et est moins intuitif. Il peut souvent s’interpréter par la conservation de l’énergie de l’onde
(si le fluide n’est pas en mouvement) ou par la conservation de l’action de l’onde de façon plus
générale (voir Chapitre 8).

La méthode WKB est importante pour étudier le mécanisme à l’oeuvre derrière l’instabilité
du choc stationnaire, car elle permet de séparer les différentes ondes présentes sous le choc (en
particulier les ondes advectées d’entropie et de vorticité, et les ondes acoustiques) et d’en identifier
le rôle respectif. Ainsi, comme nous le verrons plus en détail dans le Chapitre 4, Foglizzo et al.
(2007) a pu montrer que dans un certain régime de paramètres l’instabilité était due à un cycle
advectif-acoustique. L’approximation WKB sera également utilisée dans le Chapitre 8 afin de
décrire la propagation des ondes d’Alfvén de haute fréquence dans une zone de gradients.

3.4 Simulations numériques

Durant cette thèse, j’ai également effectué des simulations numériques afin de vérifier les
résultats de certaines analyses linéaires et surtout afin d’étudier les phénomènes inaccessibles ou
difficilement accessibles à l’analyse linéaire. Pour ces simulations, j’ai utilisé le code RAMSES
(Teyssier 2002, Fromang et al. 2006) qui résout les équations de la MHD à l’aide d’une méthode
aux volumes finis. Ce type de code utilise des techniques numériques sophistiquées, et présente
un certains nombres d’avantage par rapport à d’autres techniques telles que les codes à différence
finie (comme le code PENCIL) ou les codes spectraux. En particulier les codes de type Godunov
permettent une bonne description des discontinuités (comme par exemple le choc d’accrétion
discuté plus haut) et ont de bonnes propriétés de conservation par exemple de la masse, de la
quantité de mouvement, de l’énergie, ou du flux magnétique (ici grâce à la méthode du transport
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contraint). Dans cette section nous décrirons de façon succincte le principe d’un tel code.
Dans la méthode des volumes finis comme dans celle des différences finies, les quantités phy-

siques décrivant l’écoulement sont discrétisées sur une grille qui est généralement fixe. Alors que
dans la méthode des différences finies, les variables calculées représentent une quantité physique
à un endroit donné de l’espace, dans un code de Godunov elles représentent la moyenne de cette
quantité sur le volume d’une cellule (d’où le terme de volume fini) :

Xi,j,k =
1

∆x∆y∆z

∫ xi+1/2

xi−1/2

∫ yj+1/2

yj−1/2

∫ zk+1/2

zk−1/2

X dxdydz, (3.56)

où xi−1/2 et xi+1/2 correspondent aux deux bords de la cellule i dans la direction x, et la variable
Xi,j,k est située au centre de la cellule (notons que le champ magnétique constitue une exception
à cette règle : pour le besoin de la méthode du transport contraint, le vecteur champ magnétique
se situe au centre des faces de chaque cellule et on suit l’évolution l’intégrale sur cette face).
L’évolution temporelle de la variable X est ensuite déterminée par le flux correspondant aux
interfaces de la cellule. Cette technique permet de conserver de façon exacte l’intégrale de la
quantité sur l’ensemble de la grille puisque le flux entrant dans une cellule sort de la cellule
voisine. Pour obtenir ce flux, on réécrit le système d’équations décrit dans la Section 3.2 sous
forme conservative, c’est à dire exprimant la dérivée temporelle de quantités (conservées dans
certaines conditions) en fonction du flux de ces quantités :

∂ρ

∂t
+∇. [ρv] = 0, (3.57)

∂ρv
∂t

+∇.
[
ρv ⊗ v − B⊗B

µ0
+ PtotI

]
= 0, (3.58)

∂E

∂t
+∇.

[
v (E + Ptot)− B(B.v)

µ0

]
= 0, (3.59)

où I est la matrice identité et E ≡ 1/2ρv2 + P/(γ − 1) + B2/2 l’énergie totale volumique.
Notons que la gravité et la viscosité, qui ne sont pas incluses dans les équations précédentes,
seront ajoutées séparément comme des termes sources. L’équation d’induction (3.14) fait l’objet
d’un traitement à part basé sur la méthode du transport contraint (Evans et Hawley 1988)
permettant de garder la divergence du champ magnétique nulle à la précision machine, que nous
ne détaillerons pas ici (se référer pour cela à Teyssier et al. (2006)). Ce système d’équations peut
être écrit de façon formelle comme suit :

∂U
∂t

+∇.F(U) = 0, (3.60)

où le vecteur U ≡ (ρ, ρv, E) contient les variables conservatives et F(U) les flux correspondants.
En intégrant cette équation en temps et en espace on obtient l’expression :∫ xi+1/2

xi−1/2

[U(tn+1)− U(tn)] dx+
∫ tn+1

tn

[
F(xi−1/2)− F(xi+1/2)

]
dt = 0 (3.61)

qui montre que l’évolution temporelle du vecteur (centré) Ui nécessite la connaissance du flux
sur les faces de cette cellule Fi±1/2 :

Un+1
i = Un

i +
Fn+1/2
i+1/2 − Fn+1/2

i−1/2

∆x
∆t (3.62)
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où Fn+1/2
i±1/2 sont les flux moyennés entre tn et tn+1. L’obtention, nécessairement approximative, de

ces flux est le coeur des méthodes de type Godunov. La méthode originale de Godunov (1959)
consiste à supposer que U est constant dans chaque cellule. Chaque interface entre deux cellules
est alors une discontinuité entre deux milieux uniformes (l’état gauche et l’état droit), dont
l’évolution temporelle est la solution d’un problème de Riemann. Cette solution comprend 7 ondes
en MHD : deux ondes d’Alfvén, deux ondes magnétosonores lentes, deux ondes magnétosonores
rapides et une onde d’entropie. Un certain nombre de solveurs de Riemann permettent de résoudre
ce problème et d’obtenir les flux aux interfaces soit de façon exacte (mais cela est coûteux), soit
de façon approchée (par exemple en ne considérant que certains types d’ondes, ou encore en
linéarisant le problème). Dans cette thèse nous utiliserons généralement le solveur HLLD (Miyoshi
et Kusano 2005) qui considère 5 ondes (deux manétosonores rapides, deux ondes d’Alfvén, et
une onde d’entropie). Notons que l’absence des ondes lentes dans la résolution du problème de
Riemann n’empêche pas la description de la propagation des ondes lentes par le code ainsi obtenu.

La méthode de Godunov du premier ordre, décrite ci-dessus, est malheureusement très dif-
fusive. Pour pallier à ce problème les codes modernes utilisent maintenant des méthodes d’ordre
plus élevé. Ainsi le code RAMSES utilise le schéma MUSCL (pour Monotone Upstream-centered
Scheme for Conservation Laws) lui permettant d’atteindre une précision du deuxième ordre en
espace et en temps. Nous n’en décrirons pas le principe en détail, et l’on peut pour cela se ré-
férer aux articles de Teyssier (2002), Fromang et al. (2006). Mentionnons simplement que dans
ce cas l’écoulement à l’intérieur d’une cellule est reconstruit à l’aide d’une fonction linéaire par
morceau, permettant ainsi d’obtenir les états gauche et droit de chaque interface. La pente doit
en être limitée afin d’éviter d’introduire des extrema indésirables et l’on utilisera pour cela le
limiteur de pente minmod. De plus une étape prédictive estimant l’état n + 1/2, suivie d’une
étape corrective permet que les flux calculés soient centrés dans un pas de temps.

Finalement, notons que pour que le schéma décrit brièvement ci-dessus soit stable, le pas de
temps doit être limité par la condition de Courant-Friedrichs-Lewy (Courant et al. 1928). Celle-ci
impose que pendant la durée d’un pas de temps l’information ne puisse pas se propager sur une
longueur plus grande que la taille d’une cellule :

∆t 6 CCFL
∆x
cf + v

, (3.63)

où CCFL < 1 est le nombre CFL que l’on prendra généralement égal à 0.7, et cf ≡
√
c2 + v2

A est
la vitesse de propagation des ondes magnétosonores rapides.

Des simulations à l’aide du code RAMSES seront utilisées dans le Chapitre 5 pour l’étude hy-
drodynamique des instabilités parasites de Rayleigh-Taylor et de Kelvin-Helmholtz. Elles seront
également très utiles dans le Chapitre 8 pour étudier l’accumulation d’ondes d’Alfvén à proximité
d’une surface, en particulier pour caractériser les aspects non linéaires de la dynamique.

3.5 Conclusion

Ici s’achève la description des différentes techniques utilisées pendant cette thèse ainsi que la
partie introductive : armés de celles-ci nous pouvons maintenant nous attaquer aux problèmes
qui m’ont occupé ces trois dernières années.

La deuxième partie de cette thèse se place dans le cadre de l’hydrodynamique, et utilisera des
calculs de modes propres (Chapitre 4 et 5) mais aussi des simulations numériques (Chapitre 5). La
troisième partie de cette thèse considère en plus l’effet d’un champ magnétique, et se place donc
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dans le cadre de la magnétohydrodynamique. Le Chapitre 7 utilise un calcul de modes propres
dans le cadre de la MHD pour décrire l’effet d’un champ magnétique sur SASI. Le Chapitre 8
utilise une combinaison de simulations numériques, d’analyse perturbative (et notamment de
l’approximation WKB) et d’arguments analytiques afin de décrire les aspects linéaires et non
linéaires de l’accumulation d’ondes d’Alfvén au voisinage d’une surface d’Alfvén.
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4.1 Introduction

Depuis la découverte par Blondin et al. (2003) de l’instabilité du choc d’accrétion SASI, de
nombreuses conséquences spectaculaires et inattendues ont été dévoilées. Celles-ci incluent une
solution possible au fameux problème du mécanisme d’explosion (soit comme une aide au chauf-
fage par les neutrinos, soit comme la première brique du mécanisme acoustique), une asymétrie
globale de l’explosion influençant le mélange des éléments, une explication du kick des étoiles
à neutrons et peut être même de leur taux de rotation (voir Sections 1.4 et 2.6 pour plus de
détails). Ces nombreuses conséquences ont motivé une investigation détaillée de la physique de
cette nouvelle instabilité, qui a été étudiée à l’aide de simulations numériques (Blondin et al.
2003, Ohnishi et al. 2006, Blondin et Mezzacappa 2006; 2007, Blondin et Shaw 2007, Scheck
et al. 2008, Iwakami et al. 2008; 2009, Sato et al. 2009, Fernández et Thompson 2009b;a) et
d’analyses linéaires (Foglizzo et al. 2007, Yamasaki et Yamada 2007, Laming 2007, Yamasaki
et Foglizzo 2008, Foglizzo 2009, Fernández et Thompson 2009b, Guilet et Foglizzo 2010, Guilet
et al. 2010b). La question centrale de déterminer le mécanisme de croissance linéaire de SASI
a fait l’objet de beaucoup d’études mais reste étonnamment ouverte. Deux mécanismes concur-
rents ont été proposés – un cycle advectif-acoustique et une instabilité purement acoustique –
et des arguments ont été avancés en faveur de l’un (surtout) et aussi de l’autre, sans pouvoir
cependant prouver de manière définitive la prééminence de l’un de ces mécanismes, du moins
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the kick received by the neutron star during the first seconds of the explosion can exceed 1000 km/s. The
distribution of kick velocities inferred from their parametric study is compatible with the observed velocity
distribution of pulsars.

(iv) Neutron star spin. The first 3D simulations of SASI revealed that a spiral mode is able to affect the
spin of the neutron star, in a direction opposite to the rotation of the progenitor (Blondin & Mezzacappa 2007,
Iwakami et al. 2009). This result was confirmed by Yamasaki & Foglizzo (2008) using a perturbative approach.
Whether a spiral mode could dominate the evolution of SASI, in a non-rotating collapsing core, is not clear yet.

(v) Gravitational waves signature. The asymmetric motions induced by SASI are a source of gravita-
tional waves which, if detected, could help characterize the explosion mechanism (Ott et al. 06, Kotake et al.
07, Marek et al. 09, Ott 09, Murphy et al. 09). The sensitivity of near-future detectors is sufficient to detect
the SASI signature of individual events taking place inside our own Galaxy.

(vi) Seed for subsequent mixing instabilities. The asymmetric shape of the shock deformed by SASI
is able to trigger mixing instabilities during its propagation through the envelope of the star (Kifonidis et al.
2006). The numerical simulations of Hammer et al. (2009) have revealed that the outward radial mixing of
heavy elements and inward mixing of hydrogen is even more efficient in 3D than in 2D, leading to a better
agreement with the observations of SN 1987A.

(vii) Magnetic field amplification ? According to the MHD simulations of Endeve et al. (2009), the
development of SASI could amplify the magnetic field to 1015G even in the absence of core rotation. This
preliminary result obtained with adiabatic axisymmetric simulations has not been confirmed yet.

3 What do we really understand of SASI ?

Fig. 1. Schematic views of the “advective-acoustic cycle” (left) and the “purely acoustic cycle” (right). Entropy/vorticity
perturbations (circular arrows) are advected downward with the flow, and coupled to acoustic ones (wavy arrows) at the

shock and in the decelerating flow. The linear coupling between these perturbations is described by coupling coefficients

Qsh, Q∇, Rsh, R∇. Growing evidence suggests that the advective-acoustic cycle can be unstable, while the purely
acoustic cycle is stable.

In view of the spectacular possible consequences of SASI, a fundamental understanding of its mechanism
is desired and has been a source of debate. In the subsonic flow between the shock and the neutron star, the
interplay of advected and acoustic waves can be decomposed linearly onto two cycles illustrated by Fig. 1.
Although the possibility of an unstable “purely acoustic cycle” has been invoked (Blondin & Mezzacappa 2006,
Blondin & Shaw 2007), the only theoretical support for this explanation (Laming 2007) has been revised (Laming
2008). By contrast, the “advective-acoustic cycle” has been recognized as the driving mechanism by several
authors who have gathered increasing evidence for this explanation (Blondin et al. 2003, Burrows et al. 2006,
Ohnishi et al. 2006, Foglizzo et al. 2007, Scheck et al. 2008, Yamasaki & Foglizzo 2008, Fernández & Thompson
2009a). Part of the difficulty in recognizing the advective-acoustic mechanism in numerical simulations, even in
the simplified set up proposed by Blondin et al. (2003), came from the lack of simple reference models where
its properties would be fully understood.

The toy model illustrated by Fig. 2 is simple enough to be characterized analytically (Foglizzo 2009). The
results of the linear analysis, confirmed by numerical simulations (Sato et al. 2009), can help us build our
physical intuition about the advective-acoustic coupling responsible for an unstable cycle. In particular, the

Fig. 4.1 – Illustration du principe des deux mécanismes proposés pour expliquer SASI (extrait de Foglizzo
et al. (2009)). Le cycle advectif-acoustique (figure de gauche) est composé de deux étapes de couplage
entre une onde advectée (représentée par une flèche circulaire) et une onde acoustique montante (flèche
ondulée). Ces deux couplages ont lieu au choc et dans une zone de décélération proche de la surface de
la PNS. Le mécanisme purement acoustique (figure de droite) peut également être représenté par deux
couplages, cette fois entre les deux ondes acoustiques, montante et descendante. Par anticipation sur
la conclusion de ce chapitre, les cycles advectif-acoustique et purement acoustique ont été représentés
respectivement instable et stable.

dans un domaine réaliste de paramètres. Dans la Section 4.2 nous commençons par présenter
les deux mécanismes concurrents et les arguments tentant de les départager. Nous étudierons
ensuite, dans la Section 4.3, le spectre de fréquence des deux mécanismes dans le cadre d’un
modèle jouet. Nous en déduirons un nouveau critère permettant de les départager en utilisant
la fréquence des premiers harmoniques instables, et, dans la Section 4.4, nous appliquerons ce
critère à un modèle de SASI classique.

4.2 Les deux mécanismes concurrents

4.2.1 Les cycles advectif-acoustique et purement acoustique dans le régime
WKB

Les deux mécanismes proposés pour expliquer la croissance de SASI sont illustrés par la
Figure 4.1. Ils peuvent tous deux être représentés par deux étapes successives de couplage linéaire
entre deux ondes : un couplage au choc et un autre plus bas dans l’écoulement éventuellement
proche de la surface de la PNS. Ces deux étapes mises bout à bout forment un cycle qui peut
être instable si l’amplitude de l’onde à la fin d’un cycle est plus grande qu’à son début. La
différence entre les deux mécanismes tient seulement à la nature des deux ondes impliquées
dans ce cycle : deux ondes acoustiques dans le cas du mécanisme purement acoustique ; une onde
acoustique et une onde advectée composée de vorticité et d’entropie dans le cas du cycle advectif-
acoustique. Les étapes du cycle advectif-acoustique (schéma de gauche) peuvent se résumer ainsi :
une onde acoustique se propageant vers le choc provoque une oscillation de celui-ci qui crée une
onde de vorticité et d’entropie ; l’onde d’entropie-vorticité est ensuite advectée vers la PNS et sa
décélération crée une onde acoustique. Une instabilité similaire est connue depuis longtemps dans
certains types de réacteurs (Abouseif et al. 1984). Son application à un cadre astrophysique entre
un choc d’accrétion et un objet accrétant est cependant récente, et concernaient initialement
l’accrétion supersonique sur un trou noir (Foglizzo et Tagger 2000, Foglizzo 2001; 2002). Ce
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mécanisme a par la suite été proposé comme explication à l’instabilité SASI en particulier par
Blondin et al. (2003), Ohnishi et al. (2006), Foglizzo et al. (2007), Yamasaki et Yamada (2007),
Scheck et al. (2008). Le mécanisme purement acoustique (schéma de droite) peut à son tour se
décomposer dans les deux étapes suivantes : une onde acoustique se propageant vers le choc est
réfléchie créant ainsi une onde acoustique se propageant vers le bas (NB : celle-ci peut également
avoir une propagation transverse) ; cette onde est ensuite réfléchie en direction du choc par l’effet
conjugué du gradient de densité et de la géométrie sphérique. Un tel cycle peut être instable si
l’une de ces réflexions est accompagnée d’une amplification suffisamment forte. C’est par exemple
le cas dans l’instabilité de Papaloizou-Pringle (Papaloizou et Pringle 1984, Goldreich et Narayan
1985) dans les disques d’accrétion où une onde acoustique est amplifiée lors d’une réflexion au
voisinage de son rayon de corotation. En ce qui concerne SASI, Blondin et Mezzacappa (2006)
ont ainsi proposé que le choc pourrait être la cause d’une telle amplification.

La description quantitative de ces deux cycles nécessite de savoir séparer les trois types
d’onde entrant en jeu. Sous le choc l’écoulement se comporte de façon quasi-adiabatique (voir
Section 3.3.2), et l’onde d’entropie-vorticité est simplement advectée (Équations (3.44) et (3.45)).
La difficulté réside dans la séparation de la partie acoustique en une onde montante et une
onde descendante. Ceci nécessite l’usage de la méthode WKB décrite dans la Section 3.3.3.
Cette méthode est valable si la longueur d’onde des perturbations est petite devant la taille des
gradients, et s’applique donc uniquement aux modes de fréquence suffisamment élevée. Foglizzo
et al. (2007) ont effectué une telle analyse WKB du modèle de SASI présenté dans la Section 3.3.2,
et nous en donnerons ici une brève description. Des constantes décrivant l’efficacité des couplages
peuvent être définies de la manière suivante. Lorsqu’une onde acoustique montante d’amplitude
δf− perturbe le choc, elle crée une onde advectée d’amplitude δfadv ainsi qu’une onde acoustique
descendante d’amplitude δf+1. Le rapport de l’amplitude de chacune des ondes sortantes sur
l’amplitude de l’onde incidente définit les constantes de couplage au choc :

Qsh ≡ δfadv

δf−
, (4.1)

Rsh ≡ δf+

δf−
. (4.2)

Celles-ci peuvent être déterminées analytiquement en utilisant les équations de conservation au
choc (Équations (3.48)-(3.51)) et en séparant les différentes ondes à l’aide de la méthode WKB.
Lorsqu’une onde d’entropie-vorticité (δfadv 6= 0, δf+ = 0) est advectée vers la PNS, elle crée
une onde acoustique montante avec une efficacité caractérisée par le rapport de ces amplitudes
mesurées au choc :

Q∇ ≡ δf−

δfadv
. (4.3)

De même la réflexion de l’onde acoustique descendante (δf+ 6= 0,δfadv = 0,) dans les gradients
est caractérisée par :

R∇ ≡ δf−

δf+
. (4.4)

Ces deux constantes peuvent être calculées en intégrant numériquement le système différentiel,
en imposant une condition limite sous le choc modifiée pour l’occasion : pour obtenir Q∇ on

1La variable δf définie dans le chapitre précédent décrit la perturbation de la densité d’énergie. L’usage d’une
autre variable pour mesurer les amplitudes changerait les valeurs des constantes de couplage (au choc et dans les
gradients), mais ne changerait pas les constantes de cycle Q et R décrivant la stabilité des cycles.
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impose δf+ = 0, tandis que pour calculer R∇ on impose δfadv = 0. Finalement on peut définir
des constantes de cycle globales :

Q ≡ QshQ∇, (4.5)
R ≡ RshR∇. (4.6)

Celles-ci sont des nombres complexes qui dépendent de la pulsation complexe ω. Comme les deux
cycles advectif-acoustique et purement acoustique ont lieu simultanément, un mode propre doit
alors vérifier la relation (Foglizzo et Tagger 2000) :

Q+R = 1. (4.7)

Si l’on calcule ces constantes avec une pulsation réelle ωr, alors le critère de stabilité d’un
cycle seul peut s’écrire (selon le cycle considéré) : |Q| > 1 ou |R| > 1, ce qui est équivalent au
critère donné dans le premier paragraphe. Le taux de croissance peut alors s’approximer par :

ωi ' log |Q|
τ

, (4.8)

où τ est la durée du cycle considéré (ici advectif-acoustique pour l’exemple). Lorsqu’un deuxième
cycle est présent, il peut selon sa phase s’ajouter ou se soustraire au premier cycle. Ceci est la
cause d’oscillations observées dans le spectre de modes propres de SASI (Figure 4.2, graphique
de gauche). Foglizzo et al. (2007) ont réussi à extraire de ces oscillations du taux de croissance
les valeurs des constantes de cycle Q et R. La Figure 4.2 (à droite) montre ces valeurs extraites
du spectre de modes propres, ainsi que celles calculées par la méthode WKB. Les résultats de ces
deux méthodes sont en très bon accord, et montrent que le cycle advectif acoustique est instable
avec une constante de cycle pouvant atteindre une valeur de Q ∼ 6, tandis que le cycle purement
acoustique est toujours stable avec R ∼ 0.5.

4.2.2 Arguments en faveur des deux mécanismes

La description des deux cycles de la section précédente a donné une preuve formelle que dans
le régime WKB le cycle advectif-acoustique est instable tandis que le cycle purement acoustique
est stable. Cependant, ce résultat est valable uniquement pour les modes de haute fréquence
et n’est donc pas valable pour le mode fondamental et les premiers harmoniques, qui sont les
modes les plus instables. De plus, de façon encore plus problématique pour cet argument, les
modes hautes fréquences sont instables uniquement si le choc est suffisamment loin de la surface
de l’étoile rsh/r∗ > 5 − 10. En conséquence, pour des rayons de choc plus réalistes dans le
régime 2 < rsh/r∗ < 5, l’analyse WKB n’est pas applicable et ne permet pas de conclure sur le
mécanisme de façon définitive. Foglizzo et al. (2007) ont observé que les propriétés des modes
les plus instables sont conformes à une extrapolation du comportement des modes WKB vers
les basses fréquences et les petits rayons du choc. Ils ont donc argumenté par un argument de
continuité que l’explication la plus naturelle aux modes de SASI dominants est le cycle advectif-
acoustique. Ceci n’est cependant pas une preuve formelle et il ne peut être exclu que le mécanisme
à l’origine de ces modes à basse fréquence soit différent. Cette ambiguïté est la cause d’un débat
sur le mécanisme de SASI, et nous décrivons ci-dessous les arguments qui ont été proposé pour
distinguer une instabilité purement acoustique telle que proposé par Blondin et Mezzacappa
(2006) d’un cycle advectif-acoustique.

Laming (2007) a étudié analytiquement la stabilité d’un choc d’accrétion en établissant une
équation de dispersion approximée par une méthode s’inspirant de Vishniac et Ryu (1989). Cette
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Fig. 4.2 – Analyse WKB de SASI dans le cas d’un choc éloigné (extrait de Foglizzo et al. (2007)). La figure
de gauche illustre le spectre de modes propres de l’harmonique sphérique l = 1 pour deux paramétrisations
de la fonction de refroidissement (figure du haut et du bas) et différentes valeurs du rayon du choc
(différentes courbes). Le taux de croissance ωi effectue des oscillations en fonction de la pulsation ωr,
que l’on peut interpréter par des interférences entre les cycles advectif-acoustique et purement acoustique.
La figure de droite montre les constantes de couplage de ces deux cycles calculées par deux méthodes
indépendantes : les courbes continues sont le résultat d’un calcul numérique dans l’approximation WKB,
tandis que les symboles sont extraits directement du spectre de modes propres grâce à ses oscillations. Le
cycle advectif acoustique (courbe continue, cercles) est instable avec une constante de cycle allant jusqu’à
Q ∼ 5, tandis que le cycle purement acoustique (courbe tiretée, losanges) est toujours stable avec R ∼ 0.5.

équation contient un terme dû à l’advection que l’on peut enlever à la main afin de savoir si celle-
ci joue un rôle fondamental dans le mécanisme d’instabilité. L’article de Laming (2007) trouve
alors que les conditions de stabilité dépendent du rayon du choc. Pour un choc éloigné l’omission
du terme d’advection stabilise l’écoulement, ce qui confirme le mécanisme advectif-acoustique. A
l’inverse, pour une distance du choc plus réaliste, l’advection affecte peu le taux de croissance, ce
qui plaide en faveur d’un mécanisme purement acoustique. Cependant l’analyse de Laming (2007)
a été critiquée par Yamasaki et Foglizzo (2008) car l’établissement de l’équation de dispersion
contient des approximations dont la justification est douteuse. De plus un erratum publié par
la suite (Laming 2008) corrige certaines erreurs de calcul et change la conclusion à la faveur du
cycle advectif-acoustique quel que soit le rayon du choc. Les résultats de cette étude ne sont
donc finalement pas conclusifs, mais ils illustrent comment un mécanisme purement acoustique
pourrait être défendu pour un rayon de choc réaliste sans entrer en conflit avec les résultats de
l’analyse WKB.

Fernández et Thompson (2009b) ont proposé un argument pouvant s’appliquer au régime où
le choc est proche de la surface de l’étoile. Ils ont suivi l’évolution du taux de croissance d’un
mode de SASI lorsque le rayon du choc est varié, ce qui change le rapport du temps acoustique
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azimutal sur le temps d’advection depuis le choc jusqu’à la surface de l’étoile. Ainsi ils ont observé
qu’un mode donné atteint un taux de croissance maximal lorsque ces deux temps coïncident, et
ont interprété ceci comme un argument en faveur du mécanisme advectif-acoustique. Bien que
ce mécanisme puisse expliquer cette observation de façon naturelle puisque l’advection et la
propagation d’ondes acoustiques y jouent toutes deux un rôle prédominant, cet argument ne
permet pas d’exclure un mécanisme purement acoustique. On pourrait par exemple argumenter,
dans le cadre d’un mécanisme purement acoustique, que les modes purement acoustiques sont
légèrement affectés par l’advection d’une façon qui rend plus instable les modes où les temps
acoustiques et advectifs coïncident.

On peut tirer des informations plus indirectes sur le mécanisme à l’oeuvre en se penchant
sur l’effet d’un champ magnétique. Endeve et al. (2010) ont fait des simulations de SASI en
présence d’un champ magnétique radial. Ils ont obtenu le résultat étonnant qu’un champ magné-
tique dont la pression est négligeable comparée à la pression thermique (Pmag/Pth < 10−3) est
capable de stabiliser complètement SASI. Comme nous le verrons dans le chapitre 7, ceci peut
s’interpréter naturellement dans le cadre d’un cycle advectif-acoustique. Ce résultat semble par
contre beaucoup plus difficile à expliquer dans le cadre d’un mécanisme purement acoustique, en
effet on s’attend à ce que les ondes acoustiques soient extrêmement peu affectées par un champ
magnétique aussi faible.

Un certain nombre d’auteurs ont tenté de distinguer les deux mécanismes en utilisant la
fréquence d’oscillation observée dans les simulations. Ces différentes études ont abouti à des
conclusions divergentes : Ohnishi et al. (2006) concluent que le cycle advectif-acoustique est
responsable de l’instabilité, tandis que Blondin et Mezzacappa (2006) arrivent à la conclusion
inverse. Rétrospectivement il semble que cette confusion vienne du fait que les deux mécanismes
soient compatibles avec cette fréquence (Foglizzo et al. 2007, Scheck et al. 2008) et d’une vision
trop simpliste du mécanisme concurrent. En effet, Ohnishi et al. (2006) ont exclu le mécanisme
purement acoustique en se basant sur le fait que la période d’oscillation était plus longue que
le temps acoustique radial, alors que Blondin et Mezzacappa (2006) ont montré que la période
pouvait correspondre à un temps acoustique si l’on considère un chemin transverse. De leur
côté Blondin et Mezzacappa (2006) ont exclu le mécanisme advectif-acoustique sans considérer
la possibilité que le feedback acoustique puisse avoir lieu avant que le gaz n’atteigne la surface
de l’étoile à neutrons. Au final, la détermination de la fréquence des deux mécanismes souffre
d’une incertitude liée au manque de connaissance du rayon de couplage (pour un cycle advectif-
acoustique), et du chemin radial à considérer (pour un cycle purement acoustique). Par la suite,
Scheck et al. (2008) ont montré que la période d’oscillation observée dans leurs simulations était
compatible avec les deux mécanismes si l’on identifie le rayon de couplage advectif-acoustique
avec le rayon où la décélération est maximum, et que l’on considère le temps acoustique le long
d’un chemin non radial choisi de façon ad hoc (Figure 4.3, gauche). Le graphique de droite
de la Figure 4.3 illustre les différents temps caractéristiques entrant en jeu dans le modèle de
Blondin et Mezzacappa (2006) (présenté dans la Section 3.3.2). La période d’oscillation du mode
fondamental l = 1 est du même ordre de grandeur que le temps advectif-acoustique radial et que
le temps acoustique azimutal au choc. Elle est par contre nettement plus longue que le temps
acoustique d’aller retour radial entre le choc et la surface de la PNS.

En résumé, le mécanisme advectif-acoustique est favorisé par la plupart de ces arguments.
Cependant, aucun de ceux-ci ne permet d’exclure le mécanisme purement acoustique de façon
définitive. Jusqu’ici les études s’appuyant sur la fréquence d’oscillation se sont basées uniquement
sur celle du mode le plus instable dominant les simulations, qui correspond généralement au mode
fondamental (de plus basse fréquence). Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons les modes
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Fig. 4.3 – Comparaison de la période d’oscillation de SASI avec les temps advectif-acoustique et purement
acoustique. La figure de gauche, extraite de Scheck et al. (2008), montre que le temps advectif-acoustique
jusqu’au rayon où la décélération du fluide est maximale (en noir) correspond bien à la période d’oscil-
lation observée dans plusieurs simulations. Cependant, un temps acoustique (en gris) pourrait également
expliquer cette période, car elle se situe entre le temps acoustique d’aller retour radial entre les deux pôles
(en bas) et celui d’un aller-retour azimutal (en haut). La figure de droite montre la fréquence du mode
fondamental l = 1 dans le modèle de la Section 3.3.2 (tosc, en rouge). Celle-ci est du même ordre de
grandeur que le temps advectif-acoustique (taac, Équation (4.30)) et que le temps acoustique azimutal au
choc (tacφ, Équation (4.32)). Elle est est par contre nettement plus longue que le temps d’aller-retour
radial entre le choc et la surface de la PNS (tacr, Équation (4.31)).

instables de fréquence plus élevée pour tenter de distinguer les deux mécanismes. À la différence
de ceux considérés par Foglizzo et al. (2007), ces modes n’ont pas une fréquence très élevée (ils
ne sont pas dans le régime WKB) et sont instables y compris pour des rayons de choc réalistes.
Nous distinguerons en particulier l’influence du temps acoustique azimutal (dont la valeur est
proche du temps advectif-acoustique) de celle du temps acoustique radial, qui est beaucoup plus
court que le temps advectif-acoustique. Ceci montrera que le spectre de fréquence des modes
propres attendu dans les deux mécanismes proposés diffère sensiblement. Une comparaison avec
le spectre de fréquence des modes propres (déterminé numériquement) permettra alors d’exclure
le mécanisme acoustique comme origine de tous les modes instables.

4.3 Etude du spectre de modes propres dans le cadre d’un
modèle jouet

4.3.1 Présentation du modèle jouet

Le modèle jouet que nous étudierons dans cette section a été développé par Foglizzo (2009)
et est illustré par la Figure 4.4. Il s’agit du modèle le plus simple montrant une instabilité
similaire à SASI. Il est composé d’un choc d’accrétion stationnaire situé au dessus d’une zone
de décélération créée par une marche de potentiel. Ces deux éléments, qui permettent les deux
processus de couplage décrits ci-dessus, sont séparés par une région où l’écoulement est uniforme
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Fig. 4.4 – Schéma illustrant le modèle jouet de SASI
(extrait de Foglizzo (2009)). Celui-ci comprend un
choc plan stationnaire (en zsh) situé au dessus d’une
région de décélération (en z∇) créée par une marche
de potentiel. Ces deux éléments sont séparés par une
région de hauteur H = zsh − z∇ où l’écoulement est
uniforme. Le choc couple l’onde acoustique montante
à l’onde d’entropie-vorticité avec une efficacité Qsh

et à l’onde acoustique descendante avec une efficacité
Rsh. Dans la région de gradient, ces deux ondes sont
à leur tour couplées avec l’onde acoustique montante
avec une efficacité Q∇ et R∇.

afin de faciliter la description analytique. En effet, on peut alors séparer les différentes ondes et
décrire leurs propagations respectives sans aucune approximation. Cette région uniforme nécessite
une géométrie plane, de plus par simplicité l’évolution sera supposée adiabatique aussi bien au
choc que dans la marche de potentiel. Le modèle a une extension horizontale appelée L, et l’on
appliquera des conditions limites périodiques aux bords de cette boite (dans la suite on utilisera
L = 6H, où H est la distance entre le choc et la zone de gradients). Après une transformée de
Fourier dans la direction x, les modes sont caractérisés par leur nombre entier nx de longueurs
d’onde sur la longueur de la boite :

kx =
2πnx
L

. (4.9)

Les équations décrivant ce modèle jouet sont similaires à celles données dans la Section 3.3.2,
mais sont plus simples du fait de l’adiabaticité de l’écoulement et de la géométrie plane. Seule
la condition limite inférieure est notablement différente puisque le fluide n’y est pas stoppé
par une surface dure. À la place, on utilisera une condition d’onde sortante qui impose que
l’onde acoustique montante ait une amplitude nulle sous la marche de potentiel. Ces équations
peuvent être trouvées dans l’article de Foglizzo (2009). Dans la suite de ce chapitre on utilisera
les paramètresM1 =∞, H∇/H = 0.01, et cin/cout = 0.75.

Tout comme le modèle étudié dans la partie précédente, ce modèle jouet contient un cycle
advectif-acoustique et un cycle purement acoustique qui ont lieu de façon simultanée. La simpli-
cité de ce modèle permet de séparer ces deux cycles sans ambiguïté, ainsi Foglizzo (2009) a pu
montrer que le cycle advectif acoustique est instable tandis que le cycle purement acoustique est
stable. L’objectif de ce chapitre ne portera pas sur une détermination de la stabilité de ces cycles,
mais sur une caractérisation précise de leur spectre de fréquences propres indépendamment du
fait que ces modes soient stables ou instables. Ainsi nous étudierons l’ensemble des modes propres,
à la différence de Foglizzo (2009) qui n’a considéré que les modes les plus instables (pour un nx
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donné).
De la même façon que dans la Section 4.2.1, on peut définir des constantes de cycle Q(ω) ≡

QshQ∇ pour le cycle advectif acoustique, et R(ω) = RshR∇ pour le cycle purement acoustique.
Un mode propre de pulsation complexe ω doit alors vérifier l’Équation (4.7) et contient les deux
cycles dans une proportion a priori indéterminée. Afin de séparer les deux cycles et d’étudier leur
spectre propre indépendamment, nous considérerons des modes purement advectif-acoustique
vérifiant la relation (Foglizzo 2009) :

Q(ω) = 1, (4.10)

qui correspond à une situation où l’onde acoustique descendante serait artificiellement interdite.
Les modes purement acoustiques vérifient eux la relation :

R(ω) = 1, (4.11)

qui signifie que l’on a négligé l’onde advectée d’entropie-vorticité créée au choc.
De plus on utilisera de nouvelles constantes de cycleQ0 et R0 qui n’incluent pas la propagation

des ondes entre le choc et la marche de potentiel (à la différence de Q et R). Celles-ci sont définies
par les relations :

Q = Q0e
i(kadvz −k−z )H , (4.12)

R = R0e
i(k+

z −k−z )H , (4.13)

où kadvz et k±z sont respectivement les nombres d’onde verticaux de l’onde advectée d’entropie-
vorticité, et des ondes acoustiques descendante (+) et montante (-) :

kadvz =
ω

vz
, (4.14)

k±z =
ω

c

M∓ µ
1−M2

, (4.15)

µ2 = 1− k2
xc

2(1−M2)
ω2

. (4.16)

4.3.2 Spectre de modes propres du cycle advectif-acoustique

Les Équations (4.10) et (4.12) peuvent être combinées pour obtenir la condition que doit
vérifier un mode advectif-acoustique :

Q0e
iωτaac

1+µM
1+M = 1, (4.17)

où τaac est la durée d’un cycle advectif-acoustique à une dimension (kx = 0, µ = 1) :

τaac ≡ H

|v| +
H

c(1−M)
=

H

|v|(1−M)
. (4.18)

L’Équation 4.17 peut être résolue approximativement dans le régime où le taux de croissance est
faible (ωi � ωr) et où l’onde acoustique est propagative (µ2 > 0). Dans ce cas, le module de
cette relation complexe permet d’avoir accès au taux de croissance du mode advectif-acoustique
(Foglizzo 2009) :

ωi ' 1 +M
µr +Mµr

log |Q|
τaac

. (4.19)
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D’une façon similaire, on peut avoir accès à la fréquence en utilisant l’argument de cette
même relation, qui donne une information sur la phase des ondes :

φ(Q0) +Re

(
ωτaac

1 + µM
1 +M

)
= 2nzπ, (4.20)

où φ(Q0) est l’argument de Q0 et décrit le déphasage qui a lieu au cours des deux processus de
couplage. En développant cette équation, on obtient un polynôme du second degré en ωr dont la
solution peut s’écrire :

ωr =
(nz − φ/2π)ωaac −M

[
(nz − φ/2π)2ω2

aac − n2
xω

2
acx(1−M)2

]1/2
1−M , (4.21)

où l’on a défini deux fréquences typiques respectivement du cycle advectif-acoustique et de la
propagation acoustique horizontale :

ωaac ≡ 2π
τaac

, (4.22)

ωacx ≡ kxc. (4.23)

Notons que Φ dépend en principe de la fréquence, en conséquence l’Équation (4.21) n’est une
expression explicite que si l’on spécifie arbitrairement Φ. Aussi, dans la suite nous supposerons
Φ = 0 qui se révélera une bonne approximation dans ce modèle jouet. Une valeur de Φ non nulle
décalerait la fréquence de l’ensemble des modes mais ne changerait pas ou peu la différence de
fréquence entre deux modes successifs. Ce sera par exemple le cas des modes (stables) l = 0 du
modèle de la Section 4.4.

La Figure 4.5 compare ce résultat analytique avec la fréquence des modes propres calculés
numériquement. Le résultat obtenu est en très bon accord avec les modes advectif-acoustiques
ainsi que les modes du modèle jouet complet (i.e. vérifiant l’Équation 4.7) pour tous les modes
où les ondes acoustiques sont propagatives. Ceci montre d’une part, qu’il n’y a pas de déphasage
significatif, et que l’approximation de faible taux de croissance donne des résultats raisonnables ;
et d’autre part, que la fréquence des modes complets est dictée par le cycle advectif-acoustique
qui prédomine sur le cycle purement acoustique. On peut remarquer cependant que le cycle pu-
rement acoustique a une influence sur le taux de croissance des modes complets surtout lorsqu’ils
sont proches de la stabilité marginale (Foglizzo 2009), puisque les modes instables ne sont pas
exactement les mêmes entre les deux figures. L’origine du mode stable nx = 1 à basse fréquence,
qui ne coïncide avec aucune courbe, est assez obscure. Il se trouve de toute façon dans le régime
des ondes acoustiques évanescentes, qui n’est pas décrit pas l’Équation 4.21.

À partir de la Figure 4.5 et de l’Équation (4.21), on remarque que deux modes de structure
transverse donnée sont séparés par une fréquence correspondant approximativement à celle d’un
cycle advectif-acoustique vertical ωaac. Ceci est exact dans le cas des modes unidimensionnels qui
ont un spectre de la forme : ωr = (nz−φ/2π)ωaac, et est seulement approximatif pour nx 6= 0. En
effet, un mode transverse a une fréquence légèrement plus élevée que le mode 1D correspondant
(d’un facteur au maximum 1/(1−M) pour un mode propagatif). Ceci peut paraître contre-intuitif
car le chemin géométrique parcouru pendant un cycle est plus long. C’est la raison pour laquelle
la durée du cycle augmente avec l’inclinaison dans l’Équation (4.19). Cependant cette durée de
cycle correspond à la vitesse de groupe de l’onde acoustique, alors que la fréquence d’un mode
est déterminée par une relation de phase, dans laquelle le temps de cycle est déterminé par la
vitesse de phase. La vitesse de phase verticale d’une onde acoustique augmente avec l’inclinaison,
car les fronts d’onde se rapprochent de la verticale.
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Fig. 4.5 – Spectre de modes propres du cycle advectif-acoustique dans le modèle jouet : fréquence d’os-
cillation (ω) en fonction du nombre de longueurs d’onde dans la largeur de la boite (nx). Les lignes
continues représentent la solution analytique donnée par l’Équation 4.21 en supposant φ(Q0) = 0 (les
courbes s’arrêtent lorsque les ondes acoustiques deviennent évanescentes car ce régime n’est pas décrit par
l’expression analytique). Les losanges correspondent aux modes propres calculés numériquement pour le
cycle advectif-acoustique uniquement (figure de gauche) et pour le modèle jouet complet (figure de droite).
Les modes stables sont représentés par des losanges vides, les modes instables par des losanges pleins,
enfin les modes les plus instables pour chaque valeur de nx sont de couleur rouge. L’expression analytique
est en très bon accord avec les modes numériques dans les deux cas de figures considérés, conformément
à l’idée que le cycle advectif-acoustique soit responsable de l’instabilité de ce modèle jouet.

4.3.3 Spectre de modes propres purement acoustiques

La fréquence des modes purement acoustiques peut être estimée par une méthode similaire
à celle utilisée pour les modes advectif-acoustiques. Pour cela on réécrit l’Équation (4.11) en
utilisant l’Équation (4.13) :

R0e
iωτaczµ = 1, (4.24)

où τacz est la durée du cycle purement acoustique à une dimension (kx = 0) :

τacz ≡ H

c(1 +M)
+

H

c(1−M)
=

2H
c(1−M2)

. (4.25)

En prenant l’argument de cette équation complexe, on obtient :

φ(R0) +Re(τacz
√
ω2 − n2

xω
2
acx(1−M2)) = 2nzπ. (4.26)

On peut alors en déduire une expression de la fréquence purement acoustique :

ωr =
[
(nz − φ/2π)2ω2

acz + n2
xω

2
acx(1−M2)

]1/2
, (4.27)

où ωacz est une fréquence typique de la propagation acoustique verticale :

ωacz ≡ 2π
τacz

. (4.28)
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Fig. 4.6 – Spectre de fréquence des modes propres du cycle purement acoustique dans le modèle jouet :
fréquence d’oscillation (ω) en fonction du nombre de longueurs d’onde dans la largeur de la boite (nx). Les
lignes continues représentent la solution analytique donnée par l’Équation 4.27 en supposant φ(R0) = 0.
Les losanges correspondent aux modes propres calculés numériquement pour le cycle purement acoustique
uniquement (figure de gauche) et pour le modèle jouet complet (figure de droite). Les modes stables sont
représentés par des losanges vides, les modes instables par des losanges pleins, enfin les modes les plus
instables pour chaque valeur de nx sont de couleur rouge. L’expression analytique est en bon accord avec
les modes purement acoustiques (tous stables), mais pas avec les modes complets confirmant que ceux-ci
ne sont pas dominés par le cycle purement acoustique.

On peut reconnaître dans l’Équation (4.27), une version modifiée par l’advection de la fréquence
des modes acoustiques d’une boite ayant des conditions limites périodiques en x et réflexives en
z :

ω = 2πc2

[
n2
z

(2H)2
+
n2
x

L2
x

]
. (4.29)

Ainsi si le nombre de longueurs d’onde dans la direction transverse (nx) augmente, la fréquence
augmente typiquement de ωacx correspondant à un temps de propagation sur la longueur trans-
verse de la boite. De même, si le nombre de longueurs d’onde dans la direction verticale (nz)
augmente, la fréquence augmente d’environ ωacz correspondant à une propagation acoustique sur
la hauteur de la boite. Dans un modèle sphérique de SASI, cette idée très simple permettra de
distinguer l’effet du temps acoustique radial attendu dans le cadre d’un mécanisme purement
acoustique (voir la section suivante).

L’expression (4.27) (avec φ = 0) est comparée avec les modes propres calculés numériquement
dans la Figure 4.6. Elle est en bon accord avec les modes purement acoustiques (tous stables),
montrant encore une fois que le déphasage n’est pas très significatif et que l’approximation de
faible taux de croissance donne des résultats raisonnables. Par contre, la fréquence des modes
purement acoustiques ne permet pas d’expliquer tous les modes propres du modèle jouet complet.
Ceci confirme que les modes complets ne sont pas dominés par le cycle purement acoustique,
et montre que l’étude du spectre de fréquence pourrait permettre de discriminer les deux méca-
nismes. On peut cependant remarquer que la plupart des modes instables se trouvent à proximité
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d’une des branches acoustiques, et que les modes les plus instables sont tous proches de la branche
nz = 0 (sans pour autant coïncider). Ceci peut s’interpréter par deux phénomènes. D’une part,
une interférence constructive a lieu lorsque la fréquence fixée par les modes advectif-acoustiques
dominants est proche de celle des modes purement acoustiques, ce qui favorise leur croissance.
D’autre part, le cycle advectif acoustique lui-même atteint un maximum de taux de croissance
lorsque la propagation des ondes acoustiques est proche de l’horizontalité (Foglizzo 2009), ce qui
correspond à la branche acoustique nz = 0.

4.4 Distinguer les deux mécanismes dans un modèle classique
de SASI

4.4.1 Généralisation à une géométrie sphérique

Dans cette section, nous appliquons au modèle de SASI présenté dans la Section 3.3.2 l’étude
des spectres de fréquence des deux cycles (advectif-acoustique et purement acoustique) décrite ci-
dessus. Celle-ci a montré en particulier que les modes ayant une structure transverse donnée (nx
fixé dans le modèle plan) sont séparés par une fréquence typique correspondant à une propagation
verticale (ce qui correspond à une propagation radiale en sphérique). Comme nous l’avons évoqué
dans la Section 4.2.2, le temps acoustique radial est nettement plus court que le temps advectif-
acoustique radial (d’un facteur compris entre 3.5 et 10, voir Figure 4.3). Ceci devrait permettre
de distinguer clairement les deux mécanismes en étudiant la fréquence des modes propres.

La description de la propagation des ondes données dans la section précédente est exacte dans
un écoulement uniforme, et pourrait être généralisée à un écoulement non uniforme en géométrie
sphérique en utilisant l’approximation WKB. Dans ce cadre, les termes de la forme eikzH (dans
les Équations (4.12) et 4.13) devraient être remplacés par des termes de la forme suivante :
ei

R
kr dr (voir Section 3.3.3, Équation (3.55)). Cependant, notre but étant de discriminer les

mécanismes dans le régime où l’approximation WKB ne s’applique pas, on ne développera pas
rigoureusement une telle description. On se contentera d’une généralisation approximative des
résultats de la géométrie plane, dont on pourra attendre qu’ils donnent le bon ordre de grandeur
mais pas une valeur exacte. Ceci sera cependant suffisant pour distinguer les deux mécanismes
du fait de la grande différence entre les temps de propagation radiale.

En s’inspirant de la solution WKB, on généralise les temps advectif-acoustique et purement
acoustique de la façon suivante :

τaac ≡
∫ rsh

rcoup

1
1−M

dr
|v| , (4.30)

τacr ≡
∫ rsh

rref

2
1−M2

dr
c
, (4.31)

τacφ(r) ≡ 2πr
c
, (4.32)

où rcoup est le rayon de couplage effectif représentant l’endroit où le feedback acoustique est
produit (notons qu’en réalité ce feedback n’est pas produit à un endroit précis), et rref est le
rayon où l’onde acoustique descendante est réfléchie (le point de retournement). Ces deux rayons
dépendent a priori de la fréquence du mode d’une façon difficile à déterminer explicitement. On
peut cependant obtenir une limite supérieure des temps radiaux en supposant que ces deux rayons
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inférieurs coïncident avec la surface de l’étoile2. Dans la suite nous utiliserons cette valeur, en
gardant à l’esprit qu’il est possible d’expliquer une fréquence plus élevée en changeant ces rayons.
Il est par contre impossible d’expliquer une fréquence plus basse de la sorte. Nous verrons que
cette limite supérieure du temps acoustique radial suffit à exclure une origine acoustique des
modes propres car elle prédit des fréquences trop élevées. Le temps acoustique azimutal souffre
lui aussi d’une incertitude sur le rayon auquel il devrait être calculé. En choisissant le rayon du
choc, on peut là encore obtenir une limite supérieure. Afin d’estimer l’incertitude associée à cette
indétermination, nous comparerons le résultat avec celui obtenu en choisissant (rsh + r∗)/2.

Ces échelles de temps permettent à leur tour de définir les fréquences typiques suivantes qui
sont une généralisation directe des fréquences du modèle plan ωaac, ωacz, et ωacx :

ωaac ≡ 2π
τaac

, (4.33)

ωacr ≡ 2π
τacr

, (4.34)

ωacφ(r) ≡ 2π
τ trac

=
c

r
. (4.35)

Dans la section suivante, on introduira directement ces fréquences dans les Équations (4.21) et
(4.27) afin d’estimer la fréquence des modes advectif-acoustiques et purement acoustiques (pour
cela n2

xω
2
x devra être remplacé par l(l + 1)ω2

acφ).
Notons que si l’on suppose la vitesse d’advection et la vitesse du son uniformes, on peut

obtenir comme valeur naïve de ces fréquences (avec rref = rcoup = r∗) : ωaac ∼ 2πvsh(1 −
Msh)/(rsh − r∗) et ωacr ∼ πcsh(1 −M2

sh)/(rsh − r∗). Ceci donne un rapport de ces fréquences
ωaac/ωacr ∼ 2Msh/(1 +Msh) ∼ 2 (comme c’est le cas dans le modèle jouet). En réalité, ce
rapport est nettement plus élevé car la vitesse d’advection diminue fortement à l’approche de la
PNS, tandis que la vitesse du son a tendance à augmenter dans un premier temps sous l’effet de
la compression adiabatique (Figure 3.1).

4.4.2 Comparaison directe des spectres propres

La Figure 4.7 compare la fréquence des modes propres de SASI avec les prédictions du cycle
advectif-acoustique (figure de gauche) et du cycle purement acoustique (figure de droite), dans
le cas d’un choc peu éloigné (rsh/r∗ = 2.5) où l’analyse WKB ne peut s’appliquer. Le cycle
advectif-acoustique prédit les bonnes fréquences de tous les modes non radiaux avec une précision
de l’ordre de la dizaine ou quelques dizaines de pour-cent. Le mécanisme purement acoustique
quant à lui prédit approximativement la fréquence des modes les plus instables conformément
aux conclusions des études antérieures, mais surestime fortement celle des autres modes instables.
En effet, deux à trois modes instables sont présents entre la branche nr = 0 correspondant aux
modes les plus instables et la branche suivante nr = 1. Ceci est dû au fait que la fréquence
acoustique radiale (ωacr ' 10 en unité de vsh/rsh) est nettement plus élevée que la différence
de fréquence entre deux modes successifs (∆ω ' 2.5). Ceci sera étudié plus quantitativement
dans la section suivante. Notons qu’en supposant un déphasage adéquat, on pourrait réussir à
réconcilier la branche nr = 1 avec le deuxième mode instable. Cependant, il resterait impossible
d’expliquer les 3ème et 4ème modes instables des harmoniques sphériques l = 1 et l = 2.

2Avec la fonction de refroidissement considérée ici (α = 3/2, β = 5/2), le temps d’advection jusqu’à la surface
de la PNS est fini et correspond relativement bien à la durée du cycle advectif-acoustique. Avec une fonction de
refroidissement moins violente (α = 1, β = 6) ce temps devient infini et il serait plus judicieux d’adopter comme
estimation du rayon de couplage, l’endroit où le gradient de vitesse est maximal (Foglizzo et al. 2007).
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Fig. 4.7 – Comparaison du spectre de modes propres de SASI aux estimations du cycle advectif-acoustique
(figure de gauche) et du cycle purement acoustique (figure de droite). L’ordonnée représente la fréquence en
unité de vsh/rsh, tandis que l’abscisse correspond à l’indice l de l’harmonique sphérique. Les modes propres
calculés numériquement sont représentés par différents types de losanges avec les mêmes conventions que
la Figure 4.5. Les lignes en traits pleins correspondent aux estimations analytiques utilisant r = rsh

pour l’estimation de la fréquence acoustique azimutale, les lignes tiretées utilisant quant à elles r =
(rsh − r∗)/2. Comme précédemment, les estimations advectives-acoustiques sont représentées uniquement
dans le régime d’une onde acoustique propagative au rayon considéré. La prédiction du cycle advectif-
acoustique est grossièrement en accord avec l’ensemble du spectre de SASI. Le cycle purement acoustique
prédit approximativement la fréquence des modes les plus instables, mais surestime fortement celle des
modes instables de fréquences plus élevées.

Le fait que les modes les plus instables pour chaque harmonique sphérique l de trouvent à
proximité de la branche purement acoustique nr = 0 peut s’interpréter comme dans la section
précédente par une meilleure efficacité du cycle advectif-acoustique ainsi que par une interférence
constructive avec le cycle purement acoustique. Ceci peut être rapproché de l’observation faite
par Fernández et Thompson (2009b) montrant que le taux de croissance d’un mode est maximum
lorsque le temps d’advection coïncide avec le temps acoustique azimutal.

Comparons maintenant de façon plus détaillée le spectre de SASI avec cette estimation simple
du spectre du cycle advectif-acoustique, qui suppose rcoup = r∗ et Φ = 0. On remarque que l’ac-
cord est très bon pour les modes l = 1, puis se dégrade pour les l plus élevés. Ceci montre que
l’effet de la structure transverse sur la fréquence de SASI n’est pas très bien décrit. Même en
tenant compte de l’incertitude liée au choix du rayon où la fréquence ωacφ est calculée, l’Équa-
tion (4.21) semble sous estimer quelque peu la fréquence. Ceci peut s’expliquer par un rayon de
couplage plus haut que la surface de la PNS, ce qui raccourcit la durée du cycle et augmente la
fréquence du mode. Le plus grand rayon de feedback des modes ayant un nombre l plus élevé
peut s’interpréter par l’évanescence de l’onde acoustique à proximité de la PNS.

Finalement, on observe que les modes radiaux l = 0 sont systématiquement décalés par
rapport à la courbe théorique. Ceci s’explique par un déphasage ayant lieu au cours du cycle
advectif-acoustique radial, comme Fernández et Thompson (2009b) l’ont montré. En effet, un
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Fig. 4.8 – Extraction d’un temps de propagation radiale à partir des modes propres instables l = 1
(Équation (4.39), tirets courts) et comparaison avec les temps advectif-acoustique (Équation (4.30), ligne
continue) et purement acoustique (Équation (4.31), tirets long). Les temps extraits du spectre sont nette-
ment plus longs que le temps acoustique (d’un facteur compris entre 3.5 et 7), ce qui exclut une origine
purement acoustique de ces modes instables. Ils sont en revanche du même ordre de grandeur que le
temps advectif-acoustique confirmant ainsi le mécanisme advectif-acoustique. Tous les temps sont donnés
en unité de vsh/rsh.

déphasage de φ = π donne alors le spectre suivant :

ωr = (nr − 1/2)ωaac, (4.36)

qui s’accorde beaucoup mieux à celui déterminé numériquement.

4.4.3 Extraction d’une échelle de temps de propagation radiale

Comme on peut l’observer sur les Figures 4.5, 4.6 et 4.7, la différence de fréquence entre
deux modes successifs de même structure transverse est dictée par la fréquence de propagation
radiale : ωaac pour le cycle advectif-acoustique, et ωacr pour le cycle purement acoustique. En
effet, pour deux modes nr et nr + 1, les Équations (4.21) et (4.27) donnent respectivement :

ωr(nr + 1)− ωr(nr) ' ωaac, (4.37)
ωr(nr + 1)− ωr(nr) ' ωacr, (4.38)

si l’on suppose l(l + 1)ω2
acφ � n2

rω
2
aac et l(l + 1)ω2

acφ � n2
rω

2
acr. De façon stricte, ces relations

ne sont donc valables que pour nr suffisamment grand. En inspectant la Figure 4.7 on observe
cependant que l’approximation est déjà raisonnable pour les deux premiers modes l = 1 (nr = 1
et nr = 2), en ce qui concerne le cycle advectif-acoustique. Dans le cas du cycle purement
acoustique, la différence de fréquence entre les deux premiers modes l = 1 (nr = 0 et nr = 1)
est quelque peu inférieure à cette estimation, qui devient raisonnable seulement pour les modes
suivants nr = 1 et nr = 2.



4.5. Conclusion 81

Ceci suggère que l’on peut extraire un temps de propagation radial à partir de la différence
de fréquence de deux modes successifs de même structure transverse. On définit un tel temps de
la façon suivante :

tn−n+1 ≡ 2π
ωr(n+ 1)− ωr(n)

(4.39)

où ωr(n) et ωr(n + 1) sont les fréquences du n-ième et du n+1-ième mode de SASI pour un l
donné. Si le mécanisme est advectif-acoustique ce temps devrait correspondre à τaac, tandis que
si le mécanisme est purement acoustique il devrait correspondre à τacr si l’on excepte le mode
de plus basse fréquence (ici noté n = 1 mais qui correspond à nr = 0 pour les modes purement
acoustiques). Étant donné que ces temps sont très différents, cette méthode devrait permettre
de discriminer facilement les deux mécanismes.

Les temps de propagation radiale extraits en utilisant les modes n = 1 − 2, n = 2 − 3 et
n = 3−4 (tous pour l = 1) sont comparés aux temps advectif-acoustique et purement acoustique
sur la Figure 4.8. Ces temps sont représentés uniquement dans l’intervalle de rayon du choc où les
modes utilisés pour leur estimation sont instables. Les trois temps extraits sont très proches les
uns des autres, et sont du même ordre de grandeur que le temps advectif-acoustique. Par contre
ils sont nettement plus longs que le temps acoustique radial : le rapport varie entre 3.5 pour
un choc proche, à 6 pour un choc plus éloigné. Ceci exclut clairement le mécanisme purement
acoustique comme origine de l’instabilité SASI.

Alors que le temps advectif-acoustique correspond bien aux temps extraits pour un choc
proche de la PNS, il les surestime d’environ 50% pour un choc très éloigné. Ceci peut s’interpréter
encore une fois par un rayon de couplage effectif plus élevé que la surface de la PNS dans le cas
d’un choc éloigné. Il est par contre impossible de réconcilier de la même façon le temps purement
acoustique avec le temps mesuré, car il faudrait pour cela pouvoir le rallonger et non le raccourcir.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons donné une description analytique complète des spectres de fré-
quences propres attendus dans le cadre d’un cycle advectif-acoustique ainsi que dans celui d’un
mécanisme purement acoustique. Cette description a été testée avec une bonne précision à l’aide
d’un modèle jouet de SASI. Ceci a d’autre part montré qu’une comparaison du spectre de modes
propres à ces expressions analytiques permettait de distinguer le mécanisme à l’oeuvre. Nous
avons ensuite appliqué ces résultats à un écoulement plus réaliste (sphérique et non adiaba-
tique), que l’on peut considérer comme le modèle de SASI le plus classique. Ceci a montré que
le cycle advectif-acoustique permet une bonne description des fréquences propres, tandis que
le mécanisme purement acoustique est incapable d’expliquer les fréquences de l’ensemble des
modes instables. Pour obtenir un critère plus quantitatif, nous avons ensuite extrait du spectre
de fréquences propres un temps caractéristique de la propagation radiale. Celui-ci est en accord
raisonnable avec un temps advectif-acoustique, mais en fort désaccord avec le temps acoustique
radial. Ainsi, cette étude permet pour la première fois d’exclure clairement le mécanisme pure-
ment acoustique dans un régime de rayon du choc réaliste. On peut donc considérer qu’elle met
un terme au débat concernant le mécanisme à l’oeuvre derrière SASI, en concluant que cette
instabilité est due à un cycle advectif-acoustique.

Les résultats présentés dans ce chapitre sont l’objet d’un article en cours de préparation :
Guilet & Foglizzo "A simple method to determine the instability mechanism behind SASI from
its eigenspectrum".
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5.1 Introduction

Nous avons montré dans le chapitre précédent que le mécanisme de croissance linéaire de
l’instabilité du choc stationnaire pouvait être attribué de façon assez probante au cycle advectif
acoustique. Dans ce chapitre nous nous penchons sur la phase non linéaire, dans le but d’estimer
l’amplitude de saturation de SASI. Celle-ci revêt une importance particulière car elle fixe le degré
d’asymétrie de l’explosion ainsi que l’amplitude de tous les effets potentiels de SASI (kick et le
taux de rotation de l’étoile à neutrons, aide au mécanisme d’explosion etc.).

Cette phase non linéaire de SASI a été étudiée jusqu’ici à l’aide de simulations numériques,
cependant le mécanisme physique menant à sa saturation n’a jamais été élucidé. Le besoin d’une
telle compréhension théorique a été mis en évidence par le résultat surprenant des simulations
de Fernández et Thompson (2009b). De façon inattendue, celles-ci ont mis en évidence une très
forte diminution de l’amplitude de saturation de SASI lorsque la dissociation du fer sous le choc
est prise en compte. Cette étude constitue un excellent test pour le mécanisme de saturation
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(Section 5.3.3) du fait de la forte variation de l’amplitude de SASI et de la simplicité de leur
modèle, qui rend une étude perturbative possible.

Nous proposons que la saturation a lieu quand une instabilité parasite (aussi appelée in-
stabilité secondaire) croît sur le mode de SASI dominant. Ces parasites se nourrissent de son
énergie et détruisent sa cohérence, ce qui a pour conséquence un écoulement turbulent et l’arrêt
de la croissance de ce mode. Ce mécanisme de saturation est similaire à celui proposé pour la
saturation de l’instabilité magnéto-rotationelle (MRI) par Goodman et Xu (1994) et reconsidéré
récemment (Latter et al. 2009, Pessah et Goodman 2009, Pessah 2009).

Deux types d’instabilités seront considérées comme parasite potentiel pour le mode de SASI :
l’instabilité de Kelvin-Helmholtz (que l’on notera KH) croît près d’un maximum de vorticité, et
l’instabilité de Rayleigh-Taylor (notée RT) croît sur des gradients d’entropie négatifs en présence
d’un champ de gravité. Dans ces deux cas, comme la cause de l’instabilité réside dans le mode
de SASI, le taux de croissance de ces parasites augmente avec l’amplitude des oscillations du
choc causées par SASI. Les parasites sont donc capable d’avoir un effet sur la dynamique à la
condition que l’amplitude de SASI dépasse un certain seuil. L’objectif principal de ce chapitre
est d’évaluer ce seuil, qui peut être considéré comme une estimation de l’amplitude de saturation
de SASI.

Ce mécanisme de saturation pourrait en principe être appliqué indépendamment de la com-
préhension que l’on a de la phase de croissance linéaire de SASI. Il peut cependant être interprété
de façon plus détaillée dans le cadre du cycle advectif-acoustique. Dans ce mécanisme, une dé-
formation du choc d’accrétion crée une onde d’entropie-vorticité dont l’advection vers la PNS
produit une onde acoustique. Cette onde acoustique déforme alors le choc, ce qui permet de
clore le cycle et de produire une amplification de l’oscillation. Si une instabilité parasite se déve-
loppe et casse la cohérence de l’onde d’entropie-vorticité avant que celle-ci ne crée de rétroaction
acoustique, alors le cycle est stabilisé, ce qui conduit à la saturation de SASI.

5.2 Présentation du mécanisme de saturation non linéaire

5.2.1 Estimation du taux de croissance des instabilités parasites

Nous estimons le taux de croissance de chaque instabilité parasite de façon locale, en uti-
lisant une description simplifiée du mode de SASI linéaire qui garde uniquement les caracté-
ristiques essentielles à la physique de l’instabilité. Un mode de SASI a une structure complexe
de perturbations d’entropie, de vorticité et de pression qui peut être calculée par une analyse
perturbative, décrite dans le Chapitre 3. Les instabilités parasites que nous considérons croissent
sur la structure advectée de ce mode : Kelvin-Helmholtz est dû au profil de vorticité tandis que
Rayleigh-Taylor est dû au gradient d’entropie. En conséquence nous nous concentrons sur cette
structure advectée et négligerons la perturbation de pression générée par ce mode pour le calcul
des taux de croissance des instabilités parasites. Comme nous recherchons une description locale
des parasites, nous négligeons la convergence et supposons une géométrie plane (cette approxi-
mation est illustrée par la Figure 5.1). On appellera z la direction verticale (i.e. radiale) et x la
direction du vecteur d’onde transverse de SASI (qui correspond donc à la direction azimutale
pour un mode spiral l = 1, m = 1, et à la direction poloidale pour un mode m = 0). La structure
de l’onde advectée d’entropie-vorticité est alors approximée par une sinusoïde ayant un nombre
d’onde vertical Kz = ω/v0, où ω est la pulsation de SASI et v0 est la vitesse d’advection :

S(z, t) = S0(z) + ∆S × cos (ωt−Kzz), (5.1)
w(z, t) = ∆w × cos (ωt−Kzz), (5.2)
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Fig. 5.1 – Illustration de l’approximation du profil d’entropie par une géométrie plane. La figure de gauche
illustre la structure d’entropie du mode spiral l = 1,m = 1 du modèle de Blondin et Mezzacappa (2006)
(décrit dans la Section 3.3.2) pour un rayon du choc tel que rsh/r∗ = 2.5. La figure en haut à droite
montre ce même mode déformé pour obtenir une géométrie plane en conservant les longueurs transverses
au choc, et en allongeant celles à des rayons inférieurs de façon appropriée. La figure en bas à droite
néglige de plus la structure transverse.

où S0(z) est le profil d’entropie de l’écoulement stationnaire, et ∆S, ∆w sont les amplitudes des
perturbations d’entropie et de vorticité associées au mode de SASI. En réalité l’onde d’entropie-
vorticité est inclinée par rapport à l’horizontale, puisqu’elle possède un nombre d’onde transverse
Kx ∼

√
l(l + 1)/r. Cependant celui-ci est généralement significativement inférieur au nombre

d’onde horizontal (Kx . Kz/5) et nous négligeons cette inclinaison par simplicité (la Figure 5.1 en
donne une illustration). Par la suite nous omettrons l’indice z et noterons simplement K ≡ ω/v0

le nombre d’onde vertical de l’onde de SASI advectée, tandis que le nombre d’onde horizontal
des instabilités parasites est noté k. La notation A0 correspond à une quantité A de l’écoulement
stationnaire non perturbé par SASI. Sa perturbation par un mode de SASI est notée ∆A, tandis
que δA correspond à une perturbation par une instabilité parasite. Les taux de croissance des
instabilités de Kelvin-Helmholtz et de Rayleigh-Taylor sont directement reliés à l’amplitude du
mode de SASI à travers son profil de vorticité et d’entropie. Le refroidissement non adiabatique
est pris en compte dans la forme du mode propre de SASI et dans le gradient d’entropie de
l’écoulement stationnaire, mais il est négligé dans l’évolution dynamique des parasites. Ceci
revient à supposer que le temps de croissance des instabilités parasites est plus court que le temps
typique de refroidissement. On utilise le même indice adiabatique γ = 4/3 pour l’évolution des
parasites que pour la description de SASI.

La stabilité de l’écoulement décrit par les équations (5.1) et (5.2) sera étudiée en trois étapes :
tout d’abord en négligeant le gradient d’entropie ainsi que l’advection stationnaire, ensuite en
étudiant l’effet d’un gradient uniforme d’entropie ∇S0, et enfin en prenant en compte l’advection.

Dans les deux premières étapes, une analyse perturbative standard peut être utilisée car
l’écoulement est stationnaire. Les équations régissant l’évolution des perturbations (voir par
exemple Foglizzo et Ruffert (1999)) sont résolues numériquement pour obtenir le taux de crois-
sance du parasite en fonction de son nombre d’onde transverse. On propose ensuite une expression
simple qui ajuste la courbe numérique du taux de croissance maximal en fonction de l’amplitude
de SASI et de la stratification de l’écoulement stationnaire.

La troisième étape est liée au concept d’instabilité globale ou locale (Huerre et Monkewitz
1990) : si le fluide est advecté trop vite l’instabilité peut croître de façon lagrangienne mais
s’atténuer à un rayon fixé car les perturbations sont emportées par le flot. L’instabilité est alors
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dite locale ou convective, par contraste avec une instabilité dite globale qui aurait une croissance
temporelle à un endroit fixé. Comme on pourrait s’y attendre, nous verrons que les instabilités
parasites sont convectives à petite amplitude de SASI et deviennent globales si l’amplitude de
SASI est suffisamment élevée. Comme les gradients dans la direction de l’advection empêchent
d’utiliser les outils analytiques standards, nous utiliserons des simulations numériques pour me-
surer la vitesse de propagation de l’instabilité parasite dans la direction z en ne perturbant le
mode de SASI que dans une région limitée. En ajustant les vitesses mesurées avec une des-
cription physique mais approximée de la propagation, nous obtenons finalement une estimation
analytique simple du taux de croissance σparasite de chaque instabilité parasite, tenant compte
de l’amplitude de SASI, la stratification de l’écoulement stationnaire et la vitesse d’advection.

Instabilité de Rayleigh-Taylor

L’instabilité de Rayleigh-Taylor se nourrit de l’énergie potentielle disponible lorsqu’un fluide
ayant une entropie faible (ou une composition lourde) se trouve au dessus d’un fluide d’entropie
plus élevée (ou de composition plus légère), dans un champ de gravitation g (Figure 5.2, à gauche).
Cette instabilité est contrôlée par la fréquence de Brunt-Väisälä N , définie dans le Chapitre 2
(Équation (2.1)) : un écoulement est instable si N2 est négatif. Le taux de croissance typique
correspondant aux modes de petites longueurs d’onde s’écrit pour le gaz parfait considéré ici et
avec notre définition de l’entropie (Équation 3.6) :

σRT ≡
(−N2

) 1
2 =

(
γ − 1
γ

g∇S
) 1

2

. (5.3)

Dans le profil d’entropie sinusoïdal créé par SASI, le signe du gradient d’entropie ∇S change
chaque demi longueur d’onde : l’onde d’entropie est composée de couches adjacentes de fluide
stablement stratifié et de fluide instable par Rayleigh-Taylor. On s’attend donc à ce que l’in-
stabilité de RT croisse le plus vite aux endroits où le gradient d’entropie est le plus négatif.
L’effet stabilisant de la stratification se comprend aisément par le fait que le gradient d’entropie
stationnaire positif diminue l’intensité de ce gradient négatif dû à SASI. L’effet stabilisant de
l’advection sur l’instabilité de RT peut quant à lui être rapproché de l’effet stabilisant de l’ad-
vection sur la convection dans la région de gain décrite dans la Section 2.5. On peut de même
l’interpréter qualitativement par une compétition entre l’énergie potentielle disponible dans le
gradient d’entropie et l’énergie cinétique de l’écoulement.

L’expression du taux de croissance tenant compte de ces deux effets stabilisants s’écrit (pour
plus de détails concernant son obtention, se référer à l’article relié à la suite de ce chapitre) :

σRT = 0.75
[
γ − 1
γ

g∇ (∆S + S0)
] 1

2

− 0.6Kvz. (5.4)

On peut reconnaître dans le premier terme (en ∆S) l’effet déstabilisant du mode de SASI, dans le
deuxième terme l’effet stabilisant de la stratification (NB : g∇S0 est négatif), et dans le troisième
terme l’effet stabilisant de l’advection (Kvz = ω > 0).

Instabilité de Kelvin-Helmholtz

L’instabilité de Kelvin-Helmholtz (KH) se nourrit de l’énergie cinétique disponible dans un
écoulement cisaillé (Figure 5.2). Un exemple bien connu de ce type d’instabilité est l’apparition
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Entropie élevée

Entropie faible

g

Instabilité de Rayleigh-Taylor (RT)
z

dS

Instabilité de Kelvin-Helmholtz (KH)
z

vx

Vorticité 
maximale

Fig. 5.2 – Principe (en haut), analyse linéaire (au milieu), et simulation numérique (en bas) des insta-
bilités de Kelvin-Helmholtz (à droite) et de Rayleigh-Taylor (à gauche). Les taux de croissance obtenus
par l’analyse linéaire sont normalisés respectivement par la fréquence de brunt-Väisälä et la vorticité
maximales des perturbations de SASI. Ils sont représentés en fonction du nombre d’onde transverse du
mode d’instabilité secondaire. Les différentes courbes continues correspondent du haut vers le bas à une
stratification de plus en plus importante de l’écoulement stationnaire, tandis que les symboles montrent les
taux de croissance mesurés dans les simulations numériques en l’absence de stratification. Les simulations
numériques montrent trois instants successifs illustrant le développement du régime non linéaire.
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Fig. 5.3 – Photos de l’instabilité de Kelvin-Helmholtz se développant dans des nuages.

d’une structure ondulée dans des nuages, du fait du cisaillement entre deux couches d’air (Fi-
gure 5.3). Une condition nécessaire pour sa croissance est la présence d’un maximum local de la
norme de la vorticité (Drazin et Reid 1981). Le profil de vorticité, que nous utilisons pour décrire
approximativement le mode de SASI (Equation 5.2), possède deux tels maxima par longueur
d’onde, ce qui en fait un bon candidat à l’instabilité de KH. L’analyse linéaire et les simulations
numériques illustrées dans la Figure 5.2 confirment que cet écoulement est instable par KH, avec
un taux de croissance maximal correspondant, en l’absence d’effet stabilisant, à une fraction de
la vorticité maximale : σKH0 ' 0.25w. Ce mode le plus instable a une longueur d’onde transverse
environ deux fois plus grande que la longueur d’onde verticale de SASI.

L’effet de la stratification sur cette instabilité est gouverné par le nombre sans dimension de
Richardson, défini par :

Ri ≡ N2

w2
. (5.5)

En comparant la quantité d’énergie disponible dans le cisaillement à l’énergie nécessaire pour
déplacer un élément contre la poussée d’Archimède, on peut déduire que l’instabilité de KH est
stabilisée si le nombre de Richardson est supérieur à une valeur critique : Ri > 1/4 (Chandrase-
khar 1961).

L’expression du taux de croissance tenant compte des effets stabilisants de la stratification et
de l’advection s’écrit (plus de détails concernant son obtention sont donnés dans l’article associé,
à la suite de ce chapitre) :

σKH = 0.25∆w − 1.04
N2

0

∆w
− Kvz

6
, (5.6)

où le premier terme est dû à la vorticité créée par SASI, tandis que les deuxième et troisième
termes décrivent les effets stabilisants de la stratification et de l’advection.

5.2.2 Estimation de l’amplitude de saturation

Puisque les instabilités parasites se nourrissent du mode de SASI, leur taux de croissance
σparasite est une fonction croissante de l’amplitude de SASI. On peut s’attendre à ce qu’une
instabilité parasite puisse affecter la dynamique de SASI, et ainsi conduire à sa saturation, si
son amplitude δA devient comparable à celle de SASI ∆A. Le rapport des deux amplitudes
δA/∆A peut croître à la condition que le parasite croisse plus vite que SASI : σparasite > σsasi.
Cette condition est vérifiée au delà d’une amplitude seuil de SASI que nous utiliserons comme
estimation de l’amplitude de saturation avec le critère suivant :

σparasite = σsasi. (5.7)
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Fig. 5.4 – Profil radial de l’amplitude de saturation locale due à l’instabilité de RT dans le modèle de
Blondin et Mezzacappa (2006) avec rsh/r∗ = 2.5, et les paramètres de la fonction de refroidissement
α = 3/2, β = 5/2. Cette amplitude de saturation donnée par l’Équation (5.10) (courbe continue noire
et épaisse) est comparée à l’amplitude que l’on obtient si l’on suppose σsasi = 0 (courbe continue grise
et fine) afin d’illustrer l’effet du taux de croissance de SASI. Les courbes tiretée et pointillée montrent
respectivement la contribution des termes dus à la stratification et à l’advection.

Un critère similaire est utilisé par Pessah et Goodman (2009) pour estimer l’amplitude de satu-
ration de l’instabilité magnéto-rotationelle.

Dans un mode propre de SASI, l’amplitude de la vorticité ∆w à un emplacement donné de
l’écoulement est directement proportionnelle au déplacement du choc ∆r. Le facteur wsasi(r)
défini par l’expression :

∆w ≡ wsasi∆r/rsh (5.8)

dépend du rayon, et découle de l’analyse linéaire de SASI décrite dans le Chapitre 3. De la même
façon ∇Ssasi(r) est défini par la relation ∇ (∆S) ≡ ∇Ssasi∆r/rsh. En utilisant ces notations,
l’amplitude de saturation locale de SASI du fait de la croissance de l’instabilité de KH peut être
déduite des Équations (5.6) et (5.7) :

∆r
rsh

=

[(
1
3Kvz + 2σsasi

)2 + 4.2N2
0

]1/2
+ 1

3Kvz + 2σsasi

wsasi
. (5.9)

De la même façon on peut déduire des équations (5.4) et (5.7), l’amplitude de saturation locale
due à l’instabilité de Rayleigh-Taylor :

∆r
rsh

=
∇S0

∇Ssasi
+

γ

0.56 (γ − 1) g∇Ssasi
(σsasi + 0.6ksasivz)

2 . (5.10)

Une subtilité vient du fait que nous estimons la croissance des parasites de façon locale à un
rayon donné et non de façon globale sur l’ensemble de l’écoulement. Ainsi le critère σparasite = σsasi

définit l’amplitude minimum ∆Amin(r) de SASI au delà de laquelle un parasite croît plus vite
que SASI à un certain rayon r. Une instabilité parasite peut altérer la croissance de SASI si la
croissance de la première a lieu dans une région qui est vitale pour le mécanisme de croissance de
la seconde. Ainsi, dans le cadre d’un cycle advectif acoustique, SASI devrait être sensible à toute
instabilité parasite croissant sur l’onde advectée entre le choc et la région de forte décélération
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où la plus grosse partie de la rétroaction acoustique est créée. Heureusement, comme on peut
le voir sur la Figure 5.4, l’amplitude de saturation locale ∆Amin(r) a un minimum étendu aux
alentours du rayon (r∗ + rsh)/2, ce qui définit une amplitude globale de saturation ∆Amin sans
ambiguïté.

La Figure 5.4 illustre de plus l’effet de chacun des termes intervenant dans l’Équation (5.10).
Ainsi le terme d’advection est important au choc et diminue fortement à l’approche de la PNS à
mesure que la vitesse d’advection diminue. Le terme de stratification est négligeable au choc et
devient important plus bas dans l’écoulement lorsque le refroidissement se fait sentir. L’amplitude
de saturation locale atteint son minimum au milieu lorsque ces deux effets ont une amplitude
comparable. Enfin le taux de croissance de SASI élève quelque peu cette courbe, de façon plus
efficace sous le choc car le gradient d’entropie et la vorticité y sont moindres qu’à des rayons plus
petits (voir la Figure 3.2 pour le profil de vorticité).

Dans la Partie 5.3.3, cette estimation semi-analytique de l’amplitude de saturation est compa-
rée aux résultats de simulations numériques. Celles-ci calculent l’évolution non linéaire de SASI
sans faire les nombreuses approximations qui limitent notre approche analytique, et qui sont
détaillées ci dessous.

5.2.3 Limites de cette approche

En se focalisant sur la croissance d’instabilités parasites, nous ignorons de nombreux autres
processus non linéaires qui pourraient jouer un rôle dans la saturation de SASI dans une certaine
région de l’espace des paramètres. Ces processus incluent en particulier le raidissement des ondes
acoustiques en choc (Fernández et Thompson 2009a), la décohérence du mode causée par un
déplacement ou une vitesse importante du choc, ou encore l’échange d’énergie avec d’autres
modes par couplage non linéaire.

Lors de la comparaison des résultats de cette approche aux simulations numériques, il faut
garder à l’esprit les nombreuses approximations que nous avons faites. Notre description de la
croissance des parasites néglige la convergence de l’écoulement due à la géométrie sphérique,
l’inclinaison de l’onde advectée par rapport à l’horizontale et suppose une évolution adiabatique
des parasites. De plus nous supposons que la dynamique de SASI est dominée par un seul mode
d’amplitude finie que nous décrivons par une approximation linéaire, négligeant ainsi toute dé-
formation non linéaire de ce mode. Un raidissement de l’onde advectée, induit par le raidissement
des ondes acoustiques qui déforment le choc, pourrait ainsi affecter la croissance des instabilités
parasites en introduisant une vorticité plus élevée et des gradients d’entropie plus raides. Nous
négligeons également la production d’entropie par le raidissement des ondes acoustiques en choc,
et la création de vorticité par l’interaction baroclinique des gradients d’entropie avec les ondes
de pression.

Tous ces effets non linéaires limitant notre approche deviennent importants si l’amplitude de
SASI est grande. On peut donc s’attendre à ce que notre description de la saturation soit plus
précise si l’amplitude prédite est relativement faible, et devienne plus approximative à grande
amplitude de saturation.
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Fig. 5.5 – Simulation numérique de la rétroaction acoustique créée par l’onde d’entropie-vorticité dans
une marche de potentiel. La figure de droite représente la même simulation que celle de gauche mais la
structure spatiale a été filtrée pour ne garder que la composante de Fourier n = 1. Chacune des figures
illustre dans sa colonne de gauche une onde d’amplitude faible (εS = 0.1), et dans sa colonne de droite
une onde d’amplitude non linéaire ((εS = 1). Les trois rangées représentent les perturbations d’entropie
(en haut), de vorticité (au milieu), et de pression (en bas). L’instabilité de KH se développe sur l’onde
non linéaire et provoque une décroissance de l’amplitude de la composante n = 1 de l’onde advectée et
de la rétroaction acoustique créée. Sur l’onde d’amplitude faible, l’instabilité de KH ne se développe pas
suffisamment vite pour lutter contre l’advection, aussi les perturbations sont emportées par le flot.
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Fig. 5.6 – Efficacité de la rétroaction acoustique en fonction de l’amplitude de l’onde advectée (l’efficacité
est définie comme le rapport de l’amplitude de l’onde acoustique sur celle de l’onde advectée). La ligne
tiretée correspond à une onde d’entropie-vorticité (i), la ligne continue à une onde d’entropie seule (ii),
et la courbe pointillée à une onde de vorticité (iii). Les deux lignes verticales représentent l’amplitude de
coupure où l’efficacité a décru de 50% : courbe tiretée pour l’onde d’entropie-vorticité, pleine pour l’onde
d’entropie seule.

5.3 Confrontation aux simulations numériques

5.3.1 Simulations de la rétroaction acoustique en présence d’instabilités
parasites

Avant de nous pencher sur des simulations numériques complètes de SASI, nous avons étudié
l’influence des instabilités parasites sur l’efficacité du cycle advectif-acoustique. On s’attend à ce
que la distorsion du mode de SASI par la croissance d’instabilités parasites diminue l’efficacité
de la rétroaction acoustique et stabilise ainsi le cycle advectif-acoustique. Pour vérifier cela,
nous avons effectué (en collaboration avec J. Sato) des simulations numériques de la rétroaction
acoustique produite par une onde advectée dans une zone de décélération. Ceci est fait dans le
cadre du modèle jouet plan et adiabatique décrit dans le chapitre précédent (Section 4.3), où la
décélération est induite par une marche de potentiel. Comme on ne simulera pas le cycle complet,
le choc n’est pas inclus, et l’onde advectée est générée par la condition limite supérieure avec
une amplitude εS que l’on varie de façon paramétrique. La rétroaction acoustique est mesurée en
effectuant une transformée de Fourier dans la direction transverse et en temps, afin de ne garder
que la composante cohérente avec l’onde advectée, seule à même de clore le cycle advectif-
acoustique. On choisira comme paramètres du modèle jouet : ∆z∇/H = 0.4, M1 = 5, c2

in/c
2
out =

0.75, ωτaac/2π = 2.
Afin d’étudier séparément les effets des instabilités de KH et de RT, trois types d’ondes

advectées seront considérées :
– (i) une onde d’entropie et de vorticité telle que produite par l’oscillation d’un choc,
– (ii) cette même onde d’entropie mais en l’absence de vorticité,
– (iii) l’onde de vorticité du cas (i) en l’absence d’entropie.
La Figure 5.5 illustre le résultat obtenu pour le cas (i). Au dessus d’un certain seuil en

amplitude, on observe l’apparition de vortex dus à l’instabilité de KH. À l’endroit où l’instabilité
se développe, la composante n = 1 de l’onde d’entropie-vorticité décroît fortement. Comme
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attendu ceci se traduit par une diminution de l’efficacité de la rétroaction acoustique, comme
on peut le voir sur la Figure 5.6. Le cas (iii) se comporte de façon similaire avec l’apparition de
vortex dus à l’instabilité de KH. Dans le cas (ii), l’instabilité de KH ne peut croître et l’on observe
alors la croissance de l’instabilité de RT provoquant également une diminution de l’efficacité de
la rétroaction acoustique, au delà d’un seuil en amplitude plus élevé que dans les cas précédents
(Figure 5.6).

Les résultats de la section précédente peuvent être utilisés pour déterminer le seuil en ampli-
tude correspondant à la stabilité marginale de chacune des instabilités parasites. Sans décrire ceci
de façon détaillée (pour cela se référer à l’article reproduit à la suite de ce chapitre), notons que
l’on prédit bien que l’instabilité de KH se développe à une amplitude plus faible que l’instabilité
de RT. De plus le seuil de stabilité est inférieur de 25− 40% à l’amplitude au dessus de laquelle
l’efficacité de la rétroaction acoustique est divisée par deux (représenté par les lignes verticales
sur la Figure 5.6). Ce résultat est satisfaisant puisque l’on attend que l’amplitude doivent dé-
passer significativement le seuil de stabilité marginale avant que les parasites n’aient un effet
important.

Pour finir, il est intéressant de noter que dans le cas (i) d’une onde d’entropie-vorticité, la
rétroaction acoustique est principalement générée par l’onde d’entropie, tandis que la vorticité
joue un rôle relativement mineur dans la phase linéaire. La situation change considérablement
dans la phase non linéaire, puisque la vorticité joue alors un rôle essentiel pour déterminer le
seuil de saturation à travers l’instabilité de KH. Ceci est une belle illustration du rôle non trivial
que peuvent jouer les instabilités parasites.

5.3.2 Observation d’instabilités parasites dans des simulations de SASI

Si le mécanisme de saturation présenté dans ce chapitre est effectivement à l’oeuvre, on
devrait observer le développement d’instabilités parasites à partir du moment où SASI entre
dans sa phase non linéaire et voit son amplitude saturer. Il se pourrait que ceci conduise à
un écoulement turbulent, ce qui rendrait difficile l’identification de structures typiques d’une
instabilité. Cependant, nous verrons que, dans certains cas du moins, une telle identification est
possible.

Avant de passer en revue quelques simulations numériques, décrivons les caractéristiques at-
tendues de chacune des deux instabilités parasites que nous avons considérées. Dans leur forme
la plus classique, on peut reconnaître l’instabilité de KH à l’apparition de vortex, et celle de
RT à des structures typiques en forme de champignons ou de doigts (Figure 5.2). Cependant,
la tâche peut être plus complexe dans un écoulement contenant à la fois de et de la vorticité et
un gradient d’entropie, car les champignons de RT pourraient ressembler à des vortex du fait
du cisaillement. L’emplacement où chacune des deux instabilités parasites se développe préfé-
rentiellement donne un critère permettant de les distinguer de façon plus probante. En effet,
RT croît autour de l’endroit où le gradient d’entropie est le plus négatif, tandis que KH croît à
proximité d’un extremum de vorticité. Dans un mode de SASI axisymétrique, ces deux endroits
sont bien distincts : le maximum de gradient d’entropie se situe aux pôles, où la vitesse du choc
est maximale, tandis que celui de vorticité se trouve à l’équateur, où l’inclinaison du choc est
maximale (voir la Figure 2.7). De plus, RT devrait se distinguer par une croissance préférentielle
sur la demi longueur d’onde où le gradient d’entropie est négatif, tandis que KH se développe
sur l’ensemble de la longueur d’onde.

La Figure 5.7 présente un cliché de la phase non linéaire de l’instabilité advective-acoustique se
développant dans un modèle jouet similaire à celui présenté dans la Section 4.3 (cette simulation
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Fig. 5.7 – Cliché de la vorticité dans la phase non linéaire de SASI dans une simulation d’un modèle
jouet similaire à celui présenté dans le Chapitre 4. On y distingue clairement la présence de vortex
se développant là où la vorticité est maximale, signalant la présence de l’instabilité parasite de Kelvin-
Helmholtz. Cette simulation a été effectuée par J. Sato (non publiée).

non publiée à ce jour a été effectuée par J. Sato). La différence entre ces deux modèles provient
simplement de la forme du potentiel qui est ici étendu jusqu’au choc. On observe des vortex
typiques de l’instabilité de KH, se développant sur les maxima de vorticité. Ceci est similaire au
résultat de la Section 5.3.1, qui montre que dans ce modèle jouet l’instabilité de KH se développe
à une amplitude plus basse que celle nécessaire à la croissance de l’instabilité de RT.

La Figure 5.8 montre le résultat de simulations numériques de SASI dans un modèle net-
tement plus réaliste, effectuées par Scheck et al. (2008). Ce modèle axisymétrique inclut une
équation d’état réaliste et un traitement approximatif du transport des neutrinos. La proto-
étoile à neutrons n’est pas incluse dans le domaine de calcul, et est modélisée simplement par
une condition limite inférieure se contractant au cours de la simulation, d’où émerge un flux de
neutrinos fixé de façon paramétrique. Les deux clichés du haut illustrent le début de la phase
non linéaire de SASI. On distingue des structures ressemblant fort à des champignons typiques
de l’instabilité de RT. De plus, ceux-ci se développent plus vigoureusement à proximité du pôle
où le gradient d’entropie est négatif, et sont invisibles au pôle présentant un gradient d’entropie
positif stable par RT. Ceci suggère fortement que l’instabilité de Rayleigh-Taylor est ici l’agent
conduisant à la saturation de SASI. Dans la suite de la phase non linéaire (en bas) l’écoulement
est plus turbulent et il devient difficile de distinguer des structures correspondant à une instabi-
lité parasite. Notons que Scheck et al. (2008) avaient déjà noté la présence de cette instabilité de
Rayleigh-Taylor secondaire, mais ne l’avaient pas reconnue comme agent possible de la saturation
de SASI.

La Figure 5.9 illustre le résultat de simulations numériques de SASI, effectuées par Fernández
et Thompson (2009b). Le modèle considéré est celui de Blondin et Mezzacappa (2006), auquel
ils ont ajouté un ingrédient supplémentaire. Ils ont en effet considéré une perte d’énergie ε
sous le choc, fixée de façon paramétrique, afin d’imiter l’effet de la dissociation des noyaux de
fer en nucléons. Les trois images de la Figure 5.9 correspondent à trois valeurs de cette perte
d’énergie : de gauche à droite ε = 0, ε = 0.1v2

ff , et ε = 0.2v2
ff , où vff est la vitesse de chute

libre jusqu’au rayon du choc. Il est frappant de noter à quel point l’amplitude de saturation
est différente dans ces trois simulations : l’oscillation du choc est très violente en l’absence
de dissociation, et très faible pour la plus grande valeur de l’énergie de dissociation. Ceci en
fait un très bon test pour le mécanisme de saturation présenté dans ce chapitre, aussi dans la
section suivante nous comparerons quantitativement l’amplitude observée dans ces simulations à
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Fig. 5.8 – Présence de "champignons" de Rayleigh-Taylor dans des simulations de Scheck et al. (2008).
Les quatre images représentent la distribution de l’entropie à quatre instants de la phase non linéaire de
SASI. Les deux clichés du haut correspondent au début de la phase non linéaire et l’on y distingue très
nettement la présence de l’instabilité de Rayleigh-Taylor se développant à proximité du pôle où le gradient
d’entropie de SASI est négatif.

la prédiction déduite de la Section 5.2.2. Dans l’immédiat, nous nous contenterons de continuer
notre recherche de structures montrant le développement d’instabilités parasites. L’image de
gauche (sans dissociation) montre une turbulence développée sur l’ensemble de l’écoulement, où
l’on ne peut distinguer clairement de structures correspondant à l’une ou l’autre des instabilités
parasites. Par contre sur les deux autres images (ε = 0.1v2

ff et ε = 0.2v2
ff), où l’amplitude de

saturation est plus modérée, on voit se développer une instabilité secondaire à proximité du pôle
nord. Celle-ci a une structure qui pourrait ressembler à la fois à des champignons de RT et à
des vortex de KH (comme ceux de la Figure 5.3). Le fait qu’elle se développe près du pôle, et
uniquement sur une demi longueur d’onde (l’autre pôle restant imperturbé), montre cependant
qu’il s’agit de l’instabilité de Rayleigh-Taylor.

5.3.3 Prédiction de l’amplitude de saturation

Afin de tester quantitativement le mécanisme de saturation de SASI par les instabilités pa-
rasites, nous comparons le formalisme développé dans la Section 5.2 avec les résultats des si-
mulations de Fernández et Thompson (2009b). Dans ces simulations l’énergie de dissociation au
choc est variée de façon paramétrique entre ε = 0 (ce qui correspond au modèle de Blondin et
Mezzacappa (2006) présenté dans la Section 3.3.2) et ε = 0.2v2

ff . Ce faisant, le rayon du choc est
gardé égal à la valeur de rsh = 2.5r∗ en ajustant la normalisation de la fonction de refroidissement
(qui varie d’un facteur 127).

Pour cela, nous avons résolu la structure des modes propres afin d’obtenir les profils radiaux
des paramètres wsasi et ∇Ssasi (ce calcul de modes propres a été expliqué dans la Section 3.3.2).
On utilise ensuite les Équations (5.9) et (5.10) pour estimer l’amplitude de saturation locale
de SASI, qui correspond à l’amplitude au delà de laquelle les parasites croissent plus vite que
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Fig. 5.9 – Simulations de SASI incluant l’effet de la dissociation au choc par une perte d’énergie fixée
de façon paramétrique, extraites d’un film publié en ligne par Fernández et Thompson (2009b). Les trois
clichés correspondent à une perte d’énergie croissant de ε = 0 (à gauche) à ε = 0.2v2

ff (à droite). La
géométrie sphérique de ces simulations axisymétriques est représentée ici de manière plane, l’axe vertical
représentant la latitude, et l’axe horizontal le rayon. Le développement de l’instabilité de RT est visible à
proximité du pôle nord des deux images de droite.

le mode de SASI à un certain rayon. Le résultat pour l’instabilité de RT est illustré par la
Figure 5.10 (à gauche). On remarque que l’ensemble du profil d’amplitude de saturation locale
décroît fortement lorsque l’énergie de dissociation augmente.

L’amplitude de saturation globale est obtenue grâce au minimum du profil de saturation locale
(Section 5.2.2) et est comparée au résultat des simulations sur la droite de la Figure 5.10. Ceci
montre que l’instabilité de RT croît à de plus faibles amplitudes de SASI que l’instabilité de KH,
en accord avec l’analyse des images de la simulation, et est donc l’instabilité parasite dominant
la saturation. Entre ε = 0 et ε = 0.2v2

ff l’amplitude observée dans les simulations diminue d’un
facteur 25, tandis que celle prédite par l’instabilité de RT décroît d’un facteur 15. De plus ce
mécanisme de saturation prédit une amplitude qui est systématiquement 15 − 50% plus petite
que celle observée, ce qui est cohérent avec les simulations présentées dans la Section 5.3.1. Étant
donné les nombreuses approximations inhérentes à notre description de la croissance des parasites,
et les nombreux autres phénomènes non linéaires négligés, ce résultat est très encourageant.
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Fig. 5.10 – À gauche : Profil radial de l’amplitude de saturation locale due à l’instabilité de RT pour
le mode l = 1 du modèle de Fernández et Thompson (2009b). Les lignes épaisses représentent le mode
fondamental pour différentes énergies de dissociation (les courbes plus hautes correspondant aux énergies
plus faibles). Les lignes fines représentent les deux harmoniques suivantes pour le paramètre ε = 0.2v2

ff . À
droite : Amplitude de saturation de SASI en fonction de l’énergie de dissociation ε : comparaison entre le
résultats des simulations de Fernández et Thompson (2009b) (losanges) et la prédiction du mécanisme de
saturation par les instabilités parasites. Les lignes continues noire et grise correspondent respectivement
aux instabilités de RT et de KH pour le mode l = 1 le plus instable. La ligne pointillée (tiretée) montre
l’amplitude de saturation due à l’instabilité de RT si l’on suppose σsasi = 0 (si l’on ne considère que le
mode fondamental).

Quel phénomène physique est à l’origine de cette forte décroissance de l’amplitude de satu-
ration de SASI ? L’estimation explicite de l’amplitude de saturation locale donnée par l’équa-
tion 5.10 peut être utilisée pour distinguer les contributions respectives du taux de croissance de
SASI σsasi, de l’amplitude relative de l’onde d’entropie ∇Ssasi, de la stratification de l’écoulement
stationnaire ∇S0, et de la vitesse d’advection stationnaire vz :

– L’augmentation de l’énergie de dissociation provoque le décalage du mode le plus instable
vers des harmoniques de plus haute fréquence. Ceux-ci sont plus sensibles à l’instabilité
de RT car le gradient d’entropie dans un mode de SASI augmente avec la fréquence. En
comparant la courbe tiretée et la courbe continue dans la Figure 5.10, on déduit que cet
effet est à l’origine d’une modeste décroissance de l’amplitude de saturation d’environ 25%.

– Le taux de croissance de SASI diminue avec l’énergie de dissociation. L’effet sur l’amplitude
de saturation peut être estimé en comparant la courbe pointillée correspondant à σsasi = 0
et la courbe continue dans la même Figure 5.10. L’effet est encore une fois modestement
de l’ordre de 25%.

– Un effet plus important vient de la diminution de la vitesse d’advection sous le choc,
due à une plus grande compression rendue possible par la perte d’énergie. Ceci diminue
l’amplitude de saturation, car l’instabilité de RT se développe plus facilement dans un
écoulement lent. Cet effet majeur provoque une diminution de l’amplitude de saturation
d’un facteur 4−5, estimé en comparant l’amplitude de saturation locale sous le choc avec et
sans dissociation (en utilisant le critère σ = 0 pour le distinguer de l’effet de la diminution
du taux de croissance).

– Enfin, un facteur 2 additionnel provient du changement du profil de l’écoulement, et en
particulier de la diminution de la stratification ∇S0 qui favorise la croissance des parasites.
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5.4 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons proposé un mécanisme de saturation non linéaire de SASI per-
mettant de prédire son amplitude de saturation pour la première fois. Ce mécanisme repose sur
l’idée que la saturation a lieu lorsque des instabilités parasites croissent suffisamment vite pour
affecter la dynamique de SASI. Deux types d’instabilités parasites ont été décrits : l’instabi-
lité de Rayleigh-Taylor qui croît sur les gradients d’entropie créés par SASI, et l’instabilité de
Kelvin-Helmholtz qui se nourrit de la vorticité du mode de SASI. Chacune de ces instabilités est
sensible à deux effets stabilisants : la stratification de l’écoulement stationnaire, et l’advection de
matière vers la proto-étoile à neutrons. Nous avons donné une expression du taux de croissance
de chacune des instabilités parasites, et utilisé celle-ci pour obtenir une estimation explicite de
l’amplitude de saturation de SASI en utilisant comme critère que le taux de croissance d’une
instabilité parasite dépasse celui du mode de SASI.

Ce scénario a été testé en le confrontant à un certain nombre de simulations numériques.
Tout d’abord, nous avons effectué des simulations numériques de la rétroaction acoustique créée
par le passage d’une onde d’entropie-vorticité dans des gradients. Nous avons ainsi pu montrer
que l’efficacité de l’émission acoustique diminue lorsque des parasites se développent. Nous avons
ensuite analysé les images provenant de simulations existantes, et mis en lumière des structures
dues au développement d’instabilités parasites. Enfin, nous avons comparé l’estimation de l’am-
plitude de saturation déduite du taux de croissance des parasites avec l’amplitude mesurée dans
les simulations de Fernández et Thompson (2009b). Ceci a montré que le mécanisme de satu-
ration est capable d’expliquer la forte décroissance de l’amplitude de SASI lorsque l’énergie de
dissociation est augmentée.

5.5 Perspectives

5.5.1 Effet de la dissociation et des processus de chauffage/refroidissement

Les simulations numériques de Fernández et Thompson (2009b) ainsi que l’étude semi-
analytique que nous en avons effectuée indiquent que la présence de dissociation sous le choc
diminue fortement l’amplitude de SASI. En choisissant une énergie de dissociation de ε = 0.14v2

ff ,
correspondant à un facteur de compression au choc réaliste de ∼ 10, on obtient ainsi une ampli-
tude de déformation du choc de 6% de la distance (rsh−r∗), bien plus petite que sans dissociation
(40%). Ce résultat est d’autant plus étonnant que plusieurs autres études ont inclus l’effet de la
dissociation et ont cependant observé de grandes amplitudes d’oscillation du choc (Ohnishi et al.
2006, Scheck et al. 2008). Ces études différaient cependant de celle présentée dans ce chapitre
par l’inclusion d’une équation d’état réaliste, du chauffage par les neutrinos, et dans le cas de
Scheck et al. (2008) par la contraction de la surface de PNS. Au moins un de ces ingrédients
semble donc permettre à SASI de croître jusqu’à de grandes amplitudes malgré la présence de
dissociation. La contraction de la PNS pourrait en expliquer une partie car elle accélère la vitesse
d’advection, ce qui stabilise les parasites et augmente donc l’amplitude de saturation de SASI.
Cependant, il reste à expliquer pourquoi Ohnishi et al. (2006) obtiennent une grande amplitude
de SASI même en l’absence de contraction.

Nous avons déjà évoqué qu’afin de garder le rayon du choc constant lors de l’augmentation
de l’énergie de dissociation, le refroidissement a dû être diminué drastiquement. Ceci n’est pas
lié directement à la dissociation mais simplement au choix de la paramétrisation de ce modèle, et
pourrait être une des causes de la diminution de l’amplitude de SASI. En effet, nous avons montré
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Fig. 5.11 – Effet de la dissociation sur l’amplitude de saturation de SASI quand le refroidissement est
inchangé. Les trois courbes continues illustrent l’amplitude de déformation du choc normalisée de trois
manières différentes : par la distance entre la surface de la PNS et le choc (rouge), le rayon du choc
(noir), et le rayon de la PNS (gris). Pour comparaison le résultat supposant un rayon du choc constant et
variant le refroidissement est montré par des tirets (avec la première normalisation). Bien que le résultat
dépende de la normalisation, on constate que la diminution de l’amplitude de saturation de SASI est bien
moindre lorsque le refroidissement n’est pas diminué.

que le refroidissement a tendance à stabiliser les parasites en provoquant une stratification de
l’écoulement stationnaire, ce qui favorise la croissance de SASI. Afin d’étudier cette possibilité,
nous avons recommencé l’analyse précédente en optant pour une paramétrisation différente : au
lieu de garder le rayon du choc constant, nous gardons le refroidissement inchangé. Lorsque la
dissociation augmente, le rayon du choc diminue alors de 2.5r∗ à 1.45r∗. Le résultat, illustré par
la Figure 5.11, est quelque peu ambigu du fait de l’effet géométrique de changement du rayon
du choc. Pour rendre compte de cet effet, nous avons utilisé trois normalisations différentes de
l’amplitude de déformation du choc. Dans tous les cas, la diminution de l’amplitude de SASI
due à la dissociation est ici bien moindre que lorsque le rayon du choc est gardé constant en
changeant le refroidissement. Ceci suggère donc que la diminution du refroidissement joue un
rôle important dans l’effet de la dissociation observé par Fernández et Thompson (2009b), et
constitue donc un premier élément de réponse.

Une façon de se débarrasser de l’ambiguïté due à la variation du rayon du choc, et d’autre
part de rester à des rayons de choc réalistes, serait d’ajouter au modèle précédent une fonction
de chauffage. On pourrait alors augmenter l’énergie de dissociation au choc tout en gardant le
refroidissement et le rayon du choc constants, grâce à une augmentation progressive du chauffage.
L’effet du chauffage sur l’amplitude de saturation dans le scénario des instabilités parasites est
ambigu. En effet, le gradient d’entropie négatif qu’il crée sous le choc déstabilise l’instabilité
de RT et a donc tendance à diminuer l’amplitude de saturation. Cependant, en présence de
chauffage le profil de vitesse décroît moins vite. Cette vitesse plus élevée a tendance à stabiliser
les parasites et donc à augmenter l’amplitude de saturation. Il serait donc intéressant d’effectuer
le calcul proposé pour déterminer quel effet est dominant.

La présence de chauffage pose également la question de l’interaction de la convection, qui
pourrait alors se développer, avec SASI. La convection pourrait-elle empêcher la croissance
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de SASI en jouant un rôle similaire aux instabilités parasites, brisant la cohérence de l’onde
d’entropie-vorticité ? On pourrait cependant objecter que la convection se nourrit des gradients
de l’écoulement stationnaire et non directement du mode de SASI. Elle est donc peut-être moins
efficace que les instabilités parasites pour empêcher la croissance de SASI. La convection pourrait-
elle au contraire nourrir le cycle advectif-acoustique en créant de la vorticité ou des ondes sonores,
comme suggéré par Fernández et Thompson (2009a) ? Ces questions sont complexes et mérite-
raient des recherches plus approfondies.

5.5.2 2D versus 3D

À trois dimensions un plus grand nombre de modes de SASI peuvent potentiellement croître,
car les modes non axisymétriques m 6= 0 sont également autorisés. Comme nous l’avons évoqué
dans le Chapitre 2, les simulations divergent sur la question de savoir si un seul mode domine la
dynamique, ou si on doit s’attendre à une superposition d’un plus grand nombre de modes. Si
plusieurs modes ont une amplitude comparable, alors l’analyse présentée dans ce chapitre s’ap-
plique moins directement. En effet, elle étudie l’évolution d’un mode indépendamment des autres,
supposant implicitement qu’il domine la dynamique de SASI. En particulier, les phénomènes de
couplage non linéaire entre plusieurs modes pourraient alors prendre plus d’importance. Une
étude paramétrique similaire à celle de Fernández et Thompson (2009b) mais à trois dimensions
pourrait permettre de déterminer l’importance des instabilités parasites en 3D.

En supposant que le mécanisme de saturation par les instabilités parasites s’applique toujours
à trois dimensions, que peut-il nous apprendre sur la différence entre la dynamique 2D et 3D ?
Notre analyse basée sur une description linéaire de la croissance des instabilités parasites prédit
la même amplitude de saturation à 2D et à 3D, car le taux de croissance des parasites est
identique dans ces deux cas. La dynamique non linéaire de l’instabilité de RT est cependant
différente lorsque la dimensionnalité est changée (e.g. Goncharov (2002), Cabot (2006)), et ceci
pourrait affecter la saturation de SASI. Une plus faible amplitude de saturation de SASI à trois
dimensions (comme observé par Iwakami et al. (2008) quoiqu’à une résolution trop faible pour
permettre une bonne description de la dynamique des parasites) pourrait peut-être s’interpréter
par une plus grande efficacité de l’instabilité de RT.

5.5.3 Effets de la rotation et du champ magnétique

Yamasaki et Foglizzo (2008) ont montré que la rotation augmente le taux de croissance du
mode spiral tournant dans la même direction que l’écoulement stationnaire. L’autre mode spi-
ral étant stabilisé, un seul mode domine la dynamique, comme l’ont montré les simulations de
Blondin et Mezzacappa (2007) et Iwakami et al. (2008). Notre analyse devrait donc pouvoir s’ap-
pliquer plus facilement qu’en l’absence de rotation. D’après l’Équation 5.10, le taux de croissance
plus élevé en présence de rotation devrait augmenter l’amplitude de saturation de SASI. Cepen-
dant un calcul détaillé utilisant les profils d’entropie et de vorticité exacts est nécessaire pour
conclure quantitativement. Ce calcul a été entrepris en collaboration avec Clotilde Busschaert, et
les résultats préliminaires confirment l’attente d’une augmentation de l’amplitude de saturation
avec la vitesse de rotation.

Si la rotation est suffisamment rapide des effets magnétohydrodynamiques liés à la MRI
pourraient devenir importants. Comparons donc l’ordre de grandeur de la vitesse de rotation
nécessaire à la croissance de la MRI, et celle nécessaire pour affecter SASI. Yamasaki et Foglizzo
(2008) ont montré que la rotation peut affecter SASI même si elle est suffisamment faible pour
que la force centrifuge ne change pas significativement l’écoulement. Cet effet de la rotation est
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alors associé à l’intervention de la fréquence décalée par effet Doppler : ω′ ≡ ω −mΩ, où ω est
la fréquence du mode de SASI, et Ω la fréquence de rotation. Pour le mode m = 1 dominant
généralement la dynamique, un effet sensible de la rotation nécessite alors qu’à un endroit de
l’écoulement ω′ soit significativement différent de ω. En cet endroit la fréquence de rotation doit
donc être comparable à la fréquence de SASI. Comme nous l’avons évoqué dans le Chapitre 2,
la MRI croît en un temps comparable à la période de rotation. Si la rotation a un effet sur
SASI, il existe donc un endroit où le temps de croissance de la MRI est comparable à la période
d’oscillation de SASI, qui est elle-même comparable au temps de croissance de SASI. On arrive
donc à la conclusion qu’une rotation suffisamment rapide pour affecter SASI ferait également
croître la MRI aussi rapidement que SASI. Les effets magnétiques devraient donc être considérés
pour étudier la dynamique de SASI.

L’effet d’un champ magnétique sur les instabilités parasites décrites dans ce chapitre peut
être anticipé du point de vue de la tension magnétique qui tend à s’opposer aux mouvements
tordant les lignes de champ. Cet effet stabilise les perturbations ayant un vecteur d’onde parallèle
au champ magnétique, mais n’affecte pas les modes dont le vecteur d’onde est perpendiculaire.
On s’attendrait donc à ce que le champ magnétique n’affecte pas le taux de croissance de l’in-
stabilité de RT, mais sélectionne les modes ayant un vecteur d’onde perpendiculaire aux lignes
de champ. Par contre, l’instabilité de KH peut être complètement stabilisée par la présence d’un
champ magnétique, si celui-ci est suffisamment fort et parallèle à la vitesse transverse du mode
de SASI. Dans une situation où l’instabilité de KH serait l’instabilité parasite dominante, un
champ magnétique pourrait donc potentiellement induire une plus grande amplitude de SASI.
Cependant, d’autres instabilités parasites que celles de RT et KH étudiées ici pourraient s’avérer
importantes en présence d’un champ magnétique (par exemple la MRI), aussi une étude plus
détaillée serait nécessaire. Une étude de la phase linéaire de SASI en présence d’un champ ma-
gnétique est également nécessaire préalablement à toute analyse non linéaire, et sera l’objectif
du Chapitre 7.

5.5.4 Vers une description analytique des conséquences de SASI

Le mécanisme de saturation de SASI proposé dans ce chapitre ouvre la voie vers une compré-
hension fine de la phase non linéaire de cette instabilité. Cette phase non linéaire est à l’origine
des nombreuses conséquences de SASI, comme l’aide au succès de l’explosion, l’effet sur le kick
et la rotation des étoiles à neutrons, ou encore l’émission d’ondes gravitationnelles. La prédiction
analytique (ou plutôt semi-analytique car elle nécessite la connaissance des profils de l’écoule-
ment stationnaire et des perturbations, déterminés numériquement) de l’amplitude de saturation
de SASI donnée dans ce chapitre pourrait être utilisée pour estimer chacune de ces conséquences.
Elle pourrait par exemple être utilisée en conjonction avec le modèle d’émission d’ondes gravita-
tionnelles proposé par Murphy et al. (2009) pour estimer l’amplitude des ondes gravitationnelles
émises par SASI. On pourrait aussi tenter de relier l’amplitude du kick du pulsar créé à l’ampli-
tude de SASI, et utiliser le mécanisme de saturation par les parasites pour estimer la dépendance
de ce kick en fonction des différents ingrédients physiques.

Les résultats obtenus au cours de cette étude sont présentés en détail dans les pages suivantes
où est reproduit l’article : "The saturation of SASI by parasitic instabilities", par Guilet, Sato
et Foglizzo (2010). Cet article a été publié dans la revue The Astrophysical Journal.
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ABSTRACT

The standing accretion shock instability (SASI) is commonly believed to be responsible for large amplitude dipolar
oscillations of the stalled shock during core collapse, potentially leading to an asymmetric supernovae explosion.
The degree of asymmetry depends on the amplitude of SASI, but the nonlinear saturation mechanism has never
been elucidated. We investigate the role of parasitic instabilities as a possible cause of nonlinear SASI saturation.
As the shock oscillations create both vorticity and entropy gradients, we show that both Kelvin–Helmholtz and
Rayleigh–Taylor types of instabilities are able to grow on a SASI mode if its amplitude is large enough. We obtain
simple estimates of their growth rates, taking into account the effects of advection and entropy stratification. In the
context of the advective–acoustic cycle, we use numerical simulations to demonstrate how the acoustic feedback
can be decreased if a parasitic instability distorts the advected structure. The amplitude of the shock deformation
is estimated analytically in this scenario. When applied to the set up of Fernández & Thompson, this saturation
mechanism is able to explain the dramatic decrease of the SASI power when both the nuclear dissociation energy
and the cooling rate are varied. Our results open new perspectives for anticipating the effect, on the SASI amplitude,
of the physical ingredients involved in the modeling of the collapsing star.

Key words: hydrodynamics – instabilities – shock waves – supernovae: general

1. INTRODUCTION

Despite decades of active research (Colgate & White 1966;
Bethe & Wilson 1985), the core collapse supernovae mecha-
nism remains elusive. The failure of the most sophisticated one-
dimensional models to explode the majority of massive progen-
itors (Liebendörfer et al. 2001) suggests that multidimensional
effects are essential for a successful explosion. Understanding
the hydrodynamical instabilities responsible for this symme-
try breaking, and more specifically their nonlinear dynamics, is
therefore required to understand the explosion mechanism.

The region between the neutrinosphere and the shock de-
serves particular attention because two instabilities take place
there: neutrino-driven convection (Herant et al. 1992, 1994;
Burrows et al. 1995; Janka & Müller 1996; Foglizzo et al. 2006),
and the newly discovered standing accretion shock instability
(SASI; Blondin et al. 2003; Ohnishi et al. 2006; Foglizzo et al.
2007; Scheck et al. 2008). Two-dimensional simulations suggest
that the complex fluid motions triggered by these instabilities
could lead to a successful explosion either by helping the clas-
sical neutrino-driven mechanism (Buras et al. 2006; Marek &
Janka 2009; Murphy & Burrows 2008) or by a new mechanism
based on the emission of acoustic waves from the proto-neutron
star (Burrows et al. 2006, 2007; see, however, Weinberg &
Quataert 2008). The large-scale (l = 1–2) induced asymmetry
could also explain the high kick velocities of newly formed neu-
tron stars (Scheck et al. 2004, 2006) and may significantly affect
their spin (Blondin & Mezzacappa 2007; Yamasaki & Foglizzo
2008).

The linear phase of the two instabilities has been de-
scribed in details by Foglizzo et al. (2006, 2007), Blondin &
Mezzacappa (2006), Yamasaki & Yamada (2007), and
Fernández & Thompson (2009a). Neutrino-driven convective
modes with a large angular scale can be stabilized by a fast
advection of matter through the gain region, whereas SASI
is always dominated by large scale modes. This linear argu-
ment favors SASI as the cause of the prominent l = 1–2 shock

oscillations observed in the simulations. However, a theoretical
understanding of the nonlinear development and saturation of
SASI is still missing. This was highlighted by the unexpected
dramatic decrease of the SASI power observed by Fernández &
Thompson (2009a) when both the nuclear dissociation energy
and the cooling rate are varied. To shed more light on this issue,
this paper proposes a predictive saturation mechanism for SASI.
This is a first step toward understanding how the amplitude of
SASI depends on the physical ingredients of the model (nuclear
dissociation, equation of state, heating rate, rotation, magnetic
fields).

We propose that the saturation takes place when a parasitic
instability (also called secondary instability) grows on the dom-
inant SASI mode. These parasites feed upon its energy and
destroy its coherence, leading to a turbulent flow and the satura-
tion of the growing SASI mode. This saturation mechanism by
parasitic instabilities is similar to the one proposed for the satu-
ration of the magnetorotational instability (MRI) by Goodman
& Xu (1994) and Pessah & Goodman (2009).

Two types of instabilities are considered as potential par-
asites for the SASI mode: the Kelvin–Helmholtz instability
(hereafter KHi) grows near a maximum of vorticity, and the
Rayleigh–Taylor instability (hereafter RTi) grows on negative
entropy gradients. In either case the cause of the instability lies
within the SASI mode, and therefore the growth rate of these
parasites increases with the amplitude of the shock oscillations.
The parasites are thus able to affect significantly the dynamics
of the flow only if the amplitude of SASI oscillations exceeds a
certain threshold. The main objective of this work is to estimate
this threshold.

Understanding the saturation mechanism of SASI requires
in principle some understanding of the mechanism underlying
its linear growth. The saturation scenario we propose is not
restricted to a particular mechanism for the growth of SASI,
but it can be understood more precisely in the framework of
the advective–acoustic cycle (Foglizzo 2002; Blondin et al.
2003; Ohnishi et al. 2006; Foglizzo et al. 2007; Scheck et al.
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2008; Fernández & Thompson 2009a; Foglizzo 2009). In this
mechanism, a shock deformation creates an entropy–vorticity
wave, whose downward advection generates an acoustic feed-
back. This acoustic wave further deforms the shock, thus closing
the unstable cycle. If the coherence of the advected wave were
broken by a parasitic instability before it created the acoustic
feedback, this cycle would be stabilized and SASI saturated.

In Section 2, we explain our method and approximations.
Sections 3 and 4 are devoted to the linear study of the KHi and
RTi in our setup. In Section 5, we study how the development of
the parasites breaks the coherence of a SASI mode and decreases
the acoustic feedback. In Section 6, we apply our results to
the setup of Fernández & Thompson (2009a) and compare our
estimates with the results of their simulations. Finally, our results
are discussed in Section 7 and summarized in Section 8.

2. METHOD

2.1. Estimating the Growth Rate of the Secondary Instabilities

We estimate the local growth rate of the parasitic instability
by using a simplified description of the linear SASI mode that
keeps only the features that are essential for the physics of the
instability.

A SASI mode has a complex structure of entropy, vorticity,
and pressure perturbations which can be computed by a linear
analysis (Foglizzo et al. 2007; Yamasaki & Yamada 2007). We
focus on the advected structure of the SASI mode, where the
parasitic instabilities operate. As we seek a local description
of the parasites, we assume a planar geometry. Denoting by
z the vertical direction and x the transverse direction, the
structure of the advected entropy/vorticity wave (denoted as
S, w respectively) is approximated by a sinusoid with a vertical
wave number Kz = ω/v0, where ω is the SASI frequency and
v0 is the flow velocity:

S(z, t) = S0(z) + ΔS × cos (ωt − Kzz), (1)

w(z, t) = Δw × cos (ωt − Kzz), (2)

where S0 is the entropy profile of the radial flow, and ΔS and
Δw are the amplitudes of entropy and vorticity perturbations
associated with the SASI mode. The advected entropy/vorticity
wave in a SASI mode is actually tilted with respect to the
horizontal direction, but we neglect this tilt for the sake of
simplicity (Kz is a factor of �5 larger than the horizontal wave
number Kx ∼ √

l(l + 1)/r in a typical SASI mode; Foglizzo
et al. 2007). In what follows, we omit the index z and simply note
K = ω/v0, the wave number of advected SASI perturbations.
The horizontal wave number of each parasitic instability is
denoted as k. The notation A0 refers to a quantity (A) in the
stationary flow, unperturbed by SASI. Its perturbation by the
SASI mode is denoted as ΔA, and δA refers to a parasitic
perturbation. The growth rates of the KHi and RTi are directly
related to the amplitude of the SASI mode through its profile
of vorticity and entropy gradient. Non-adiabatic cooling is
taken into account in the shape of SASI eigenfunctions, but
is neglected in the dynamical evolution of the parasites. We
choose the usual adiabatic index of a relativistic gas γ = 4/3.

We estimate the stability of the flow described by
Equations (1) and (2) in three steps, first by neglecting the
background entropy gradient and global advection v0, second
by assessing the effects of a uniform entropy gradient ∇S0, and
third by taking advection into account.

In the first two steps, a standard linear mode analysis can be
used because the flow is stationary. The equations determining
the evolution of the perturbations (e.g., Appendix A of Foglizzo
& Ruffert 1999) are solved numerically. A simple fitting formula
for the maximum growth rate is proposed, as a function of the
SASI amplitude and the background stratification.

The third step is related to the concept of global versus local
instability (Huerre & Monkewitz 1990), but the gradients in the
direction of advection preclude the use of standard analytical
techniques. If the fluid is advected too fast, the instability may
be able to grow in a Lagrangian way but would actually decay
at a fixed radius as the perturbations are advected away. We use
numerical simulations to measure the propagation speed of the
parasitic instability in the z-direction, by perturbing the SASI
mode over a limited region. Adjusting the measured speeds
with a physical but approximate description of the propagation,
we obtain a simple analytical estimate of the growth rate
σparasite of each parasitic instability, taking into account the
SASI amplitude, the background stratification, and the advection
speed (Equations (12) and (18)).

2.2. Estimating the Saturation Amplitude

The growth rate σparasite is an increasing function of the
SASI amplitude. A parasitic instability can affect the dynamics
of SASI if its amplitude δA becomes comparable to the
SASI amplitude ΔA. The growth of the ratio δA/ΔA requires
σparasite > σsasi. We use this criterion to estimate the saturation
amplitude of SASI. Pessah & Goodman (2009) use a similar
criterion to estimate the saturation amplitude of the MRI.

The criterion σparasite = σsasi defines the minimum amplitude
ΔAmin(r) of SASI above which parasites can compete with SASI
at a given radius r, despite advection and cooling. The parasitic
instabilities can alter the growth of SASI only if their growth
takes place in a region that is vital to the mechanism of SASI.
For example, if the mechanism of SASI is interpreted as an
advective–acoustic cycle, this cycle is most sensitive to the
region between the shock and the deceleration region where
most of the acoustic feedback is produced. Fortunately, as will
be shown in Section 6, the local saturation amplitude ΔAmin(r)
displays a broad minimum around the radius (r∗ + rsh)/2, which
defines a global saturation amplitude ΔAmin without much
sensitivity on the details of the SASI mechanism.

2.3. Limitations

By focusing on the growth of parasitic instabilities, we ignore
other nonlinear processes which could play a role in saturating
the amplitude of SASI. Among them, the steepening of acoustic
waves into shocks (e.g., Fernández & Thompson 2009b), the
decoherence of the mode due to the finite displacement or
velocity of the shock, or the exchange of energy by the resonant
mode coupling, could be important in some parameter range.

When compared to published simulations (Section 6), our es-
timate of the saturation amplitude of SASI based on parasitic
instabilities is encouraging in view of the numerous simplifi-
cations inherent in our method: our description of the parasitic
growth neglects the spherical geometry of the flow, neglects the
tilt of the SASI wave with respect to the horizontal direction,
and assumes an adiabatic evolution of the parasites. We fur-
ther assume that SASI is dominated by a single SASI mode of
finite amplitude, which we describe using a linear approxima-
tion. Steepened advected waves, induced by steepened acoustic
waves reaching the shock, could affect the growth of parasitic
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Figure 1. Growth rate σ of the KHi as a function of the transverse wave
number k. The dashed line is the eigenvalue for a sinusoidal velocity profile
and periodic boundary conditions. The full lines show the effect of stratification
with the Richardson number, Ri, ranging from 0 to 0.2. The triangles and circles
are measured from simulations where perturbations are localized (triangles)
or extended (circles). σ is normalized by the maximum vorticity w, and k is
normalized by the vertical wave number K of the SASI mode.

instabilities by introducing larger vorticity and sharper entropy
gradients. We also neglect the production of entropy by acoustic
waves steepening into shocks, and the creation of vorticity by the
baroclinic interaction of entropy gradients with pressure waves.

3. THE KELVIN–HELMHOLTZ INSTABILITY

3.1. The KHi in a Sinusoidal Velocity Profile

The KHi feeds on the kinetic energy available in shear flows.
A necessary condition for its growth is the presence of a
maximum in the absolute value of vorticity (Drazin & Reid
1981). The linear growth of SASI creates a sinusoidal velocity
profile

vx (z) = Δv sin (Kz), (3)

with two such maxima per wavelength. Heyvaerts & Priest
(1983) have demonstrated that this profile is indeed unstable
to perturbations with a small horizontal wave number k < K ,
with a growth rate σ < kΔv.

In order to estimate the maximum growth rate and the
corresponding wavelength, we complement their analytical
study by a numerical mode calculation where the flow profile is
described by Equation (3), with periodic boundary conditions in
z = 0 and z = 1. The results (Figure 1) show good qualitative
agreement with the expectation from Heyvaerts & Priest (1983):
the maximum growth rate σ = 0.27KΔv is reached for a wave
number k = 0.58K , and the KHi is stable for k > K . The
maximum KHi growth rate is thus a fraction of the maximum
vorticity in the flow (see also Foglizzo & Ruffert 1999). The
Mach number M has little effect on the instability unless it
approaches unity (we usedM = 0.2 in our mode calculation,
with results almost identical to the incompressible case).

3.2. Effect of Stratification on the KHi

The buoyancy force in a stably stratified atmosphere is able
to stabilize the KHi if Ri > 1/4, where the Richardson number,
Ri, characterizes the relative strengths of buoyancy and shear
(e.g., Chandrasekhar 1961):

Ri ≡ N2

w2
, (4)

where w ≡ �∇×�v is the vorticity. In the absence of a composition
gradient, the Brunt–Väisälä frequency N is defined by

N2 ≡ −γ − 1

γ
g∇S. (5)

The entropy S is here measured in dimensionless units S ≡
log(P/ργ )/(γ − 1).

In order to characterize this stabilization quantitatively in
our specific geometry, we compute the eigenmodes of the KHi
in a sinusoidal horizontal velocity field, embedded in a stable
entropy gradient and a gravity field. The sinusoidal velocity
profile, the background entropy gradient, and gravity profiles
have a constant amplitude in a limited region of space and are
smoothly connected to zero outside this region. This region has
a size of three vertical wavelengths. If far enough from the
gradients, the choice of the boundary condition (reflective or
leaking condition) does not change the resulting mode. Results
are shown in Figure 1. The slight difference between the curve
where the entropy gradient is zero (Ri = 0) and the periodic KHi
is due to the limited spatial extent of the vorticity and gravity
profile.

The maximum growth rate decreases linearly to zero as Ri
is increased, while the wave number at maximum varies from
k ∼ 0.6K to k ∼ 0.8K (Figure 1). The marginal stability is
reached for a critical value of the Richardson number, Ri = 0.24,
in close agreement with the expected value Ri = 1/4.

3.3. Effect of Advection on the KHi

In the context of core collapse, the SASI vorticity wave is
advected toward the neutron star. Using a physical argument,
we first give a naive estimate of the speed at which an unstable
perturbation can propagate against the stream and evaluate the
reduced growth rate in the presence of advection. Numerical
simulations are used in order to obtain more accurate estimates.

3.3.1. Physical Argument

The simplest illustration of the KHi (e.g., Drazin & Reid
1981) considers an incompressible fluid with a discontinuity of
horizontal velocity: vx = −Δv for z < 0, and vx = Δv for
z > 0. Unstable modes exist for any horizontal wave number
with a growth rate σ0 = kxΔv, and their structure on both sides
of the discontinuity is a decreasing exponential: δA ∝ e−kx |z|.
Viewed in a frame moving with a vertical velocity vz, the time
dependence of the perturbation is δA ∝ e(σ0−kxvz)t at a given
height z above the discontinuity. A condition for the perturbation
to be growing at a given radius can be deduced: σ0 > kxvz, which
may be interpreted as a propagation speed vprop of the KHi equal
to

vprop = σ0

kx

. (6)

The local growth rate in the frame moving with respect to the
discontinuity is thus decreased as follows:

σ = σ0

(
1 − vz

vprop

)
. (7)

Of course this physical argument is too simple to be directly
applicable to the case of a sinusoidal shear wave advected
downward, where each unstable shear layer is followed by
another one. Could the propagation be faster if these adjacent
shear layers cooperate?
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Figure 2. Different stages in the evolution of the KHi on a sinusoidal velocity
profile. The upper plot is the initial condition: a sinusoidal transverse velocity
wave with random perturbations localized between −0.5 < z < 0.5 (one
wavelength of the stationary flow). The middle plot shows the time when the
KHi just reached a nonlinear amplitude, the mode structure is still clear. Finally,
the bottom plot shows a more developed nonlinear stage of the instability. In all
plots, the grayscale represents the vorticity.

3.3.2. Numerical Simulations of the KHi

Using the code RAMSES (Teyssier 2002; Fromang et al.
2006) we performed numerical simulations of a sinusoidal
velocity profile described by Equation (3) (with K = 2π , Δv =
1, c = 5). The computational domain was a box −8 < z < 8,
0 < x < 8, with periodic boundary conditions. Perturbations of
the vertical velocity, localized between z = −0.5 and z = 0.5
(one wavelength), have been added to the stationary flow, with an
amplitude of 10−4Δv. The runs presented here have a resolution
of 1024 × 512, but we checked that the results do not depend
on the resolution.

The different phases of the KHi growth are illustrated by three
snapshots in Figure 2. The wavelength ∼1.8 of the dominant
feature agrees with the expected wavelength of the fastest
mode in Figure 1 (k/K ∼ 0.55). As a consistency check, the
growth rates have been measured for different wave numbers
and compared successfully with the linear analysis in Figure 1.1

1 The growth rates (triangles) are slightly smaller than the linear values with
periodic boundary condition, but are close to those of the modes whose spatial
extent is restricted to three wavelengths (Section 3.2). Note that they are not
expected to match exactly, but the fact that they have similar values suggests a
common physical origin of the reduced growth rate, namely the restricted
extent of the region where the KHi grows. For comparison we also ran a
simulation where the whole flow was perturbed instead of the region
z = [−0.5, 0.5]. The growth rates (circles) are in very good agreement with
the modes computed using periodic boundary conditions (dashed line).

Figure 3. Propagation of the KHi along the z-direction. The three curves
represent different modes with a number of horizontal wavelengths ranging from
2 (upper curve) to 6 (lower curve). The plotted quantity, z+ (t), corresponds to
the spatial extent in which the KHi has reached an amplitude of δv = 10−4Δv.
The curves were shifted in time so that they start to deviate from 0 at t = 0.

In the two bottom plots in Figure 2, the KHi mode has already
propagated downward and upward from the initial perturbations.
For a quantitative study of the propagation speed, we measured
the spatial range [−z+, z+] in which the KHi has reached an
arbitrary amplitude (say δv = 10−4Δv), as a function of time
for different wave numbers. As expected from Section 3.3.1, the
large wavelength perturbations propagate faster than the short
wavelength ones (Figure 3).

The propagation velocity measured in the simulations is
typically a factor of 2.8 higher than the quantity σ/k suggested
in Section 3.3.1, but the dependence on k is similar (left panel in
Figure 4). We interpret this high propagation speed as the sign
that adjacent shear layers do cooperate.

Approximating the propagation speed by vprop = 2.8 × σ/k,
the wavelength dependence of the growth rate for a given ad-
vection velocity is estimated using Equation (7). The maximum
growth rate is smaller, and obtained for a longer wavelength than
without advection, because shorter wavelengths propagate more
slowly (Figure 4). The maximum growth rate σKHmax decreases
almost linearly with the advection velocity vz. We approximate
this curve linearly as follows:

σKHmax = σ0KH

(
1 − vz

veff0

)
, (8)

where σ0KH = 0.25Δw is the maximum KHi growth rate
without advection, and veff0 is an effective propagation speed
which we estimate to be (in the absence of stratification)
veff0 ∼ 1.5 × Δv 
 1.5Δw/K . Note that vprop in Equation (7)
depends on the wavelength k of the perturbation, whereas veff in
Equation (8) is independent of k, because σKHmax is the growth
rate maximized over all wavelengths. veff can be interpreted as
an average propagation speed of the modes growing fastest at
different advection speeds.

3.4. Analytical Estimate of the KHi Growth Rate with Both
Advection and Stratification

In the presence of stratification, Equation (8) becomes

σKH = σKHstrat

(
1 − vz

veff

)
, (9)
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Figure 4. Left panel: propagation speed vprop of the KHi as a function of the wave number k, measured in the numerical simulations (triangles). The full line shows
the quantity 2.8σ/k, where σ is the growth rate computed in the linear analysis of Section 3.1. The factor of 2.8 has been adjusted in order to match the results of the
simulations. Right panel: maximum growth rate (full line, left axis) and associated wave number (dashed line, right axis) as a function of the advection velocity. The
thin straight line with arrows is a linear approximation of the growth rate (Equation (8)).

where σKHstrat = σ0KH (1 − Ri/Ri0) is the maximum growth rate
of the KHi in the presence of stratification but in the absence
of advection, and veff is the effective propagation velocity in
the presence of stratification. Equation (6) suggests that the
propagation speed is proportional to the growth rate, giving

veff = σKHstrat

σ0KH
veff0. (10)

Injecting Equation (10) into Equation (9) then gives the follow-
ing formula:

σKH = σ0KH

(
1 − Ri

Ri0
− vz

veff0

)
, (11)

where σ0KH = 0.25Δw is the growth rate in the absence
of stabilizing effects, Ri0 = 0.24, and veff0 = 1.5Δw/K .
Equation (11) can be rewritten as a function of the SASI
amplitude:

σKH = 0.25Δw − 1.04
N2

0

Δw
− Kvz

6
. (12)

In a SASI eigenmode, the vorticity Δw at a given position in the
flow is directly proportional to the relative shock displacement
Δr/rsh. The factor wsasi(r) defined by Δw ≡ wsasiΔr/rsh depends
on the radius and is a result of the linear mode analysis of SASI.

A local saturation amplitude of SASI due to the para-
sitic growth of the KHi, at a given radius, is deduced from
Equation (12) and the criterion σKH = σsasi:

Δr

rsh
=

[(
1
3Kvz + 2σsasi

)2
+ 4.2N2

0

]1/2
+ 1

3Kvz + 2σsasi

wsasi
. (13)

The discussion of a global saturation amplitude is postponed to
Section 6.

4. THE RAYLEIGH–TAYLOR INSTABILITY

4.1. Simple RTi in a Sinusoidal Entropy Profile

The RTi feeds on the potential energy available when a low
entropy fluid is sitting on top of a higher entropy one, in a
gravitational acceleration g. Buoyancy is characterized by the

Brunt–Väisälä frequency N (Equation (5)). The flow is unstable
if N2 is negative, and the typical growth rate σRT of short
wavelengths perturbations is

σRT ≡ (−N2)
1
2 =

(
γ − 1

γ
g∇S

) 1
2

. (14)

In the sinusoidal entropy profile created by SASI, the sign of
the entropy gradient ∇S changes every half wavelength: the
entropy wave is made of adjacent layers of stably stratified and
Rayleigh–Taylor unstable fluid. The RTi is expected to grow
fastest where the entropy gradient is most negative.

By computing the eigenmodes of a sinusoidal entropy profile
with a vertical wave number K in a constant gravity field, we
verified that the growth rate σ ∼ σRT at short wavelength
(Figure 5), and σ ∼ 0.75σRT if k ∼ K . In this calculation, as
in Section 3.2, the entropy gradient and gravity profiles have a
constant amplitude over a limited region of space (three vertical
wavelengths) and are smoothly connected to zero outside this
region.

4.2. Effect of Stratification on the RTi

Just as KHi, the RTi can be stabilized by the presence of a
stable entropy gradient in the stationary flow ∇S0. The flow is
stable where the stationary gradient ∇S0 is stronger than the
SASI gradient ∇ΔS. The maximum growth rate is expected to
scale as the Brunt–Väisälä frequency associated with the most
negative entropy gradient:

σRT =
[
γ − 1

γ
g∇ (ΔS + S0)

] 1
2

. (15)

This was checked by adding a background positive entropy gra-
dient to the previous mode analysis. The resulting growth rate,
shown in Figure 5, follows Equation (15) at short wavelengths.
At longer wavelength, the RTi is stabilized slightly faster. The
cause may be that these larger scale modes, in addition to grow
on less intense negative entropy gradient, are also sensitive to
the higher positive entropy gradient (which are stable).
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Figure 5. Growth rate of the RTi as a function of the transverse wave number.
The full lines are the result of the linear analysis of a sinusoidal entropy profile
embedded in a stable background entropy gradient and a gravity field. The
different curves show different values of the background entropy gradient
ranging from ∇S0 = 0 (upper curve) to ∇S0 = 0.8∇ΔS (lower curve). The
triangles show the growth rate measured in the numerical simulations without
background entropy gradient.

4.3. Effect of Advection on the RTi

4.3.1. Physical Argument

The simple physical argument applied to the KHi in
Section 3.3.1 can be adapted to the case of the RTi by con-
sidering an incompressible fluid with a discontinuity of density
with ρ = ρ0 − Δρ for z < 0 and ρ = ρ0 + Δρ for z > 0. Per-
turbations with a horizontal wave number kx are unstable with
a growth rate σ0 = (kxgΔρ/ρ)1/2 (e.g., Chandrasekhar 1961).
The vertical structure of the RTi mode on both sides of the dis-
continuity is a decreasing exponential: δA ∝ e−kx |z| due to the
incompressible nature of the flow (k2

z + k2
x = 0). Using the same

argument as in Section 3.3, the estimated propagation speed is
vprop = σ0/kx . In an entropy wave, each unstably stratified layer
is followed by a stably stratified one. Unlike the instability of
a vorticity wave, adjacent layers are not expected to cooperate.
The vertical propagation of the RTi is expected to be accelerated
by unstable layers and decelerated by stable ones.

4.3.2. Numerical Simulations of the RTi

In order to measure the propagation speed of the RTi, we
performed numerical simulations of a sinusoidal entropy profile
S(z) described by

S (z) = ΔS sin (Kz). (16)

In units of the vertical wavelength 2π/K ≡ 1, we chose
a computational domain −8 < z < 8 and 0 < x < 8,
with periodic boundary conditions in the x-direction, and a
resolution of 1024 × 512. The entropy oscillations described
by Equation (16) and the gravity profile have been restricted to
−5 < z < 5, the medium being uniform for |z| > 5. At |z| = 8
we imposed a zero-gradient boundary condition. The different
phases of the RTi growth are illustrated by three snapshots in
Figure 6. The RTi grows at all scales resolved by the grid.
Numerical convergence has been checked for the modes studied
in the following (k/K > 0.5), and the growth rates agree well
with the linear analysis (Figure 5).

Perturbations of the vertical velocity localized in a narrow
layer −0.2 < z < 0.2 have been added to the stationary flow

with an amplitude of 0.01% of the sound speed c0 in order to
follow their propagation.

As expected in the previous section, the propagation is less
regular than for the KHi: it is slow in the stably stratified regions
and faster in the unstable ones (Figure 7). It is, however, possible
to measure a global propagation speed, which is remarkably
close to the estimate σ/k deduced from the mode analysis (left
panel in Figure 8). The propagation speed is well approximated
by vprop = 1.25σ/k.

Using Equation (7), the RTi growth rate for a given advection
speed is expressed as a function of the wave number. It
is maximum at a longer wavelength than in the absence of
advection, because shorter wavelengths propagate more slowly.
We approximate linearly the decrease of the maximum RTi
growth rate σRTmax when the advection velocity vz increases
(right panel in Figure 8)

σRTmax = σ0RT

(
1 − vz

veff0

)
, (17)

where σ0RT = 0.75ΔN is the RTi growth rate without advection
and veff0 is an effective propagation speed which we estimate to
be veff0 
 1.25ΔN/K .

4.4. Analytical Estimate of the RTi Growth Rate with Both
Advection and Stratification

By a similar reasoning as in Section 3.4, the RTi growth in
the presence of both advection and stratification is approximated
using the results of Sections 4.2 and 4.3:

σRT = 0.75

[
γ − 1

γ
g∇ (ΔS + S0)

] 1
2

− 0.6Kvz. (18)

The entropy gradient ∇ (ΔS) in a SASI mode is proportional
to the relative shock displacement Δr/rsh. Defining ∇Ssasi by
∇ (ΔS) ≡ ∇SsasiΔr/rsh, we use the criterion σRT = σsasi to
obtain an explicit estimate of the local saturation amplitude of
SASI due to the parasitic growth of the RTi:

Δr

rsh
= ∇S0

∇Ssasi
+

γ

0.56 (γ − 1) g∇Ssasi
(σsasi + 0.6ksasivz)

2 . (19)

5. ACOUSTIC FEEDBACK IN THE PRESENCE OF
PARASITIC INSTABILITIES

The analytical estimates of the saturation amplitude obtained
in Equations (13) and (19) from the criterion σparasite = σsasi
are directly compared to the numerical simulations of SASI in
Section 6. Before that, we use the simplified toy model of Sato
et al. (2009) to evaluate the nonlinear effect of the parasitic
instabilities on the advective–acoustic cycle. The distortion of
the SASI mode by growing parasites, illustrated by the bottom
plots in Figures 2 and 6, is expected to induce a decrease in
the acoustic feedback and stabilize the advective–acoustic cycle
responsible for the growth of SASI.

The “problem 1” studied by Sato et al. (2009) deals with the
deceleration of an advected wave through an external potential,
in a planar toy model. This deceleration region of size Δz∇
generates an acoustic feedback, measured at a distance zmeas
above it. The advected wave of amplitude εS is perturbed by a
random noise acting as a seed for the parasitic instabilities. We
choose Δz∇ = 0.4, M1 = 5, c2

in/c
2
out = 0.75, and ωτaac/2π = 2.

The numerical technique based on a AUSMDV scheme is
described in Sato et al. (2009).
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Figure 6. Different stages in the evolution of the RTi on a sinusoidal entropy
profile. The upper plot is the initial condition: a sinusoidal entropy wave
embedded in a constant gravity field, with random perturbations of the vertical
velocity localized between −0.2 < z < 0.2. The middle plot shows the time
when the RTi just reached a nonlinear amplitude, the mode structure is still
clear. Finally, the bottom plot shows a more developed nonlinear stage of the
instability. In all plots, the grayscale represents the entropy.

The effects of the KHi and RTi on the acoustic feedback
are studied together and separately by performing three sets of
simulations: (1) with the same mixture of entropy and vorticity
as produced by a perturbed shock (Equations (9)–(13) of Sato
et al. 2009), (2) with the same entropy structure but no vorticity,
and (3) with the vorticity structure of (1) but no entropy.

The pressure measured at zmeas = 3 is Fourier transformed in
the x-direction and in time, in order to estimate the part of the
acoustic feedback which is coherent with the initial advected
wave. This coherent feedback is responsible for the closure of
the advective–acoustic cycle.

Above a certain amplitude threshold, the acoustic feedback
efficiency decreases from the value predicted by the linear anal-
ysis to a small fraction of this value (Figure 9). This threshold
is measured as the amplitude εS at which the acoustic feed-
back efficiency is 50% of its linear value. We find a value of
εS = 0.68 for case (1) and εS = 1.3 for case (2). The decrease of
the feedback is due to the development of parasitic instabilities
propagating against the flow (Figures 10 and 12). The growth of
the parasites causes the advected wave to lose its coherence: the
power remaining in its n = 1 component is decreased signifi-
cantly in the region where the parasites have grown (Figure 11).
The vertical structure of the feedback is also distorted.

In Figure 9, the small amplitude of the acoustic feedback in
case (3) decreases by 30% for εS = 0.8, and increases again for

Figure 7. Propagation of the RTi along the z-direction. The three curves
represent modes with a wave number ranging from k = 0.5K (upper curve) to
k = 2K (lower curve). The plotted quantity, z+ (t), corresponds to the spatial
extent in which the RTi has reached an amplitude of δv = 10−4c. The curves
have been shifted in time so that they start to deviate from 0 at t = 0.

εS = 1: this increase is due to the pressure associated with the
KHi, propagating against the flow.

Can the linear description of the KHi and RTi (Sections 3
and 4) predict the value of the threshold? We use the analyti-
cal estimates of the KHi and RTi growth rates (Equations (12)
and (18)) at marginal stability to estimate the threshold ampli-
tude εS(z) above which the KHi or RTi can grow despite the
stabilizing effect of advection. The εS-threshold for neutral sta-
bility is expected to be a lower bound for the threshold measured
in the simulations (Figure 13).

The RTi can grow only in the region −0.2 < z < 0.2
where gravity is significant, represented by the two horizontal
dashed lines in Figures 10–12. The local amplitude threshold in
Figure 13 displays a clear minimum around z ∼ 0 at a value of
εS = 0.78, which appears to be a good estimate of the amplitude
above which the RTi can grow and damp the acoustic feedback.

In case (2) where the upstream advected wave contains no
vorticity, the growth of the KHi is subdominant and does not
affect the acoustic feedback because it takes place below the
region of deceleration (Figure 13). The RTi is thus the dominant
instability. The linear threshold (εS = 0.78) deduced from
Figure 13 is about 40% smaller than the value of εS = 1.3
measured in the simulations.

In case (1), the local amplitude threshold of the KHi measured
in Figure 13 is smaller than that of the RTi. The KHi should thus
be the dominant parasitic instability with a smaller amplitude
threshold than in case (2) (εS ∈ [0.36, 0.65]). Indeed an
instability develops upstream of the potential jump in case
(1) with vortices which are typical of the KHi (Figure 10).
For comparison, vortices are less prominent in case (2) and
no disturbance is growing upstream of the shock, consistent
with the RTi (Figure 12). As predicted, the cutoff in case (1)
is smaller than that of case (2) (0.68 versus 1.3). The linear
threshold (∼ 0.5) is roughly 25% smaller than the simulated
value of εS = 0.68.

As a summary, we find that the linear thresholds for marginal
stability are consistently 25%–40% smaller than the threshold
at half efficiency measured in the simulations. Let us emphasize
that in case (1), although the linear acoustic feedback is
essentially generated by the entropy wave, vorticity plays an
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Figure 8. Left panel: propagation speed of the RTi as a function of its wave number k. The triangles are measured in the simulations. The black line is the quantity σ/k

estimated from the linear mode calculation. Right panel: maximum growth rate of the RTi as a function of the advection velocity (full thick line) and corresponding
wave number (dashed line). The thin line with arrows illustrates the linear approximation of the growth rate used in Equation (17).

Figure 9. Efficiency of the acoustic feedback as a function of the amplitude of
the advected wave. The dashed line corresponds to an entropy vorticity wave
(case (1)), the full line to an entropy wave (case 2) and the dotted line to a
vorticity wave (case (3)). The two vertical lines represent the estimate of the
amplitude cutoff where the corresponding efficiency has decreased by 50%:
dashed for the entropy–vorticity wave, full for the entropy wave.

essential role in determining the saturation threshold through
the KHi. This illustrates the non-trivial interplay of vorticity
and entropy in the advective–acoustic cycle.

6. COMPARISON WITH (MORE) REALISTIC
SIMULATIONS: THE EFFECT OF NUCLEAR

DISSOCIATION

In order to test the parasitic scenario against results from
numerical simulations, we apply the above estimates to the
setup of Fernández & Thompson (2009a), where the energy
loss at the shock (ε in their notations) due to the dissociation
of iron is varied in a parameterized way from ε = 0 (the setup
of Blondin & Mezzacappa 2006) to ε = 0.25v2

ff . Here, vff is
the free fall velocity at the shock. The shock radius is kept
constant by adjusting the cooling function, which is varied by
a factor up to 127 (the shock radius and the adiabatic index
are rsh/rstar = 2.5 and γ = 4/3). These simulations are a very
good test for any saturation mechanism, because the saturation
amplitude of SASI was found to be sensitive to the parameter ε.

By solving the radial structure of eigenmodes in the setup of
Fernández & Thompson (2009a), we calculate the parameters
wsasi and ∇Ssasi and use Equations (13) and (19) to estimate
the “local saturation amplitude” of SASI oscillations above
which the parasites grow faster than SASI at a given radius.
As indicated by Figure 14, the saturation amplitude of SASI
associated with each parasitic instability decreases strongly
when ε increases.

The global saturation amplitude can be estimated as the min-
imum of the local saturation amplitude, at least if this minimum
is sufficiently broad and above the coupling radius. The curves
in Figure 14 show a minimum at an intermediate radius be-
tween the proto-neutron star and the shock, approximately at
rmini ∼ (rsh + r∗)/2. This can be understood by the fact that
higher up the shock parasites are efficiently stabilized by ad-
vection, while close to the proto-neutron star they are strongly
stabilized by the entropy stratification (Figure 15). The most
efficient growth of the parasites therefore takes place where nei-
ther advection nor stratification is strong. As the minima of the
curves in Figure 14 are quite flat, the parasites should be able to
grow in a large region of the flow around the radius rmini when
SASI saturates.

The saturation amplitude predicted by our analysis of the
KHi and RTi is compared with the results of the simulations by
Fernández & Thompson (2009a) in Figure 16. The RTi (thick
full line) is expected to be the dominant parasite because it
grows at smaller SASI amplitudes than the KHi. We note that
some RTi structures are clearly visible in the simulations of
Fernández & Thompson (2009a, online edition) for ε = 0.15v2

ff
and ε = 0.2v2

ff , in agreement with our conclusion that the
RTi is the dominant secondary instability. However, these RTi
structures are less obvious when ε = 0.

The amplitude in the simulations decreases by a factor of
∼25 between ε = 0 and ε = 0.2v2

ff , while our estimate
decreases by a factor of 15. In addition to reproducing correctly
the trend, the saturation amplitude given by this saturation
mechanism is 15%–50% smaller than the simulated value for
all ε. This is consistent with Section 5, where we found that
the stability threshold of the parasites was ∼25%–40% smaller
than the amplitude at which their effect is important. Given the
numerous approximations involved in our analytic description
of the parasites, and the numerous other nonlinear effects we
neglected, the comparison in Figure 16 is considered very
encouraging.
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Figure 10. Acoustic feedback from an entropy–vorticity wave (case (1)) in
the presence of the KHi parasites. The left column represents a wave of linear
amplitude (εS = 0.1, below the cutoff), while the right column represents a
wave of nonlinear amplitude (εS = 1, above the cutoff). The three rows show
entropy (upper), vorticity (middle), and pressure (bottom) perturbations. The
horizontal dashed lines represent the extent of the potential jump. The KHi is
able to grow only on the nonlinear wave (right column).

One of our assumptions is that the background stationary flow
is unchanged, which is justified for low saturation amplitudes
but is less justified if the saturation amplitude is very nonlinear.
The uncertainty of our analytical estimate for large saturation
amplitudes is illustrated in Figure 16 by the empty diamonds,
where the saturation amplitude is normalized using the averaged
shock radius during the nonlinear phase of SASI instead of its
value in the stationary flow. This new normalization brings the
values from the simulations closer to the predicted ones (R.
Fernandez 2009, private communication).

What is the dominant effect causing the dramatic decrease of
the SASI amplitude when ε is increased? Using Equation (19)
allows us to identify the contributions of the SASI growth rate
σsasi, the relative amplitude of the SASI entropy wave ∇Ssasi,
the background entropy stratification ∇S0, and the background
advection velocity vz.

According to our linear stability analysis, the most unstable
SASI mode is the fundamental one if ε is small, the first
harmonics if ε > 0.15v2

ff , and the second harmonics if ε >

0.19v2
ff . The comparison between the dashed line and thick full

line in Figure 16, separated by about ∼25%, shows that higher

Figure 11. Same as Figure 10 but filtered to keep only the n = 1 component of
the horizontal structure. In the entropy and vorticity profile a clear decrease in
amplitude is visible where the KHi has grown. In the right column, the pressure
perturbations are slightly smaller and the coherence of the vertical structure is
lost.

harmonics are more sensitive to the RTi than the fundamental
mode (see also the thin lines in Figure 14). This effect on ∇Ssasi
is partly due to the fact that entropy gradients in a SASI mode
increase with frequency. It is striking that the sharp drop in
the SASI amplitude that is observed by Fernández & Thompson
(2009a) coincides with the shift from the fundamental to the first
radial overtone. Our analysis suggests, however, that this shift
may be the cause of only a small fraction of the decrease and
should not be considered as a general feature of the saturation of
SASI with dissociation. Indeed, repeating our analysis for other
aspect ratios of the shock to star radius indicates that this shift
can also happen much earlier (e.g., for rsh/r∗ = 0.2) or not at
all (e.g., for rsh/r∗ = 0.6).

The SASI amplitude required for marginal parasitic instability
(σRT = 0) can be compared to the saturation amplitude (σRT =
σsasi). From Figure 16 (dotted and thick lines), we estimate that
the lower growth rate of SASI for high dissociation energy is
responsible for a ∼25% decrease of the saturation amplitude of
SASI.

An important consequence of energy losses at the shock is
a slower post-shock advection speed vz. As the RTi develops
more easily in a slow flow, the saturation amplitude of SASI
naturally decreases when dissociation is increased. This major
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Figure 12. Acoustic feedback from an entropy wave (case 2) in the presence of
RTi parasites. The left column represents a wave of linear amplitude (εS = 0.1,
below the cutoff), while the right column represents a wave of nonlinear
amplitude (εS = 2, above the cutoff). The two rows show entropy (upper)
and pressure (bottom) perturbations. The horizontal dashed lines represent the
extent of the potential jump. The RTi is able to grow only on the nonlinear wave
(right column).

effect contributes to a factor of 4.5, evaluated by comparing
the local saturation amplitude at the shock with and without
dissociation (using σ = 0 in order to distinguish it from the
effect of the change in the SASI growth rate).

An additional factor of 2 is due to the change in the flow
profile, in particular to the decrease of the entropy stratification
∇S0 which favors the growth of parasitic instabilities.

7. DISCUSSION

7.1. SASI or Neutrino-driven Convection?

Fernández & Thompson (2009b) argued that the large am-
plitude l = 1 oscillations appearing in their numerical sim-
ulations including iron dissociation and a heating function is
due to neutrino-driven convection rather than SASI, since SASI
is stabilized by iron dissociation according to Fernández &
Thompson (2009a). Does iron dissociation at the shock really
prevent SASI from growing to large amplitudes in a realistic
core collapse? In realistic simulations the compression factor
at the shock can reach ∼10, which corresponds to ε = 0.14 in
the present study and a SASI amplitude of 6% of the shock dis-
tance (rsh − r∗), quite smaller than without dissociation (40%).
We point out, however, that a significant fraction of this ampli-
tude decrease may be an artifact of the parameterization, which
changed the cooling function by a factor of 127 in order to keep
the ratio rsh/r∗ constant. This parameterization has the great
advantage of being insensitive to geometrical effects that may
arise if the aspect ratio between the shock and the cooling sur-
face is changed. However, cooling is then artificially low when
dissociation is taken into account without heating. As a conse-
quence, the resulting flow profile may not be more realistic than
the flow profile without dissociation. As our analysis suggests

Figure 13. Amplitude εS corresponding to the marginal stability of secondary
instabilities, as a function of z in the problem 1 of Sato et al. (2009). Full
lines show the KHi marginal stability: the entropy–vorticity wave (thick line,
case (1)), the entropy wave (thin line, case (2)). The dashed line shows the RTi
marginal stability in both cases. The two vertical dotted lines show the vertical
extent of the potential jump.

that entropy gradients play an important role in the saturation of
SASI, we investigated the effect of keeping the cooling function
constant when dissociation is varied, resulting in a change of
the shock radius (from 2.5r∗ to 1.46r∗, for 0 < ε < 0.2v2

ff). By
performing the same analysis as in Section 6, we then find that
the saturation amplitude of SASI should decrease significantly
less than when the shock radius is kept constant: Δr/(rsh − r∗)
decreases by a factor of 1.75 only. Equivalently, Δr/rsh and
Δr/r∗ are decreased by factors of 3.5 and 6, respectively (to be
compared with a decrease of 15 when rsh is constant). Although
the geometrical effects make a direct comparison difficult, the
fact that all these numbers are significantly smaller than the for-
mer variation by a factor of 15 suggests that the decrease of the
cooling function, necessary to keep the shock radius constant,
plays a key role in decreasing the saturation amplitude. More
insight on this issue may be gained by including the effect of
neutrino heating in a parameterized manner, such that dissoci-
ation could be varied while both the cooling function and the
shock radius are constant. This calculation is left for a future
study.

The numerical simulations by Scheck et al. (2008) suggest
that SASI is able to grow to large amplitudes even in the
presence of dissociation. These simulations are significantly
more realistic than the setup studied here, since they include
a realistic equation of state where dissociation is taken into
account in a physical way, and a simplified treatment of
neutrino heating and cooling. They also differed from those
by Fernández & Thompson (2009a) by their choice of a moving
inner boundary mimicking the proto-neutron star contraction.
In some of the models of this paper (e.g., W00), neutrino-driven
convection was artificially suppressed but still SASI oscillations
could grow to non-negligible amplitudes. It is however difficult
to determine which difference between the two setups affects
most importantly the saturation amplitude of SASI.

Incidentally, it is worth noting that RTi mushrooms have been
identified growing on the SASI entropy gradients in Figure 7 of
Scheck et al. (2008) and were interpreted in their Section 6.1
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Figure 14. “Local saturation amplitude” as a function of the radius for the KHi (left panel) and RTi (right panel) instabilities. The thick lines show the fundamental
mode for different dissociation energies (upper curves correspond to lower energies). The thin lines show higher harmonics with the dissociation energy ε = 0.2v2

ff .

Figure 15. Roles of the advection, the entropy stratification, and the SASI growth
rate in the “local saturation amplitude.” This is illustrated with the fundamental
SASI mode at ε = 0 and the RTi, but it is qualitatively the same if one considers
other SASI modes, dissociation energies, or the KHi. The thick line shows the
“local saturation amplitude,” the thin line the same quantity if one neglects
the growth rate of SASI, the dotted and the dashed lines the contributions of the
advection and the entropy stratification.

as secondary convection. Although in that article convection
was not recognized as an agent of SASI saturation, the fact
that the RTi appears at a SASI amplitude close to the saturation
amplitude is consistent with a parasitic mechanism of saturation.

The interaction between SASI and neutrino-driven convec-
tion is complex and still poorly understood. Could neutrino-
driven convection prevent the growth of SASI by breaking its
mode structure? One may argue that neutrino-driven convection
does not feed upon the SASI mode energy, but rather converts
free energy from the stationary gradients into vorticity. Could
neutrino-driven convection feed SASI, either by creating vor-
ticity which would enter the advective–acoustic cycle, or by
creating sound waves (Fernández & Thompson 2009b)? These
difficult questions are beyond the scope of our study.

7.2. Distinguishing RTi from KHi in the Simulations

The RTi is often characterized by finger-like or mushroom-
like structures as in Figure 6, while the KHi is characterized by

Figure 16. Saturation amplitude of SASI as a function of the dissociation energy
ε: comparison of the simulations by Fernández & Thompson (2009a) with the
parasitic instabilities scenario. The black diamonds show the amplitude of the
saturated l = 1 mode in the simulations of Fernández & Thompson (2009a, rms
fluctuation of the l = 1 Legendre coefficient averaged over very long timescales,
after the flow has settled to a quasi-steady state). The empty diamonds show the
saturation amplitude normalized by rsh−r∗, where rsh is the average shock radius
during the nonlinear phase of SASI, instead of the shock radius in the stationary
flow for the black diamonds (R. Fernandez 2009, private communication). The
thick lines are the saturation amplitude predicted for the most unstable mode
of the KHi (gray line) and the RTi (black). The dotted (respectively dashed)
line shows the RTi saturation amplitude when σsasi is set to 0 in Equations (19)
(respectively when one considers only the fundamental mode of SASI).

vortices as in Figures 2 and 10. However, in a complex flow
containing both entropy gradients, shear, and advection, RTi
mushrooms may look like vortices (Figure 12).

The following criterion may be more useful: the RTi should
occur preferentially where the entropy perturbation is maxi-
mum, while the KHi occurs where the shear is maximum. In a
sloshing mode, these two maxima are very distinct: the entropy
oscillation is maximum at the pole (where the shock speed is
maximum), while vorticity is maximum at the equator (where
the inclination of the shock is maximum). The parasitic struc-
tures visible in the simulations by Scheck et al. (2008) and in
the movies published online by Fernández & Thompson (2009a)
are more vigorous near the pole, in agreement with our analysis.
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Furthermore, the RTi structure should grow preferentially
on the half wavelength of a SASI mode where the entropy
gradient is negative. By contrast, the KHi should grow on the
whole extent of the SASI wavelength. An inspection of Figure 7
of Scheck et al. (2008) and of the movies by Fernández &
Thompson (2009a) confirms this distinct feature of the RTi.

7.3. Numerical Resolution Needed to Resolve the Parasites

An interesting concern raised by this saturation mechanism
is that simulations should be able to resolve the parasitic
instabilities properly in order to give reliable results on the
nonlinear behavior of SASI. The RTi is a short wavelength
instability, but as is shown in Section 4.3 advection tends to
stabilize the small scales and makes the RTi dominated by large
scales. Entropy stratification on the other hand favors small
scales. As in the setup studied here the RTi is found to develop
where both stabilizing effects are important, it is hard to make
any prediction for its dominant wavelength. Any convergence
study should verify that the grid size allows for the growth of
parasites.

As an example, Scheck et al. (2008) witnessed the growth
of Rayleigh–Taylor mushrooms with a typical angular scale of
l ∼ 20 − 30. They were able to capture this small angular scale
by using 360 angular zones for 180 ◦. Most two-dimensional
simulations use a resolution with >100–200 angular zones, and
would probably resolve these scales (200 zones in Murphy &
Burrows 2008, 121 in Burrows et al. 2006, 128–192 in Marek &
Janka 2009, and 60–120 zones in Ohnishi et al. 2006). However
three-dimensional simulations may not be able to resolve such
small scales. For example Iwakami et al. (2008, 2009) mostly
use a resolution of 30 angular zones for 180 ◦, which may be too
coarse to capture such a small-scale behavior. We note that the
saturation amplitude of the low-l modes (l = 1–3) in Figure 16
of Iwakami et al. (2008) is slightly smaller at “high resolution”
(60 zones) than at “low resolution” (30 zones). While this may
be explained by a suppression of parasitic instabilities at low
resolution, we cannot exclude that a different saturation process
may take place in three dimensions, as discussed below.

7.4. Effects of Other Physical Ingredients

The saturation mechanism described in this paper can be
used to anticipate the effects of many other physical ingredients
of the core collapse model (e.g., three dimensional versus two
dimensional simulations, the rotation rate, the magnetic field)
although a detailed analysis is beyond the scope of this paper.

1. Three dimensional versus two dimensional simulations:
three-dimensional simulations allow for non-axisymmetric
modes that are artificially forbidden in axisymmetric simu-
lations, thus a greater number of modes are available to the
linear development of SASI. A single mode l = 1, m = 0
often dominates in two dimensions, whereas three modes
l = 1, m = 0,±1 have the same growth rate in three di-
mensions if the collapsing core does not rotate (Foglizzo
et al. 2007). Besides, Iwakami et al. (2008) found that the
saturated mode amplitude is independent of m. We cannot
exclude that nonlinear processes associated with the cou-
pling between different mode, ignored in our analysis, are
more important in three dimensions than in two dimen-
sions. Contrary to Iwakami et al. (2008), however, Blondin
& Mezzacappa (2007) found that one spiral mode domi-
nates the three-dimensional dynamics.

Assuming the parasitic growth of instabilities is the
dominant saturation mechanism, our analysis based on a
linear description of the parasites would predict the same
saturation amplitudes of SASI in two dimensions or three
dimensions. However, the nonlinear behavior of the RTi is
known to differ in three dimensions and two dimensions
(e.g., Goncharov 2002; Cabot 2006), and this may affect
the saturation of SASI. Iwakami et al. (2008) reported
a smaller saturation amplitude of each individual SASI
mode in three dimensions as compared to two dimensions,
although the numerical convergence of this result should
be further checked (Section 7.3). If confirmed, it would
raise the following questions: is this difference in amplitude
a consequence of the different nonlinear Rayleigh–Taylor
behavior in three dimensions? Or is this the signature of a
different saturation mechanism based on the interaction of
m = 0 modes? A more systematic parametric study, similar
to Fernández & Thompson (2009a) but in three dimensions,
could help check the relevance of parasitic instabilities in
three dimensions.

2. Rotation rate: Yamasaki & Foglizzo (2008) have shown
that rotation increases the growth rate of the spiral modes
rotating in the same direction as the steady flow, while
stabilizing the counter-rotating ones. If the rotation is strong
enough, a single spiral mode dominates the evolution of
SASI (Blondin & Mezzacappa 2007; Iwakami et al. 2008).
According to our analysis (Equation (19)), the larger growth
rate of the spiral mode could lead to a larger saturation
amplitude of SASI. Nevertheless, a detailed calculation
using the exact entropy and vorticity profiles of the SASI
eigenmodes in a rotating flow is required in order to make
an accurate prediction.

3. Magnetic field strength: the effect of the magnetic field on
the linear phase of SASI is yet to be understood (Guilet
& Foglizzo 2010), but its effect on parasitic instabilities
can already be anticipated from the point of view of the
magnetic tension, which tends to prevent motions that
distort the magnetic field lines. This effect is stabilizing
for the perturbations with a wave vector parallel to the
magnetic field, but does not affect those whose wave vector
is perpendicular. One would then expect that the magnetic
field does not change the maximum RTi growth rate, but
selects RTi modes with a wave vector perpendicular to
the field lines. In contrast, the KHi can be suppressed if
the magnetic field along the direction of the transverse
velocity is strong enough. In a situation where the KHi
were the dominant parasitic instability, a magnetic field
could potentially allow for a larger saturation amplitude.

8. SUMMARY

In this paper, we have developed for the first time a predictive
mechanism for the saturation of SASI. In this scenario, the
saturation happens when a parasitic instability is able to grow
fast enough to compete with SASI. Two types of instabilities
are of potential importance: the RTi growing on the entropy
gradients created by SASI, and the KHi growing on the vorticity
involved in the SASI mode. For each of these parasites,
two stabilizing effects were found to be crucial: the entropy
stratification in the stationary flow and the advection of matter
toward the neutron star. An estimate of the growth rates taking
into account these effects has been obtained in Sections 3 and 4
for the KHi and RTi, respectively. The saturation amplitude of a
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given SASI mode has been evaluated by comparing its growth
rate with that of the parasitic instabilities.

Using numerical simulations, we studied the effect of parasitic
instabilities on the acoustic feedback in the simplified context
of the toy model introduced by Foglizzo (2009) and Sato et al.
(2009). This confirmed the idea of a threshold in amplitude
above which the acoustic feedback is reduced, that is determined
by the ability of parasitic instabilities to grow despite advection.
A reasonable estimate of this threshold has been obtained by
measuring the threshold of marginal stability, which is found to
be 25%–40% lower than the amplitude at which the feedback is
decreased by 50%.

The saturation mechanism by parasitic instabilities can re-
produce the decrease of the SASI power with dissociation en-
ergy observed in the simulations of Fernández & Thompson
(2009a). Our amplitude estimate based on linear growth rates
remains 15%–50% lower than the saturation amplitude observed
in their simulations, which is consistent with our simulation of
the acoustic feedback in the toy model. Furthermore, our anal-
ysis suggests that the RTi is the dominant secondary instabil-
ity. This is consistent with the presence of RTi mushrooms in
the simulations of Fernández & Thompson (2009a) as well as
Scheck et al. (2008).

The strong decrease of the SASI power, when both the
dissociation energy is increased and the cooling is decreased,
can be traced back to four different effects that help the parasitic
growth of the RTi: (1) the slower the advection velocity in the
post-shock flow, the faster the propagation of the RTi against the
flow; (2) the softer the negative entropy profile in the background
flow, the easier its destabilization by the SASI entropy wave;
(3) the slower the growth of SASI, the lower the threshold for
competing parasites; and (4) the steeper the entropy wave in
the SASI mode, the faster the RTi. The first two effects are the
dominant ones. We point out that other studies (Scheck et al.
2008; Ohnishi et al. 2006), which included the effect of nuclear
dissociation, witnessed powerful SASI oscillations, contrary to
Fernández & Thompson (2009a). These studies differed from
that of Fernández & Thompson (2009a) by the use of a realistic
equation of state, the inclusion of some heating, and in the case
of Scheck et al. (2008) the contraction of the inner boundary.
The dominant cause of the differing simulations has not been
identified yet. Further investigations could shed more light on
this question by applying the analysis described in this paper to
setups that include one or several of these additional ingredients
(heating, realistic EOS, contraction of the inner boundary).

Although the saturation mechanism proposed in this paper
compares favorably with the results of Fernández & Thompson
(2009a), it should be tested with results from other setups in
order to confirm its validity, in particular in the case of three-
dimensional simulations. We propose that future simulations
should look for signs of the parasitic instabilities and check that
the angular resolution is sufficient to resolve them. If confirmed,
our results would open new perspectives for anticipating the
effect on the SASI amplitude of other physical ingredients such
as the equation of state, the heating rate, the rotation, and
the magnetic field of the progenitor star. They could also be
useful as an input for analytical models studying the possible
consequences of SASI, such as the model for gravitational wave

emission proposed by Murphy et al. (2009, see also Marek et al.
2009).
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Dans la troisième partie de cette thèse, nous nous penchons sur l’effet du champ magnétique
sur la dynamique des supernovae gravitationnelles. Nous nous restreindrons à un champ ma-
gnétique d’intensité modérée dans le sens où elle est nettement insuffisante pour provoquer une
explosion dominée par l’énergie magnétique. La dynamique des fluides pourrait cependant être
affectée par ce champ magnétique, et nous nous concentrerons sur deux aspects de celle-ci : dans
le Chapitre 7 nous considérerons son influence sur SASI, puis dans le Chapitre 8 nous étudierons
la dynamique d’une surface singulière où la vitesse des ondes d’Alfvén égale celle du fluide. Dans
ce chapitre introductif, nous discuterons des conditions dans lesquelles ces effets magnétiques
sont notables. Ainsi, dans la Section 6.1 nous proposerons plusieurs critères quantitatifs selon
lesquels on pourrait attendre un effet magnétique, ce qui permettra de mieux définir ce que nous
entendons par champ magnétique modéré. Puis dans la Section 6.2 nous discuterons de l’origine
du champ magnétique et de l’intensité que l’on peut attendre, en considérant en particulier la
contrainte que pourrait donner le champ magnétique des étoiles à neutrons.

6.1 Quel critère pour un effet magnétique ?

Commençons par considérer l’intensité du champ magnétique nécessaire pour produire une
explosion canonique, soit 1051 erg. Une estimation naïve de l’énergie magnétique contenue dans
la PNS (en supposant un champ magnétique uniforme) donne :

Emag ∼ 4πR3

3
B2

8π
∼ 1051(B/1015G)2(R/40km)3 erg. (6.1)

Ceci montre qu’un champ magnétique de l’ordre de 1015 G est nécessaire pour produire une
explosion, ce qui correspond approximativement à l’intensité observée dans les simulations d’ex-
plosions magnéto-rotationnelles (Burrows et al. (2007a), voir la Section 1.4.3 pour une description
de ce type d’explosions).

Il est intéressant de chercher un critère plus physique permettant de déterminer si le champ
magnétique a un effet sur la dynamique, à un endroit donné de l’écoulement. D’un point de vue
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énergétique, on a alors la possibilité de comparer l’énergie magnétique à deux types d’énergie
typiques de l’écoulement : l’énergie thermique et l’énergie cinétique. Afin de donner un ordre de
grandeur du champ magnétique correspondant, dans la suite nous appliquerons ces deux critères
à deux endroits différents : l’écoulement sous le choc caractérisé par r ∼ 150 km, ρ ∼ 109 g.cm−3,
v ∼ 3 000 km.s−1 (ce qui correspond à Ṁ ∼ 0.3M�) et c ∼ 15 000km.s−1 ; et les conditions
proches de la neutrinosphère caractérisées par r ∼ 50 km, ρ ∼ 1011 g.cm−3, v ∼ 300 km.s−1 (ce
qui correspond à Ṁ ∼ 0.3M�) et c ∼ 30 000km.s−1.

Dans un écoulement subsonique, le premier critère où l’on compare l’énergie magnétique à
l’énergie thermique, est le plus restrictif. Il correspond approximativement à comparer la pression
magnétique à la pression thermique, dont le rapport est lié au rapport de la vitesse du son à la
vitesse d’Alfvén par la relation (pour un gaz parfait d’indice adiabatique γ) :

Pmag

Pgaz
=
γ

2
v2

A

c2
. (6.2)

La pression magnétique devient donc comparable à la pression thermique lorsque la vitesse d’Alf-
vén est comparable à la vitesse du son, soit : B ∼ √µ0ρc. On obtient alors à la neutrinosphère :
B ∼ 3.1015 G ; et au choc : B ∼ 1.5× 1014 G. Ce critère semble correspondre approximativement
à l’intensité nécessaire à une explosion magnétique, ainsi Burrows et al. (2007a) ont montré que
les jets magnétiques sont capables d’initier une explosion lorsque la pression magnétique sous le
choc devient comparable à la pression thermique.

Le deuxième critère que l’on peut considérer vient de la comparaison de l’énergie magnétique
à l’énergie cinétique de l’écoulement. Ceci revient à comparer la vitesse d’Alfvén à la vitesse
d’advection, et donne donc le critère : B ∼ √µ0ρv. On obtient alors à la neutrinosphère :
B ∼ 3.1013 G ; et au choc : B ∼ 4.1013 G. Notons que ce critère est beaucoup moins restrictif
que le critère précédent surtout lorsque l’écoulement est très subsonique, près de la surface de la
PNS. En effet ils peuvent être reliés par l’intermédiaire du nombre de Mach de la façon suivante :

Pmag

Pth
=
γ

2
M2

(vA

v

)2
. (6.3)

Dans les deux chapitres suivants, nous décrirons deux phénomènes devenant importants lorsque
v ∼ vA, même si la pression magnétique reste négligeable devant la pression thermique. C’est
ce que nous appelons un champ modéré, par contraste avec le critère de pression, et par le fait
qu’un tel champ n’est certainement pas capable de produire une explosion par lui-même. Il peut
cependant affecter la dynamique des fluides comme nous le montrerons, ce qui pourrait en retour
influencer l’explosion.

6.2 Quelle est l’intensité du champ magnétique dans les su-
pernovae ?

6.2.1 Le(s) origine(s) du champ magnétique

Deux origines du champ magnétique peuvent être considérées a priori : soit le champ ma-
gnétique est présent ab initio ; soit il est créé in situ. Dans la première de ces possibilités, le
champ magnétique initialement présent dans le coeur de l’étoile massive est amplifié au cours de
l’effondrement par simple conservation du flux magnétique. Dans ce cas, l’intensité du champ ma-
gnétique varie avec la densité comme B ∝ ρ2/3 (Shibata et al. 2006), ce que l’on peut comprendre
qualitativement par le fait que le champ magnétique est comprimé avec la matière dans les deux
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directions qui lui sont perpendiculaires mais n’est pas influencé par la compression dans la direc-
tion qui lui est parallèle. Cette relation nous sera très utile pour estimer l’amplitude du champ
magnétique à un endroit et une densité donnés. L’importance des effets magnétiques dans ce
contexte est dictée par l’intensité du champ magnétique dans le coeur des étoiles massives en fin
de vie. Celle-ci est malheureusement très mal connue du fait de la grande incertitude restant dans
la modélisation du champ magnétique au cours de l’évolution stellaire. Heger et al. (2005) ont
proposé un modèle décrivant l’évolution du champ magnétique en se basant sur les prescriptions
de Spruit (2002) pour décrire les processus de dynamos ayant lieu au cours de la vie de l’étoile.
Ils trouvent alors un champ magnétique principalement toroïdal ayant une intensité de 5.109 G
(à une coordonnée de mass de 1.3 M� correspondant à une densité de ρ = 5.107 g.cm−3). Si l’on
extrapole ce champ magnétique aux conditions prévalant lors de l’effondrement en utilisant la
conservation du flux, on trouve B ∼ 4.1010 G au choc, et B ∼ 5.1011 G à la neutrinosphère. Ceci
est nettement insuffisant pour produire un effet magnétique quelque soit le critère considéré.
Cette estimation reste cependant très incertaine, d’une part car la prescription utilisée pour dé-
crire la dynamo n’est peut être pas très solide (Zahn et al. 2007), et d’autre part car elle néglige
l’influence d’un champ magnétique fossile qui pourrait être présent dès le début de la vie de
l’étoile. La possibilité qu’un champ magnétique d’origine fossile (c’est à dire provenant du mi-
lieu interstellaire à partir duquel l’étoile s’est formée) reste ouverte (Ferrario et Wickramasinghe
2006) et sera discutée plus en détail avec les contraintes provenant du champ magnétique des
étoiles à neutrons.

Le champ magnétique pourrait également être produit pendant l’effondrement du coeur par
la MRI (Section 2.4.1) ou pendant la phase convective de la PNS dans les quelques secondes
suivantes par une dynamo (Section 2.4.2). Pour être efficaces, ces deux mécanismes nécessitent
la présence d’une rotation très rapide (la PNS doit avoir une période de l’ordre du temps de
retournement des cellules convectives pour que la dynamo produise efficacement un champ à
grande échelle soit P ∼ 3 ms). Ainsi les progéniteurs ayant une rotation rapide pourraient donner
lieu à des supernovae où le champ magnétique joue un rôle important, cependant la proportion
des étoiles ayant une telle rotation reste une question ouverte. Il est intéressant de noter que si
le champ magnétique est d’origine fossile, la corrélation entre la force du champ magnétique et
la rotation pourrait être inversée, car un fort champ magnétique pourrait transférer du moment
cinétique du coeur de fer aux couches plus externes (Heger et al. 2005).

Dans les deux chapitres de cette partie, nous supposerons qu’un champ magnétique est présent
dans l’écoulement sans préciser son origine. De façon stricte, les modèles étudiés s’appliquent
donc au cas où le champ magnétique provient du progéniteur. Notons de plus que ces modèles
n’incluent pas l’effet de la rotation ce qui peut être justifié dans le cas d’un champ magnétique
d’origine fossile, mais certainement pas s’il est créé in situ.

6.2.2 Le champ magnétique des étoiles à neutrons : une contrainte ?

Dans cette section, nous tenterons de contraindre l’intensité du champ magnétique présent
dans les supernovae à partir du champ magnétique des étoiles à neutrons. Pour cela, nous ferons
l’hypothèse simple de conservation du flux magnétique, ce qui nous permettra de relier la force du
champ magnétique durant l’effondrement à celle de l’étoile à neutrons ainsi formée. Soulignons
dès maintenant les limites de cette hypothèse : d’une part, le champ magnétique pourrait être
amplifié à des temps plus tardifs que ceux considérés ici (par exemple par un effet de dynamo
intervenant dans la proto-étoile à neutrons) ; d’autre part, les étoiles à neutrons étant observées
longtemps après leur naissance, le champ magnétique pourrait avoir été dissipé entre temps.
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Du fait de ces incertitudes, il faudra donc considérer ces estimations avec prudence, le champ
magnétique pouvant en réalité être plus faible ou plus fort que celui que l’on déduira. Cependant,
ceci constitue à l’heure actuelle la seule manière de tenter de contraindre la force du champ
magnétique pendant l’effondrement.

Les étoiles à neutrons isolées sont observées principalement sous deux formes : les pulsars, et
les magnétars. Les pulsars sont détectés dans les ondes radio. Leur émission montre des pulsations
extrêmement régulières, dont la période correspond à la période de rotation de l’étoile à neutrons
sous-jacente. Le champ magnétique provoque un ralentissement progressif de cette période de
rotation. En mesurant la dérivée temporelle de la période de rotation, on peut alors estimer
l’intensité du champ magnétique de grande échelle à la surface de l’étoile à neutrons. Cette
intensité peut également être déduite de l’observation d’une raie cyclotron dans les rayons X
(Truemper et al. 1978). La valeur moyenne du champ magnétique obtenu ainsi est de 1012 G. En
extrapolant avec la conservation du flux magnétique (B ∝ ρ2/3), on obtient alors B ∼ 4.108 G
sous le choc, et B ∼ 1010 G à la neutrinosphère. Ceci est encore une fois beaucoup trop faible
pour que le champ magnétique ait un effet sur l’effondrement.

Les magnétars sont observés comme des sources de bouffées de rayons X et/ou γ (voir Woods
et Thompson (2006) pour une revue). Le champ magnétique de plusieurs d’entre eux a pu être
mesuré par la même méthode que précédemment et a donné des valeurs nettement plus élevées
dans l’intervalle : 1014 − 1015 G. Un champ magnétique plus élevé que 1015 G doit en outre être
évoqué s’il constitue le réservoir d’énergie expliquant les émissions à hautes énergie. En choisissant
la valeur canonique de B ∼ 1015 G, on estime alors B ∼ 4.1011 G sous le choc, et B ∼ 1013 G à la
neutrinosphère. Dans notre hypothèse simpliste de conservation du flux magnétique, on conclue
donc que même dans le cas de la formation d’un magnétar, le champ magnétique sous le choc est
trop faible pour affecter la dynamique. À la neutrinosphère, il est aussi insuffisant si l’on compare
la pression magnétique à la pression thermique, par contre il devient suffisant si l’on adopte le
critère vA ∼ v. Deux questions sont importantes pour savoir si l’effet du champ magnétique
tel qu’on l’a décrit (par conservation du flux) est commun : Quelle proportion des supernovae
produisent un magnétar ? Quelle est l’origine de leur champ magnétique ? Le taux de naissance
des magnétars est encore assez incertain par manque de statistiques. Le nombre (une dizaine) et
l’âge (environ 10 000 ans) des magnétars observés dans notre galaxie indiquent qu’au moins 10%
des étoiles à neutrons naissent sous forme de magnétars. Ce nombre pourrait être nettement plus
élevé si d’autres magnétars ont été manqués par les observations (Woods et Thompson 2006). En
tout état de cause il semble qu’une proportion non négligeable des supernovae donne naissance
à un magnétar. L’origine de leur champ magnétique est elle aussi très incertaine. L’hypothèse
la plus populaire est probablement la dynamo dans la PNS proposé par Thompson et Duncan
(1993). Dans cette hypothèse l’énergie de rotation de la PNS devrait être suffisante pour donner à
l’éjecta une énergie plus grande que l’énergie canonique de 1051 G (cette énergie étant transférée
quelques dizaines de secondes après le début de l’explosion). Cette prédiction semble cependant
infirmée par l’étude des restes de supernovae associés à des magnétars : leur énergie n’est pas plus
élevée que l’énergie canonique, ce qui suggère une période de rotation de la PNS plus longue que
5 ms (Vink et Kuiper 2006). Ceci affaiblit le scénario d’une origine dynamo du champ magnétique
sans pour autant l’exclure complètement. Alternativement, le champ magnétique pourrait être
d’origine fossile, les magnétars provenant alors des étoiles les plus magnétisées (Woltjer 1964).
Le champ magnétique observé à la surface des étoiles massives les plus magnétisées (de l’ordre
du kG) correspond en effet approximativement au flux magnétique d’un magnétar (Petit et al.
2008). Ferrario et Wickramasinghe (2006) ont modélisé la population d’étoiles à neutrons selon
l’hypothèse d’une origine fossile du champ magnétique et ont trouvé que 10% des progéniteurs
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pourraient avoir un champ magnétique suffisant pour produire un magnétar avec un champ
magnétique plus grand que 1014 G. La production de magnétars avec un champ magnétique
supérieur à 1015 G pourrait cependant être plus problématique pour ce modèle.

6.3 Conclusion

L’intensité du champ magnétique et ses effets sur l’explosion des supernovae gravitationnelles
sont à l’heure actuelle très incertains. La troisième partie de cette thèse considère les effets d’un
champ magnétique modéré dans le sens où il pourrait affecter la dynamique, mais insuffisam-
ment pour produire une explosion par lui même. Nous avons suggéré dans ce chapitre (et nous
confirmerons dans les chapitres suivants) qu’un tel effet modéré pourrait se produire si la vitesse
d’Alfvén est comparable à la vitesse d’advection, ce qui revient à comparer l’énergie magnétique
à l’énergie cinétique.

L’origine du champ magnétique est elle-même incertaine : il pourrait provenir d’un champ
fossile ou être créé in situ. Les effets globaux d’un champ créé in situ sont difficiles à déterminer
directement, car cela nécessiterait des simulations globales résolvant la MRI ou la dynamo, ce qui
est actuellement impossible. Dans les modèles que nous développerons dans les deux chapitres
suivants, nous supposerons que le champ magnétique est déjà présent dans le coeur de fer. Ils
ne s’appliquent donc directement que si le champ magnétique d’origine fossile est suffisamment
fort pour vérifier le critère suggéré vA ∼ v. En faisant l’hypothèse simple de conservation du flux
magnétique, nous avons montré que ce critère pourrait être vérifié si le champ magnétique d’une
partie des magnétars est d’origine fossile.
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7.1 Introduction

Dans ce chapitre nous entreprenons l’étude de l’effet du champ magnétique sur SASI. Cette
question se pose particulièrement du fait que la vorticité joue un rôle important dans le méca-
nisme de cette instabilité et que la présence d’un champ magnétique modifie significativement
la dynamique de la vorticité. En effet alors qu’en hydrodynamique la vorticité est advectée avec
le fluide, un champ magnétique lui permet de se propager le long des lignes de champ sous la
forme d’ondes d’Alfvén et d’ondes magnétosonores lentes.

Endeve et al. (2010) ont effectué récemment les seules simulations MHD existantes de SASI.
Ils ont supposé une configuration très particulière, où le champ magnétique est purement radial
mais a un signe opposé dans les deux hémisphères pour éviter de créer un monopôle magnétique.
Ces simulations ont montré deux effets intéressants : un champ magnétique initialement très
faible peut être amplifié par l’écoulement turbulent créé par la phase non linéaire de SASI ; un
champ plus fort (mais modéré au sens défini dans le chapitre précédent) semble capable de rendre
SASI linéairement stable. L’origine physique de ce deuxième effet reste obscure, et pourrait être
éclaircie par une analyse de stabilité linéaire, que nous entreprenons dans ce chapitre.

Etant donnée la difficulté rencontrée pour la compréhension du mécanisme physique à l’oeuvre
dans le cadre de l’hydrodynamique, on peut redouter que les effets d’un champ magnétique soient
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Fig. 7.1 – Représentation schématique du modèle
jouet de SASI dans un fluide magnétisé. Un champ
magnétique soit vertical soit horizontal est ajouté au
modèle jouet hydrodynamique de Foglizzo (2009) dé-
crit dans le Chapitre 4. Six ondes MHD se propagent
alors depuis le choc vers la région de gradient située
autour de z∇ (une onde d’entropie S, deux ondes
d’Alfvén a±, deux ondes magnétosonores lentes s±
et enfin une onde magnétosonore rapide f+) et sont
couplées à l’onde magnétosonore rapide se propa-
geant vers le haut f−. Le couplage d’une onde i à
cette dernière onde f− est décrit par les constantes
de couplage au choc Qish et dans la zone de gradient
Qi∇.

encore plus difficiles à appréhender. Nous choisirons donc de nous placer dans un cadre aussi
simplifié que possible dans l’espoir de rendre l’interprétation physique des résultats plus aisée.
Le modèle de SASI considéré est celui décrit dans le chapitre 4 où la géométrie est plane, et le
fluide est adiabatiquement décéléré par une marche de potentiel localisée en dessous d’un choc
stationnaire. L’énorme avantage de ce modèle jouet est la présence d’une zone sous le choc où
l’écoulement est uniforme. La décomposition des perturbations en ondes est alors possible sans
nécessiter le recours à l’approximation WKB, ce qui permet l’étude des constantes de couplage
au choc et dans la zone de décélération et la détermination du mécanisme physique à l’oeuvre.
Dans le cadre de l’hydrodynamique Foglizzo (2009) a ainsi montré que cet écoulement est instable
du fait d’un cycle advectif acoustique analogue à SASI. L’étude d’une version magnétisée de ce
modèle jouet devrait nous permettre de déterminer comment un tel cycle advectif-acoustique est
influencé par la présence d’un champ magnétique. Nous donnons dans la suite de ce chapitre
une description rapide de la méthode utilisée et des principaux résultats obtenus, les détails plus
techniques peuvent être trouvés dans l’article Guilet et Foglizzo (2010) qui est inclus à la suite
de ce chapitre.

7.2 Un modèle jouet de SASI dans un fluide magnétisé

7.2.1 Description du modèle

Une représentation schématique du modèle étudié est donnée par la Figure 7.1. Il s’agit d’une
généralisation du modèle hydrodynamique présenté dans la Section 4.3. Il est composé de trois
éléments : un choc plan stationnaire, une zone de décélération causée par une marche de potentiel
de taille H∇ située à une distance H sous le choc, et enfin entre ces deux éléments une région
d’écoulement uniforme. Le fluide magnétisé évolue de façon adiabatique avec un indice γ = 4/3,
il est inviscide, et c’est un conducteur parfait. On se place donc dans le régime de la MHD
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idéale. L’écoulement baigne dans un champ magnétique dont on étudiera deux configurations :
un champ purement vertical (selon l’axe z, perpendiculaire au choc), et un champ purement
horizontal (selon l’axe x). Le champ purement vertical est uniforme sur l’ensemble du domaine
et n’exerce aucune force sur l’écoulement stationnaire, qui est donc régi par les mêmes équations
qu’en hydrodynamique. Le champ horizontal est lui comprimé lors de la décélération du fluide, la
condition de champ gelé dans la matière impliquant que la quantité B/ρ soit conservée le long des
lignes de courant. Le champ magnétique exerce alors une force de pression magnétique s’oppo-
sant à sa compression. L’invariant de Bernoulli utilisé pour déterminer l’écoulement stationnaire
contient un terme magnétique responsable de cet effet, et l’équation traduisant la conservation
de l’énergie de l’écoulement stationnaire s’écrit alors :

∂

∂z

(
v2

2
+

c2

γ − 1
+ v2

A + Φ
)

= 0, (7.1)

où vA ≡ B/
√
µ0ρ est la vitesse d’Alfvén, c la vitesse du son, et v la vitesse de l’écoulement

selon z. Afin d’étudier l’effet du champ magnétique, nous ferons varier son intensité que l’on
décrira par le rapport de la vitesse d’Alfvén et de la vitesse d’advection sous le choc : vAsh/vsh.
En faisant varier le champ magnétique, on choisira de garder constante la compression due à la
marche de potentiel décrite par le paramètre cout/cin (où l’indice out se réfère aux conditions sous
la marche de potentiel et in au dessus). Pour cela on devra changer légèrement la profondeur de
cette marche de potentiel. Ce choix a peu d’effet car on restreindra cette étude au régime où la
pression magnétique reste modeste : on étudiera un champ magnétique atteignant vAsh/vsh = 1,
correspondant à un rapport de la pression magnétique sur la pression thermique sous le choc
de Pmag/P ' 0.1. Les conditions sous le choc sont décrites par une généralisation magnétique
des relations de Rankine-Hugoniot, la présence d’un champ magnétique horizontal diminuant le
facteur de compression de moins de 10% dans ce régime de faible champ magnétique. Dans la
suite de ce chapitre, on utilisera le jeu de paramètres suivant : c2

in/c
2
out = 0.75, H∇/H = 10−3,

Lx = Ly = 4H, etM1 = 5.
Afin de décrire l’évolution des perturbations, on définit de nouvelles variables en s’inspirant

de la méthode utilisée par Foglizzo et al. (2007), décrite dans la Section 3.3.2. Grâce à ce choix
de variables, le système différentiel décrivant leur évolution est (un peu) plus compact, et surtout
ne fait pas intervenir de termes dépendant des gradients de l’écoulement stationnaire. Ainsi, ces
grandeurs sont conservées à travers la marche de potentiel si celle-ci est compacte. Les équations
(un peu longues) décrivant ces variables et le système différentiel associé peuvent être trouvées
dans l’article inclus à la fin de ce chapitre. Les conditions limites sont une généralisation de
celles du modèle hydrodynamique : on obtient les conditions sous le choc en supposant que
l’écoulement au dessus du choc est non perturbé et en utilisant les lois de conservation à travers
le choc perturbé ; la condition limite inférieure n’autorise que les ondes se propageant vers le bas.

7.2.2 Six cycles MHD distincts

La différence la plus importante avec le modèle hydrodynamique apparaît lorsque l’on dé-
compose les perturbations en ondes. En effet, alors qu’en hydrodynamique seules trois ondes
interviennent (deux ondes acoustiques et une onde advectée composée d’entropie et de vorticité),
la décomposition magnétohydrodynamique fait intervenir sept ondes : deux ondes magnétoso-
nores rapides, deux ondes magnétosonores lentes, deux ondes d’Alfvén, et une onde d’entropie.
Ce plus grand nombre d’ondes provient d’une part des degrés de liberté supplémentaires liés aux
perturbations du champ magnétique, et d’autre part du fait que la vorticité n’est plus simplement
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advectée et ne peut donc plus être associée à l’entropie. Les différents types d’ondes MHD ont
été décrits dans la Section 3.3, nous en rappellerons ici certaines caractéristiques valables dans
un plasma dominé par la pression thermique (v2

A < c2) et décrirons comment elles sont reliées
aux ondes hydrodynamiques dans la limite de faible champ magnétique. Dans cette limite, les
ondes acoustiques correspondent aux ondes magnétosonores rapides, que nous appellerons sim-
plement ondes rapides par la suite. Celles-ci sont les ondes les plus rapides, avec une vitesse de
propagation comprise dans l’intervalle : c < v <

√
v2

A + c2. Elles se comportent de façon similaire
à une onde acoustique hydrodynamique avec une source de pression supplémentaire provenant
du champ magnétique. Elles sont peu affectées par la présence d’un champ magnétique dans la
limite de faible pression magnétique considérée ici. Les ondes d’Alfvén sont caractérisées par des
oscillations de la vitesse et du champ magnétique dans la direction perpendiculaire à la fois au
champ magnétique et au vecteur d’onde (k×B si ceux-ci ne sont pas parallèles), et ne perturbent
ni la pression ni la densité. Ces ondes se propagent dans la direction du champ magnétique à
la vitesse d’Alfvén vA grâce à la tension magnétique. Dans la limite de faible champ magné-
tique les ondes d’Alfvén deviennent l’onde de cisaillement dont la vitesse est dans la direction
k × B. Les ondes lentes ont un caractère mixte entre les ondes d’Alfvén (avec lesquelles elles
sont confondues si k et B sont parallèles) et les ondes de pression. Elles se propagent à une
vitesse inférieure à la vitesse d’Alfvén, à la fois grâce à la tension magnétique et à la pression.
Pour un faible champ magnétique elles sont très similaires aux ondes d’Alfvén, et dans la limite
hydrodynamique deviennent l’onde de cisaillement ayant une vitesse dans le plan (k,B).

Dans ce chapitre nous ne considérons que le régime où seule une onde magnétosonore rapide
est capable de remonter le courant. Dans le cas d’un champ vertical, cela impose que la vitesse
d’Alfvén est plus faible que la vitesse d’advection à tout endroit de l’écoulement. Si cela n’est
pas le cas, une surface singulière où les deux vitesses sont égales apparaît, à proximité de laquelle
les ondes d’Alfvén peuvent s’accumuler (dans le cas d’un écoulement décéléré comme ici). Cette
surface est appelée surface d’Alfvén et sa dynamique sera étudiée en détail dans le Chapitre 8.
Une telle surface n’apparaît pas dans le cas d’un champ horizontal, car les ondes d’Alfvén (lentes)
se propagent uniquement (principalement) dans la direction du champ magnétique.

Ainsi six des sept ondes se propagent vers le bas, tandis qu’une onde rapide se propage vers
le haut. On peut former six cycles à partir de ces ondes, correspondant à une onde descendant
du choc à la marche de potentiel (on a le choix entre une onde rapide descendante, deux ondes
lentes, deux ondes d’Alfvén, et une onde d’entropie) et l’onde rapide montante faisant le chemin de
retour. Ces ondes sont couplées linéairement au choc et dans la zone de gradient. On peut définir
des constantes décrivant l’efficacité de ces couplages d’une façon similaire à celles décrites dans
la Section 4.2.1. Ainsi Qi∇ décrit l’efficacité avec laquelle une onde i descendante (d’amplitude
δAi) se propage du choc jusqu’à la zone de gradient, crée une onde rapide montante (d’amplitude
δAf−) qui se propage alors jusqu’au choc :

Qi∇ ≡ δAf−
sh

δAish
, (7.2)

i = s±, f+, a±,S,

où les signes + (−) symbolisent des ondes se propageant vers le bas (haut) dans le référentiel
advecté avec le fluide. Les indices s± représentent les ondes lentes, f± les ondes rapides, a± les
ondes d’Alfvén, et S l’onde d’entropie.

La constante de couplage au choc Qish mesure la création d’une onde i quand l’onde rapide
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montante f− perturbe le choc :

Qish ≡
δAish
δAf−

sh

. (7.3)

Les constantes décrivant l’efficacité d’un cycle dans son ensemble sont ensuite définies par :

Qi ≡ Qi∇Qish, (7.4)

et dépendent de la pulsation complexe ω. Un mode propre complet peut se décrire comme une
superposition de ces six cycles, et doit vérifier la relation suivante (qui est une généralisation de
l’Équation 4.7) :

Qtot ≡ QS +Qs+ +Qs− +Qa+ +Qa− +Qf− = 1. (7.5)

La correspondance avec les cycles hydrodynamiques dans la limite de faible champ est la sui-
vante : QS représente le cycle entropique-acoustique, Qf− le cycle purement acoustique, et les
quatre autres cycles dans leur ensemble correspondent au cycle tourbillonnaire-acoustique. Par
analogie avec le cas hydrodynamique on définit donc la constante Qvort regroupant tous les cycles
contenant la vorticité :

Qvort ≡ Qs+ +Qs− +Qa+ +Qa−. (7.6)

Afin de caractériser la stabilité de l’écoulement, il est intéressant de calculer ces constantes
de cycles en utilisant une pulsation réelle (qui ne vérifie pas l’équation Qtot = 1 car elle ne cor-
respond pas à un mode propre). Alors la constante de cycle totale Qtot permet de déterminer si
l’écoulement est instable (s’il vérifie |Qtot| > 1) ou stable (|Qtot| < 1). Dans la limite hydrodyna-
mique de ce modèle, la plus grosse contribution provient du cycle d’entropie (QS ∼ 1), puis du
cycle de vorticité (Qvort ∼ 0.3−0.5), et du cycle purement acoustique (Qf+ ∼ 0.2−0.3). Comme
on l’a vu dans le Chapitre 4, une estimation du taux de croissance associé à un seul cycle dans
la limite ωi � ωr s’écrit à l’aide de sa constante de cycle calculée avec une fréquence réelle :

ωi ' 1
τcycle

log |Q(ωr)|, (7.7)

où τcycle correspond à la durée de ce cycle. Dans le cas d’un cycle advectif-acoustique celle-ci
vaut (Équation 4.19) :

τcycle = τaac
µ+Msh

µ (1 +Msh)
(7.8)

où µ est défini par µ2 ≡ 1− k2
xc

2
(
1−M2

)
/ω2, et τaac par :

τaac ≡ H/(|vsh| (1−Msh)). (7.9)

Dans notre cas, plusieurs cycles ayant des durées différentes sont impliqués, et la descrip-
tion précédente est alors difficile à généraliser rigoureusement. Cependant nous verrons dans les
sections suivantes que la prescription très simple suivante est une bonne approximation :

ωi ' 1
τeff

log |Qtot(ωr)|, (7.10)

où τeff est une moyenne des différentes durées de cycle, que l’on approximera par l’Équation (7.8).
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Fig. 7.2 – Interférence entre les différents cycles illustrée par les modes n = 1 (en noir) et n = 8 (en
rouge) dans le cas d’un champ magnétique vertical. La figure de gauche montre la constante de cycle
de l’ensemble des cycles de vorticité (définie par Qvort ≡ Qs+ + Qs− + Qa+ + Qa−), en fonction de la
force du champ magnétique exprimée par le rapport de la vitesse d’Alfvén et de la vitesse d’advection au
choc vAsh/vsh. Dans cette géométrie du champ seules les ondes lentes interviennent, et leur propagation
à une vitesse proche de la vitesse d’Alfvén provoque une différence de phase entre les différents cycles qui
est la cause des oscillations. La figure de droite montre le taux de croissance du mode correspondant en
fonction de la force du champ magnétique (en trait continu) qui est comparé à l’estimation donnée par
l’équation 7.10 (en tirets). On y observe des oscillations similaires ayant tendance à diminuer le taux de
croissance.

7.3 Principaux résultats

7.3.1 Interférence entre les différents cycles due à la propagation de la
vorticité

Un effet important du champ magnétique est de permettre la propagation de la vorticité
sous forme d’ondes d’Alfvén et d’ondes lentes. Cette propagation provoque un déphasage des
cycles lents et Alfvéniques par rapport à leur phase en l’absence de champ magnétique. Dans ce
dernier cas, le cycle de vorticité et le cycle d’entropie sont approximativement en phase, aussi
leurs contributions à la rétroaction acoustique s’ajoutent. En présence d’un champ magnétique
au contraire, les différents cycles de vorticité ne sont plus nécessairement en phase ni entre
eux, ni avec le cycle d’entropie. Leurs contributions respectives peuvent donc soit s’ajouter,
soit se soustraire selon leurs phases relatives. Lorsque l’on augmente progressivement le champ
magnétique, la propagation de la vorticité est de plus en plus rapide, aussi le déphasage des
cycles correspondants augmente. Ceci provoque des oscillations de l’efficacité de l’ensemble des
cycles de vorticité Qvort, et de l’ensemble des six cycles Qtot. Ces oscillations de Qtot provoquent
à leur tour des oscillations du taux de croissance (cf Équation (7.10)). Cet effet d’interférence a
tendance à être stabilisant, car tous les cycles ne sont généralement pas en phase et le cycle total
a donc une efficacité moindre que dans le cas hydrodynamique où tous les cycle advectés sont
en phase. Si suffisamment de modes sont instables dans le cas hydrodynamique, l’interférence ne
stabilise cependant pas totalement l’écoulement car certains modes ont une condition de phase
favorable (c’est le cas pour le modèle étudié ici). Si peu de modes sont instables alors l’écoulement
pourrait potentiellement être complètement stabilisé.

La Figure 7.2 illustre l’effet décrit dans le paragraphe précédent dans le cas d’un champ
vertical. Cette géométrie constitue une bonne illustration car les constantes de cycles individuelles
sont très peu affectées par le champ magnétique, aussi le seul effet provient des interférences entre
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ces cycles. En champ vertical, la vorticité est contenue en totalité par les ondes lentes, car les
oscillations du choc provoquent une onde de cisaillement avec une vitesse transverse dans le plan
(k,B). Les ondes d’Alfvén ne sont pas excitées par les oscillations du choc car la vitesse dans la
direction k×B n’est pas perturbée. Les interférences des deux ondes lentes sont visibles par les
oscillations de Qvort (Figure 7.2, à gauche). Les oscillations du taux de croissance provoquées par
ces interférences sont illustrées sur la figure de droite, et sont bien décrites par l’Équation (7.10).

Il est possible de donner une estimation quantitative du déphasage dans la limite de faible
champ magnétique. Alors le vecteur d’onde vertical des ondes lentes peut s’approximer par :

ks±
z '

ω

vz ∓ vAz
. (7.11)

Le déphasage par rapport au cas non magnétique s’écrit alors :

∆ϕs± =
(
ks±
z − kz0

)
H, (7.12)

où kz0 = ω/vz est le vecteur d’onde dans la limite hydrodynamique. Le premier minimum du
taux de croissance a lieu lorsque les deux cycles lents sont en opposition de phase avec le cycle
d’entropie (qui est le cycle le plus efficace). Le champ magnétique correspondant à ce premier
minimum peut donc être estimé grâce au critère ∆ϕs± = π et l’on obtient (en utilisant, un
développement limité au premier ordre de l’Équation (7.11)) :

vAzsh

vsh
∼ πvsh

ωH
∼ 1

2h (1−Msh)
, (7.13)

où l’on a approximé la fréquence du hième harmonique par ω = 2hπ/τaac. Ceci donne vAzsh/vsh ∼
0.83 pour le mode nx = 1, h=1, et vAzsh/vsh ∼ 0.10 pour nx = 8, h=8. Cette dernière estimation
est en bon accord avec la Figure 7.2. La première est trop élevée pour que le minimum soit
visible (et pour que l’approximation soit valable). Notons que l’Équation 7.13 montre que l’effet
d’interférence devient important si la vitesse d’Alfvén est une fraction de la vitesse d’advection.

7.3.2 Amplification des cycles tourbillonnaire-acoustiques

Un autre effet important du champ magnétique apparaît uniquement lorsque le champ ma-
gnétique est horizontal. Dans ce cas, on observe que l’efficacité des cycles de vorticité augmente
fortement avec l’intensité du champ magnétique, à condition que le mode torde les lignes de
champ (k.B 6= 0). La Figure 7.3 illustre cet effet en montrant la constante Qvort décrivant
l’ensemble des cycles de vorticité (à gauche), ainsi que le taux de croissance résultant. Des oscil-
lations, dues à l’effet d’interférence décrit dans la section précédente, apparaissent superposées
à une augmentation d’ensemble de Qvort ainsi que du taux de croissance. Comme précédem-
ment, cet effet devient important si la vitesse d’Alfvén est une fraction significative de la vitesse
d’advection. Lorsque ces deux vitesses sont égales, l’efficacité des cycles de vorticité est ainsi
multipliée par 5, tandis que le taux de croissance est multiplié par deux si la condition de phase
est favorable (pour nx = 8 mais pas pour nx = 1).

Les efficacités des cycles entropique-acoustique et purement acoustique restent proches de
leur valeur dans la limite hydrodynamique. Ceci aurait pu être anticipé car les ondes magnéto-
sonores rapides et l’onde d’entropie sont peu affectées par le faible champ magnétique considéré.
L’amplification concerne aussi bien les modes d’Alfvén que les modes lents et n’est donc pas liée
à l’aspect partiellement compressible des ondes lentes (dans cette géométrie du champ des ondes
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Fig. 7.3 – Amplification des cycles vorticité-acoustiques en présence d’un champ magnétique parallèle au
choc, illustrée par les modes nx = 1 et nx = 8. Les deux figures montrent les mêmes quantités que la
figure 7.2 : à droite la constante des cycles de vorticité Qvort, à gauche le taux de croissance en fonction
de la force du champ magnétique. En plus de l’effet d’interférence décrit dans la Section 7.3.1, on observe
cette fois une amplification des cycles de vorticité qui provoque une augmentation du taux de croissance
de SASI.

d’Alfvén sont créées si le vecteur d’onde n’est pas strictement parallèle aux lignes de champ ma-
gnétique). Le fait que l’amplification n’apparaisse que si les lignes de champ sont tordues semble
indiquer qu’elle est due à un effet de tension magnétique. Ceci est cohérent avec son apparition
à une intensité de champ magnétique telle que la pression magnétique soit faible. L’origine phy-
sique de cette amplification reste cependant assez obscure. Elle semble liée à la propagation de
la vorticité (qui n’a pas lieu si les lignes de champ ne sont pas tordues), cependant on peut alors
se demander pourquoi cette amplification n’intervient pas également en champ vertical.

7.4 Conclusions et perspectives

7.4.1 Effet de la géométrie du champ magnétique

Nous avons montré l’existence de deux effets différents d’un champ magnétique sur SASI, l’un
stabilisant l’autre déstabilisant. Le premier est dû à la séparation du cycle advectif-acoustique
en cinq cycles distincts du fait de la répartition de la vorticité sur les ondes lentes et les ondes
d’Alfvén ; ces cinq cycles ne sont pas toujours en phase, ce qui cause des interférences qui ont un
effet plutôt stabilisant. Le deuxième effet est l’amplification des cycles de vorticité en présence
d’un champ magnétique horizontal lorsque le mode tord les lignes de champ ; ceci rend SASI
encore plus instable. Le fait que ce second effet ne se produise que pour un champ magnétique
parallèle au choc montre que la géométrie du champ magnétique joue un rôle important dans son
effet sur SASI. Un champ radial (correspondant au cas vertical dans le modèle jouet) provoque
uniquement le premier effet et a donc tendance à stabiliser SASI, tandis qu’un champ magnétique
parallèle au choc (toroïdal ou poloïdal) a un effet déstabilisant et devrait rendre SASI encore plus
violente. La première de ces conclusions est confirmée par Endeve et al. (2010) qui ont effectué des
simulations de SASI en présence d’un champ magnétique radial (de directions différentes dans les
deux hémisphères pour éviter de violer la contrainte de non divergence du champ magnétique :
un split monopole). Ils observé que SASI était complètement stabilisée par un champ magnétique
suffisamment fort.

Quel est alors l’effet d’un champ magnétique ayant une géométrie plus réaliste ? On peut
s’attendre à ce qu’une configuration magnétique réaliste contienne à la fois une composante de
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champ magnétique radiale et une composante parallèle au choc, comme c’est par exemple le cas
pour un champ dipolaire. C’est également le cas des configurations mélangeant un champ poloïdal
et un champ toroïdal telles que celles suggérées comme des configurations stables permettant
de modéliser le champ magnétique fossile des étoiles (Broderick et Narayan 2008, Duez et al.
2010). Dans une telle configuration, les deux effets d’interférence et d’amplification des cycles de
vorticité sont alors attendus et le résultat est difficile à anticiper. On pourrait cependant supposer
que l’effet d’amplification domine si la composante du champ magnétique parallèle au choc est
suffisamment grande. Heger et al. (2005) ont effectué un des rares calculs d’évolution stellaire
incluant un champ magnétique, et ont trouvé une configuration magnétique où le champ azimutal
est beaucoup plus fort que le champ poloïdal, ce qui correspond assez bien au cas d’un champ
parallèle au choc. De façon générale, la rotation différentielle a tendance à favoriser le champ
toroïdal du fait de l’enroulement des lignes de champ. On attend donc pour une telle configuration
du champ une amplification des modes spiraux, qui contrairement aux modes m = 0 tordent les
lignes de champ. Finalement un champ magnétique créé in situ par la MRI (voir la Section 2.4.1)
aurait une structure turbulente dont l’effet sur SASI est bien plus difficile à estimer à partir de
cette étude qui suppose la présence d’un champ magnétique à grande échelle.

7.4.2 Quelle intensité du champ magnétique est nécessaire pour affecter
SASI ?

Un autre résultat important de notre étude a été de montrer qu’un champ magnétique peut
avoir un effet important si la vitesse d’Alfvén est du même ordre que la vitesse d’advection.
Comme nous l’avons évoqué dans le Chapitre 6, ce critère est bien moins restrictif que celui plus
classique comparant la pression magnétique à la pression thermique, en particulier dans le cas
d’un fluide très subsonique. Les deux critères sont reliés par l’intermédiaire du nombre de Mach
par l’équation :

Pmag

Pth
=
γ

2
M2

(vA

v

)2
. (7.14)

Sous le choc le nombre de Mach est de l’ordre deM∼ 0.3, ainsi une vitesse d’Alfvén égale à la
vitesse d’advection correspond à une pression magnétique sous dominante Pmag/Pth ∼ 0.06. Dans
le modèle jouet étudié, le nombre de Mach à l’entrée de la zone de décélération est le même qu’au
choc et l’on a ainsi observé un effet lorsque la pression magnétique atteint quelques pour-cents
de la pression thermique. Dans un modèle plus réaliste, l’écoulement est décéléré de façon plus
progressive. La zone de forts gradients proche de la neutrinosphère, où la rétroaction acoustique
est créée, est donc plus subsonique. Dans ce cas un nombre de Mach typique deM∼ 0.05 rend
le même critère encore moins restrictif en terme de pression avec Pmag/Pth ∼ 1.5 × 10−3. La
confirmation d’un effet à une pression aussi faible nécessite l’étude d’un modèle de SASI plus
réaliste. Ceci permettrait en particulier de déterminer si l’amplification a plutôt lieu au choc ou
dans la région de gradient.

Une indication dans la direction d’un effet à très faible pression magnétique provient des
simulations de Endeve et al. (2010). Ils ont en effet observé qu’un champ radial stabilise complè-
tement SASI pour une force du champ magnétique correspondant à Pmag/Pth . 10−3 partout
dans l’écoulement.

Ce critère peu restrictif en terme d’intensité du champ magnétique est-il pour autant vérifié
dans des conditions réalistes ? Une discussion complète de cette question a été donnée dans le
Chapitre 6. Il semble qu’un effet magnétique de ce genre n’apparaîtrait que pour les supernovae
donnant naissance à un magnétar.
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7.4.3 Projets futurs

L’étude perturbative d’un modèle plus réaliste serait intéressante pour apporter une réponse
plus détaillée et mériterait d’être poursuivie dans le futur, cependant elle comporte plusieurs
difficultés. Un modèle sphérique tel que celui présenté dans le chapitre 3 ne peut être facile-
ment généralisé à un écoulement magnétisé que si le champ magnétique est radial comme celui
considéré par Endeve et al. (2010). En effet toute autre géométrie du champ briserait la symé-
trie sphérique, ce qui rendrait le calcul de l’écoulement stationnaire compliqué et empêcherait
l’utilisation des harmoniques sphériques pour la description des perturbations. Un champ radial
apporte cependant une autre difficulté : la présence d’une singularité mathématique à la surface
d’Alfvén. Cette difficulté a pu être contournée dans ce chapitre en ne considérant que des forces
de champ magnétique suffisamment faibles pour qu’une surface d’Alfvén n’apparaisse pas dans
l’écoulement, cependant dans le modèle sphérique décrit dans le Chapitre 3 une telle surface
est présente même pour un champ magnétique arbitrairement faible car la vitesse d’advection
tend vers une valeur nulle à la surface de la proto-étoile à neutrons. Cette difficulté pourrait être
résolue en incluant l’effet de la viscosité ou de la résistivité qui permettent d’éviter la présence
d’une singularité mathématique comme il sera montré dans le prochain chapitre.

Un champ magnétique parallèle au choc – soit poloïdal, soit toroïdal – pourrait être étudié
dans un modèle cylindrique tel que celui décrit dans un cadre hydrodynamique par Yamasaki
et Foglizzo (2008), puisque le champ magnétique ne briserait pas la symétrie cylindrique. J’ai
effectué un premier pas dans cette direction en établissant le système d’équations généralisant
ce modèle pour inclure un champ magnétique parallèle à l’axe de rotation. Par rapport au
modèle jouet présenté dans ce chapitre, ceci a nécessité la prise en compte d’une fonction de
refroidissement et de la géométrie cylindrique. Il est cependant apparu que la condition limite
inférieure pourrait être problématique, car la pression magnétique empêche le fluide de s’arrêter
complètement à la surface de la PNS. En effet dans le modèle hydrodynamique, la condition
limite correspond à une surface solide imposant que la vitesse s’annule à la surface de la proto-
étoile à neutrons, et donc que la densité diverge pour assurer la conservation du flux de masse. La
présence d’un champ magnétique empêche la compression du gaz jusqu’à une densité infinie car la
pression magnétique deviendrait alors arbitrairement élevée. Il sera donc nécessaire de trouver une
autre condition limite permettant une vitesse non nulle. Il existe pour cela plusieurs possibilités
dont aucune n’est totalement satisfaisante. On pourrait tenter de généraliser la condition d’onde
sortante utilisée dans ce chapitre, cependant celle-ci n’est valide que pour un écoulement uniforme
en sortie, ce qui ne peut être le cas dans un écoulement convergent. De façon alternative on
pourrait choisir une condition simple telle que d’imposer une pression uniforme (soit la pression
thermique ; soit la pression totale, c’est à dire la somme de la pression thermique et de la pression
magnétique) cependant ceci manque de justification physique. Au final, le résultat ne pourra être
considéré comme solide que si ces différentes conditions donnent des résultats similaires, ce que
l’on peut espérer si la condition limite est imposée à un endroit influençant peu SASI car en
dessous de la zone de forte décélération.

Finalement, le meilleur moyen d’étudier une géométrie du champ plus compliquée – telle
qu’un dipôle, un mélange de champ poloïdal et toroïdal, ou encore un champ turbulent – serait
probablement d’utiliser des simulations numériques. Celles-ci complèteraient le travail de Endeve
et al. (2010) en considérant une configuration de champ magnétique plus réaliste, dont l’effet
sur SASI n’est pas nécessairement stabilisant d’après les résultats de ce chapitre. Par rapport
aux études perturbatives évoquées précédemment, ces simulations auraient l’énorme avantage de
permettre l’étude de la dynamique non linéaire de SASI en présence d’un champ magnétique.



7.4. Conclusions et perspectives 133

Un des aspects de cette dynamique non linéaire concerne l’accumulation d’ondes d’Alfvén à
proximité de la surface d’Alfvén, et est étudié dans le chapitre suivant.

Les résultats obtenus lors de cette étude sont présentés dans l’article : "Toward a magneto-
hydrodynamic theory of the standing accretion shock instability : toy model of the advective-
acoustic cycle in a magnetized flow", par Guilet et Foglizzo (2010). Cet article, reproduit dans
les pages suivantes, a été publié dans la revue The Astrophysical Journal.
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ABSTRACT

The effect of a magnetic field on the linear phase of the advective–acoustic instability is investigated as a first step
toward a magnetohydrodynamic (MHD) theory of the stationary accretion shock instability taking place during
stellar core collapse. We study a toy model where the flow behind a planar stationary accretion shock is adiabatically
decelerated by an external potential. Two magnetic field geometries are considered: parallel or perpendicular to
the shock. The entropy–vorticity wave, which is simply advected in the unmagnetized limit, separates into five
different waves: the entropy perturbations are advected, while the vorticity can propagate along the field lines
through two Alfvén waves and two slow magnetosonic waves. The two cycles existing in the unmagnetized limit,
advective–acoustic and purely acoustic, are replaced by up to six distinct MHD cycles. The phase differences among
the cycles play an important role in determining the total cycle efficiency and hence the growth rate. Oscillations
in the growth rate as a function of the magnetic field strength are due to this varying phase shift. A vertical
magnetic field hardly affects the cycle efficiency in the regime of super-Alfvénic accretion that is considered. In
contrast, we find that a horizontal magnetic field strongly increases the efficiencies of the vorticity cycles that
bend the field lines, resulting in a significant increase of the growth rate if the different cycles are in phase. These
magnetic effects are significant for large-scale modes if the Alfvén velocity is a sizable fraction of the flow velocity.

Key words: instabilities – magnetic fields – magnetohydrodynamics (MHD) – shock waves – supernovae: general
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1. INTRODUCTION

The delayed energy deposition by neutrinos may be a viable
explosion mechanism of massive stars (Bethe & Wilson 1985)
if multidimensional hydrodynamical instabilities are taken into
account during the first second after shock bounce, in the inner
200 km of the massive star (Buras et al. 2006; Marek & Janka
2009). By capturing some gas in large-scale convective cells,
these instabilities increase the exposure time of this gas to
the heating by neutrinos (Marek & Janka 2009; Murphy &
Burrows 2008; Fernández & Thompson 2009a). The l = 1, 2
deformation of the shock seems to be mainly due to the Standing
Accretion Shock Instability (SASI) discovered by Blondin et al.
(2003). This asymmetric instability may influence the kick
and spin of the residual pulsar (Scheck et al. 2006; Blondin
& Mezzacappa 2007), and trigger the excitation of g-modes
(Burrows et al. 2006) and the emission of gravitational waves
(Marek et al. 2009; Ott 2009). These potential consequences of
SASI are based on numerical simulations where the magnetic
field is neglected, because the magnetic pressure is thought
to be small compared to the thermal pressure in a typical
core collapse. Other models of core-collapse supernovae, in
which magnetic forces play a dynamical role, usually rely on a
fast rotation rate from which the magnetic energy is extracted
by field winding and local instabilities (Akiyama et al. 2003;
Moiseenko et al. 2006; Shibata et al. 2006; Burrows et al. 2007;
Obergaulinger et al. 2009). Surprisingly, Endeve et al. (2008)
argued that the turbulent flow associated with SASI may be able
to amplify an initially weak magnetic field to a dynamically
significant strength of 1015 G, even if the progenitor is not
rotating. This latter result, if confirmed, shows the importance
of understanding SASI in the context of magnetohydrodynamics
(MHD) even if the progenitor is weakly magnetized.

As a first step in this direction, we investigate the linear
phase of SASI in a moderate magnetic field. The linear mech-
anism of SASI has been identified as an advective–acoustic
cycle by Blondin et al. (2003), Ohnishi et al. (2006), Foglizzo
et al. (2007), Scheck et al. (2008), and Fernández & Thompson
(2009b). The interplay of acoustic waves and advected pertur-
bations of entropy/vorticity has been illustrated using a simple
toy model by Foglizzo (2009) and Sato et al. (2009) in which the
flow is planar and adiabatic. A similar cycle is expected to exist
in an MHD flow, but should be modified by the magnetic field
depending on its strength and direction, and could potentially
involve entropy waves, fast and slow magnetosonic waves, and
Alfvén waves. The local stability of an isolated fast MHD shock
has been established by Gardner & Kruskal (1964), and its inter-
action with MHD waves has been characterized by McKenzie
& Westphal (1970). However, the global stability of the cycles
resulting from the linear coupling of these MHD waves through
a region of deceleration below the shock has never been studied.
For this purpose, we extend the toy model of Foglizzo (2009) to
a magnetized fluid, and investigate two possible orientations of
the magnetic field.

It should be noted that the existence of SASI type instabilities
in a magnetized flow has been recently proposed by Camus et al.
(2009) to explain the oscillations of the termination shock in
their MHD simulations of the relativistic pulsar wind in the Crab
nebula. The present study can thus be considered more generally
as a first step toward understanding the MHD extension of the
classical advective–acoustic cycle.

In Section 2, we describe the stationary flow of our MHD
toy model and define the method of our linear analysis. The
efficiencies of all existing cycles are calculated in Section 3,
and the growth rate of the resulting eigenmode is computed
in Section 4. The results are summarized and discussed in
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Figure 1. Schematic view of the toy model. A magnetic field that is either
vertical or horizontal is added to the hydrodynamical toy model of Foglizzo
(2009). Six waves propagate from the shock to the inhomogeneous region near
z∇ (an entropy wave S, two Alfvén waves a±, two slow waves s±, and a fast
wave f+) and couple to the upward propagating fast wave f−. The linear coupling
between a wave i and the wave f− is described by the coupling coefficients Qi

∇
and Qi

sh defined in Section 2.2.

Section 5. Most algebraic derivations have been separated from
the main text for the sake of clarity, and can be found in
Appendices A and B.

2. SET UP: THE MAGNETIC TOY MODEL

2.1. The Stationary Flow

In the toy model of the advective–acoustic instability intro-
duced by Foglizzo (2009), an ideal gas characterized by an
adiabatic index γ = 4/3 flows in the negative z-direction. This
planar adiabatic flow is decelerated through a stationary shock at
z = zsh, with an incident Mach numberM1. It is further decel-
erated over a distance H∇ < H in the vicinity of z∇ ≡ zsh − H ,
by a decrease ΔΦ of the external potential:

Φ (z) ≡ ΔΦ
2

[
tanh

(
z − z∇
H∇/2

)
+ 1

]
. (1)

We add to this flow a magnetic field (Bx, 0, Bz) that is oriented
either vertically (Bx = 0), or horizontally (Bz = 0), as
illustrated in Figure 1. This magnetic field does not depend
on x or y.

Let us denote by P the gas pressure, ρ the density,
c ≡ √

γP/ρ is sound speed, and v is fluid velocity. S ≡
[log ((P/Psh) / (ρ/ρsh)γ )]/ (γ − 1) is a dimensionless measure

of the entropy. vAi ≡
√

B2
i /μ0ρ is the Alfvén speed along the

direction i = x or z.
The stationary flow is governed by the conservation of the

mass flux ρvz, the energy density v2
z /2 + c2/ (γ − 1) + v2

Ax + Φ,
and the entropy S. The conservation of Bz and Bx/ρ follows,

respectively, from the conservation of the magnetic flux and the
frozen-in field lines in ideal MHD.

A generalization of the Rankine–Hugoniot jump conditions
to MHD characterizes the post-shock flow as a function of the
upstream conditions (Equations (A1)–(A2) in Appendix A). The
additional pressure due to a horizontal magnetic field decreases
the compression at the shock and increases the post-shock Mach
number by less than 10% if vAsh < vsh.

The flow below the adiabatic region of deceleration is char-
acterized by the size ΔΦ of the potential jump, or equivalently
by the ratio of sound speed cin/cout, using the conservation of
mass, energy, and magnetic fluxes:

Bxin

Bxout
=

(
cin

cout

) 2
γ−1

, (2)

vin

vout
=

(
cin

cout

)− 2
γ−1

, (3)

Min

Mout
=

(
cin

cout

)− γ +1
γ−1

, (4)

ΔΦ =
[
v2

2
+ v2

A +
c2

γ − 1

]out

in

. (5)

Unless otherwise specified, we use the values of the parameters
c2

in/c
2
out = 0.75, H∇/H = 10−3, andM1 = 5 when studying

the effect of the magnetic field. This choice implies an increase
of the height of the potential jump with the field strength,
which becomes significant for vAxsh/vsh > 1–1.5, i.e., when
the magnetic pressure becomes comparable with the thermal
pressure (Figure 2). Alternatively, one could choose to keep
the potential jump constant. This choice of parameterization is
unimportant in the present study, which is focused on the regime
of weak magnetic pressure.

2.2. Linear Perturbations

The one-dimensional stationary flow is perturbed in three-
dimensions, using Fourier transforms in time and in the direc-
tions x and y where the boundary conditions are periodic. The
structure of the perturbation of a physical quantity f is thus:
δf (z) × exp(i(kxx + kyy − ωt)). For a given horizontal size of
the computational domain Lx and Ly (we chose Lx = Ly = 4H ),
the horizontal wavenumbers take discrete values ki ≡ 2πni/Li ,
where i = x, y, and ni is the number of horizontal wave-
lengths in the i-direction. We impose a leaking boundary con-
dition below the potential jump (i.e., no wave propagating up-
ward from below), and leave the supersonic flow unperturbed
ahead of the shock. The corresponding equations are detailed in
Appendices A and B.

In each uniform section of the flow, perturbations can be
decomposed into seven waves: two fast magnetosonic, two
slow magnetosonic, two Alfvén, and one entropy wave. If the
shock is a fast MHD shock, only the fast magnetosonic wave
is able to reach it from below. We do not consider a slow
MHD shock because it would require Alfvén waves to be able
to propagate upstream of the shock (which would correspond
to an unrealistically strong magnetic field), nor trans-Alfvénic
discontinuities, which have been shown to be non-evolutionary
(Syrovatskii 1959). As a consequence, we always consider a
situation where, due to advection, six of the seven waves are
propagating downward in the post-shock region (Figure 1).
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Figure 2. Effect of the magnetic field on the stationary flow. Left panel: ratio of magnetic pressure to thermal pressure just below the shock (full line) and below the
potential jump (dashed line). Right panel: change of the potential jump if the compression is kept constant with c2

in/c
2
out = 0.75. The potential jump is increased by

∼20% at vA = 1.

A global mode can be decomposed into six cycles, associated
with each of the six waves propagating downward, while the
upward propagation always corresponds to a fast magnetosonic
wave. Waves are linearly coupled at the shock and in the region
of flow gradients around z∇ . Following Foglizzo (2009), the
coupling efficiency Qi

∇ describes the ratio of amplitudes of a
perturbation δA of a physical quantity A which is propagated
from zsh to z∇ , generates a fast magnetosonic wave in the region
of gradients, which propagates back to the shock:

Qi
∇ ≡ δAf−

sh

δAi
sh

, (6)

i = s±, f+, a±, S,

where the symbol + (−) is used for waves propagating downward
(upward) in the frame advected with the fluid. The superscript
s± stands for slow magnetosonic waves, f± for the fast ones,
a± for the Alfvén waves, and S for the entropy wave.

The coupling efficiency at the shock Qi
sh measures the

creation of a wave i when the fast magnetosonic wave f−
perturbs the shock:

Qi
sh ≡ δAi

sh

δAf−
sh

. (7)

The choice of the physical quantity A is driven by the simplicity
of the resulting equations (see Appendices A and B). The total
cycle efficiency Qi, defined as follows, does not depend on this
choice:

Qi ≡ Qi
∇Qi

sh. (8)

We define Qtot as the sum of all the cycles constants, and
Qvort ≡ Qs+ + Qs− + Qa+ + Qa− is restricted to the cycles
involving vorticity.

It is instructive to study how these six cycles relate to the
two hydrodynamical cycles by considering the weak field limit.
Since the acoustic cycle straightforwardly becomes the fast
magnetosonic cycle, its reflection efficiency is noted R instead of
Qf+. The advective–acoustic cycle splits between an entropy-
fast cycle where the entropy wave is still advected, and four
Alfvén–fast, slow–fast cycles that contain the vorticity, which
is no longer passively advected. In the setup we consider, the
entropy cycle typically has an efficiency of QS ∼ 1 while
the vorticity cycle has an efficiency of Qvort ∼ 0.3 in the
hydrodynamical limit. How is vorticity distributed between the
Alfvén and slow waves? The distinction between slow and
Alfvén waves at the shock can be anticipated by remembering
that the velocity and magnetic field perturbations of Alfvén

waves are along the direction k × B, while that of slow waves is
in the plane (k, B) (or equivalently the vorticity of slow waves
is along k × B, while that of Alfvén waves is in the plane
(k, B)). This question is discussed in the next two subsections,
depending on the orientation of the magnetic field. In the
weak field limit, the efficiencies associated with Alfvén and
slow waves are independent of the direction of propagation
(Qa+ ∼ Qa− and Qs+ ∼ Qs−), because both the Alfvén and
slow waves are then simply advected and the (±) components
are undistinguishable.

2.3. Vertical Magnetic Field

A vertical magnetic field does not influence the stationary
flow as the fluid flows along the field lines without experiencing
any magnetic force. It does however influence the evolution of
perturbations that involve some transverse motion, in particular
enabling vorticity to propagate. The equations governing the
perturbations are described in Appendix B. With the magnetic
field in the z-direction, the directions x and y are equivalent. With
no loss of generality we choose the x-direction parallel to the
transverse wavenumber (ky = 0) and solve a two-dimensional
problem in the plane (x, z). The boundary conditions at the
shock (Equations (B26)–(B27)) impose δvy = δBy = 0. The
only waves along this direction would be the Alfvén waves,
with displacement along k × B (i.e., along y with our choice
of axis). As a consequence, the shock oscillations cannot create
Alfvén waves, and there are only four cycles in this particular
field geometry. Note that the absence of Alfvén waves is not a
consequence of choosing ky = 0.

In a stationary accretion flow in uniform vertical magnetic
field, the ratio of the flow velocity to the Alfvén velocity
decreases downward, scaling like v/vA ∝ ρ−1/2. The transition
from a super-Alfvénic flow to a sub-Alfvénic flow is named
as the Alfvén surface. Perturbations cannot be treated in the
framework of ideal MHD in the vicinity of this surface because
their wavelength becomes infinitely small. Alfvén waves can
accumulate and be amplified there (Williams 1975). For the
sake of simplicity, we restrict the present study to weak enough
magnetic fields so that the flow is super-Alfvénic everywhere.
Given our choice of parameters, the super-Alfvénic condition
requires vAzsh/vsh < 0.68. The study of trans-Alfvénic flows
is the subject of a separate study (J. Guilet et al. 2010, in
preparation).

2.4. Horizontal Magnetic Field

The equations governing the perturbations in a horizontal
magnetic field are described in Appendix A.
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Figure 3. Left panel: efficiency of the slow cycles Qs± as a function of the height of the potential jump H∇ in the presence of a vertical magnetic field. The gray
line represents the efficiency in the absence of a magnetic field, the black lines correspond to vAzsh = 0.5vsh. The dashed line is the (−) wave, the full line is the (+)
wave. The wave propagating up (Qs−) is more affected by the cutoff than the wave propagating down (Qs+). Right panel: the cycle efficiencies are normalized by Q0
defined as the limit of this efficiency when the potential jump is compact. The cutoff happens when kzH∇ � 1–2, where kz is the vertical wavenumber of the slow
wave involved in the cycle.

In general, both Alfvén and slow waves are created at the
shock. They propagate mainly along the horizontal magnetic
field lines (slow waves also propagate slightly along the perpen-
dicular direction).

The two particular cases kx = 0 and ky = 0 are simpler
because the evolution of perturbations is then planar:

1. If ky = 0, the boundary conditions at the shock impose
δvy = δBy = 0 while vx and Bx are perturbed by the
shock oscillations. As k × B is the y-direction, the shock
oscillations do not create Alfvén waves but do create slow
waves.

2. If kx = 0 (k ⊥ B), the magnetic field lines are not bent and
the only magnetic force is the magnetic pressure which adds
up to the thermal pressure in the plane (y, z) perpendicular
to the field. The evolution of perturbation is thus similar
to the hydrodynamical limit, with a modified pressure.
Vorticity is advected by the flow together with entropy.
This vorticity wave should be viewed as an Alfvén wave
rather than a slow wave, because it is in the direction of the
magnetic field.

3. THE COUPLING EFFICIENCY IN THE PRESENCE OF
A MAGNETIC FIELD

In this section, we study the effect of the magnetic field on
the coupling efficiencies, which are computed by integrating
numerically the differential system governing the perturbations,
and using the boundary conditions given in the appendices. We
consider plane waves with a real frequency which coincide with
the real part of the eigenfrequency of a given eigenmode. Growth
rates are discussed in Section 4.

3.1. Vertical Magnetic Field

By solving the evolution of perturbations described in
Appendix A, we remark that the influence of a vertical mag-
netic field on the individual coupling constants of the different
cycles is moderate (<20%) in the long wavelength limit, where
the compact approximation is valid. The efficiencies of the two
slow cycles at shorter wavelength differ in a way which can be
understood in terms of the cutoff described by Foglizzo (2009).
In the weak field limit, the vertical wavenumber of slow waves
can be approximated by

ks±
z 	 ω

vz ∓ vAz

. (9)

The slow wave propagating against the stream (−) has a shorter
wavelength than the wave propagating with the stream (+). It is

Figure 4. Apparition of a slow cycle in the presence of a horizontal magnetic
field and k⊥B. This cycle carries no vorticity. It is only a perturbation of the
magnetic field and density in such a proportion that the total pressure is not
perturbed.

(A color version of this figure is available in the online journal.)

thus more sensitive to the cutoff induced by the finite scale height
of the gradients (Figure 3, left panel). As in the hydrodynamic
case, the cutoff takes place for kzH∇ ∼ 1 (Figure 3, right panel).

3.2. Horizontal Magnetic Field

3.2.1. Straight Field Lines (k ⊥ B)

We observe the presence of two slow cycles, which were
absent in the non-magnetic case (Figure 4). These slow waves
taken together (+ and − are equivalent here as these slow
waves do not propagate) do not contain any velocity or vorticity
perturbation: they are simply a perturbation of the magnetic
field strength and density in such a proportion that the total
pressure is unperturbed. As their efficiency depends weakly
on the transverse wavenumber, we focus on the simplest case
of ny = 0. In this case, the presence of the slow waves can
be explained using the conservation of magnetic flux, which
perturbation δA ≡ δBx/B − δρ/ρ should vanish at the shock
(Equation (A28)).

While fast and Alfvén waves do not perturb the magnetic
flux, the entropy wave is responsible for a perturbation δAS =
(γ − 1) δS/γ . Slow waves have to be created at the shock in
order to keep δAsh = 0.

In the deceleration region, the slow waves necessarily disturb
the pressure equilibrium and create an acoustic feedback in order
to satisfy the conservation of both the mass flux and the magnetic
flux across the potential jump. This acoustic generation is very
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Figure 5. Amplification of the vorticity cycles in the presence of a horizontal magnetic field. Left panel: k ‖ B (nx = 1, Lx = 4), only slow waves are created at the
shock. Right panel: k oblique with respect to B (nx = ny = 1, and Lx = Ly = 4

√
2). Both slow and Alfvén waves are created at the shock, and amplified by the

presence of the horizontal magnetic field.

(A color version of this figure is available in the online journal.)

similar to the acoustic feedback produced by the deceleration of
the entropy wave, required by the conservation of entropy and
mass flux across the potential jump.

The effect of the magnetic field on other cycles is only minor
and depends on the parameterization of the potential jump. For
example, the efficiency of the entropy cycle is slightly increased
if the compression is kept constant when the magnetic field is
varied, while it is slightly decreased if the height of the potential
jump is kept constant.

3.2.2. Bending the Field Lines: Amplification of the Vortical Cycles

If k ‖ B, the slow cycles carrying the vorticity are strongly
amplified by the presence of a horizontal magnetic field
(Figure 5, left panel). The amplification is almost linear with the
magnetic field strength and reaches a factor ∼5 at vAxsh = vsh.
Note that this effect is more important than the one described
in Section 3.2.1, with efficiency only reached Qs± ∼ 0.1 at
vAxsh = vsh.

When k is oblique with respect to B, the vorticity is distributed
in both the Alfvén and the slow waves. The Alfvén cycles are
also amplified, although to a lesser extent than the slow cycles
(Figure 5, right panel). When varying the angle between k and
B, the total vortical cycle efficiency (the sum of the four slow
and Alfvén cycles) increases with kz/k.

Although we do not provide an analytical description of
this amplification, one can gain insights into its nature by first
remarking that this effect is not restricted to slow waves and
hence is not due to the compressional nature of the slow waves.
Second, this amplification appears only when the field lines
are bent by the perturbations. One should however note that a
vertical magnetic field bent by perturbations does not lead to the
same amplification.

4. BUILDING OF A GLOBAL MODE BY ADDING
UP CYCLES

4.1. Method

The cycle efficiencies can be calculated using a complex
frequency ω = ωr + iωi , where ωr is the oscillation frequency
and ωi is the growth rate. Generalizing the analysis of Foglizzo
(2009), the complex eigenfrequency ω of a global mode obeys
the following relation:

Qtot ≡ QS + Qs+ + Qs− + Qa+ + Qa− + R = 1. (10)

The cycle efficiencies computed in Section 3 with a real fre-
quency can be used to characterize marginal stability (|Qtot| =
1). |Qtot| < 1 indicates a stable mode, and |Qtot| > 1 an unstable
one.

An estimate of the growth rate associated with a single cycle
in the limit ωi � ωr has been given in Foglizzo (2009):

ωi 	 1

τcycle
log |Q(ωr )|, (11)

where τcycle is the cycle timescale. In the case of an advective–
acoustic cycle,

τcycle = τaac
μ +Msh

μ (1 +Msh)
, (12)

where μ is defined by μ2 ≡ 1 − k2
xc

2(1 −M2)/ω2 and τaac is
the radial advective–acoustic time:

τaac ≡ H

|vsh| (1 −Msh)
. (13)

The situation is more complicated if several cycles with
different timescales are involved in the instability. One may
however propose an approximate relation:

ωi 	 1

τeff
log |Qtot(ωr )|, (14)

where τeff is an effective timescale that would be an average of
the different cycle timescales. In the next two subsections, we
use Equation (12) as a proxy for τeff and show that this is a good
approximation.

4.2. Vertical Magnetic Field

Figure 6 shows the evolution of the most unstable nx = 1
and nx = 8 modes with a vertical magnetic field. The estimate
of the growth rate using Qtot (Equation (14)) is in excellent
agreement with the eigenvalue if nx = 8, while the agreement
is only reasonable if nx = 1 (in which case the condition
ωi � ωr is less justified). This justifies a posteriori our estimate
of the effective timescale τeff , and indicates that it is weakly
affected by the magnetic field. Some effect of the magnetic
field could have been expected since the vorticity is able to
propagate through slow waves, but the (s−) wave is decelerated
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Figure 6. Effect of a vertical magnetic field on the modes nx = 1 (black) and nx = 8 (gray). Left panel: growth rate (full line) as a function of the vertical magnetic
field strength. The quantity log (Qtot) /τ is overplotted with dotted lines. Right panel: efficiency of the vorticity cycles Qvor. The oscillations are due to interferences
between the downward propagating (+) and upward propagating (−) slow waves.

(A color version of this figure is available in the online journal.)

while the (s+) wave is accelerated, so that both effects on τeff
cancel each other to first order. Furthermore, the most efficient
cycle in our toy model is the entropic–acoustic cycle and at the
magnetic field strength considered, the propagation speed of the
fast magnetosonic waves is close to the acoustic one.

The growth rate as a function of the magnetic field strength
shows oscillations (Figure 6, left panel), which are reminis-
cent of the oscillations in the SASI eigenspectrum observed
by Foglizzo et al. (2007; Figure 7). These were interpreted as
the consequence of a purely acoustic cycle interacting either
constructively or destructively with the advective–acoustic cy-
cle. Similarly the present oscillations can be interpreted as the
constructive or destructive effect of the vortical cycles (the two
slow cycles). The phase of their cycle efficiencies Qs+ and Qs−
varies with the vertical wavevector of the slow waves as ks±

z H
(neglecting a variation of the phase shift during the coupling
process). Equation (9) shows that the phases of Qs+ and Qs−
vary in opposite directions. This results in oscillations in the
value of Qvort as well as Qtot (Figure 6). As vA approaches vz,
the phase of Qs− varies faster and faster, which can be recog-
nized in the faster and faster oscillations in Figure 6. The slower
phase variation of Qs+ is responsible for the slower background
oscillations in the growth rate of the nx = 8 mode.

Using a first-order expansion of Equation (9), an estimate of
the first minimum of the growth rate can be deduced from the
criterion (kz − kz0) H = π :

vAzsh

vsh
∼ πvsh

ωH
∼ 1

2h (1 −Msh)
, (15)

where the second estimate is obtained by approximating the hth
harmonics frequency by ω = 2hπ/τaac. This gives vAzsh/vsh ∼
0.83 for the mode nx = 1, and vAzsh/vsh ∼ 0.10 for nx = 8.

Because the entropy and the vorticity cycles are roughly in
phase in the non-magnetic limit, the phase variations due to
the magnetic field induce an overall decrease of Qtot and ωi

(Figures 6 and 7). For any strength of the magnetic field, some
modes benefit from a constructive interference of the different
cycles and are as unstable as in the absence of a magnetic field
(e.g., nx = 5, 10 in Figure 7). This phase effect thus never
stabilizes completely the compact toy model (H∇ = 0), but
is responsible for an irregular eigenspectrum and lowers the
average growth rate. If the deceleration region is sufficiently
extended vertically, the cutoff effect verified in Section 3.1 can
stabilize high frequency modes. A strong enough magnetic field

Figure 7. Effect of a vertical magnetic field on the eigenspectrum of the compact
toy model (H∇ = 0). The most unstable mode is shown for each nx from
1 to 10. White diamonds are without magnetic field, black diamonds with
vAzsh = 0.5vsh.

may thus be able to completely stabilize the flow if the frequency
of the constructive cycles exceeds the frequency cutoff induced
by the finite size of the deceleration region.

4.3. Horizontal Magnetic Field

Similarly to the case of a vertical magnetic field, the growth
rate is well described by Equation (14) (Figure 8). The oscil-
lations are due to the propagation of vorticity along magnetic
field lines, which changes the vertical structure of the slow and
Alfvén waves as follows:

ks±
z 	 ka±

z = ω

v
± kxvA

v
. (16)

Transverse slow modes are most affected by the magnetic field.
The magnetic field strength of the first minimum in the growth
rate oscillations, due to the destructive effect of the slow or
Alfvén cycles on the entropic cycle, can be estimated as

vAxsh

vsh
∼ π

kxH
= Lx

2nxH
(17)

This gives vAxsh/vsh ∼ 2 if nx = 1, and vAxsh/vsh ∼ 0.25 if
nx = 8.



No. 1, 2010 TOWARD A MAGNETOHYDRODYNAMIC THEORY OF SASI 105

Figure 8. Same as Figure 6 but with a horizontal magnetic field. The modes presented here have k ‖ B: nx = 1–8, ny = 0.

(A color version of this figure is available in the online journal.)

Furthermore, due to the amplification of the vortical cycles
described in Section 3.2.2, the growth rate at the oscillation
maximum increases with the magnetic field strength (Figure 8).
As an example, the mode nx = 8 grows four times faster at
vAxsh = vsh than at vAxsh = 0. The eigenspectrum is more
irregular than the hydrodynamical one due to the interferences
between the different cycles, and shows higher maximum
growth rates: ωiτaac ∼ 0.8 if vAxsh = vsh, compared to
ωiτaac ∼ 0.4 if vAxsh = 0 (Figure 9).

5. DISCUSSION AND CONCLUSION

The main results of this study can be summarized as follows.

1. In the presence of a magnetic field, the advective–acoustic
cycle splits in up to five different cycles. The acoustic wave
becomes a fast magnetosonic wave, while the entropy–
vorticity splits into an entropy wave, two Alfvén waves,
and two slow magnetosonic waves.

2. The acoustic cycle becomes a fast magnetosonic cycle. Its
efficiency is not significantly affected by the presence of
a magnetic field in any of the configurations considered in
this paper.

3. The propagation of the vorticity through slow and Alfvén
waves leads to a phase difference between the different
cycles, which interact either constructively or destructively
depending on the mode considered. The consequence of
these interferences is a more irregular eigenspectrum.

4. In the super-Alfvénic regime that we investigate, a vertical
magnetic field hardly changes the coupling efficiencies in
the compact toy model. It only affects the cutoff associated
with the size H∇ of the deceleration region by changing the
vertical structure of the slow waves.

5. The vortical cycles are strongly amplified by a horizontal
magnetic field if the field lines are bent (k.B = 0). Both
the Alfvén cycles and the slow magnetosonic cycles are
amplified. This amplification of the vortical cycles leads to
faster growth rates of the modes with nx = 0.

These results confirm that the mechanism of the advective–
acoustic cycle can be generalized to a magnetized environment,
such as core-collapse supernovae or possibly the termination
shock of pulsar wind nebulae. In order to estimate the sig-
nificance of these results for SASI during core collapse, we
can estimate the magnetic field strength needed to affect the
advective–acoustic cycle. The desynchronization effect studied
in Sections. 4.2 and 4.3 requires vAsh ∼ vsh for low frequency,

Figure 9. Effect of a horizontal magnetic field on the eigenspectrum. The most
unstable mode is shown for nx varying from 1 to 10, and ny = 0. White diamonds
are without magnetic field, black diamonds with vAxsh = vsh.

low nx modes. Equation (17) can be extrapolated to a spherical
core collapse as follows:

vA

v
∼ Rsh

2
√

l(l + 1)H
. (18)

For the dominant l = 1–2 modes, with Rsh = 110 km and
H = 50 km, the desynchronization of the cycles is expected for
vA/v ∼ 0.4–0.8.

The magnetic field strength at which the amplification of
the vortical cycles becomes significant is typically vAsh ∼
(0.5–1) × vsh in our toy model. A more detailed study should
determine whether this amplification takes place at the shock or
in the region of deceleration.

Interestingly, the magnetic effects described in this paper
seem to be significant when the Alfvén speed is comparable
with the advection speed rather than when the magnetic pressure
is comparable with the thermal pressure. These two criteria are
related through the Mach numberM:

Pmag

Pth
= γ

2
M2

(vA

v

)2
. (19)

In the subsonic flow the pressure ratio is thus smaller than vA/v,
by a factor ∼0.06 at the shock ifMsh ∼ 0.3, and as low as 10−3 if
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M ∼ 0.05 at the coupling radius. This raises the possibility that
the magnetic field may affect the growth of SASI through the
magnetic tension, even if the field is so weak that the magnetic
pressure is negligible.

The strength of the magnetic field present in the iron core of
a star before the collapse is very uncertain. The best estimate to
date is Bφ ∼ 5.109 G and Br ∼ 106 G (Heger et al. 2005), which
is too weak to have any effect on SASI: indeed, flux conservation
during the collapse (B/ρ2/3 = cste; e.g., Shibata et al. 2006)
would lead to vAsh/vsh ∼ 0.001 at the shock (rsh ∼ 150 km,
ρsh ∼ 109 g cm−3), and vA/v ∼ 0.025 at the proto-neutron star
surface (rPNS ∼ 50 km, ρPNS ∼ 1011 g cm−3).

A reference Alfven speed near the surface of a strongly
magnetized proto-neutron star can be estimated by assuming
that the fossil magnetic field is strong enough to give birth
to a magnetar (B ∼ 5.1015 G) by simple conservation of the
magnetic flux:

vA

v
∼ 0.93 × BNS

5.1015 G

(
4.1014 g cm−3

ρNS

)2/3 ( r

50 km

)2

×
(

ρ

1011 g cm−3

)7/6 0.3 M� s−1

Ṁ
. (20)

Such a field could be enough to affect SASI significantly if the
amplification of the vortical cycle takes place at the coupling
radius, which is slightly above the proto-neutron star surface
(Scheck et al. 2008). Conversely, if the amplification takes
place at the shock, even a fossil magnetic field corresponding
to magnetar strength would have a negligible effect on SASI
(vAsh/vsh ∼ 0.027). Note, however, that even stronger magnetic
fields are sometimes considered in the literature, with Alfvén
waves propagating above the shock (Suzuki et al. 2008).

Given the simplicity of our toy model, we cannot expect it to
capture more than the first-order effects of the magnetic field on
the advective–acoustic cycle. More accurate estimates should
consider a more realistic setup that includes radial convergence
and non-adiabatic effects, which are expected to affect the
relative importance of the entropy and vorticity cycles. These
effects could be estimated in the cylindrical geometry used by
Yamasaki & Foglizzo (2008).

The role of the Alfvén surface has not been considered in
the present study, because the region of acoustic feedback was
assumed to be super-Alfvénic for the sake of simplicity. If the
magnetic field were vertical and strong enough, the magnetic
extension of the advective–acoustic cycle to MHD cycles would
have to take into account the possible coupling processes taking
place at the Alfvén surface. The physics of trans-Alfvénic
accretion flows will be considered in a forthcoming study
(J. Guilet et al. 2010, in preparation).

The amplification of the magnetic field observed in the
numerical simulations by Endeve et al. (2008) seems to take
place in the nonlinear regime of the MHD–SASI instability,
and is thus beyond the scope of the present linear study. The
topology of the magnetic field considered by Endeve et al.
(2008) is initially vertical (a split monopole), for which our
analysis did not reveal any significant magnetic destabilization.
Based on the current understanding of the nonlinear saturation
process of SASI by parasitic instabilities (Guilet et al. 2009),
we would rather anticipate a larger saturation amplitude of
SASI if the field were horizontal near the shock, due to (1) the
higher growth rate of the cycles involving the bending of field
lines by vorticity perturbations, (2) the resistance of magnetic
tension to the development of parasitic instabilities such as

Rayleigh–Taylor and Kelvin–Helmholtz instabilities. As noted
in Guilet et al. (2009) however, the Rayleigh–Taylor instability
may still be able to develop as a parasitic instability in the
direction perpendicular to the magnetic field, without bending
the field lines. Besides, the presence of other magnetically
induced parasitic instabilities cannot be ruled out. Altogether,
these qualitative statements are insufficient to explain the growth
of the magnetic energy observed by Endeve et al. (2008).

J.G. is thankful to the Physics Department of the University
of Central Florida for its hospitality. This work has been
partially funded by the Vortexplosion project ANR-06-JCJC-
0119. The authors are grateful to the anonymous referee for
his/her comments that improved the clarity of the paper.

APPENDIX A

HORIZONTAL MAGNETIC FIELD

A.1. Stationary Flow

Denoting by MA1 = vA1/c1 the ratio of the Alfvén speed
and the sound speed ahead of the shock, the post-shock Mach
number is influenced by a horizontal magnetic field as follows:

M2
1

M2
sh

= χ2

[
1 + (γ − 1)

(M2
1

2
+M2

A1

)]

− (γ − 1)M2
A1χ

3 − (γ − 1)
M2

1

2
, (A1)

where χ = ρsh/ρ1 is the compression factor, given by

χ = [(
1 + γ−1

2 M2
1 + γ

2M2
A1

)2
+ (2 − γ )(γ + 1)M2

1M2
A1

] 1
2 −

(
1 + γ−1

2 M2
1 + γ

2M2
A1

)
(2 − γ )M2

A1

.

(A2)

A.2. Definition of the Variables

The seven variables defined in Equations (A3)–(A9) are
chosen to describe the perturbations. This choice is guided by
the quest for the simplest possible differential system in which
the stationary flow gradients do not appear. These variables have
the advantage of being conserved through a compact potential
jump. δA is the perturbation of B/ρ, which is conserved in
the stationary flow due to magnetic flux conservation. δf is the
perturbation of the Bernoulli invariant and δS is the entropy
perturbation. δEx and δEy are the perturbation of the transverse
electric field along the directions x and y, normalized by the
stationary electric field Ey = −vB. δK1 describes the velocity
along the y-direction and is conserved in the absence of magnetic
field (Yamasaki & Foglizzo 2008).

δA ≡ δBx

B
− δρ

ρ
, (A3)

δf ≡ vδvz +
2cδc

γ − 1
+ v2

A

(
2
δBx

B
− δρ

ρ

)
, (A4)

δEx ≡ −δBy

B
, (A5)
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Table A1
Decomposition of the Perturbations into Waves: Horizontal Magnetic Field

Variable Fast ± Slow ±
δA − k2

x c2

ω2
c

δρ
ρ

− kx c
ωc

δvx
c

δf

[
kzv

ω2
c −k2

x c2

ωc

(
k2
z +k2

y

) + c2 + v2
A

(
1 − 2 k2

x c2

ω2
c

)]
δρ
ρ

[
kzv
kx c

ω2
c −k2

x c2

k2
z +k2

y
+ ωc

kx
c +

v2
A
c

(
ωc
kx

− 2 kx c2

ωc

)]
δvx
c

δEx kykx
ω2

c −k2
x c2

ω2
c

(
k2
z +k2

y

) δρ
ρ

ky
ω2

c −k2
x c2

cωc

(
k2
z +k2

y

) δvx
c

δv̄x

(
kx c2

ωc
+

v2
Akxkz

v

ω2
c −k2

x c2

ω2
c

(
k2
z +k2

y

)
)

δρ
ρ

(
c +

v2
Akz

cv

ω2
c −k2

x c2

ωc

(
k2
z +k2

y

)
)

δvx
c

δEy

(
1 − k2

x c2

ω2
c

+ kz

v

ω2
c −k2

x c2

ωc

(
k2
z +k2

y

)
)

δρ
ρ

(
ωc
kx c

− kx c
ωc

+ kz

kxvc

ω2
c −k2

x c2

k2
z +k2

y

)
δvx
c

δK1 iky

[
ω2

c −k2
x c2

k2
z +k2

y
− c2 − v2

A

(
1 − 2 k2

x c2

ω2
c

)]
δρ
ρ

iky

[
ωc
kx c

ω2
c −k2

x c2

k2
z +k2

y
− ωc

kx
c − v2

A
c

(
ωc
kx

− 2 kx c2

ωc

)]
δvx
c

δS 0 0

kz ∼ ω
c
M∓μ

1−M2 ± v2
A

2c2

(
k2
y +k±2

z0

)
c

μω
∼ ω

v

[
1 ± kxvA

ω

(
1 − v2

A
2c2

k2
y + ω2

v2

k2
x +k2

y + ω2

v2

)]

Alfvén ± Entropy

δA 0 (γ − 1) δS
γ

δf ikyv δwx

k2
z +k2

y

(
v2

A (γ − 1) + c2
)

δS
γ

δEx ±i
kz

vA

δwx

k2
z +k2

y
0

δv̄x ∓iky
vA
v

δwx

k2
z +k2

y
0

δEy
iky

v
δwx

k2
z +k2

y
0

δK1

(
ωkz + k2

yv
)

δwx

k2
z +k2

y
−iky

(
v2

A (γ − 1) + c2
)

δS
γ

δS 0 δS

kz
ω
v

± kxvA
v

ω
v

δv̄x ≡ δvx − v2
A

v

δBz

B
, (A6)

δEy ≡ δBx

B
+

δvz

v
, (A7)

δK1 ≡ iωδvy − ikyδf, (A8)

δS ≡ 1

γ − 1

(
δP

P
− γ

δρ

ρ

)
. (A9)

The usual physical quantities can be expressed as a function
of the new variables through the following set of equations:

δBx

B
= δEy − δvz

v
, (A10)

δBy

B
= −δEx, (A11)

δBz

B
= − v

ω
(kxδEy − kyδEx), (A12)

δvx = δv̄x − v2
A

ω
(kxδEy − kyδEx), (A13)

δvy = 1

ω
(kyδf − iδK1), (A14)

δvz

v
= 1

1 +M2
A −M2

[
− δf

c2
+ δS +

(
1 +M2

A

)
δEy

+
(M2

A − 1
)
δA

]
, (A15)

δρ

ρ
= δEy − δA − δvz

v
, (A16)

δc2

c2
= (γ − 1)

[
δS + δEy − δA − δvz

v

]
, (A17)

δwx = 1

vr

[
δK1 + iky

(
c2 δS

γ
+ v2

AδA

)
− v2

AikxδEx

]
,

(A18)

where wx is the vorticity along the x-direction.

A.3. Differential System

The differential system governing the evolution of the pertur-
bations in a horizontal magnetic field is

∂δA

∂z
= iω

v
δA +

ikx

v

[
δv̄x − v2

A

ω

(
kxδEy − kyδEx

)]
, (A19)
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∂δf

∂z
= iω

v

(
v2 δvz

v
+ c2 δS

γ
+ v2

AδA

)

+
ikxv

2
A

ωv

[
ωδv̄x − (

v2 + v2
A

) (
kxδEy − kyδEx

)]
,

(A20)

∂δEx

∂z
= iω

v
δEx +

ikx

ωv
(iδK1 − kyδf ), (A21)

∂δv̄x

∂z
= iω

v
δv̄x +

ikx

v

[(
c2 − v2

A

) δvz

v
+ c2(δA − δEy)

+ (1 − γ ) c2 δS

γ

]
, (A22)

∂δEy

∂z
= iω

v

(
δEy − δvz

v

)
+

iky

ωv
(iδK1 − kyδf ), (A23)

∂δK1

∂z
= iω

v
δK1 − kxv

2
A

ωv

[−kyωδv̄x − (
k2
y

(
v2 + v2

A

)
+ ω2) δEx

+ kxky

(
v2 + v2

A

)
δEy

]
, (A24)

∂δS

∂z
= iω

v
δS. (A25)

A.4. Wave Decomposition in a Uniform Flow

In a uniform flow, the perturbations can be decomposed
into seven different waves, which are the eigenvectors of
the differential system: an entropy wave, two Alfvén waves,
and four magnetosonic waves (two fast and two slow). The
perturbation associated with each of these waves is given in
Table A1, where ωc ≡ ω − kzv is the frequency of a wave in
the frame comoving with the fluid, μ2 ≡ 1−k2

xc
2(1−M2)/ω2,

and k±
z0 ≡ ω/c × (M∓ μ) /

(
1 −M2

)
is the non-magnetic

wavenumber of the sound waves. The vertical wavevector of
the magnetosonic waves is obtained by numerically solving the
fourth order polynomial dispersion relation:

ω4
c − ω2

ck
2
(
c2 + v2

A

)
+ k2c2k2

xv
2
A = 0. (A26)

The slow waves are then distinguished from the fast waves
as follows: c2 < ω2

c/k
2 < c2 + v2

A for the fast waves, and
0 < ω2

c/k
2 < v2

A for the slow ones (vA < c in the case
considered here). (+) and (−) waves are distinguished by
computing the group velocity ∂ω/∂kz along the z-direction.
An approximate expression of kz that is valid in the weak field
limit is also given in Table A1.

The expressions of Table A1 are the coefficients of a matrix
which, when multiplied by the following amplitude vector[(

δρ

ρ

)f±
,

(
δvx

c

)s±
,

(
δwx

k2
z + k2

y

)a±
, δS

]
, (A27)

gives the corresponding perturbations. This matrix is inversed
numerically in order to determine the amplitude of each wave
as a function of the value of the perturbations.

A.5. Boundary Conditions

To obtain the boundary conditions at the shock, we use the
conservation of energy, momentum, and mass fluxes as well
as the continuity of the magnetic field perpendicular to the
shock, and of the electric field parallel to the shock, in the
frame of the perturbed shock. Assuming that the upstream flow
is unperturbed, this gives the following boundary conditions as
a function of the shock displacement Δζ :

δAsh = 0, (A28)

δfsh = iωv1Δζ

(
1 − v2

v1

)
, (A29)

δExsh = 0, (A30)

δv̄x sh = kx

δfsh

ω
+ ikx

v2
A2

v2
Δζ

(
v2

2

v2
1

− 1

)
, (A31)

= ikxΔζ

(
1 − v2

v1

) [
v1 − v2

A2

v2

(
1 +

v2

v1

)]
, (A32)

δEysh = − iω

v2
Δζ

(
1 − v2

v1

)
, (A33)

δK1sh = 0, (A34)

δSsh

γ
= iω

c2
Δζv1

(
1 − v2

v1

)2

− ∂Φ
∂z

Δζ

c2

(
1 − v2

v1

)
. (A35)

Below the potential jump, we use a leaking boundary con-
dition, i.e., no wave propagates upward. For this purpose, at
z = z∇ − 3H∇ where the flow is homogeneous, we decom-
pose the perturbations into waves as described in the previous
section. The only wave that can propagate upward is the fast
magnetosonic wave f−. The boundary condition requires that
its amplitude is zero: (

δρ

ρ

)f−
= 0. (A36)

A.6. Computation of the Cycle Efficiencies

The coupling efficiencies at the shock are computed by
decomposing into waves the perturbations just below the shock.
For a given value of ω, these perturbations are set by the upper
boundary condition described above. The coupling efficiency
Qi

sh is then computed as the ratio of the amplitude of the wave i
(i = s±, f+, a±, S) to the amplitude of the upward propagating
fast magnetosonic wave:

Qi
sh ≡ δAi

sh

δAf−
sh

. (A37)
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Table B1
Decomposition into Waves: Vertical Magnetic Field

Variable Fast ± Slow ± Alfvén ± Entropy

δh
(
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v2
kzv
ωc
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δρ
ρ
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ω2
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ρ
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1 ± v
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δvya± 0
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(
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v
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δS 0 0 0 δS

kz ∼ ω
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M∓μ
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2c2
k2
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μω
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v∓vA
± 1

2
v3

A
v3
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ω
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v

To obtain the coupling efficiency Qi
∇ , we need to determine

in what proportion an upward propagating fast wave (f−) must
be added to a wave i at the upper boundary at zsh, so that the
lower boundary condition is respected. For this purpose, we
successively set the perturbation at the shock to (1) a wave i
(described in Table A1) of amplitude δAi

sh = 1, (2) an upward
propagating acoustic wave (f− in Table A1) of amplitude
δAf−

sh = 1. We then integrate the differential system from the
shock to zlow = z∇ − 3H∇ , where the lower boundary condition
is estimated through the amplitude of the upward propagating

wave f− wave: x ≡
(

δρ

ρ

)f−

zlow

. This resulting quantity is called xi

for the wave for the case (1) and xf− for case (2). The leaking
boundary at zlow is respected for a combination of the waves i
and f− (at the shock) if

δAf−
sh xf− + δAi

shx
i = 0. (A38)

Thus the coupling efficiency can be computed as

Qi
∇ = δAf−

sh

δAi
sh

= − xi

xf− . (A39)

APPENDIX B

VERTICAL MAGNETIC FIELD

In this appendix, we write the equations governing the
perturbations in the case of a vertical magnetic field, using the
same method as described above in the case of a horizontal
magnetic field.

B.1. Definition of the New Variables

δh ≡ δρ

ρ
+

δvz

v
(B1)

δf ≡ vδvz +
2cδc

γ − 1
(B2)

δEx ≡ δvx − v
δBx

B
(B3)

δv̄x ≡ δvx − v2
A

v

δBx

B
(B4)

δEy ≡ δvy − v
δBy

B
(B5)

δv̄y ≡ δvy − v2
A

v

δBy

B
(B6)

δS ≡ 1

γ − 1

(
δP

P
− γ

δρ

ρ

)
(B7)

δρ

ρ
= 1

1 −M2

[
δf

c2
−M2δh − δS

]
(B8)

δvz

v
= 1

1 −M2

[
−δf

c2
+ δEy + δS

]
(B9)

δBz

B
= kx

ω
δEx (B10)

δvx = 1

1 − v2
A

v2

(
δv̄x − v2

A

v2
δEx

)
(B11)

δBx

B
= 1

v
(

1 − v2
A

v2

) (δv̄x − δEx) (B12)

δvy = 1

1 − v2
A

v2

(
δv̄y − v2

A

v2
δEy

)
(B13)

δBy

B
= 1

v
(

1 − v2
A

v2

) (
δv̄y − δEy

)
(B14)

B.2. Differential System

∂δh

∂z
= iω

v
(
1 −M2

) [
δf

c2
−M2δh − δS

]

− ikx

v
(

1 − v2
A

v2

) [
δv̄x − v2

A

v2
δEx

]
, (B15)

∂δf

∂z
= iωv

1 −M2

[
−δf

c2
+ δh +

(
γ − 1 +

1

M2

)
δS

γ

]
,

(B16)

∂δEx

∂z
= iω

v
(

1 − v2
A

v2

) [δEx − δv̄x], (B17)
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∂δv̄x

∂z
= iω

v
(

1 − v2
A

v2

)
[
δv̄x − v2

A

v2

(
1 +

k2
x

(
v2 − v2

A

)
ω2

)
δEx

]

+
ikxv

1 −M2

[
−δf

v2
+ δh +

(
γ − 1 +

1

M2

)
δS

γ

]
,

(B18)

∂δEy

∂z
= iω

v
(

1 − v2
A

v2

) [
δEy − δv̄y

]
, (B19)

∂δv̄y

∂z
= iω

v
(

1 − v2
A

v2

) [
δv̄y − v2

A

v2
δEy

]
, (B20)

∂δS

∂z
= iω

v
δS. (B21)

B.3. Wave Decomposition in a Uniform Flow

Table B1 gives the perturbations associated to each of the
seven waves present in the case of a vertical magnetic field.
These equations are used as described in Section A.4 in order
to decompose perturbations into waves.

B.4. Boundary Conditions at the Shock

δhsh = − iωΔζ

v2

(
1 − v2

v1

)
, (B22)

δfsh = iωv1Δζ

(
1 − v2

v1

)
, (B23)

δExsh = 0, (B24)

δv̄xsh = kx

ω
δfsh = ikxv1Δζ

(
1 − v2

v1

)
, (B25)

δEysh = 0, (B26)

δv̄ysh = 0, (B27)

δSsh

γ
= iωv1Δζ

c2

(
1 − v2

v1

)2

− ∂Φ
∂z

Δζ

c2

(
1 − v2

v1

)
. (B28)
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Obergaulinger, M., Cerdá-Durán, P., Müller, E., & Aloy, M. A. 2009, A&A,

498, 241
Ohnishi, N., Kotake, K., & Yamada, S. 2006, ApJ, 641, 1018
Ott, C. D. 2009, Class. Quantum Grav., 26, 063001
Sato, J., Foglizzo, T., & Fromang, S. 2009, ApJ, 694, 833
Scheck, L., Janka, H.-T., Foglizzo, T., & Kifonidis, K. 2008, A&A, 477,

931
Scheck, L., Kifonidis, K., Janka, H.-T., & Müller, E. 2006, A&A, 457, 963
Shibata, M., Liu, Y. T., Shapiro, S. L., & Stephens, B. C. 2006, Phys. Rev. D,

74, 104026
Suzuki, T. K., Sumiyoshi, K., & Yamada, S. 2008, ApJ, 678, 1200
Syrovatskii, S. 1959, Sov. Phys.—JETP, 8, 1024
Williams, D. J. 1975, MNRAS, 171, 537
Yamasaki, T., & Foglizzo, T. 2008, ApJ, 679, 607



146 Chapitre 7. L’instabilité du choc d’accrétion en présence d’un champ magnétique



147

Dynamique d’une surface
d’Alfvén 8
8.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
8.2 Présentation du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
8.3 Amplification d’une onde d’Alfvén de faible amplitude . . . . . . . . . . . . 149

8.3.1 Régime haute fréquence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
8.3.2 Régime basse fréquence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

8.4 Saturation de l’amplification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
8.4.1 Raidissement des ondes d’Alfvén de haute fréquence . . . . . . . . . . . . . . . . 154
8.4.2 Saturation à basse fréquence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

8.5 Conséquences pour les supernovae gravitationnelles . . . . . . . . . . . . . 156
8.5.1 Rayon de la surface d’Alfvén et échelle de temps associée . . . . . . . . . . . . . 156
8.5.2 Origine des ondes d’Alfvén . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
8.5.3 Amplitude maximale et rétroaction acoustique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

8.6 Conclusions et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

8.1 Introduction

Dans ce chapitre nous continuons notre étude des effets d’un champ magnétique modéré, tel
que la vitesse d’Alfvén soit comparable à la vitesse d’advection. Dans le Chapitre 7 nous avons
considéré l’effet d’un tel champ sur l’instabilité du choc d’accrétion en nous restreignant au cas
d’un écoulement entièrement superAlfvénique, où les ondes d’Alfvén ne peuvent pas remonter
le courant. En réalité, la vitesse d’advection s’annule au centre aussi une partie du coeur en
effondrement est nécessairement subAlfvénique. La surface délimitant les régions subAlfvénique
et superAlfvénique (définie par la relation vA = v) est appelée surface d’Alfvén. Sa dynamique
n’a jamais été considérée dans le contexte des supernovae gravitationnelles, et sera l’objet de ce
chapitre. Elle présente des propriétés singulières vis à vis de la propagation des ondes d’Alfvén. En
effet, une onde d’Alfvén se propageant vers l’extérieur ne peut dépasser la surface d’Alfvén (car sa
vitesse de propagation est trop faible pour vaincre l’advection) et s’accumule donc à proximité de
cette surface. De façon symétrique une onde d’Alfvén créée en amont de la surface d’Alfvén (par
exemple par SASI) et se propageant contre le courant est emportée par le flot jusqu’à la surface
d’Alfvén où elle s’accumule. Ce phénomène a été décrit dans un autre contexte par Williams
(1975), qui en a effectué une analyse linéaire WKB. Il a montré que ces ondes d’Alfvén sont
amplifiées et que leur flux d’énergie diverge à l’approche d’une surface d’Alfvén, en l’absence
de processus dissipatif. Quelle est la conséquence d’une telle amplification ? Cette situation est
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Fig. 8.1 – Représentation schématique du modèle de surface d’Alfvén étudié. Un écoulement superAlf-
vénique est décéléré jusqu’à une vitesse subAlfvénique par un potentiel extérieur. Une onde d’Alfvén se
propageant contre le courant est envoyée depuis le bas ou le haut de la grille de calcul, et s’accumule à la
surface d’Alfvén. Le haut de la figure illustre le profil de vitesse de propagation d’une telle onde (v+ vA),
qui s’annule à la surface d’Alfvén située en x = 0. Au contraire une onde d’Alfvén se propageant dans
la même direction que le flot n’est pas affectée par la surface d’Alfvén car sa vitesse de propagation ne
s’annule pas.

similaire à celle d’un point sonique, où la vitesse de propagation des ondes acoustiques égale
la vitesse d’advection. Dans le cas d’un écoulement décéléré, l’accumulation d’ondes sonores en
ce point provoque la formation d’une discontinuité (un choc) à travers laquelle l’écoulement
supersonique devient subsonique. Une conséquence similaire n’est cependant pas possible dans le
cas d’un point d’Alfvén, car une discontinuité transalfvénique ne peut exister Syrovatskii (1959).
Qu’advient-il donc de notre onde d’Alfvén ? On peut s’attendre à ce qu’elle continue à s’amplifier
jusqu’à ce qu’une des hypothèses de Williams (1975) soit prise en défaut : soit son amplitude
devient suffisamment grande pour que des effets non linéaires stoppent son amplification, soit sa
longueur d’onde devient suffisamment petite pour qu’elle soit dissipée efficacement par des effets
résistifs ou visqueux. Afin d’étudier ces deux possibilités, nous avons effectué des simulations
numériques de l’interaction d’une onde d’Alfvén avec une surface d’Alfvén, en incluant de façon
explicite l’effet de la viscosité et de la résistivité. Cette étude numérique est complémentée de
calculs analytiques permettant d’expliquer quantitativement ses résultats. Dans la suite, nous
décrirons les résultats principaux sans expliquer l’ensemble des calculs permettant leur obtention,
qui peuvent être trouvés dans l’article associé à la suite de ce chapitre.

8.2 Présentation du modèle

Nous avons choisi d’étudier un modèle de surface d’Alfvén aussi simplifié que possible (Fi-
gure 8.1), afin d’illustrer les phénomènes physiques à l’oeuvre dans leur plus simple expression
et de rendre possible une approche analytique. On considère un écoulement subsonique plan et
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adiabatique qui est décéléré par une marche de potentiel. Cette configuration est identique au
modèle jouet étudié dans le chapitre 7, sauf que le choc n’est pas inclus. Le champ magnétique
est parallèle à la vitesse de l’écoulement (selon l’axe x), et son intensité uniforme est choisie de
telle sorte que la surface d’Alfvén se situe au milieu de la marche de potentiel (en x = 0). La
vitesse d’advection ainsi que la vitesse d’Alfvén diminuent dans la zone de décélération de la
façon suivante :

v ∝ ρ−1, (8.1)
vA ∝ ρ−1/2. (8.2)

La vitesse d’Alfvén diminue moins vite que la vitesse d’advection, donc l’écoulement est super-
Alfvénique en amont de la marche de potentiel (x > L∇) et subAlfvénique en aval (x < −L∇).
Dans la suite de ce chapitre, on utilisera les indices in et out pour décrire l’écoulement en amont
et en aval de la marche de potentiel. L’indice 0 se réfère quant à lui à l’écoulement à la surface
d’Alfvén.

Depuis la condition limite inférieure ou supérieure, on génère une onde d’Alfvén se propageant
contre le courant, décrite linéairement par les perturbations de vitesse et de champ magnétique
transverse suivantes :

δB = δBin [cos (kxx− ωt) uy + sin (kxx− ωt) uz] , (8.3)

δv = −vA
δB
B
, (8.4)

où δBin est l’amplitude de l’onde d’Alfvén, ω sa fréquence et kx son nombre d’onde :

kx =
ω

vA + v
. (8.5)

Cette onde d’Alfvén est polarisée circulairement. On peut obtenir une onde polarisée linéairement
en ne gardant que la composante de vitesse et de champ magnétique selon l’axe y. On perturbe
également la pression et la vitesse selon x, suivant un développement au deuxième ordre de cette
onde, afin d’éviter d’exciter des ondes de pression. L’évolution de cet écoulement est calculé à
une dimension à l’aide du code RAMSES décrit dans la Section 3.4, en incluant l’effet de la
résistivité η et de la viscosité ν.

8.3 Amplification d’une onde d’Alfvén de faible amplitude

La Figure 8.2 illustre le résultat de simulations numériques pour une onde d’Alfvén incidente
de faible amplitude. Deux régimes de fréquence apparaissent. Le régime de haute fréquence (à
gauche) correspond à une longueur d’onde incidente plus petite que la taille typique des gradients,
ce qui peut se traduire par une fréquence plus grande que la fréquence suivante :

ω∇ ≡ −∂(v + vA)
∂x

∼ −vAin + vin

L∇
. (8.6)

Le régime de basse fréquence correspond à une fréquence plus basse que ω∇ et à une longueur
d’onde plus grande que la taille des gradients. Ces deux régimes seront décrits séparément dans
les Sections 8.3.1 et 8.3.2. Dans les deux cas, on observe comme attendu une accumulation de
l’onde dans le voisinage de la surface d’Alfvén. Celle-ci se traduit par une amplification du champ
magnétique transverse, comme on peut le voir sur la Figure 8.3 pour le cas d’une onde de haute
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Fig. 8.2 – Amplification d’une onde d’Alfvén à proximité d’une surface d’Alfvén, illustrée ici par les
lignes de champ magnétique. La figure de gauche représente une onde de haute fréquence (ω = 6ω∇).
Sa longueur d’onde décroît à l’approche de la surface d’Alfvén tandis que le déplacement des lignes de
champ reste presque constant. L’intensité du champ magnétique transverse augmente comme on peut le
visualiser par le rapprochement des lignes de champ. La figure de droite illustre le cas d’une onde de basse
fréquence (ω = 0.06ω∇). Tout le déplacement s’accumule dans le voisinage de la surface d’Alfvén, ce qui
amplifie également le champ magnétique transverse par rapport à sa valeur au dessus de la marche de
potentiel.

fréquence. L’accumulation de l’onde à la surface d’Alfvén est la cause de deux phénomènes non
linéaires, dont l’importance est proportionnelle à l’amplitude de l’onde incidente au carré. D’une
part la dissipation de l’onde d’Alfvén produit de l’entropie que l’on mesure à la condition limite
inférieure par δS. D’autre part un signal acoustique est envoyé vers le haut (noté δPsup) et vers
le bas (δPinf) comme on peut le voir sur le profil de pression perturbé (Figure 8.3, au milieu).
Ces deux effets ainsi que l’amplification maximale atteinte sont expliqués quantitativement dans
les sections suivantes.

8.3.1 Régime haute fréquence

Dans ce régime, la propagation de l’onde d’Alfvén dans les gradients peut être décrite à l’aide
de la méthode WKB, présentée dans la Section 3.3.3. Celle-ci est valable si le critère ω/ω∇ � 4
est vérifié. Dans ce régime de fréquence et en l’absence de dissipation, l’action de l’onde d’Alfvén
est conservée (Jacques 1977). D’un point de vue heuristique, la conservation de l’action est
équivalente à la conservation du nombre de quanta associé à une onde en mécanique quantique.
Cette propriété de conservation nous permettra de décrire l’amplification de l’onde d’Alfvén en
évitant les longs calculs nécessités par une approche WKB complète. La densité d’action de
l’onde d’Alfvén est reliée à sa densité d’énergie E par la relation suivante :

A =
E

ω0
, (8.7)

E =
1
2

(
ρδv2 +

δB2

µ0

)
=
δB2

µ0
, (8.8)
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Fig. 8.3 – Profils dans l’état stationnaire at-
teint à la fin d’une simulation d’une onde d’Alf-
vén de haute fréquence polarisée circulairement.
Les profils stationnaires ont été soustraits afin
de montrer l’effet de l’onde d’Alfvén sur l’écou-
lement. La figure du haut montre la compo-
sante de champ magnétique selon l’axe y (ligne
continue), ainsi que le champ magnétique trans-
verse Btrans ≡

√
B2
y +B2

z (tirets) normalisés
par l’amplitude de l’onde incidente. La figure
du milieu illustre le profil de pression totale
Ptot ' P + B2/(2µ0) (ligne continue), et la
contribution de l’onde d’Alfvén à cette pression
totale (en tirets). Une onde de pression est en-
voyée vers le haut et vers le bas, la première
étant ici visualisée par la flèche représentant
δPsup. Enfin la figure du bas illustre le profil
d’entropie, où l’on observe une création d’en-
tropie δS par la dissipation de l’onde d’Alfvén
à proximité de la surface d’Alfvén. La rétroac-
tion acoustique et la production d’entropie sont
des phénomènes non linéaires et leur amplitude
est proportionnelle à δB2

in, ce qui a motivé le
choix de leur normalisation.

où ω0 est la fréquence dans le référentiel du fluide :

ω0 ≡ ω − k.v = ω
vA

vA + v
. (8.9)

À l’approche de la surface d’Alfvén, la fréquence de l’onde dans le référentiel du fluide diverge,
puisque vA + v → 0. Ceci associé à la conservation du flux d’action implique que l’amplitude
et le flux d’énergie de l’onde d’Alfvén divergent également, en accord avec l’analyse WKB de
Williams (1975) :

δB ∝
√
vA

vA + v
. (8.10)

F = (vA + v)
δB2

µ0
∝ vA
vA + v

. (8.11)

Le taux de croissance associé à cette amplification est la fréquence ω∇ définie par l’Équation (8.6).
Simultanément à l’amplification de l’onde, le nombre d’onde vertical augmente comme : k =
ω/(vA + v). L’amplification prend fin lorsque la longueur d’onde devient suffisamment courte
pour que les processus dissipatifs (résistivité et viscosité) soient capables d’atténuer efficacement
l’onde d’Alfvén. En comparant l’échelle spatiale d’amplification, due aux gradients, à la longueur
de dissipation, on peut montrer que ceci a lieu lorsque le nombre d’onde atteint la valeur de :

kmax =
1
xdis

, (8.12)
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où xdis est une longueur typique de la dissipation définie par :

xdis ≡
√
η + ν

ω∇
. (8.13)

En utilisant ce résultat, on peut alors donner une estimation simple de l’amplitude maximale
atteinte ainsi que de l’amplitude de l’entropie créée. Pour cela on suppose que l’onde d’Alfvén est
dans un premier temps amplifiée sans aucune dissipation, puis est dissipée instantanément lorsque
le nombre d’onde atteint la valeur donnée par l’Équation (8.12). On obtient alors l’amplitude et
le flux d’énergie maximal :

δBmax

δBin
∼

√
vA0

vAin

kmax

kin
=
√
vA0

vAin

1
kinxdis

(8.14)

Fmax

Fin
∼ vA0

vAin

kmax

kin
=
vA0

vAin

1
kinxdis

, (8.15)

où Fin est le flux d’énergie de l’onde d’Alfvén incidente, kin son vecteur d’onde, vAin (vA0) la
vitesse d’Alfvén incidente (au point d’Alfvén). L’entropie créée correspond à la dissipation de ce
flux d’énergie maximal :

δS ∼ Fmax

P0v0
∼ 1
kinxdis

Fin

P0vAin
. (8.16)

Un calcul plus précis intégrant explicitement le profil de champ magnétique transverse (dé-
taillé dans l’article associé) permet de montrer que ce résultat est vrai à un facteur multiplicatif
près, de l’ordre de l’unité. Ce calcul analytique est en très bon accord avec les simulations numé-
riques tant que l’amplitude de l’onde incidente est faible, comme on peut le voir sur la Figure 8.4.

On peut comprendre l’origine du signal de pression en considérant le budget en énergie de
l’écoulement. L’amplification du flux d’énergie de l’onde d’Alfvén implique qu’elle se couple avec
une autre onde, afin d’assurer la conservation de l’énergie. D’un point de vue linéaire une onde
d’Alfvén dans le régime WKB ne se couple avec aucune autre onde. Le couplage s’effectue donc
nécessairement de manière non linéaire, et est la cause de la création d’un signal de pression.
Une estimation quantitative peut être obtenue en considérant le bilan d’énergie et de masse de
la région de gradient. On montre alors que la pression créée en amont est toujours positive, et
peut s’exprimer en fonction de l’entropie créée de la façon suivante :

δPsup =
c2

out − (γ − 1) coutvout

(cin + vin)
(
cin + coutvout

vin

)PinδS. (8.17)

Ce résultat est comparé avec succès aux simulations numériques dans la Figure 8.4. Il est
intéressant de noter que la création d’entropie ainsi que le signal de pression sont directement
liés au flux d’énergie maximal de l’onde d’Alfvén par l’Équation (8.16). Celui-ci peut être bien
plus grand que le flux d’énergie de l’onde d’Alfvén incidente si la dissipation est faible. En effet,
d’après l’Équation (8.15) le rapport de ces deux flux diverge dans la limite de la MHD idéale
(xdis → 0), ce qui suggère un effet important dans un écoulement peu dissipatif. Cette divergence
pose la question de la saturation non linéaire qui doit avoir lieu lorsque la dissipation est faible
ou que l’amplitude de l’onde incidente est grande. Elle sera étudiée dans la Section 8.4.

8.3.2 Régime basse fréquence

Dans le régime basse fréquence, la période d’oscillation de l’onde d’Alfvén est bien plus longue
que le temps de réponse des gradients. Ainsi chaque instant peut être considéré comme un état



8.3. Amplification d’une onde d’Alfvén de faible amplitude 153

Fig. 8.4 – Création d’entropie et rétroaction acoustique : comparaison entre les simulations numériques et
le calcul analytique. Les quatre cadrans illustrent la dépendance par rapport aux paramètres suivants (de
haut en bas, et de gauche à droite) : l’amplitude de l’onde incidente, sa fréquence, la résistivité représentée
ici la longueur typique de dissipation xdis, et la vitesse du son. Les deux régimes de fréquence sont séparés
par la ligne verticale pointillée. La création d’entropie est représentée par les croix (simulations) et les
lignes tiretées (analytique). La rétroaction de pression en amont δPsup est symbolisée par les triangles
(simulations) et les lignes continues (analytique). L’accord entre les simulations et les prédictions ana-
lytiques est excellent sauf à grande amplitude de l’onde incidente, où des effets non linéaires provoquent
une saturation de l’amplification (Section 8.4).

stationnaire, ce qui permet une description analytique. On peut alors montrer que l’onde d’Alfvén
peut s’accumuler dans une région de largeur xdis centrée sur la surface d’Alfvén. L’amplitude
du champ magnétique dans cette région est proportionnelle au déplacement qu’elle induit sur
une ligne de champ, car celui-ci s’y retrouve accumulé en quasi totalité (ce qui revient à dire
que les lignes de champ en aval restent peu perturbées). L’entropie créée est proportionnelle au
carré de ce déplacement, de même que l’onde de pression créée qui peut toujours être décrite par
l’Équation (8.17). Ceci a des conséquences intéressantes sur la dépendance temporelle de l’onde
de pression. En effet, tandis que dans le régime basse fréquence cette onde est stationnaire, ici
elle suit la dépendance temporelle du déplacement des lignes de champ. On peut alors observer
une fréquence de 0, 1, ou 2 fois la fréquence incidente selon que l’onde d’Alfvén est polarisée
circulairement ou linéairement et que le déplacement est centré sur la ligne de champ ou non.
Ceci est illustré par la Figure 8.5 qui montre la dépendance temporelle du signal de pression (à
gauche) et la trajectoire des lignes de champ correspondante (à droite).
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Fig. 8.5 – Dépendance temporelle de l’onde de pression créée par une onde d’Alfvén dans le régime
basse fréquence (à gauche). Celle-ci s’explique par la dépendance temporelle du déplacement des lignes de
champ, dont la trajectoire est représentée sur la figure de droite. Quatre cas sont représentés correspondant
à des ondes polarisées circulairement (noir) ou linéairement (rouge), dont le déplacement est centré (ligne
continue) ou non (tirets).

8.4 Saturation de l’amplification

Dans cette section nous étudions la saturation non linéaire des phénomènes présentés dans la
section précédente. Nous utiliserons pour cela des simulations numériques qui nous permettront
d’identifier le phénomène à l’origine de la saturation. Nous proposerons alors une estimation
analytique de celui-ci permettant de prédire l’amplitude de saturation de l’onde d’Alfvén, ainsi
que l’entropie et la pression créées. Finalement cette prédiction sera vérifiée en la comparant au
résultat des simulations.

8.4.1 Raidissement des ondes d’Alfvén de haute fréquence

Lorsqu’une onde d’Alfvén atteint une amplitude non linéaire elle perturbe significativement la
densité, ainsi que la vitesse dans sa direction de propagation. Ceci se traduit par un changement
de sa vitesse de propagation v + vA qui provoque un raidissement des ondes d’Alfvén de haute
fréquence polarisées linéairement, comme on peut le voir sur la Figure 8.6 (à gauche). Une fois
raidie, l’onde est dissipée efficacement par la viscosité (car un fort gradient de vitesse transverse
apparaît) ou par la résistivité (car une nappe de courant apparaît à l’endroit où le champ magné-
tique transverse est discontinu). Ainsi on peut estimer l’amplitude maximale atteinte par l’onde
d’Alfvén en supposant qu’elle correspond à l’amplitude à laquelle elle se raidit. En utilisant un
développement au deuxième ordre de la structure de l’onde d’Alfvén, on obtient alors :

δBmax ∼
[
2π
ω∇(vin + vAin)
ω
√
vA0vAin

µ0ρ0(c2
0 − v2

A0)δBin

]1/3

, (8.18)

et l’entropie créée peut être estimée par le flux d’énergie correspondant :

δS ∼ Fmax

P0v0
, (8.19)

∼ 1
P0v0

[
2π
ω∇
ω

vA0

v2
Ain

µ0ρ0(c2
0 − v2

A0)(vin + vAin)4δB4
in

]1/3

. (8.20)

Ces estimations sont comparées au résultat des simulations numériques sur la Figure 8.6. On
observe que le champ magnétique maximal est très bien décrit par l’Équation 8.18. L’estimation
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Fig. 8.6 – Saturation de l’amplification d’une onde d’Alfvén de haute fréquence polarisée linéairement.
La figure de gauche illustre les profils de champ magnétique transverse (en haut) et de la vitesse de
propagation de l’onde (en bas) pour une onde incidente d’amplitude non linéaire (δBin = 0.13B0). La
figure de droite représente l’amplification maximale de l’onde (en haut) et la création d’entropie (en bas)
en fonction de l’amplitude de l’onde incidente. Les estimations analytiques de la phase linéaire (voir
l’article) ainsi que de la phase non linéaire (Équation 8.18) sont représentées par les lignes continues. La
saturation est due à un raidissement de l’onde d’Alfvén qui est alors dissipée efficacement grâce au fort
gradient introduit dans son profil de vitesse (si la viscosité domine) ou de champ magnétique transverse
(si la résistivité domine). L’estimation analytique de la saturation prédit bien l’amplitude maximale de
champ magnétique, mais sous estime d’un facteur 2 la production d’entropie.

de l’entropie créée reproduit bien la tendance, par contre elle sous estime le résultat des simu-
lations d’un facteur 2. Étant donné la simplicité de l’argument utilisé, ce résultat est cependant
satisfaisant.

8.4.2 Saturation à basse fréquence

Dans le régime de basse fréquence, la saturation est toujours liée au changement du profil
de vitesse de propagation de l’onde d’Alfvén, mais prend cependant une forme différente. En
effet, nous avons vu qu’à faible amplitude l’onde s’accumule dans une région de taille xdis centrée
sur la surface d’Alfvén. Lorsque l’amplitude de l’onde incidente est suffisamment grande, la
pression magnétique accumulée aplatit le profil de vitesse sous la surface d’Alfvén créant ainsi
une région vérifiant v+ vA = 0 (Figure 8.7). Le déplacement de l’onde d’Alfvén s’accumule alors
sur l’ensemble de cette région plus large que celle du régime linéaire, ce qui diminue l’efficacité de
l’amplification du champ magnétique. On peut estimer le profil de champ magnétique nécessaire
à aplatir ainsi le profil de vitesse par :

δB ∼ 2
[
−µ0ρ(c2 − v2

A)
ω∇x
vA

]1/2

, (8.21)

qui comparé au profil simulé sur la Figure 8.7. La forme de ce profil est reproduite correctement.
Le décalage du profil simulé vers les x positifs peut s’interpréter par l’influence du signal acous-
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Fig. 8.7 – Pareil que la Figure 8.6 mais pour une onde de basse fréquence. La saturation est due à un
aplatissement du profil de vitesse sous le point d’Alfvén provoqué par l’accumulation de l’onde d’Alf-
vén. L’estimation analytique de la saturation non linéaire reproduit bien l’amplitude maximale de champ
magnétique (Équation 8.21), et la production d’entropie (Équation 8.23).

tique, qui a été négligée ici. En utilisant ce profil on peut estimer l’amplitude de champ atteinte
lors de l’accumulation du déplacement d’une onde d’Alfvén, ainsi que l’entropie créée :

δBmax ∼
[
6µ0ρ(c2 − v2

A)
ω∇
vA

δBin

kin

]1/3

, (8.22)

δS ∼ ρ0(c2
0 − v2

A0)
P0

(
9
2

ω2
∇

c2
0 − v2

A0

)2/3(
δBin

Bkin

)4/3

. (8.23)

Comme on peut le voir sur la Figure 8.7 (à droite), ces estimations sont en bon accord avec le
résultat des simulations numériques.

Il est important de noter que les amplitudes saturées obtenues dans cette section et la section
précédente (Équations (8.18), (8.20), (8.22) et (8.23)) sont indépendantes des coefficients de
dissipation (η et ν), contrairement au régime linéaire. Ceci peut s’interpréter par le fait que
l’amplitude maximale du champ magnétique atteint est fixée par des processus non linéaires et
non plus par l’échelle dissipative.

8.5 Conséquences pour les supernovae gravitationnelles

8.5.1 Rayon de la surface d’Alfvén et échelle de temps associée

Puisque la vitesse d’advection s’annule au centre de la PNS, une surface d’Alfvén devrait
être présente dans le coeur en effondrement quelle que soit la force du champ magnétique. Ses
conséquences et leur importance pour la dynamique de l’effondrement dépendent cependant
fortement du rayon auquel la surface d’Alfvén se situe. Ce rayon est contrôlé par la force du
champ magnétique, qui détermine la vitesse d’Alfvén. Il est donc extrêmement incertain (voir
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Chapitre 6 pour une discussion de la force du champ magnétique). Un champ magnétique très
faible placerait la surface d’Alfvén près du centre de la PNS, tandis qu’un champ plus fort la
ferait migrer vers l’extérieur où la vitesse d’advection est plus rapide.

Pour que la surface d’Alfvén puisse avoir un effet sur la dynamique de l’explosion, il est
nécessaire que l’amplification des ondes d’Alfvén soit suffisamment rapide pour avoir lieu avant
le début de l’explosion. L’échelle de temps de l’amplification est fixée par la raideur du gradient
de vitesse à la surface d’Alfvén :

τ = ω−1
∇ ∼

(
dv
dr

)−1

∼ L∇
v
, (8.24)

où L∇ est la taille typique des gradients et v une vitesse d’advection typique. Cette échelle de
temps dépend fortement du rayon de la surface d’Alfvén. Si celle-ci se situe à l’intérieur de la
PNS, la vitesse d’advection due à sa contraction est très lente, et le temps d’amplification serait
probablement trop long pour affecter l’explosion. La situation serait beaucoup plus favorable si
le champ magnétique était suffisamment fort pour que la surface d’Alfvén se trouve à l’extérieur
de la PNS. Par exemple, Scheck et al. (2008) ont montré que le gradient de vitesse atteint un
maximum légèrement au dessus de la neutrinosphère et peut atteindre des valeurs de ω∇ ∼
100− 300 s−1, donnant une amplification rapide : τ ∼ 3− 10 ms.

Dans la suite nous considérerons le cas le plus favorable, et supposerons donc que la sur-
face d’Alfvén se trouve près du maximum de gradient. Ceci nécessite un champ magnétique
de l’ordre de B ∼ 3.5 × 1013 G, en supposant une vitesse d’advection à la surface d’Alfvén de
v ∼ 1000 km.s−1 et une densité de ρ ∼ 1010 g.cm−3. La plausibilité d’un tel champ a été discutée
dans le chapitre 6. Dans l’hypothèse simpliste de conservation du flux magnétique, il correspond
à l’intensité nécessaire à la formation d’un magnétar.

8.5.2 Origine des ondes d’Alfvén

Plusieurs phénomènes décrits dans le Chapitre 2 provoquent des mouvements de fluide non
radiaux qui peuvent tordre les lignes de champ magnétique et exciter des ondes d’Alfvén. Nous
considérerons en particulier l’émission d’ondes d’Alfvén par la convection dans la proto-étoile à
neutrons (Section 2.2), par les oscillations des modes-g de la PNS (Section 2.3), et par les oscil-
lations du choc dues à SASI (Section 2.6 et Chapitre 7). On peut estimer naïvement l’amplitude
de l’onde d’Alfvén créée par la vitesse des mouvements de fluide provoqués par ces phénomènes,
et sa période par le temps typique associé.

La vorticité créée par SASI se répartit entre ondes d’Alfvén et ondes lentes sauf dans le cas très
particulier d’un champ purement radial où seules des ondes lentes sont créées (voir chapitre 7).
SASI provoque des mouvements non radiaux qui peuvent atteindre des vitesses supersoniques,
il est donc raisonnable de supposer qu’une fraction se trouve sous forme d’ondes d’Alfvén avec
une vitesse de δv ∼ 104 km.s−1 (correspondant à v/c ∼ 0.3). La période de ces ondes est alors
celle de SASI, soit de l’ordre de TAlf ∼ 30− 50 ms (ω ∼ 100− 200 s−1).

La convection dans la PNS provoque des vitesses typiques de l’ordre de δv ∼ 3× 103 km.s−1

(Keil et al. 1996, Buras et al. 2006, Dessart et al. 2006), que l’on supposera être l’amplitude de
l’onde d’Alfvén créée. La période correspondante peut être estimée avec le temps de retournement
d’une cellule de convection de taille l ∼ 10 km, et l’on obtient alors : TAlf ∼ l/v ∼ 3 ms (ω ∼
2.103 s−1).

Si les modes-g de la PNS sont excités à une amplitude aussi élevée que celle obtenue par
Burrows et al. (2006) (voir Section 2.2 pour une discussion de cette amplitude), ils pourraient
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exciter de puissantes ondes d’Alfvén. L’amplitude de déplacement de ∆r ∼ 3 km associée à une
période de T ∼ 3 ms, donnerait une vitesse typique de l’ordre de : δv ∼ ω∆r ∼ 6000 km.s−1.

Les amplitudes obtenues dans les trois paragraphes précédents sont très élevées, ce qui suggère
que leur interaction avec la surface d’Alfvén pourrait avoir un effet important. Au vu de ces
amplitudes, on peut légitimement supposer que l’on se trouvera dans le régime non linéaire,
aussi on utilisera les prescriptions de la Section 8.4 afin d’estimer l’amplification maximale et la
pression générée (voir la section suivante). En comparant les fréquences estimées à la valeur de
ω∇ ∼ 100 − 300 s−1 obtenue dans la section précédente, on observe que l’onde créée par SASI
se trouve marginalement dans le régime de basse fréquence (ω/ω∇ ∼ 0.3 − 1), tandis que celle
provenant de la convection dans la PNS et des modes-g sont dans le régime de haute fréquence
(ω/ω∇ ∼ 6− 20).

8.5.3 Amplitude maximale et rétroaction acoustique

Afin d’obtenir une estimation simple du signal de pression généré, nous supposerons que
l’écoulement à la surface d’Alfvén est très subsonique (soit v ∼ vA � c). L’Équation (8.17) peut
alors se simplifier pour donner l’estimation suivante de l’onde de pression envoyée en direction
du choc :

δP

P
∼ c2

in

c2
out

δS & δS. (8.25)

Puisque les ondes d’Alfvén générées par la convection et les modes-g de la PNS sont dans
le régime haute fréquence, on utilise la formulation de la Section 8.4.1. L’Équation (8.20) se
simplifie alors en :

δP

P
∼ δS ∼ γ

(
2π
ω∇
ω

)1/3
(
vin + vAin√
vAinv0

δv

c

)4/3

, (8.26)

ce qui donne δP/P ∼ 0.05 pour la convection dans la PNS (avec les valeurs : ω∇/ω ∼ 0.1,
δv/c ∼ 0.1, et (vin + vAin)/

√
vAinv0 ∼ 1) et δP/P ∼ 0.1 pour les modes-g (avec δv/c ∼ 0.2).

Pour les ondes d’Alfvén générées par SASI, on utilise la description de la saturation à basse
fréquence donnée par la Section 8.4.2. L’Équation (8.23) se simplifie pour donner :

δP

P
∼ γ

(
9
2

)2/3(ω∇
ω

v + vA
vA

δv

c

)4/3

. (8.27)

Les estimations ω∇/ω ∼ 2, (v+vA)/vA ∼ 1 et δv/c ∼ 1/3 conduisent alors à une onde de pression
très significative : δP/P ∼ 2. Le champ magnétique transverse maximum peut être estimé grâce
à l’Équation (8.22) :

δBmax ∼ √µ0ρ

(
6c2ω∇

ω

v + vA
vA

δv

)1/3

, (8.28)

donnant δBmax ∼ 1.5 × 1015 G. Bien sûr la très grande amplitude de la rétroaction acoustique
que l’on obtient ne doit pas être prise au pied de la lettre, puisque notre analyse suppose que
l’onde de pression ne modifie pas significativement l’écoulement en amont (alors que l’on obtient
que la pression sous le choc est multipliée par 3 !). La simplicité de notre modèle ne nous permet
pas d’espérer obtenir une valeur précise de cet effet, cependant notre estimation simple suggère
qu’il pourrait être important.

La pression générée par l’interaction d’ondes d’Alfvén avec la surface d’Alfvén est donc domi-
née par la contribution de SASI, qui est plus efficace que la convection et les modes-g de la PNS
du fait de la plus grande amplitude et de la plus basse fréquence des ondes d’Alfvén générées.
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8.6 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons étudié l’amplification d’ondes d’Alfvén à proximité d’une surface
d’Alfvén, où leur vitesse de propagation coïncide avec la vitesse d’advection. Nous avons pour
cela utilisé un modèle très simplifié que l’on a caractérisé à l’aide de simulations numériques
unidimensionnelles et d’arguments analytiques. L’origine physique de l’amplification ainsi que
son arrêt par des processus dissipatifs ou non linéaires a ainsi pu être élucidée. Un couplage non
linéaire provoquant l’émission d’une onde acoustique a également été dévoilé. Une estimation
analytique de celui-ci a été obtenue dans deux régimes de fréquence pour la phase linéaire ainsi
que non linéaire, et est en bon accord avec les simulations numériques.

Nous avons ensuite appliqué ces résultats pour estimer l’importance de cette amplification et
de la génération de pression conséquente pour les supernovae gravitationnelles. Il a été suggéré
que de puissantes ondes d’Alfvén sont générées par SASI, la convection et les modes-g de la
PNS. Leur amplification à proximité de la surface d’Alfvén peut être suffisamment rapide si
elle se trouve dans la zone de forte décélération au dessus de la surface de la PNS. Le champ
magnétique nécessaire est modéré dans le sens où la pression magnétique reste très inférieure à
la pression thermique, mais correspond tout de même à la formation d’un magnétar si le flux
magnétique est conservé. Si la surface d’Alfvén se trouve effectivement dans cette zone de forts
gradients, une extrapolation de nos formules analytiques suggère que la création de pression est
dominée par la contribution de SASI et pourrait contribuer significativement à la pression sous
le choc.

Cette conclusion est cependant limitée par la simplicité de notre modèle, et doit seulement être
considérée comme une indication que la surface d’Alfvén pourrait jouer un rôle important. Afin
de pouvoir faire une estimation plus solide, il est nécessaire de considérer un modèle plus réaliste.
Je projette ainsi d’effectuer des simulations multidimensionnelles de la dynamique d’une surface
d’Alfvén, qui devraient permettre d’étudier l’effet de la structure turbulente de l’écoulement
en amont de cette surface et de savoir si l’amplification est toujours aussi efficace dans ce cas.
Il sera également intéressant d’étudier la dynamique des ondes lentes qui pourraient avoir un
comportement similaire aux ondes d’Alfvén (dans le modèle simple de ce chapitre, elles sont
confondues avec les ondes d’Alfvén). Dans un premier temps je conserverai la géométrie plane car
celle-ci devrait bien décrire la dynamique dans le voisinage de la surface d’Alfvén. Les hypothèses
d’adiabaticité et d’un champ magnétique parallèle à l’écoulement stationnaire seront par contre
relaxée. L’inclusion d’une fonction de refroidissement permettrait d’obtenir un profil de vitesse
plus réaliste, et de considérer de plus grands facteurs de compression que dans ce chapitre. Ainsi
on pourrait mieux tester la suggestion qu’un champ magnétique contribuant très peu à la pression
puisse avoir un effet important sur la dynamique.

Il serait ensuite souhaitable de décrire de façon cohérente la création des ondes d’Alfvén par
SASI, et leur amplification à proximité de la surface d’Alfvén. Des simulations numériques d’un
modèle de SASI magnétisé incluant une surface d’Alfvén permettraient d’atteindre ce but, et de
décrire l’influence d’une telle surface sur la dynamique du choc.

Finalement, notons que jusqu’ici nous avons négligé la rotation, et supposé la présence d’un
champ magnétique suffisamment fort dans le coeur en effondrement. Il serait intéressant d’étudier
la dynamique d’une surface d’Alfvén dans le cas d’un champ magnétique créé in situ en présence
de rotation. Cette dynamique pourrait être significativement affectée par l’aspect turbulent du
champ magnétique créé. On peut ainsi craindre qu’en l’absence d’un champ magnétique à grande
échelle reliant les régions superAlfvéniques et subAlfvéniques, l’amplification décrite dans ce
chapitre ne se produise pas.
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Les résultats présentés dans ce chapitre sont présentés plus en détail dans les pages suivantes
où est reproduit l’article : "The dynamics of an Alfvén surface in core collapse supernovae", par
Guilet et al. (2010a). Cet article a été soumis à la revue The astrophysical journal.
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DYNAMICS OF AN ALFVÉN SURFACE IN CORE COLLAPSE SUPERNOVAE
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ABSTRACT
We investigate the dynamics of an Alfvén surface (where the Alfvén speed equals the advection

velocity) in the context of core collapse supernovae during the phase of accretion on the proto-neutron
star. Such a surface should exist even for weak magnetic fields because the advection velocity decreases
to zero at the center of the collapsing core. In this decelerated flow, Alfvén waves created by the
standing accretion shock instability (SASI) or convection accumulate and amplify while approaching
the Alfvén surface.

We study this amplification using one dimensional MHD simulations with explicit physical dissi-
pation (resistivity and viscosity). In the linear regime, the amplification continues until the Alfvén
wavelength becomes as small as the dissipative scale. A pressure feedback that increases the pres-
sure in the upstream flow is created via a non linear coupling. We derive analytic formulae for the
maximum amplification and the non linear coupling and check them with numerical simulations to
a very good accuracy. Interestingly, these quantities diverge if the dissipation is decreased to zero,
scaling like the square root of the Reynolds number, suggesting large effects in weakly dissipative
flows. We also characterize the non linear saturation of this amplification when compression effects
become important, leading to either a change of the velocity gradient, or a steepening of the Alfvén
wave.

Applying these results to core collapse supernovae shows that the amplification can be fast enough
to affect the dynamics, if the magnetic field is strong enough for the Alfvén surface to lie in the region
of strong velocity gradient just above the neutrinosphere. An extrapolation of our analytic formula
(taking into account the nonlinear saturation) suggests that the Alfvén wave could reach an amplitude
of B ∼ 1015 G, and that the pressure feedback could significantly contribute to the pressure below the
shock.
Subject headings: waves — accretion— magnetic fields—magnetohydrodynamics—supernovae: general

1. INTRODUCTION

The theoretical mechanism responsible for the explo-
sion of massive stars has become a multidimensional
puzzle when spherical models were ruled out by ac-
curate numerical simulations (Liebendörfer et al. 2001).
In all mechanisms proposed recently, multidimensional
fluid motions are essential for successful explosions of
massive stars via core collapse (Marek & Janka 2009;
Burrows et al. 2006, 2007). These motions are induced
by several hydrodynamic instabilities: convection in the
proto-neutron star (Dessart et al. 2006), convection in
the neutrino heated region between the neutrinosphere
and the shock (Herant et al. 1992) and the standing
accretion shock instability (SASI, e.g. Blondin et al.
(2003); Foglizzo et al. (2007)).

The effect of a magnetic field on the dynamics has
been studied mainly in the context of very rapid ro-
tation. In this case the magnetic field can be ampli-
fied to a dynamically significant strength by the winding
of the initial field and by the magneto-rotational insta-
bility (Akiyama et al. 2003; Obergaulinger et al. 2009).
This magnetic field could then extract enough rota-
tional energy to power an explosion driven by magnetic
jets (Bisnovatyi-Kogan et al. 1976; Shibata et al. 2006;
Burrows et al. 2007).

For moderate rotation rates, the magnetic field is usu-

jerome.guilet@cea.fr

ally neglected because the magnetic pressure is thought
to be much smaller than the thermal pressure. The cri-
terion determining the significance of the magnetic field
effects, however, may be more complex. For example,
Guilet & Foglizzo (2010) suggested that a magnetic field
can affect SASI significantly if the Alfvén speed is com-
parable with the advection velocity, which is a much
less stringent criterion in the very subsonic part of the
flow. This may explain the surprising stabilization of
SASI by a radial magnetic field which pressure is negli-
gibly small (Pmag/P < 10−3), in the model 2DB14Am
of Endeve et al. (2010). Moreover, Endeve et al. (2010)
showed that even in the absence of rotation, the magnetic
field could be amplified by the turbulent flow driven by
SASI. This motivates our study of the effect of a mod-
erate magnetic field in the context of negligible rotation,
when the Alfvén and the fluid velocities are comparable.

The Alfvén surface is defined as the surface where the
flow velocity equals the Alfvén velocity. Such a surface
exists in the context of a wind or a jet ejected from a mag-
netized object (e.g. the Sun) because the fluid accelerates
from a subAlfvénic to a superAlfvénic speed. Symmet-
rically in the context of accretion of a magnetized fluid
onto a solid object, if the flow is superAlfvénic far from
the accretor it has to decelerate to a subAlfvénic speed
before settling down onto the surface. The fundamental
difference between these two situations is that an Alfvén
wave that is propagating against the flow accumulates at
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the Alfvén surface in a decelerated flow (as its velocity is
decreasing to zero), while it diverges from it in an accel-
erated flow. This is similar to the hydrodynamical situa-
tion at the sonic point: in a decelerated transsonic flow,
the accumulation of acoustic waves leads to the formation
of a shock wave, while no such thing happens in an ac-
celerated flow. The formation of a transAlfvénic discon-
tinuity was shown to be non evolutionary by Syrovatskii
(1959): in the presence of an arbitrarily small perturba-
tion, it instantaneously disintegrates into several other
discontinuities. What happens then at the Alfvén sur-
face? To our knowledge, the only study dealing with a
decelerated transAlfvénic flow is that of Williams (1975).
He showed that Alfvén waves not only accumulate but
are actually amplified while approaching the Alfvén sur-
face in the sense that their energy flux increases. He
proposed that this could cause a broad turbulent zone
below the Alfvén surface.

Such an Alfvén surface is expected to exist in the con-
text of core collapse supernovae during the phase of ac-
cretion onto the proto-neutron star. This holds even for
a very weak magnetic field (and thus a very slow Alfvén
speed) because the infall velocity vanishes at the center
of the star. Furthermore strong Alfvén waves are created
by SASI (Guilet & Foglizzo 2010) and by the convection
inside the proto-neutron star (Suzuki et al. 2008). The
primary goal of this paper is to study the evolution of
these waves properties as they reach the Alfvén surface
in the conditions prevailing during the collapse of a mas-
sive star core. Williams (1975) made a linear analysis
of high frequency Alfvén waves in a cold supersonic and
inviscid flow. We extend his analysis by including the ef-
fect of thermal pressure, viscosity, and resistivity, and by
considering also the low frequency regime. Furthermore,
we focus on the non linear dynamics in a subsonic flow,
and show the existence of a non linear pressure feedback.
For this purpose we use a combination of MHD simula-
tions and analytic arguments, which we apply to a model
of Alfvén surface that is voluntarily as simplified as pos-
sible.

In Section 2 we describe our set up and our numeri-
cal method. Section 3 gives a qualitative description of
the simulations, while Sections 4 and 5 are devoted to
a quantitative description of the amplification of Alfvén
waves in two different frequency regimes. The satura-
tion of the Alfvén amplification is studied in Section 6.
Finally we discuss the astrophysical consequences of our
results in Section 7 and conclude in Section 8.

2. THE MODEL

2.1. Stationary flow
In order to study the dynamics of an Alfvén surface in

a general perspective, we choose to simplify the physical
set up as much as possible. As the phenomena discussed
below take place in the vicinity of the Alfvén surface,
the convergence of the flow is not expected to play a
crucial role, hence we restrict our study to a planar ge-
ometry. The perfect gas is described by an adiabatic
index γ = 4/3 characterizing a gas of relativistic degen-
erate fermions. Cooling processes are neglected for the
sake of simplicity. The Alfvén surface in the stationary
flow is created through the adiabatic deceleration of a
superAlfvénic flow to a subAlfvénic velocity by an exter-

Fig. 1.— Schematic view of the setup. An external potential
step located in −L∇ < x < L∇ decelerates the flow from a super-
Alfvénic to a subAlfvénic velocity. An Alfvén wave propagating
against the flow is sent from either the lower or the upper bound-
ary, and accumulates at the Alfvén surface. The upper part of the
figure represents the propagation speed of this wave (v+vA), which
vanishes at the Alfvén surface located in x = 0. On the contrary,
Alfvén waves propagating in the same direction as the flow are not
affected by the Alfvén surface as their propagation velocity v− vA
does not vanish.

nal potential jump (Figure 1). The superAlfvénic flow
located at x > L∇ has a velocity and a magnetic field
that are aligned along the x direction (v ≡ vx < 0). The
external potential is a linear step extending in the region
−L∇ < x < L∇ and with a depth chosen in such a way
that the Alfvén surface is located at x = 0. The incident
flow at x > L∇ is denoted with the subscript “in” (e.g.
the advection velocity vin, sound speed cin, and Alfvén
speed vAin), the downstream flow at x < −L∇ with the
subscript “out”, and the Alfvén surface at x = 0 with
the subscript 0.

The stationary flow profile is determined by the con-
servation of energy, mass, magnetic flux and entropy:

∂

∂x

(
v2

2
+

c2

γ − 1
+ φ

)
=0, (1)

∂

∂x
(ρv)=0, (2)

∂

∂x
(Bx)=0, (3)

∂S

∂x
=0, (4)

where the dimensionless entropy S is defined by:

S ≡ 1
γ − 1

log
[

P

P0

(
ρ0

ρ

)γ]
. (5)

As a consequence, the sound speed, density and Alfvén
speed (defined by vA ≡ B/

√
µ0ρ) scale with the advec-

tion speed as:

c∝ v(1−γ)/2, (6)
ρ∝ v−1, (7)

vA∝ v1/2. (8)

The Alfvén velocity decreases less than the advection
velocity, which allows the superAlfvénic fluid to become
subAlfvénic when compressed by the external potential.
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The potential step has the following depth:

φin − φout = v2
0 − v2

in +
2

γ − 1
c2
in

[(
v0

vin

)1−γ

− 1

]
(9)

The free parameters of the stationary flow are thus
L∇, v0, vin and c0. Other quantities can be obtained
from these (e.g. vAin =

√
vinv0).

2.2. Alfvén waves
From the upper or the lower boundary, we send either

a circularly or a linearly polarized Alfvén wave that is
propagating against the flow. The transverse magnetic
field and velocity of a circularly polarized wave are de-
scribed by:

δB= δBin [cos (kxx− ωt)uy + sin (kxx− ωt)uz] ,(10)

δv=−vA
δB
B

, (11)

where δBin is the amplitude of the Alfvén wave (it is
noted δBout when the Alfvén wave is sent from below),
ω its frequency and kx its wave number:

kx =
ω

vA + v
. (12)

In order to generate a symmetric displacement with re-
spect to the initial position, the circularly polarized wave
is replaced by a linearly polarized one during the first
quarter of a period (0 < t < Talf/4). A linearly polarized
Alfvén wave is obtained from the same set of equations
by retaining only the y component of the magnetic field
in Equation (10).

The circularly polarized Alfvén wave is an exact so-
lution of the MHD equations in a uniform flow, in the
absence of dissipation, if its amplitude δB is constant in
time and space. However at the time we start to send the
Alfvén wave the transition from a zero to a non zero am-
plitude is not an exact solution, and would create sound
waves. To avoid this, we also perturb the density, pres-
sure, and speed of the stationary flow using a second
order description of the Alfvén wave as is explained in
Appendix A.

2.3. Parameters and dimensionless numbers
Unless otherwise specified, the physical quantities are

normalized by setting vA0 = −v0 = 1, ρ0 = 1 and
L∇ = 1. The free parameters of our setup are then:
vin, cin, the resistivity η, and the viscosity ν. Alfvénic
perturbations are characterized by their frequency ω and
their amplitude δBin (or δBout if sent from below). We
explored the parameter space by varying the parameters
one by one, using the following baseline values: cin = 2v0,
vin = 1.5v0, η = 2.10−5, ν = 0, δBin = 10−4B0, and
ω = 1.

We define below a few physical quantities which are
important for the dynamics of the Alfvén surface and
will be useful in the rest of the paper. The strength of
the gradients is described by:

ω∇ ≡ −∂(v + vA)
∂x

∼ −vAin + vin

L∇
. (13)

It is also a typical growth rate of the Alfvén wave ampli-
tude (Section 4.1). Its ratio with the wave frequency de-

fines a dimensionless number ǫ that determines whether
the wave is in the high frequency regime (ǫ ≪ 1, stud-
ied in Section 4) or in the low frequency regime (ǫ ≫ 1,
Section 5):

ǫ ≡ ω∇
ω
∼ 1

kinL∇
. (14)

The illustrative simulation described in Section 3 corre-
sponds to ǫ ≃ 0.15, and has a behavior typical of the
high frequency regime.

The ratio of kinematic viscosity ν to resistivity η (the
magnetic Prandtl number) was varied from 0 to infinity,
and the same results were found in these two limiting
cases. For simplicity, in most of the paper, we consider
only the effect of resistivity ; however the same results
would be obtained with viscosity instead. As shown in
Sections 4 and 5, a typical length scale for the dissipation
can be defined as:

xdis ≡
√

η + ν

ω∇
. (15)

Its ratio with the lengthscale of the gradients is related
to the Reynolds number:

L∇
xdis

≃
√

L∇ (vAin + vin)
η + ν

∼
√

Re. (16)

In the simulations presented here the dissipation is varied
in the range Re ∼ 103 − 105 (with Re ≃ 104 for our
baseline parameters). The core collapse supernovae fluid
can be rather viscous inside the neutrinosphere due to
neutrino viscosity and is expected to lie in this range of
Reynolds number (Section 7). Most other astrophysical
fluids would be expected to be much less dissipative.

2.4. Numerical method
We use the code RAMSES (Teyssier 2002;

Fromang et al. 2006) to solve the usual MHD equations
in one dimension along the x-direction. Note however
that the velocity and magnetic field are three dimen-
sional vectors with non zero components along the y and
z directions. RAMSES is a second order Godunov type
code that uses the MUSCL-Hancok scheme to evolve the
MHD equations. For the calculations presented in this
paper, we used the MinMod slope limiter along with
the HLLD Riemann solver (Miyoshi & Kusano 2005).
The computational domain is a one dimensional box
of length 4L∇, comprised between −1.5L∇ and 2.5L∇
when the Alfvén wave is sent from above, and between
−2.5L∇ and 1.5L∇ when the Alfvén wave is sent from
below.

After the stationary flow has settled to its numerical
equilibrium, we start sending an Alfvén wave from ei-
ther the upper or the lower boundary. For this purpose
we impose in the ghost cells the conditions described by
Equations (10)-(12) and (A3)-(A6). We use a zero gra-
dient condition for the other boundary, and checked that
the reflections caused by such a choice are negligible (see
Section 3).

The dissipation is taken into account explicitly with a
kinematic viscosity ν and a resistivity η. For given dis-
sipation coefficients the resolution is chosen in the range
∆x/L∇ ∼ 5.10−4 − 4.10−2 so that the numerical dissi-
pation is significantly smaller than the physical one and
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Fig. 2.— Magnetic field lines projected in the plane (xy) at
the end of the simulation with our baseline parameters (a small
amplitude circularly polarized incident wave in the WKB regime,
ω∇/ω ≃ 0.15). The scale in the y direction has been normalized by
the displacement of the incident wave δyin = δBin/(kinB0). The
x−axis is normalized by the scale L∇ of the stationary gradients.

does not affect the result: this typically corresponds to
∆x . xdis/5.

3. QUALITATIVE DESCRIPTION OF THE SIMULATIONS

For the purpose of illustration we first focus on our
baseline set of parameters and on the case where the
Alfvén wave is circularly polarized and sent from above.
The frequency such that ω∇/ω ≃ 0.15 makes it represen-
tative of the high frequency regime studied more quan-
titatively in Section 4.

As it approaches the Alfvén surface, the Alfvén wave is
slowed down to a velocity approaching zero, which causes
its wavelength to decrease to zero (Figure 2). At first, its
transverse magnetic field and velocity are amplified to in-
creasingly large values while the transverse displacement
stays roughly constant (Figures 2 and 3). The Alfvén
wave is efficiently damped when the wavelength becomes
as small as the dissipative scale, either resistive or vis-
cous. The resulting amplitude profile of the transverse
magnetic field peaks close to the Alfvén surface, at a
maximum value which we refer to as δBmax, and then
quickly decreases to zero (Figure 3). This enables the
establishment of a stationary state, where the amplitude
of the Alfvén wave is constant in time (but δByz and
δvyz are oscillating as the wave is propagating). The
dissipation of the Alfvén wave is measured at the lower
boundary by the change of entropy δS as compared to
the unperturbed flow (Figure 3, bottom panel). This am-
plification and dissipation are explained quantitatively in
Section 4 for the WKB regime, and in Section 5 for the
low frequency regime.

The total pressure profile in Figure 3 can be explained
by two distinct phenomena. The negative extremum (sig-
nifying a decrease as compared to the stationary pressure
profile) for x & 0 is the contribution from the Alfvén
wave, which amplitude has a similar profile. The sec-
ond order expansion of the Alfvén wave explained in Ap-
pendix A gives a good description of the contribution of
the Alfvén wave to the total pressure (dashed line in the
middle panel of Figure 3). The second effect is the cre-
ation of a pressure feedback propagating up and down,
which can be visualized by the difference between the

Fig. 3.— Profiles in the stationary state at the end of the simu-
lation with our baseline parameters. The stationary profiles have
been subtracted in order to show the effect of the Alfvén wave on
the flow. Upper panel: y component of the magnetic field (full

line) and transverse magnetic field Btrans ≡
√

B2
y + B2

z (dashed

line) normalized by the amplitude of the incident Alfvén wave.
Middle panel: total pressure defined as the sum of the thermal
pressure and the magnetic pressure Ptot ≃ P +B2/(2µ0) (full line).
The contribution of the Alfvén wave to the total pressure has been
estimated using Equation A3 (dashed line). Bottom panel: entropy
profile. The pressure and entropy have been normalized by δB2

in

and δB2
in/B2

0 in order to define dimensionless quantities that are
independent of the incident wave amplitude in the linear regime
(see Section 6).

dashed line and the full line. The amplitude of the feed-
back sent upward (respectively downward) is measured
at the upper (resp. lower) boundary by δPsup, δvsup and
δρsup (resp. δPinf , δvinf and δρinf). For both signals,
we verified that the relation between the pressure, ve-
locity and density perturbations correspond to what is
expected from an acoustic wave propagating either up or
down (Equations 42-43). This gives us confidence that
the boundary condition we apply does not cause any spu-
rious reflections. We find that the pressure feedback in-
creases the pressure and decelerates the flow upstream
of the Alfvén surface, while it decreases the pressure and
decelerates the flow downstream. This pressure feedback
is explained in Section 4.4.

The time evolution of the maximum transverse mag-
netic field, the pressure feedback, and the entropy cre-
ation (shown in Figure 4) gives some useful information
on the origin of the pressure feedback. The maximum
transverse magnetic field increases from the time the
Alfvén wave enters the gradients at t ∼ 0.5 − 1, un-
til t ∼ 4 when dissipation becomes important. At this
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Fig. 4.— Time evolution in our baseline simulation of the max-
imum transverse magnetic field δBymax (full line), the upstream
pressure feedback δPsup measured at the upper boundary (dashed
line) and the created entropy δS measured at the lower bound-
ary (dotted line). δBymax, δPsup and δS have been normalized by
their final value in the stationary state. The time is normalized
using ω∇, a typical growth rate for Alfvén wave amplification (see
Section 4).

time the entropy starts to increase and quickly reaches
its maximum value1. On the other hand the pressure
feedback increases soon after the beginning of the ampli-
fication. This is significantly before the entropy creation
starts, indicating that the primary source of this pressure
feedback lies in the amplification of the Alfvén wave by
the gradients rather than in its dissipation.

4. THE WKB REGIME

4.1. Non dissipative waves
When the Alfvén wave has a much shorter wavelength

than the typical scale of the gradients, its evolution can
be described in the WKB formalism. Close to the Alfvén
surface, this approximation is valid if the parameter ǫ de-
fined in Eq. (14) satisfies ǫ ≪ 1/4, which corresponds to
the high frequency regime. Note that, in the vicinity of
the Alfvén surface, this parameter ǫ does not depend on
the distance from the Alfvén surface although this may
seem counterintuitive as the wavelength decreases to zero
(Williams 1975). This can be understood by the fact
that the lengthscale of variation of its effective propaga-
tion velocity also scales like the distance x to the Alfvén
surface.

In the WKB approximation and in the absence of dis-
sipation, the wave action of an Alfvén wave is conserved
(heuristically this conservation is equivalent to the con-
servation of wave quanta, see Jacques (1977)). This
property can be used to describe the amplification of
the Alfvén wave, thus avoiding the lengthy calculations
needed for a full WKB approach. The wave action den-
sity is defined by:

A =
E

ω0
, (17)

where E is the energy density and ω0 = ω − k.v is the

1 The propagation of entropy and pressure to the boundaries
where they are measured induces a delay, which is rather short in

both cases: ∆t ∼ ∫ 2.5L∇
0

dx/(c + v) ∼ 0.6ω−1
∇ for the pressure

feedback, and ∆t ∼ ∫−1.5L∇
0

dx/v ∼ 0.3ω−1
∇ for the entropy.

frequency in the frame of the fluid:

E =
1
2

(
ρδv2 +

δB2

µ0

)
=

δB2

µ0
, (18)

ω0 =ω
vA

vA + v
. (19)

The conservation of the wave action can then be stated
as:

∂A
∂t

+∇. [(v + vA)A] = 0. (20)

In a 1D stationary state, the wave action flux is thus
constant:

(v + vA)A =
(v + vA)2

ωvA

δB2

µ0
= constant. (21)

The following scaling of the Alfvén wave amplitude is
obtained:

δB ∝
√

vA

vA + v
. (22)

In the absence of dissipation, the amplitude of an in-
cident Alfvén wave thus increases to infinity when ap-
proaching the Alfvén surface. Such a divergence could
be expected from a mere accumulation of the wave en-
ergy: assuming a constant energy flux and a vanishing
propagation speed implies that the amplitude diverges.
What happens to the energy flux of the Alfvén wave?
The relation between the energy density and the action
density (Eq. 17) shows that as ω0 is varied, both quan-
tities cannot be conserved at the same time. When an
Alfvén wave approaches an Alfvén surface, the increase
of ω0 implies that the energy flux of the Alfvén wave also
increases (Williams 1975):

F = (vA + v)
δB2

µ0
∝ vA

vA + v
. (23)

This shows that the Alfvén wave not only accumulates
but actually amplifies when approaching the Alfvén sur-
face. A wave vector can be associated with this amplifi-
cation of the energy flux:

kamp ≡ 1
F

∂F

∂x
=

1
vA

∂vA

∂x
− 1

v + vA

∂(v + vA)
∂x

. (24)

Close to the Alfvén surface v+vA ≪ vA, hence the second
term is dominant and may be approximated by:

kamp ≃ ω∇
v + vA

≃ − 1
x

. (25)

The growth rate that can be associated with the Alfvén
wave amplification is:

σ = kamp(vA + v) ≃ −∂(v + vA)
∂x

= ω∇. (26)

Thus the steeper the gradient, the faster the amplifica-
tion. Interestingly, in the idealized case of a compact
step, the growth rate would be infinite.

4.2. Dissipation of Alfvén waves by viscosity or
resistivity
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In a uniform flow, an Alfvén wave obeys the following
dispersion relation:

k2v2
A = (ω − k.v + iνk2)(ω − k.v + iηk2). (27)

For a plane wave (ω real) and small damping rate, the
wave vector can be approximated by:

k = k0 + i
η + ν

2ω
k3
0 , (28)

where k0 ≡ ω
vA+v is the wave vector in the absence of

damping. The damping vector for the energy or the wave
action is thus:

kdis =
η + ν

ω
k3
0 =

η + ν

vA + v
k2
0 . (29)

In the stationary regime, the wave action is then damped
as (Jacques 1977):

∂

∂x
[(v + vA)A] = −kdis [(v + vA)A] . (30)

This last equation will be used in Section 4.3.2.

4.3. Maximum amplification and entropy creation
4.3.1. Simple estimate

The maximum energy flux of the Alfvén wave can
be estimated by stating that amplification and dissipa-
tion compensate exactly: |kamp| = |kdis|. Using Equa-
tions (25) and (28), the wave number kmax corresponding
to the maximum amplitude can be estimated:

kmax =
1

xdis
, (31)

where we implicitly assumed that the maximum amplifi-
cation happens close to the Alfvén surface and v + vA ≪
vA ≃ vA0. In order to make a simple estimate, let us
assume that the Alfvén wave evolves in two steps: the
energy flux is amplified without any dissipation in a first
step, reaches a maximum Fmax, and is instantaneously
dissipated in a second step. Using Equation (23), the
maximum energy flux is then:

Fmax

Fin
∼ vA0

vAin

kmax

kin
=

vA0

vAin

1
kinxdis

∼ vA0

vAin
ǫ
√

Re, (32)

where the subscript ”in” refers to the incident Alfvén
wave and should be replaced by out in the case where
the Alfvén wave is sent from below. The entropy created
by the dissipation of the amplified Alfvén wave can be
estimated with this maximum energy flux:

δS ∼ Fmax

P0v0
∼ 1

kinxdis

Fin

P0vAin
. (33)

Interestingly the maximum energy flux as well as the
created entropy both diverge when the dissipation is
decreased to zero, scaling like the square root of the
Reynolds number. This suggests a singular behavior and
large effects of the Alfvén surface in a flow with low dis-
sipation. The nonlinear saturation of the amplification
at low dissipation is studied in Section 6.

Fig. 5.— Amplification of an Alfvén wave approaching the Alfvén

point: the transverse magnetic field
√

B2
z + B2

y is shown as func-

tion of x. The black line is the result of the simulation (at the
end of the simulation when a steady state is reached), the dotted
line is the prediction by the ideal WKB analysis (Equation (22)),
the dashed line is the WKB prediction that includes the effect of
dissipation (deduced from Equation (36)).

4.3.2. Exact calculation

A more precise calculation can be done in the regime
where all the dissipation takes place close to the Alfvén
surface, so that the velocity profile can be approximated
by a linear function:

v + vA = −ω∇x. (34)

The damping vector can then be written explicitly as a
function of x using Equation (29):

kdis = − ω2

ω2
∇

x2
dis

x3
, (35)

which allows us to solve explicitly Equation (30):

(v + vA)A = (vin + vAin)Aine
− ω2

ω2∇

x2
dis

2x2
. (36)

The corresponding transverse magnetic field profile is
compared successfully with the simulations in Figure 5
(dashed line versus full line). In particular, the maximum
magnetic field is:

δBmax =
√

2
e

vA0

vAin

δBin

kinxdis
(37)

Using these explicit profiles, the amount of entropy δS
created can be computed with the ohmic dissipation as:

δS =
∫ +∞

−∞

η

µ0Pv
(∇×B)2 dx =

√
π

2
1

kinxdis

Fin

P0vAin
,

(38)
which is very close to the simple estimate obtained in
Equation (33). Note that in the case of a linearly polar-
ized wave, the above equation should be multiplied by a
factor 1/2.

Williams (1975) called the phenomenon described in
this section an instability because the energy of the per-
turbation (the incoming Alfvén wave) increases exponen-
tially. We prefer to call it an amplification, because it
critically depends on the properties of the incident Alfvén
wave. For example the maximum amplitude reached is
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proportional to its amplitude, and if the source of inci-
dent Alfvén wave is stopped the perturbations gradually
disappear (unless the displacement is kept to a non zero
value, see Section 5). Thus contrary to usual instabilities,
the growth of perturbations at an Alfvén surface needs a
continuous incident wave and cannot grow to non linear
amplitude from some small initial perturbations: the non
linear saturation studied in Section 6 happens only if the
incident amplitude is large enough for given dissipation
coefficients.

4.4. Pressure feedback
In this subsection we investigate the origin of the pres-

sure waves that are emitted up and down when the
Alfvén wave propagates in the gradients. Some insight
about their physical origin can be gained by considering
the energy budget of the flow. As shown in Section 4.1,
the energy flux of an Alfvén wave in the WKB regime
increases when it approaches the Alfvén surface, which
implies a coupling with at least another wave in order
to ensure energy conservation. As the WKB criterion
precludes a linear coupling, the energy conservation re-
quires a nonlinear coupling which causes a pressure feed-
back. Figure 4 shows that, after a growth period, the
pressure feedback levels off and remains at a constant
value, suggesting a non linear coupling to a perturbation
at zero frequency. By contrast a linear process would
have retained the frequency of the incident Alfvén wave
ω. As will be shown in the following Section, the pressure
feedback in the low frequency regime can display a time
dependence with a frequency either 0, ω or 2ω. The ab-
sence of non zero frequencies in the high frequency regime
can be interpreted by the presence of many wavelengths
in the gradients, which pressure feedbacks interfere de-
structively.

In order to estimate quantitatively the pressure feed-
back, we consider the energy and mass budget of the
region −L∇ < x < L∇. In the stationary state where
the pressure feedback is constant, the net energy and
mass fluxes should vanish: these two equations are suf-
ficient to determine the two unknown of our problem
(the amplitudes of the acoustic signals propagating up
and down). We further assume that the amplification is
large, i.e. that the maximum energy flux of the Alfvén
wave is much larger than the incident energy flux. Ne-
glecting the energy flux due to the incident Alfvén wave,
the energy and mass flux perturbations are due to:

(i) the entropy wave, described by:

δρS

ρ
=(1− γ)

δS

γ
, (39)

δPS =0, (40)
δvS =0, (41)

(ii) the acoustic wave propagating up (termed -) and
down (termed +), described by:

δρ±=
δP±
c2

, (42)

δv±=∓δP±
ρc

. (43)

The conservation of mass and energy can be written as

follows:

(1 +
cin

vin
)

δP−
ρinc2

in

=(1− cout

vout
)

δP+

ρoutc2
out

+ (1− γ)
δS

γ
,(44)

(1 +
vin

cin
)
δP−
ρin

=(1− vout

cout
)
δP+

ρout
+ c2

out

δS

γ
. (45)

Combining these two equations, the pressure perturba-
tion is obtained as a function of the created entropy:

δPsup = δP−=
c2
out − (γ − 1) coutvout

(cin + vin)
(
cin + coutvout

vin

)PinδS, (46)

δPinf = δP+ =− c2
out + (γ − 1) cinvin

(cout − vout)
(
cout + cinvin

vout

)PoutδS.(47)

Using Equation (38), the pressure feedback can then be
expressed as a function of the incident Alfvén wave am-
plitude and the other parameters of the problem. This
analytical result is compared with the simulations in Fig-
ure 6. The dependence on the amplitude and frequency
of the incident wave, as well as the resistivity and the
Mach number of the flow are reproduced very well. A
slight discrepancy appears at very high resistivity be-
cause the assumption of large amplification is not ful-
filled. For incident waves with a large amplitude, the
amplification saturates when the assumption of linear
perturbation breaks down: this non linear regime is fur-
ther studied in Section 6. In addition, a different regime
appears at low frequency. This regime is studied in the
following section.

5. THE LOW FREQUENCY REGIME

In this section we study the low frequency regime,
where the WKB criterion is not satisfied: ǫ = ω∇/ω ≫ 1.
The flow can be considered as stationary at each instant,
because the period of the incident Alfvén wave is much
longer than the response time of the gradients. With this
steady state assumption an analytical study of this flow
becomes possible in the vicinity of the Alfvén surface. As
previously, the transverse magnetic field is assumed to
be arbitrarily small, and the velocity profile is described
by the linear function of Equation (34). As shown in
appendix B.1, the transverse velocity then follows the
second order ordinary differential equation:

∂2

∂x2
δBy +

2
x2

dis

(
x

∂

∂x
δBy + δBy

)
= 0. (48)

Note that the z component follows the same equation.
The solution that does not diverge for large x is a Gaus-
sian function with a typical width xdis:

δBy = δBmaxe
−x2/x2

dis . (49)

This suggests that in this regime part of the displacement
of the field lines could accumulate in a region of width
xdis around the Alfvén surface. This is confirmed by the
simulations, as shown in Figure 7. The displacement of
the field lines induced by this profile can be computed
as:

δy =
∫ +∞

−∞

δBy

B0
dx =

√
πxdis

δBmax

B0
. (50)
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Fig. 6.— Entropy creation and pressure feedback: comparison between the simulations and the analytical calculation. The four plots
show the dependence on the following parameters (from top to bottom and left to right): the amplitude of the incident Alfvén wave δBin,

its frequency ω, the resistivity represented here by the parameter xdis =
√

η/ω∇, and the sound speed c0. As each of these parameters is

varied, the others are kept constant to their baseline values. The entropy creation δS (normalized by (B0/Bin)2 in order to be independent
of the incident wave amplitude in the linear regime) is shown with crosses for the simulation result, and dashed lines for the analytical
prediction. The upstream pressure feedback δPsup, normalized by the magnetic pressure of the incident wave δB2

in, is represented by
triangles (simulation results) and full lines (analytical prediction). Finally, in the bottom right plot, the pressure feedback downstream is
shown by crosses (simulations) and dotted line (analytical) with the same normalization. Notice the two frequency regimes separated by a
vertical dotted line at ω/ω∇ = 1/π. The agreement between analytics and numerics is excellent, except at large amplitude of the incident
wave where non linear effects cause a saturation of the pressure feedback and entropy creation (see Section 6 for more details).

The entropy created by this profile is:

δS =
1√
2π

ω∇B2
0

µ0P0v0xdis

(
δy2 + δz2

)
. (51)

The relation between the incident Alfvén wave ampli-
tude and δBmax can then be determined approximately
by assuming that the downstream field lines are not per-
turbed at all. This amounts to neglecting the downward
propagating Alfvén wave created by linear coupling of
the incident Alfvén wave in the gradient, and leads to
an error of ∼ 10%. This simple approximation allows
to match the transverse displacement of the incident low
frequency Alfvén wave with that contained in the vicin-
ity of the Alfvén surface (Equation (50)) and deduce the
value of δBmax.

In order to check the above description, let us first
consider a circularly polarized Alfvén wave which dis-
placement is symmetric with respect to the initial flow.
The displacement of such a wave is constant and equals√

δy2 + δz2 = δBin/(kinB0), giving:

δBmax =
δBin√
πkinxdis

. (52)

Figure 7 compares the corresponding profile (dashed line)
with the simulations (full lines). This confirms the Gaus-
sian shape and the frequency dependence (contained in
the normalization) in the low frequency limit. Further-
more Figure 7 shows that a low frequency Alfvén wave
behaves like a stationary displacement of the field lines
(here induced by sending only half a wavelength of a
linearly polarized Alfvén wave). As shown in Figure 7
however, Equation (52) overestimates δBmax by ∼ 10%.
This can be interpreted by the fact that part of the dis-
placement of the incident wave goes into a downward
propagating Alfvén wave created by linear coupling in
the gradients. A more elaborate estimate described in
Appendix B.2 resolves this slight discrepancy. The en-
tropy created by this circularly polarized wave is constant
and estimated with Equations (51) and (52), which can
be written in a similar form as Equation (38):

δS =
1

kinxη

ω∇
ω

Fin√
2πP0v0

. (53)

This formula is compared successfully with the simula-
tions in Figure 6 (left bottom panel).

In the case of other Alfvén wave polarizations, the dis-
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Fig. 7.— Left panel: Magnetic field lines for a circularly polarized Alfvén wave in the low frequency regime (ǫ ≡ ω∇/ω = 15). Right
panel: Transverse magnetic field profile (normalized by the displacement amplitude of the incident wave) for different frequency Alfvén
waves in the low frequency regime compared to the profile produced by a stationary displacement of the field lines. From bottom to top
(and black to red in the online version): a stationary displacement, ǫ = 15, ǫ = 6, ǫ = 3, and the three higher curves (ǫ = 1.5, 0.6 and 0.3)
which are not in the low frequency regime. The dashed line shows the analytic estimate given by Equation (49) and (52), which has the
correct shape but overestimates the maximum magnetic field by ∼ 10%.

placement of the field lines (and therefore the entropy
created) can be time dependent. However the low fre-
quency assumption ensures that this timescale is much
longer than the dynamical timescale, such that the os-
cillation can be considered as a succession of station-
ary states and the analysis of Section 4.4 applies. The
pressure feedback is proportional to the entropy creation
(Equations (46)-(47)) and therefore to the square of the
displacement. As a consequence the time dependence
of the pressure feedback can be understood from the
time dependence of the displacement. The trajectory
of a field line and the corresponding pressure feedback
is illustrated in Figure 8 in four different cases. For a
circularly polarized Alfvén wave started as described in
Section 2.2, the field line describes a circle around its
initial position and thus creates a stationary feedback
(i.e. at zero frequency). If the first quarter of a period is
omitted (dashed line), it describes an off-centered circle,
leading to a displacement and a pressure feedback that
oscillates with the same frequency as the incident wave.
Similarly, linearly polarized Alfvén waves show two dif-
ferent types of time dependence: the centered trajectory
leads to an oscillation of the displacement in the range
−δy0 < δy < δy0 and a pressure feedback with a doubled
frequency. The off-centered trajectory oscillates between
0 < δy < 2δy0, thus the pressure has the same frequency
as the incident wave. The maximum displacement of off-
centered waves is twice that of centered waves, leading
to a maximum pressure feedback that is approximately
four times larger (Figure 8).

6. SATURATION OF THE AMPLIFICATION AT LARGE
AMPLITUDE OR LOW DISSIPATION

When the amplitude of the incident Alfvén wave is
increased or when the dissipation is decreased, the maxi-
mum amplitude of the Alfvén wave increases and eventu-
ally becomes non linear, and the analysis of the preceding
sections no longer applies. This non linear regime starts
when the Alfvén wave significantly changes the station-
ary flow profiles (e.g. of pressure, density, velocity), i.e.
when it becomes compressible. In this section we de-
scribe this non linear dynamics and show how it affects

Fig. 8.— Time dependence of the pressure feedback in the simu-
lations in the low frequency regime (here ω = 5×10−2, ǫ = 3). The
black curves correspond to circularly polarized Alfvén waves, the
thick gray (red in the online version) curves to linearly polarized
waves. The displacement is either symmetric with respect to the
initial flow (full lines), or one sided (dashed lines).

the Alfvén wave amplification and the creation of the
pressure feedback.

The dynamics of an Alfvén wave in the linear regime is
very similar in the different configurations: whether it is
sent from above or from below gives the same amplifica-
tion and pressure feedback, the only difference between
the circular and linear polarization is the time depen-
dence in the low frequency regime. On the contrary, the
non linear dynamics described in this section differs for
these configurations, we thus describe them separately in
the next subsections.

6.1. Steepening of linearly polarized Alfvén waves



10

Fig. 9.— Magnetic field along the y direction (up) and prop-
agation velocity of the Alfvén wave vx+vA (bottom) at the end
of the simulation. The Alfvén waves are sent from above with an
amplitude of δBin = 0.13B0. The full line corresponds to a lin-
ear polarization, the dotted line to a circular polarization, and the
dashed line to the unperturbed stationary flow. The linearly po-
larized wave steepens and therefore dissipates efficiently. On the
other hand the circularly polarized wave does not steepen, reaches
larger amplitudes and pushes the Alfvén surface downward.

The propagation velocity of an Alfvén wave non lin-
early changes as described by v + vA in Equation (A6).
Thus the propagation velocity of a maximum of trans-
verse magnetic field pressure is different from that of a
minimum, leading to a steepening of the wave (Figure 9).
The amplitude above which this steepening happens can
be estimated with the criterion that the minimum and
the maximum (separated by one quarter of a wavelength)
have time to catch up before the wave reaches the Alfven
surface:

δ2(v + vA)
x

v + vA
∼ λ

4
=

π

2
v + vA

ω
. (54)

Using Equations (22) and (34), one can get the corre-
sponding transverse magnetic field strength for a given
incident amplitude:

δBmax ∼
(

2π
ω∇(vin + vAin)

ω
√

vA0vAin
µ0ρ0(c2

0 − v2
A0)δBin

)1/3

.

(55)
The steepening of the wave damps it efficiently, thus

Equation (55) is a good estimate of the maximum mag-
netic field reached by a linearly polarized Alfvén wave in
the non linear regime (Figure 10, upper panel). As in
Section 4.3.1, we then use the corresponding maximum
flux to estimate the amount of entropy created:

δS∼ Fmax

P0v0
, (56)

∼ 1
P0v0

(
2π

ω∇
ω

vA0

v2
Ain

µ0ρ0(c2
0 − v2

A0)(vin + vAin)4δB4
in

)1/3

.(57)

This estimate gives the good scaling with δBin but is a
factor 2 smaller than the result of the simulations (Fig-
ure 10, lower panel). This is reasonable given the sim-

Fig. 10.— Saturation at large amplitude of linearly versus circu-
larly polarized Alfvén waves sent from above. The maximum trans-
verse magnetic field (upper panel) and the entropy created (lower
panel) are plotted as a function of the incident wave amplitude.
Both quantities are normalized to be constant in the linear regime,
so that the onset of the nonlinear regime is clearly visible. Symbols
are the simulation results (diamonds for linear polarization, plus
signs for circular polarization), while lines represent the analyti-
cal estimates (full (dotted) lines for linear (circular) polarization).
The two line segments represent the linear solution (horizontal) and
nonlinear estimates (note that for the circular polarization this is
only an estimate of the onset of the nonlinear regime, unlike the
linear polarization).

plicity of the argument.

6.2. Circularly polarized Alfvén waves
Circularly polarized Alfvén waves do not steepen like

the linearly polarized ones, because their magnetic pres-
sure does not oscillate over a wavelength. Even at non
linear amplitude, they propagate without deformation
in a uniform medium since they are an exact solution
of MHD equations. In a non uniform medium however,
this is no longer true and the amplification of the Alfvén
wave creates a gradient of v+vA that is non linear (using
Equations (A6) and (25)):

∇ (
δ2 (v + vA)

) ≃ ω∇
vA

v + vA

δB2

2ρ (c2 − v2
A)

. (58)

This effect is significant if the gradient created by the
wave is comparable to the stationary gradient:

∇ (
δ2 (v + vA)

) ∼ ω∇. (59)

Using Equations (58) and (22) for a given incident
amplitude, the corresponding transverse magnetic field
strength is obtained:

δB ∼
[
2ρ0

(
c2
0 − v2

A0

) vin + vAin

vAin
δBin

]1/3

. (60)

Comparing this with the maximum transverse magnetic
field in the linear regime (Equation (37)), gives the
threshold of the non linear regime. The behavior is dif-
ferent if the wave is sent from above or from below. The
gradient created by an Alfvén wave sent from above is
opposed to the stationary gradient (because v + vA < 0
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Fig. 11.— Same as Figure 9 but for a circular Alfvén wave sent
from below with an amplitude δBout/B0 = 0.18 (dotted lines), and
a stationary displacement of the field lines (full line) which is repre-
sentative of the low frequency regime. The stationary displacement
is induced by sending half a wavelength of a circularly polarized
Alfvén wave of frequency ω = 1 and amplitude δBin/B0 = 0.5
(the asymmetric wave of Figure 8), the result depends only on its
displacement 2δBin/(B0kin).

at x > 0). Therefore it weakens the gradients and pushes
the Alfvén surface downward, as illustrated in Figure 9.
The weaker gradients lead to a less efficient amplification
and pressure feedback (Figures 6 and 10).

In contrast, the gradient induced by a wave sent from
below steepens the stationary gradient (because v+vA >
0 at x < 0). This causes more amplification which causes
more steepening, leading to the build up of a discontinu-
ity (Figure 11). Across this discontinuity the flow is ac-
celerated to a velocity close to (though somewhat slower
than) the Alfvén speed, while the Alfvén wave is ampli-
fied. Just above the threshold, the discontinuity is weak
and close to the Alfvén surface. As the amplitude is in-
creased, the discontinuity becomes stronger and moves
away from the Alfvén surface. Contrary to the case of
an Alfvén wave sent from above this nonlinear effect does
not diminish the amplification, thus no saturation occurs
for δBin/B0 < 0.3 (Figure 12). For larger amplitudes the
discontinuity becomes so strong that it reaches the lower
grid boundary, leading to non physical effects.

6.3. The low frequency regime
As described in Section 5, a low frequency wave in

the linear regime accumulates in a region with a width
xdis centered on the Alfvén surface. In the non linear
regime, the magnetic pressure accumulated around the
Alfvén surface flattens the velocity profile. Eventually
the Alfvén wave accumulates over a wider region veri-
fying v + vA = 0 and located downstream of the Alfvén
surface (Figure 11). The transverse magnetic field profile
can be estimated with the condition v + vA = 0:

− ω∇x + δ2 (v + vA) ∼ 0, (61)

thus using Equation (A6):

δB ∼ 2
[
−µ0ρ(c2 − v2

A)
ω∇x

vA

]1/2

. (62)

Fig. 12.— Same as Figure 10, but for a circular Alfvén wave sent
from below (plus signs, dotted lines) and a stationary displacement
representative of the low frequency regime (diamonds, full lines).
As in Figure 11 the stationary displacement is induced by sending
half a wavelength of a circularly polarized Alfvén wave of frequency
ω = 1 and amplitude δBin (the asymmetric wave of Figure 8), the
result depends only on its displacement 2δBin/(B0kin).

This profile is compared with a simulation in Figure 11.
The (relatively small) discrepancy can be attributed to
the effect of the pressure feedback on the velocity profile
which was neglected. The width xinf of the region can be
approximated as in Section 5 by matching its displace-
ment with that of the incident Alfvén wave:

xinf ∼
[

9
16

v3
A0

ω∇(c2
0 − v2

A0)
δy2

in

]1/3

, (63)

thus giving the maximum magnetic field:

δBmax ∼
[
6µ0ρ(c2 − v2

A)
ω∇
vA

δBin

kin

]1/3

. (64)

The entropy created by this profile can be roughly esti-
mated using:

δS =
∫

η

µ0Pv
(∇×B)2 dx ∼ ηδB2

µ0PvL
, (65)

where L is the scale over which δB varies. This entropy
creation is dominated by the sharp decrease of δB located
near −xinf . The length scale L can be roughly estimated
assuming that the width of this sharp decrease is due to
the dissipative scale. The width is then such that this
diffusion speed due to the resistivity (typically vdiff ∼
η
L) compensates the velocity at which the Alfvén wave
propagates: vdiff ∼ ω∇xinf . Therefore, we get:

L ∼ η

ω∇xinf
. (66)

Finally, using the four previous equations, the entropy
created can be expressed as:

δS ∼ ρ0(c2
0 − v2

A0)
P0

(
9
2

ω2
∇

c2
0 − v2

A0

)2/3 (
δBin

Bkin

)4/3

. (67)

Note that a similar argument in the linear regime gives
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Fig. 13.— Saturation at low dissipation in the low frequency
regime (represented by a stationary displacement, i.e. half a wave-
length of a ω = 1 wave). The maximum transverse magnetic field is
plotted as a function of the dissipative scale xdis, for three values
of the incident wave amplitude: δBin/B0 = 8.10−4 (plus signs),
δBin/B0 = 8.10−3 (diamonds) and δBin/B0 = 3.10−2 (triangles).
The dashed line represents the analytical estimate in the linear
regime, while the two full lines correspond to the nonlinear esti-
mate for δBin/B0 = 8.10−3 (up) and δBin/B0 = 3.10−2 (down).

the same scaling as the more precise calculation of Sec-
tion 5. The estimates of the maximum magnetic field
and entropy creation are compared successfully with the
simulations in Figure 12.

While the linear amplification diverges at low dissipa-
tion, it is important to mention that Equations (64) and
(67) show that the nonlinear saturated state is indepen-
dent of the dissipation coefficient. This is checked with
the simulations in Figure 13. The same phenomenon was
found in Section 6.1 for the saturation of linearly polar-
ized waves in the WKB regime (Equations (55) and (57)).
This can be interpreted by the fact that the amplitude
at which the Alfvén wave is dissipated is controlled by
nonlinear effects rather than by the dissipative scale.

7. CONSEQUENCES FOR CORE COLLAPSE SUPERNOVAE

We now consider the consequences of an Alfvén sur-
face in the context of core collapse supernovae, focusing
on the phase of stalled accretion shock when matter from
the outer layers of the core accretes on the forming proto-
neutron star. What maximum amplitude do the Alfvén
waves reach? Can the pressure feedback significantly af-
fect the shock dynamics? Using the analytic formula
derived in this paper, we estimate the conditions under
which these effects could be significant.

7.1. Origin of the Alfvén waves:
Several instabilities cause non radial motions, which

can potentially be a source of Alfvén waves: both neu-
trino driven convection and the standing accretion shock
instability (SASI) operate between the neutrinosphere
and the shock, while Ledoux convection takes place below
the neutrinosphere. Powerful Alfvén waves could also be
created by the g-modes of the PNS if these are excited to
large amplitudes as suggested by Burrows et al. (2006).
Below we estimate the typical amplitude and frequency
of the Alfvén waves created by these three phenomena.

SASI in a magnetized flow was studied linearly by
Guilet & Foglizzo (2010). Although SASI can be sta-
bilized by a radial field, this stabilization effect is ex-
pected to be less acute if the field is oblique, since the
horizontal component can enhance the growth of SASI.
Guilet & Foglizzo (2010) showed that the vorticity cre-
ated by the shock oscillations is distributed into slow and
Alfvén waves. The proportion of these two types of waves

depends on the field geometry and the wave vector of the
SASI mode. Except for very particular cases (for exam-
ple in a purely radial magnetic field, only slow waves
are created) one can expect that a significant fraction of
the vorticity is in the form of Alfvén waves. Further-
more, downward and upward propagating Alfvén waves
are created with roughly the same amplitude (strictly
in the weak field limit). As a first estimate we will
thus assume that the amplitude of the upward propa-
gating Alfvén wave of interest for the Alfvén surface is a
few times smaller than the maximum transverse veloci-
ties induced by SASI. According to published numerical
simulations, the deformations of the shock induce trans-
verse motions with a speed comparable to or even greater
than the sound speed (Blondin et al. 2003; Scheck et al.
2008; Marek & Janka 2009). It is thus reasonable to take
an amplitude of δv ∼ 104 km.s−1, which corresponds to
δv/c ∼ 0.3. The oscillation period of SASI is deter-
mined by the advection time from the shock to a radius
of strong deceleration slightly above the neutrinosphere
(Foglizzo et al. 2007; Scheck et al. 2008), and is usually
in the range: TAlf ∼ 30− 50 ms (ω ∼ 100− 200 s−1).

The production of Alfvén waves by Ledoux con-
vection in the proto-neutron star was considered by
Suzuki et al. (2008). The wave amplitude may be es-
timated by the typical velocities in the PNS convection:
δv ∼ 3 × 103 km.s−1 (Keil et al. 1996; Buras et al. 2006;
Dessart et al. 2006). The period may be roughly esti-
mated with the overturn time of a convection cell with a
size l ∼ 10 km: TAlf ∼ l/v ∼ 3 ms (ω ∼ 2.103 s−1).

Burrows et al. (2006) witnessed powerful g-mode os-
cillations that had a typical period of T ∼ 3 ms and
a displacement amplitude of ∆r ∼ 3 km. The Alfvén
waves created by these oscillations may be estimated to
have similar amplitude and frequency : δv ∼ ω∆r ∼
6000 km.s−1. However one should note that such large
amplitudes are still controversial since they have not
yet been confirmed by other groups (Marek & Janka
2009). Furthermore Weinberg & Quataert (2008) sug-
gested that non linear coupling with short wavelength
modes unresolved in the simulations could saturate this
g-mode at a much lower amplitude.

These amplitudes in the range δv ∼ 0.3− 1.104 km.s−1

are a significant fraction of the sound speed c ∼ 3.104 km
(δv/c ∼ 0.1 − 0.3). Therefore one would expect such
waves to be in the nonlinear regime studied in Section 6.

7.2. Amplification time scale:
The timescale of the Alfvén wave amplification and

pressure feedback is controlled by the stiffness of the ve-
locity gradient:

τ = ω−1
∇ ∼

(
dv

dr

)−1

∼ L∇
v

, (68)

where L∇ is the typical size of the gradient and v a typ-
ical advection speed. This timescale depends crucially
on the radius of the Alfvén surface. If the Alfvén sur-
face is inside the proto-neutron star, the advection speed
due to the contraction of the PNS is very slow and the
timescale could become too long to affect the dynamics
of the supernova explosion.

The situation would be more favorable if the Alfvén
surface lies outside the PNS. For example, Scheck et al.
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(2008) showed that the velocity gradient peaks at a ra-
dius slightly above the neutrinosphere and reaches val-
ues of 100 − 300 s−1 (their Figure 14). This translates
into a quite fast growth timescale: τ ∼ 3 − 10 ms. This
timescale, associated to the advection time across the
deceleration layer with a size L∇ ∼ 10 − 20 km, is sig-
nificantly shorter than the period of SASI, which corre-
sponds to the advection time from the shock to the PNS
surface on a distance of rsh−rPNS ∼ 100 km. As a conse-
quence, SASI-created Alfvén waves would lie marginally
in the low frequency regime (ω/ω∇ ∼ 1− 3), while those
originating from the PNS convection would lie in the
WKB regime (ω∇/ω ∼ 0.05− 0.15).

We conclude that the Alfvén wave amplification can
be fast enough to affect the dynamics of core collapse su-
pernovae if the Alfvén surface lies in the strong gradients
slightly above the neutrinosphere. In the next subsec-
tion, we discuss whether this corresponds to a realistic
magnetic field strength.

7.3. Magnetic field strength and radius of the Alfvén
surface:

Because the infall velocity decreases to zero at the cen-
ter of the proto-neutron star, an Alfvén surface should
be present in the flow regardless of the magnetic field
strength. However, its consequences and their signifi-
cance for core collapse supernovae depends on the Alfvén
surface radius. This radius is controlled by the magnetic
field strength, which is unfortunately extremely uncer-
tain. A very weak magnetic field would place the Alfvén
surface close to the center inside the proto-neutron star,
while stronger field would move it outward to larger radii
where the infall velocity is larger.

As discussed in the previous subsection, if the Alfvén
surface is inside the PNS the amplification timescale may
be too long to affect the dynamics before an explosion
sets in. Therefore we concentrate on the possibility that
the Alfvén surface lies above the PNS surface. What
strength of the magnetic field is required for this to hap-
pen? Assuming an advection speed of v ∼ 1000 km.s−1

and a density of ρ ∼ 1010 g.cm−3, yields a magnetic field
at the Alfvén surface of B ∼ 3.5 × 1013 G. Compared
with other supernovae studies, this corresponds to an in-
termediate strength. Indeed, magnetic models of super-
novae explosions often find or assume a much stronger
field of ∼ 1014 − 1015 G with a magnetic pressure com-
parable to the thermal pressure (Akiyama et al. 2003;
Shibata et al. 2006; Burrows et al. 2007; Suzuki et al.
2008; Obergaulinger et al. 2009), while here the mag-
netic pressure remains much smaller than the thermal
one: Pmag/P ∼ γ/2×v2

A/c2 . 10−3. On the other hand,
this magnetic field strength is significantly larger than
the extrapolation from the stellar evolution calculation
of Heger et al. (2005).

In order to get an idea of the plausibility of such a field,
it is instructive to estimate the magnetic field of the re-
sulting neutron star and to compare it with observed val-
ues of pulsars and magnetars. Assuming that the mag-
netic flux is conserved (with either the usual prescription
Bρ2/3, or Br2 for a radial field) and extrapolating the
magnetic field at the Alfvén surface to the final density
and radius of a cool neutron star (ρ ∼ 3.1014 g.cm−3,
r ∼ 10 km) yields B ∼ 1015− 1016 G. While this is much

larger than usual pulsars, it corresponds to the range of
magnetic field strength typical of magnetars. Therefore,
we conclude that the Alfvén surface may play an im-
portant role in supernovae leaving a magnetar behind,
but should not be significant in the more common su-
pernovae forming normal pulsars. One should however
caution that the correspondence between the magnetic
field of the PNS and that of much older neutron stars is
very uncertain, because the magnetic field might decrease
during the supernovae explosion and later evolution, as
hypothesized by Wheeler et al. (2002).

Suzuki et al. (2008) also studied the effect of Alfvén
waves on the dynamics of core collapse supernovae. They
assumed a magnetic field of B ∼ 1 − 3.1015 G at the
surface of the proto-neutron star (r = 50 km), which is
one to two orders of magnitude larger than considered in
this paper. As a consequence, their Alfvén surface lies in
the supersonic flow above the shock, while we restricted
our study to the case where the Alfvén surface is in the
subsonic part of the flow.

7.4. Viscosity:
In the linear regime, the maximum amplification and

the pressure feedback critically depend on the dissipation
scale (due to viscosity or resistivity). However, the large
amplitude of the incident Alfvén wave would probably
place it in the non linear regime discussed in Section 6,
in which the dynamics is independent of the dissipation
coefficient. Therefore the dissipation should not play an
important role unless it is much larger than considered
in this paper ; we check below that this is not the case.

The hot nuclear fluid constituting the proto-neutron
star is an extremely good conductor but is rather vis-
cous due to the diffusion of neutrinos (resulting in a
huge magnetic Prandtl number Pm ≃ ν/η ∼ 1013, e.g.
Thompson & Duncan (1993)). The dominant diffusion
therefore comes from the neutrino viscosity, which can be
estimated in the region optically thick to neutrinos us-
ing the diffusion limit (see e.g. Thompson et al. (2005)):
ν ∼ 1011 cm2.s−1, slightly below the neutrinosphere
where it is highest. This translates into a dissipation
scale xdis ∼

√
ν/ω∇ ∼ 0.2 km and a typical Reynolds

number Re ∼ (L∇/xdis)2 ∼ 104 (using ω∇ ∼ 200 s−1,
L∇ ∼ 20 km as suggested in the previous paragraph).
This value is in the range explored in this paper and
yields a significant amplification of an Alfvén wave be-
fore it is dissipated.

The steep gradients proposed to be a good place for a
strong effect of the Alfvén surface lie above the neutri-
nosphere. There, the matter is optically thin to neutri-
nos and this neutrino viscosity is unfortunately not well
defined. However, interactions with streaming neutrinos
still have a similar damping effect, which was estimated
by Thompson et al. (2005) by a damping rate Γ ∼ 30 s−1.
As this is smaller than the growth rate of the amplifica-
tion, we do not expect the neutrinos to be able to prevent
the amplification very efficiently.

7.5. Amplitude of the pressure feedback:
In order to get a simpler scaling of the pressure feed-

back, we assume that at the Alfvén surface, the flow is
very subsonic, that is: v ∼ vA ≪ c. Equation (46) giving
the pressure feedback propagating toward the shock then
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simplifies into:

δP

P
∼ c2

in

c2
out

δS & δS. (69)

Since Alfvén waves created by convection and g-modes
in the proto-neutron star lie in the WKB regime, we use
the formulation of Section 6.1. Under the same assump-
tions, Equation (57) simplifies into:

δP

P
∼ δS ∼ γ

(
2π

ω∇
ω

)1/3
(

vin + vAin√
vAinv0

δv

c

)4/3

. (70)

This gives δP/P ∼ 0.05 for PNS convection (using
the values: ω∇/ω ∼ 0.1, δv/c ∼ 0.1 and (vin +
vAin)/

√
vAinv0 ∼ 1) and δP/P ∼ 0.1 for g-modes (us-

ing δv/c ∼ 0.2).
The Alfvén waves created by SASI lie marginally in

the low frequency regime, therefore we use the nonlin-
ear formulation developed in Section 6.3. Equation (67)
simplifies into:

δP

P
∼ γ

(
9
2

)2/3 (
ω∇
ω

v + vA

vA

δv

c

)4/3

(71)

The values ω∇/ω ∼ 2, (v + vA)/vA ∼ 1 and δv/c ∼ 1/3
give a very significant pressure feedback: δP/P ∼ 2. The
corresponding maximum transverse magnetic field can be
estimated with Equation (64):

δBmax ∼ √µ0ρ

(
6c2 ω∇

ω

v + vA

vA
δv

)1/3

, (72)

yielding δBmax ∼ 1.5× 1015 G. Of course this very large
value of the pressure feedback should not be taken at face
value, since our analysis assumes that the pressure feed-
back does not significantly modify the upstream flow. A
self consistent calculation should consider the shock as
the source of Alfvén waves in order to capture the effect
of the pressure feedback on the Alfvén wave injection.
We also caution that such a large pressure feedback cor-
responds to maximum values of the transverse magnetic
field with a pressure comparable to the thermal pressure,
i.e. much greater than the longitudinal field. While our
1D simulations suggest that this is possible, multidimen-
sional simulations might show a different dynamics that
could saturate the amplification.

We conclude that if the Alfvén surface lies in the strong
gradients above the neutrinosphere, the amplification of
the Alfvén waves created by SASI generates a significant
pressure feedback. SASI is more efficient than the PNS
convection and g-modes because its Alfvén waves have a
larger amplitude and a lower frequency. A linear acoustic
feedback is known to exist in the advective-acoustic cy-
cle, which is believed to be the mechanism driving SASI
(Foglizzo et al. 2007; Scheck et al. 2008). By contrast,
this new pressure feedback comes from a non linear cou-
pling. As a consequence, it is potentially important only
in the non linear phase of SASI. Also the frequency is
not necessarily the same as that of SASI, but has Four-
rier components at the frequencies 0, ωsasi and 2ωsasi.
More importantly, instead of oscillating between nega-
tive and positive values δP is here always positive. It is
thus expected to be always pushing the shock outwards.

8. CONCLUSION

The main findings of this paper may be summarized
as follows:

• A small amplitude Alfvén wave propagating toward
an Alfvén surface is amplified until its wavelength is
as small as the dissipative scale xdis. The timescale
for this amplification depends on the stiffness of the
gradient: τ−1 = ∂(v + vA)/∂x.

• The amplification of the Alfvén wave creates a pres-
sure feedback that increases the upstream pressure
through a non linear coupling. This pressure feed-
back is stationary for a high frequency incident
wave, while for a low frequency wave it can also
display a time dependence with either the same
frequency or twice the frequency of the incident
wave.

• The subsequent dissipation of the amplified Alfvén
wave leads to an entropy creation, which can be
related to the efficiency of the pressure feedback:
δP/P ∼ δS (in a very subsonic flow).

• In the linear regime, the smaller the viscos-
ity/resistivity, the more efficient the amplification
and the consequent coupling because the dissipa-
tion happens later on (i.e. at smaller scale). The
relevant quantities (maximum amplitude, pressure
feedback, entropy created etc...) scale as (η +
ν)−1/2, and could thus be very large in a weakly
dissipative flow.

• At large amplitude of the incident wave or at low
dissipation, the amplified Alfvén wave becomes non
linear and affects the background flow. A linearly
polarized wave then steepens, which leads to its ef-
ficient dissipation and therefore to the saturation of
the amplification. In the low frequency regime, the
nonlinear saturation is mediated by the flattening
of the velocity profile in the vicinity of the Alfvén
surface.

• In this nonlinear saturated regime, the dynamics
becomes independent of the dissipation coefficients,
because the amplitude at which the Alfvén wave is
dissipated is controlled by nonlinear effects rather
than by the dissipative scale.

An application to core collapse supernovae leads to the
following conclusions:

• Powerful Alfvén waves can be created by the proto-
neutron star convection, the g-mode oscillations
and the SASI induced shock oscillations.

• The amplification of these waves near the Alfvén
surface can be fast enough to affect the dynam-
ics, if the magnetic field is strong enough to place
this surface in the region of strong deceleration just
above the neutrinosphere.

• In this case, the pressure feedback is dominated
by the SASI created Alfvén waves, and could
contribute significantly to the pressure below the
shock. The magnetic field could be amplified to
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a strength of ∼ 1015 G. The additional pressure
can be expected to push the shock to larger ra-
dius, which might be favorable for the success of a
potential neutrino driven explosion.

Our setup is voluntarily chosen as simplified as possible
in order to show the physical processes at work in their
simplest form and to render analytical work tractable.
Because of its simplicity, our analysis suffers from the
following major limitations:

• We restricted our study to a one dimensional ge-
ometry. It is possible that multidimensional phe-
nomena neglected here stop the amplification of
Alfvén waves at a somewhat lower amplitude than
in one dimension. Multidimensional processes that
could dissipate Alfvén waves include phase mix-
ing (Heyvaerts & Priest 1983), nonlinear multi-
wave interactions which lead to a turbulent cas-
cade (Goldreich & Sridhar 1995), and parametric
decay instability (Goldstein 1978; Del Zanna et al.
2001). This last process can in principle also hap-
pen in one dimension, although we did not see any
evidence for it in our simulations.

• The magnetic field was assumed to be parallel to
the advection velocity, which is a very singular sit-
uation (for example, no Alfvén discontinuity, even
non evolutionary, is possible under these circum-
stances). This might be expected in a very sub-
Alfvénic flow where the field lines are able to force
the gas to follow them, however there is no rea-
son why this should also be the case in the super-
Alfvénic flow.

• Incident Alfvén waves were imposed at the bound-
ary condition, without specifying how they were
created. Strictly speaking, SASI cannot be invoked
in the oversimplified field geometry assumed, be-
cause SASI would create only slow waves but no
Alfvén waves. Alfvén waves would be generated by
SASI only if the field were oblique.

• We used a simple adiabatic equation of state. Ne-
glecting the cooling by neutrinos renders our sta-
tionary pressure profile unrealistic and prevented
us from studying large compression ratio.

• We assumed a planar geometry. While this is jus-
tified in the vicinity of the Alfvén surface (where
most of the dynamics takes place), the convergence
should be taken into account for a self consistent
description from the source of Alfvén waves to their
amplification.

• We assumed a large scale magnetic field that con-
nects the region of emission and the Alfvén sur-

face. These two regions may be magnetically dis-
connected if the field is turbulent.

• Last but not least, we took as a free parameter
the strength of the magnetic field without explain-
ing its origin. The magnetic field already present
in the collapsing core might or might not be suf-
ficiently strong to place the Alfvén surface above
the neutrinosphere. If it is not strong enough,
it could still be amplified in situ by the MRI
(Obergaulinger et al. 2009) or by a dynamo process
(Thompson & Duncan 1993), but the extension of
such a field beyond the Alfvén surface is uncertain.

A realistic description of the Alfvén surface dynamics
will therefore require further investigation, in particular
through multidimensional simulations. One of the re-
maining questions concerns the behavior of slow waves,
which were not present in the set up studied in this pa-
per. In a high beta plasma (in which the sound speed
is significantly larger than the Alfvén speed) slow waves
bear some similarities with Alfvén waves, thus they may
be expected to behave in a similar way. As their propaga-
tion speed is somewhat slower than the Alfvén speed, the
surface where they would accumulate should be some-
what beneath the Alfvén surface. Because their group
and phase velocity depend on their transverse structure,
we could expect the region where they accumulate to be
broader than in the case of Alfvén waves.

Based on the fact that the amplification of Alfvén
waves extracts energy from the stationary flow, Williams
(1975) proposed that a broad turbulent zone would be
created below the Alfvén surface. Our analysis suggests
instead that the amplification of Alfvén waves energy flux
creates an acoustic feedback propagating up and down
rather than a turbulent zone. In addition to the inability
of our one dimensional analysis to describe turbulence,
the difference may be attributed to the fact that we study
a subsonic Alfvén surface while Williams (1975) studied
a cold supersonic plasma, in which no upstream acoustic
feedback is possible.

Finally, we note that an Alfvén surface could also ex-
ist in an accretion flow onto a magnetic object such as
T-Tauri stars, magnetic white dwarfs or neutron stars.
The dynamics may however be different in these con-
texts especially if the Alfvén surface lies in a supersonic
flow. The possibility suggested by Williams (1975) that
turbulence could play a role in these situations deserves
further investigations.

The authors are grateful to Jean-Jacques Aly, Romain
Teyssier and Christopher Thompson for insightful dis-
cussions. This work has been partially funded by the
Vortexplosion project ANR-06-JCJC-0119.

APPENDIX

WEAKLY COMPRESSIBLE ALFVÉN WAVES

In the linear regime, an Alfvén wave perturbs the velocity and the magnetic field perpendicular to the stationary
magnetic field as described in Equations (10)-(12). On the other hand the perturbations of pressure, density, and
longitudinal velocity and magnetic field are zero to first order. This is no longer true in the non linear regime where
the Alfvén wave becomes compressible. We estimate this with a second order development, where we take into account
terms scaling like δv2 and δB2 but neglect all higher order terms : ρ ≃ ρ+ δ2ρ, v ≃ v + δ2v etc... We then consider the



16

conservation of magnetic flux, entropy, mass and energy at the interface between an unperturbed region and a region
containing the Alfvén wave. This interface is moving with respect to the observer frame at the propagation speed of
the Alfvén wave v + vA + δ2(v + vA). The conservation of magnetic flux imposes that the longitudinal magnetic field
is unperturbed δ2Bx = 0, and the conservation of entropy yields δ2P = c2δ2ρ. The conservation of mass and energy
across the interface can then be written :

ρδ2v − vAδ2ρ=0 (A1)(
c2 δ2ρ

ρ
− vAδ2v

)
ρvA +

1
2
vA

(
δB2

y + δB2
y

)
=0 (A2)

Using these relations, one can then get the second order perturbations as a function of the linear wave amplitude
δB2 ≡ δB2

y + δB2
z :

δ2P = c2δ2ρ = − c2δB2

2µ0 (c2 − v2
A)

, (A3)

δ2ρ=− δB2

2µ0 (c2 − v2
A)

, (A4)

δ2v = vA
δ2ρ

ρ
= − vAδB2

2µ0ρ (c2 − v2
A)

, (A5)

δ2 (v + vA)=
δ2v

2
= − vAδB2

4µ0ρ (c2 − v2
A)

. (A6)

THE LOW FREQUENCY REGIME

Differential equation
In a stationary state, the induction and the momentum equations are written (here, we use a resistivity and no

viscosity however the same result would be found if one did the opposite assumption of neglecting the resistivity):

0=∇× (v ×B) + η∆B, (B1)

(v.∇)v=−∇P
ρ

+
(∇×B)×B

µ0ρ
(B2)

We linearize the problem by writing:

v= v.ux + δv, (B3)
B=B.ux + δB, (B4)

where v and B0 are the velocity and magnetic field in the x direction in the unperturbed flow, while the perturbations
δv and δB are assumed to be arbitrarily small. Assuming one dimensional perturbations (no dependence on y and
z) and keeping only the first order perturbations, the y component of the induction and momentum equations can be
written:

0=B
∂δvy

∂x
− v

∂δBy

∂x
− ∂v

∂x
δBy + η

∂2δBy

∂x2
, (B5)

v
∂δvy

∂x
=

v2
A

B

∂δBy

∂x
, (B6)

which can be combined in one second order differential equation:

η
∂2δBy

∂x2
+

(v + vA)(v − vA)
v

∂δBy

∂x
− ∂v

∂x
δBy = 0. (B7)

In the vicinity of the Alfvén surface, the profiles can be linearized: v ≃ v0 − 2ω∇x, vA ≃ vA0 + ω∇x and 2ω∇x ≪ v0.
The differential equation then becomes:

η
∂2δBy

∂x2
+ 2ω∇

(
x

∂δBy

∂x
+ δBy

)
= 0, (B8)

which is equivalent to Equation (48). The velocity perturbation can be obtained from the magnetic field perturbation
as:

δvy = −vA0
δBy

B
(B9)
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Fig. 14.— Transverse magnetic profile in the low frequency regime : comparison between the simulation (plus signs), and the analytic
estimates. The dashed line is the crude estimate given in Equation (52), while the full line corresponds to Equation (B13). The latter
matches the result of the simulations very well.

Estimate of the maximum magnetic field
In this subsection we estimate better the amplitude of the magnetic field accumulated at the Alfvén surface without

neglecting the linear coupling with a downward propagating Alfvén wave. For this purpose we consider the two
following conserved quantities: the transverse momentum, and the displacement of the field line. The downward
propagating wave and the displacement accumulated at the Alfvén surface should contain the same amount of these
quantities as the incident Alfvén wave:

δyin = δy0 + δyout (B10)
−ρinvAinδyin =−ρ0vA0δy0 + ρoutvAoutδyout (B11)

Finally we get:

δy0 =
ρoutvAout + ρinvAin

ρoutvAout + ρ0vA0
δyin (B12)

or equivalently:

δy0 =
1 + vAout/vAin

1 + vAout/vA0
δyin (B13)

This result is compared successfully with the simulations in Figure 14.

REFERENCES

Akiyama, S., Wheeler, J. C., Meier, D. L., & Lichtenstadt, I.
2003, ApJ, 584, 954

Bisnovatyi-Kogan, G. S., Popov, I. P., & Samokhin, A. A. 1976,
Ap&SS, 41, 287

Blondin, J. M., Mezzacappa, A., & DeMarino, C. 2003, ApJ, 584,
971

Buras, R., Janka, H.-T., Rampp, M., & Kifonidis, K. 2006, A&A,
457, 281

Burrows, A., Dessart, L., Livne, E., Ott, C. D., & Murphy, J.
2007, ApJ, 664, 416

Burrows, A., Livne, E., Dessart, L., Ott, C. D., & Murphy, J.
2006, ApJ, 640, 878

Del Zanna, L., Velli, M., & Londrillo, P. 2001, A&A, 367, 705
Dessart, L., Burrows, A., Livne, E., & Ott, C. D. 2006, ApJ, 645,

534
Endeve, E., Cardall, C. Y., Budiardja, R. D., & Mezzacappa, A.

2010, ApJ, 713, 1219
Foglizzo, T., Galletti, P., Scheck, L., & Janka, H.-T. 2007, ApJ,

654, 1006
Fromang, S., Hennebelle, P., & Teyssier, R. 2006, A&A, 457, 371
Goldreich, P., & Sridhar, S. 1995, ApJ, 438, 763
Goldstein, M. L. 1978, ApJ, 219, 700
Guilet, J., & Foglizzo, T. 2010, ApJ, 711, 99
Heger, A., Woosley, S. E., & Spruit, H. C. 2005, ApJ, 626, 350
Herant, M., Benz, W., & Colgate, S. 1992, ApJ, 395, 642
Heyvaerts, J., & Priest, E. R. 1983, A&A, 117, 220

Jacques, S. A. 1977, ApJ, 215, 942

Keil, W., Janka, H., & Mueller, E. 1996, ApJ, 473, L111+
Liebendörfer, M., Mezzacappa, A., Thielemann, F.-K., Messer,

O. E., Hix, W. R., & Bruenn, S. W. 2001, Phys. Rev. D, 63,
103004

Marek, A., & Janka, H.-T. 2009, ApJ, 694, 664
Miyoshi, T., & Kusano, K. 2005, Journal of Computational

Physics, 208, 315
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Conclusion générale

Cette thèse s’est inscrite dans la perspective d’apporter une compréhension physique des phé-
nomènes multidimensionnels à l’oeuvre dans les supernovae gravitationnelles. Ceux-ci revêtent
une grande importance autant pour le succès de l’explosion que pour ses caractéristiques obser-
vables. Afin d’étudier chaque processus de façon aussi détaillée que possible, nous avons utilisé
des modèles simplifiés dans lesquels chaque phénomène considéré est isolé du reste de la dy-
namique. Nous nous sommes servis d’outils d’analyse linéaire (calcul de modes propres, analyse
WKB) ainsi que de simulations numériques, ces deux techniques se révélant très complémentaires
en particulier pour l’étude de la dynamique faiblement non linéaire.

Nous nous sommes particulièrement intéressés à l’instabilité du choc d’accrétion, SASI, qui
provoque des oscillations du choc à l’origine d’une asymétrie globale de l’explosion. Dans le
Chapitre 4, nous avons étudié le mécanisme d’instabilité linéaire à l’origine de cette instabilité.
Celui-ci a fait l’objet d’un débat dans la littérature entre deux mécanismes proposés : le cycle
advectif-acoustique et un mécanisme purement acoustique. Dans le but de départager ces deux
candidats, nous avons décrit analytiquement le spectre de fréquences propres attendu dans chacun
des deux mécanismes proposés. Ceci a d’abord été fait précisément dans un modèle jouet plan
permettant une description analytique, puis a été généralisé approximativement à un modèle
classique de SASI. Une comparaison de ces estimations avec le spectre de modes propres de
SASI a montré que le cycle advectif-acoustique permet une bonne description de l’ensemble
de ces fréquences propres, tandis que le mécanisme purement acoustique prédit des fréquences
nettement trop élevées. Nous avons proposé une façon d’extraire un temps de propagation radiale
du spectre de modes propres, et il a été montré que ce temps est en accord avec la durée du cycle
advectif-acoustique, tandis qu’il est très nettement plus long que la durée du cycle purement
acoustique. Ces résultats permettent pour la première fois d’exclure le mécanisme purement
acoustique dans un régime réaliste de rayon du choc. On peut donc considérer que cette étude
clôt le débat en faveur du cycle advectif-acoustique.

Dans le Chapitre 5, nous nous sommes ensuite penchés sur la phase non linéaire de SASI.
Nous avons proposé un mécanisme de saturation selon lequel la croissance de SASI s’arrête
lorsque des instabilités parasites croissent suffisamment vite sur la structure d’entropie et de
vorticité créée par le mode dominant de SASI. Deux instabilités parasites ont été considérées :
l’instabilité de Rayleigh-Taylor et celle de Kelvin-Helmholtz. En utilisant les taux de croissance
de ces instabilités on a pu obtenir une estimation explicite de l’amplitude de saturation de SASI.
Ce scénario a ensuite été confirmé par une confrontation avec des simulations numériques. En
particulier, la forte variation de l’amplitude de saturation en fonction de la dissociation au choc,
observée par Fernández et Thompson (2009b), a pu être reproduite de façon raisonnable. Cette
étude constitue un premier pas vers une compréhension analytique de la phase non linéaire de
SASI, et en particulier de la dépendance de l’amplitude de saturation par rapport à différents
ingrédients physiques. Elle suggère par exemple que l’amplitude de saturation est très sensible aux
processus de chauffage et de refroidissement, dont l’influence précise mériterait d’être étudiée plus
en détail dans le futur. Enfin, ce mécanisme de saturation ouvre de nouvelles perspectives pour
prédire analytiquement ou semi-analytiquement les conséquences non linéaires de SASI telles que
le kick de l’étoile à neutrons, le succès de l’explosion, ou l’émission d’ondes gravitationnelles.
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Dans la troisième partie de cette thèse nous avons considéré l’effet d’un champ magnétique
sur les supernovae gravitationnelles. Nous avons ainsi montré qu’un champ magnétique dont
la pression est négligeable pourrait avoir un impact important sur la dynamique si l’énergie
magnétique est comparable à l’énergie cinétique, ou de façon équivalente si la vitesse d’Alfvén
est comparable à la vitesse d’advection. Un champ d’origine fossile pourrait alors avoir l’intensité
requise s’il conduit à la formation d’un magnétar. Les deux chapitres de cette partie décrivent
deux effets magnétiques se produisant dans ce régime de faible pression.

Dans le Chapitre 7 nous avons étudié l’effet d’un champ magnétique modéré sur SASI. La
différence principale avec le cas hydrodynamique provient alors de la capacité de la vorticité
à se propager le long des lignes de champ magnétique sous forme d’ondes d’Alfvén et d’ondes
lentes. Ceci a deux effets antagonistes. D’une part la propagation donne lieu à un déphasage entre
différents cycles de vorticité et d’entropie, qui provoque des interférences entre les cycles. Ces
interférences ont tendance à stabiliser SASI. D’autre part si le champ magnétique est parallèle
au choc, les cycles de vorticité peuvent être fortement amplifiés, ce qui rend l’instabilité encore
plus violente. Pour savoir quel effet domine en réalité, il serait intéressant d’effectuer une analyse
d’un modèle de SASI plus réaliste. Ceci permettrait également de vérifier plus quantitativement
la possibilité qu’un champ magnétique de faible pression puisse avoir un effet important.

Dans le Chapitre 8, nous avons caractérisé un phénomène nouveau dans le contexte des su-
pernovae gravitationnelles, à savoir l’amplification d’ondes d’Alfvén au voisinage d’une surface
d’Alfvén. Cette surface est définie par le fait que la vitesse d’Alfvén égale la vitesse d’advection,
ce qui correspond à nouveau au régime suggéré plus haut. À l’aide de simulations numériques
unidimensionnelles ainsi que d’arguments analytiques, nous avons décrit précisément la dyna-
mique dans différents régimes de fréquences et d’amplitudes de l’onde d’Alfvén incidente. Nous
avons montré l’existence d’un couplage non linéaire qui provoque une augmentation de la pres-
sion en amont de la surface d’Alfvén. En extrapolant les estimations analytiques aux conditions
prévalant dans les supernovae gravitationnelles, on trouve alors que cette rétroaction acoustique
pourrait augmenter significativement la pression sous le choc. Cette analyse a cependant été li-
mitée à un modèle très simple, ce qui a permis notamment d’obtenir une description analytique.
La détermination plus précise des effets potentiels d’une surface d’Alfvén nécessitera l’étude d’un
modèle plus réaliste. Celui-ci pourrait en particulier dévoiler la dynamique multidimensionnelle,
et si possible inclure simultanément le choc qui est la source principale d’ondes d’Alfvén (par
l’effet de SASI) et la surface d’Alfvén.

Au cours de cette thèse nous avons expliqué plusieurs phénomènes physiques dans le cadre
de modèles simplifiés. De tels modèles ne donnent pas de description réaliste, mais ils ont l’avan-
tage de permettre une compréhension plus fine des processus à l’oeuvre. Cette approche est très
complémentaire des simulations numériques réalistes, souvent difficiles à interpréter, car elle met
à disposition des modèles simples bien compris auxquels on peut faire référence pour interpréter
une situation plus complexe. De leur côté, les simulations numériques réalistes sont absolument
nécessaires pour apporter une description quantitative des phénomènes à l’oeuvre. Elles incluent
déjà à l’heure actuelle beaucoup d’ingrédients différents, et dans le futur seront probablement
appelées à en inclure encore davantage et à les décrire en faisant moins d’approximations. Par
exemple, il est probable que la description de certaines supernovae nécessite l’inclusion de l’effet
de la rotation et/ou du champ magnétique. Dans ce cas des modèles simplifiés tels que ceux
développés dans la troisième partie de cette thèse pourraient être utiles afin de décrypter les
processus à l’oeuvre. Finalement, la description complète de la dynamique tridimensionnelle de-
vrait permettre d’apporter une réponse plus réaliste que les simulations axisymétriques actuelles
à beaucoup de questions encore ouvertes. On peut ainsi espérer que le mécanisme à l’origine
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de l’explosion puisse enfin être décrit grâce à ces simulations 3D incluant tous les ingrédients
physiques importants. Un tel défi numérique ne doit cependant pas faire oublier la nécessité
d’une compréhension physique détaillée, qui permettra de comprendre le résultat final de ces
simulations.
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