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R�esum�e : Nous exposons quelques aspects de la thermodynamique relativiste en
reformulant des id�ees initi�ees par Louis de Broglie. Nous d�emontrons la relation
suivante pour la variance relativiste de la quantit�e de chaleur d'un corps en �equi-

libre thermodynamique : Q = Q0

p
1� �2. De même pour sa temp�erature absolue :

T = T0
p
1 � �2. Ainsi, la temp�erature mesur�ee dans le r�ef�erentiel propre d'un corps

est toujours plus grande que celle obtenue dans n'importe quel autre r�ef�erentiel
galil�een.

1 Introduction

La variance relativiste de la quantit�e de chaleur est un probl�eme d�elicat abord�e
par de nombreux physiciens peu apr�es qu' Albert Einstein eût �etabli la relativit�e
restreinte en 1905 [1]. Dans l'article de 1907 o�u Albert Einstein pose pour la
premi�ere fois le probl�eme de la gravitation [2], il introduit �egalement l'expression

relativiste de la quantit�e de chaleur. Il montre en particulier que la quantit�e de cha-
leur ne se transforme pas comme une �energie totale par changement de r�ef�erentiel

galil�een. Louis de Broglie a repris ce probl�eme quelques ann�ees plus tard en
apportant des d�emonstrations originales. Dans la suite nous exposons et discutons
les arguments de Louis de Broglie, puis nous proposons un traitement du pro-

bl�eme en thermodynamique statistique. Toute cette �etude nous am�ene �a revisiter la

relativit�e restreinte dans le cas d'un corps contenant de la chaleur.

2 Expression relativiste de la quantit�e de chaleur

Consid�erons un corps C en �equilibre thermodynamique dans le r�ef�erentiel R0 qui
lui est li�e. Soient T0 et V0 respectivement sa temp�erature absolue et son volume.

Nous supposons dans un premier temps que le volume V0 du corps C est invariable.

On note M0 la masse propre du corps C ; dans l'hypoth�ese o�u C est un gaz �a la

pression P0, l'expression de M0 est la suivante M0 =
E0+P0V0

c2
, E0 d�esignant l'�energie
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totale de toutes les mol�ecules du gaz.

Pla�cons nous maintenant dans le r�ef�erentiel R dans lequel C se d�eplace �a la

vitesse constante vC (on note vC = v = �c). L'�energie de C dans R est donc �egale

�a M0c
2p

1��2
. Dans ce syst�eme de r�ef�erence, on suppose maintenant qu'une source de

chaleur fournit �a C la quantit�e de chaleur Q, la vitesse �c �etant conserv�ee. L'�energie

du corps C va donc augmenter. De plus, la vitesse �etant conserv�ee, l'�energie totale
ne peut augmenter que par une augmentation de masse propre : l'�energie initiale
M0c

2p
1��2

devient donc
M 0

0
c2p

1��2
suite �a l'apport de la quantit�e de chaleur Q. Nous notons

�egalement que la masse propre variant et la vitesse restant constante, il faut fournir

�a C un travailW =
R
Fvdt pour maintenir constante sa quantit�e de mouvement. En

e�et, l'apport de la quantit�e de chaleur Q doit se faire sans apport de quantit�e de
mouvement. Nous revenons sur ce dernier point dans la suite de notre pr�esentation.

Alors, la relation fondamentale de la dynamique et l'�equation de conservation de
l'�energie s'�ecrivent comme suit :

(M 0

0 �M0)vp
1� �2

=

Z
Fdt =

W

v
(1)

(M 0

0 �M0)c
2p

1� �2
= Q+W (2)

Ainsi, le travail W et la quantit�e de chaleur Q absob�es par le corps C ont accru son
�energie interne donc sa masse propre et les �equations ci-dessus nous permettent de
relier cette augmentation de masse propre �a la quantit�e de chaleur Q. Nous obtenons
en e�et (�a partir des �equations (1) et (2)) les relation suivantes :

W = �2
Q

1� �2

Q = (M 0

0 �M0)c
2
p
1 � �2

Revenons alors au r�ef�erentiel propre de C (not�e R0). Dans ce syst�eme, il n'y a aucun
travail e�ectu�e lors de l'apport de quantit�e de chaleur, la vitesse de C �etant nulle
dans R0 (par d�e�nition de R0). Le corps C re�coit donc uniquement la quantit�e de

chaleur Q0 (exprim�ee dans le r�ef�erentiel R0) telle que :

Q0 = (M 0

0 �M0)c
2

A partir des deux expressions de la chaleur dans les deux syst�emes de r�ef�erence R

et R0, soient Q = (M 0

0 �M0)c
2
p
1� �2 et Q0 = (M 0

0 �M0)c
2, on d�eduit :

Q = Q0

p
1� �2

Avant de discuter cette formule, nous �etudions le cas o�u le volume du corps C n'est

pas invariable. Le bilan �energ�etique s'�ecrit alors :
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(M 0

0 �M0)c
2p

1 � �2
= Q+W � P�V (3)

On note P et V la pression et le volume de C dans le r�ef�erentielR. La pression �etant

un invariant relativiste, on obtient P = P0. L'expression du travail W est toujours
(M 0

0
�M0)vp
1��2

=
R
Fdt = W

v
, on d�eduit ainsi :

W = �2
Q� P�V

1� �2

Puis :

Q� P�V = (M 0

0 �M0)c
2
p
1� �2

Dans le r�ef�erentiel R0, le même raisonnement nous montre que :

Q0 � P0�V0 = (M 0

0 �M0)c
2

Alors, on en d�eduit facilement la formule Q = Q0

p
1� �2, qui est bien la même

expression que pr�ec�edemment (cas du volume de C invariable).

On a montr�e ainsi que la quantit�e de chaleur ne se transforme pas comme une
�energie totale par changement de r�ef�erentiel galil�een (Q = Q0

p
1 � �2 compar�ee

�a E = E0p
1��2

), ce qui n'est pas �evident a priori. En fait, seule l'�energie totale

se transforme selon la relation E = E0p
1��2

et les d�ecompositions en �energie ci-

n�etique+�energie potentielle ou bien travail+chaleur ne sont pas covariantes car les

di��erentes formes d'�energie se transforment di��eremment. Notons �egalement que

la variance relativiste de la chaleur permet de d�eduire la variance pour la tem-
p�erature absolue. En e�et, l'entropie �etant un invariant relativiste, nous obtenons
T = T0

p
1 � �2 : la temp�erature mesur�ee dans le r�ef�erentiel propre est toujours plus

grande que celle obtenue dans n'importe quel autre r�ef�erentiel galil�een.

3 D�e�nition de la quantit�e de chaleur

Lors de la d�emonstration pr�ec�edente, nous avons mentionn�e une propri�et�e im-

portante de la quantit�e de chaleur Q : l'apport de la quantit�e Q �a un corps se fait

sans variation de la quantit�e de mouvement. Cette propri�et�e est en fait intimement
li�ee �a la d�e�nition de la quantit�e de chaleur Q dont il existe plusieurs formulations.

On peut dire qu'une quantit�e de chaleur est une �energie �echangeable entre un corps
mat�eriel et son environnement (dans un sens ou dans l'autre), sans modi�cation des

param�etres externes de ce corps. Louis de Broglie a donn�e une d�e�nition plus

inspir�ee de la physique statistique : une �energie interne d'un corps en �equilibre a

le caract�ere d'une �energie de chaleur chaque fois q'elle est due �a des mouvements

internes dont la quantit�e de mouvement totale est nulle dans le syst�eme de r�ef�erence
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propre du corps. L'�energie de masse d'un corps (dans son r�ef�erentiel propre) M0c
2

peut ainsi être consir�er�e comme une quantit�e de chaleur.

Nous avons montr�e pr�ec�edemment que la variance relativiste de la chaleur s'ex-

prime comme suit Q = Q0

p
1� �2. Il est donc int�eressant de d�ecomposer l'�energie

totale sous la forme :

E =
M0c

2p
1� �2

=M0c
2
p
1 � �2 +

M0v
2p

1 � �2
(4)

o�u M0c
2
p
1 � �2 = Q0

p
1� �2 repr�esente une quantit�e de chaleur et la grandeur

M0v
2p

1��2
correspond �a une �energie de translation. La relation ci-dessus est fondamen-

tale en thermodynamique relativiste. Elle signi�e que l'�energie totale d'un corps

chaud en mouvement est la somme de son �energie interne de chaleur et de son �ener-

gie de translation d'ensemble.

On peut noter �egalement que l'�energie de translation d'ensemble du corps, qui

s'�ecrit ET = M0v
2p

1��2
est di��erente de l'expression relativiste habituelle de l'�energie

cin�etique, soit Ec = M0c
2( 1p

1��2
� 1). Cependant, ET = M0v

2p
1��2

est une grandeur

bien connue en physique statistique relativiste. En e�et, on peut montrer que pour

un coprs C constitu�e par exemple d'un grand nombre de mol�ecules r�eparties suivant
une distribution de Boltzmann, la relation suivante relie l'�energie de translation
d'ensemble et la temp�erature absolue du corps C :

<
M0v

2

2
p
1 � �2

>=
3

2
kBT0

o�u la moyenne est d�e�nie au sens de Boltzmann et T0 est la temp�erature absolue du

corps (en �equilibre thermodynamique).

La formule pr�ec�edente E = M0c
2p

1��2
=M0c

2
p
1� �2 + M0v

2p
1��2

, qui est une simple

identit�e (donc toujours vraie) prend alors un sens physique important avec notre

discussion sur la variance relativiste de la chaleur et sur l'�energie de translation.

4 Nouvelles preuves de la relation Q = Q0

p
1� �2

Nous allons maintenant revenir sur la relation Q = Q0

p
1 � �2. Dans un premier

temps, nous donnons une justi�cation intuitive du fait que la relation Q = Q0p
1��2

est impossible.

Supposons que le corps C, en �eqilibre thermodynamique, soit constitu�e par un
ensemble de mol�ecules. Une mol�ecule M poss�ede dans le r�ef�erentiel propre de C (R0)

un vecteur vitesse (u0x; u0y; u0z).
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Dans le syst�eme R (o�u C a une vitesse �c suivant z), la mol�ecule M a la vitesse

(ux; uy; uz) avec :

ux =
u0x
p
1� �2

1 + � u0z
c

uy =
u0y
p
1 � �2

1 + � u0z
c

uz =
u0z + �c

1 + � u0z
c

Ainsi, quand � tend vers 1, ux; uy tendent vers 0 et uz tend vers c. Donc, plus la

vitesse du corps C est voisine de c (suivant l'axe Oz), plus la vitesse relative de la
mol�ecule M dans le syst�eme R est petite. Toute l'�energie interne du corps tend ainsi

�a devenir une �energie de translation d'ensemble, l'�energie d'agitation interne tendant

vers z�ero. Dans le r�ef�erentiel R, on ne voit plus de d�esordre. Si un observateur du

r�ef�erentiel R0 mesure une quantit�e de chaleur Q0, un observateur en mouvement �a
vitesse constante v ! c mesure une quantit�e de chaleur tendant vers z�ero. Donc la
relationQ = Q0p

1��2
est impossible et le raisonnement pr�ec�edent s'interpr�ete ais�ement

sur la relation :

E =
M0c

2p
1� �2

=M0c
2
p
1 � �2 +

M0v
2p

1 � �2

Quand � ! 1, E tend vers l'�energie de translation d'ensemble ET = M0v
2p

1��2
.

Une autre approche due �a Louis de Broglie est �egalement int�eressante du fait

de la simplicit�e de la d�emonstration. Il consid�ere un corps C contenant un grand

nombre N d'oscillateurs harmoniques au repos dans R0 et qui ont tous la même

fr�equence propre �0. L'�energie de C dans R0 est donc E0 =

NX
k=1

nkh�0 o�u les nk sont

des entiers ou demi-entiers invariants relativistes. Pour un tel corps E0 repr�esente
bien une �energie interne sans mouvement d'ensemble et peut donc être consid�er�ee
comme une quantit�e de chaleur Q0. Dans le r�ef�erentiel R (o�u vC = �c), l'�energie

interne du corps s'�ecrit Ei =

NX
k=1

nkh�0
p
1� �2. En e�et, chaque oscillateur consti-

tue une petite horloge dont la fr�equence est ralentie par changement de r�ef�erentiel

galil�een (�0! �0
p
1� �2 quand R0 ! R). De plus, les nombres nk et N sont inva-

riants relativistes. Donc nous obtenons Ei = Q = Q0

p
1 � �2 et retrouvons ainsi le

r�esultat pr�ec�edent.

5 Traitement en thermodynamique statistique

On consid�ere maintenant que le corps C est un gaz parfait dans un cylindre.

Pour simpli�er, nous supposons �egalement que le gaz est �a une dimension (Ox),
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c'est-�a-dire que les mol�ecules de masses m0 se d�eplacent paral�ellement �a l'axe du

cylindre (Ox). A l'�equilibre thermodynamique, pour la temp�erature T0, la fonction
de distribution de Boltzmann du gaz s'�ecrit :

f(u) =

r
m0

2�kBT0
exp(�

m0u
2
0

2kBT0
)

Dans cette expression, u0 repr�esente la vitesse de la mol�ecule m0 dans le r�ef�eren-

tiel propre R0. En particulier, la temp�erature peut être obtenue par la relation
ci-dessous :

1

2
kBT0 =

Z +1

�1

1

2
m0u

2
0f(u0)du0

et la distribution de Boltzmann est normalis�ee comme suit
R +1
�1

f(u0)du0 = 1.

Dans le r�ef�erentiel R (en mouvement de translation uniforme �a la vitesse v = �c

par rapport �a R0), nous pouvons �etendre les formules pr�ec�edentes (dans le cadre de
la relativit�e restreinte). La temp�erature est ainsi d�e�nie de mani�ere g�en�erale par la
relation :

1

2
kBT = EcA � EcM

avec les expressions suivantes pour les �energies cin�etiques EcA et EcM :

EcA =

Z +1

�1

m0c
2(

1p
1 � (u

c
)2
� 1)f(u)du

EcM = m0c
2(

1p
1� (v

c
)2
� 1)

De plus, la vitesse u (dans R) se d�eduit ais�ement par la relation de transformation

relativiste des vitesses (u0! u quand R0 ! R), soit u = u0+v

1+
u0v

c
2

.

De plus, nous devons prendre en compte le travail des forces de pression qui

apparaissent dans la contraction du tube de la longueur L0 �a L (quand R0 ! R),

soit L = L0

p
1 � (v

c
)2.

Le principe du calcul est ensuite relativement simple, nous e�ectuons un d�eve-
loppement limit�e des expressions pr�ec�edentes au premier ordre (en se limitant aux

termes en (v
c
)2). On obtient alors :

Q = Q0(1 �
1

2
(
v

c
)2)

ainsi que T = T0(1� 1
2
(v
c
)2). Nous retrouvons ainsi les r�esultats pr�ec�edents au premier

ordre, c'est-�a-dire que notre traitement en thermodynamique statistique nous donne

le premier ordre en �2 des expressions Q = Q0

p
1 � �2 et T = T0

p
1� �2.
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6 Conclusions

Dans cet article, nous avons d�emontr�e de plusieurs mani�eres di��erentes les re-

lations Q = Q0

p
1 � �2 et T = T0

p
1 � �2. Ainsi, la temp�erature mesur�ee dans le

r�ef�erentiel propre d'un corps est toujours plus grande que celle obtenue dans n'im-

porte quel autre r�ef�erentiel galil�een. Les preuves abord�ees dans notre expos�e reposent

largement sur des id�ees initi�ees par Louis de Broglie. En particulier, la d�e�nition
suivante de la quantit�e de chaleur est importante en thermodynamique relativiste :

une �energie interne d'un corps en �equilibre a le caract�ere d'une �energie de chaleur

chaque fois q'elle est due �a des mouvements internes dont la quantit�e de mouvement

totale est nulle dans le syst�eme de r�ef�erence propre du corps.
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