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R�esum�e

Nous avons mis au point un mod�ele de turbulence bas�e sur un d�eveloppement asymp-

totique des �equations de Navier-Stokes dans l'hypoth�ese de non-localit�e des interactions

aux petites �echelles. Ce mod�ele fournit une expression du tenseur de Reynolds via une

estimation des vitesses sous-mailles au lieu des corr�elations de vitesses comme c'est le cas

pour la majorit�e des mod�eles. Le mod�ele se pr�esente sous la forme d'un couplage de deux

�equations: une pour les �echelles r�esolues qui d�epend du tenseur de Reynolds engendr�e par

la dynamique des �echelles sous-mailles et une pour les �echelles sous mailles qui est utilis�ee

pour calculer le tenseur de Reynolds. L'hypoth�ese de non-localit�e des interactions aux

�echelles sous-mailles permet de mod�eliser leur �evolution par une �equation lin�eaire inho-

mog�ene o�u le terme de forcage provient de la cascade d'�energie des �echelles r�esolues vers

les �echelles sous-mailles.

Ce mod�ele a �et�e mis en oeuvre en utilisant une d�ecomposition des �echelles sous-mailles

sur des modes de Gabor et impl�ement�e num�eriquement dans le cas 2D avec conditions aux

limites p�eriodiques. Une m�ethode particulaire (PIC) �a �et�e utilis�ee pour l'int�egration des

�echelles sous-mailles. Les r�esultats ont �et�e compar�es �a des r�esultats de simulations directes

dans plusieurs cas d'�ecoulements typiques . Le mod�ele �a �egalement �et�e appliqu�e aux cas

des �ecoulements plans parall�eles. Une analyse th�eorique des �equations obtenues permet

une description des pro�ls moyens de vitesses en accord avec les r�esultats exp�erimentaux

et les r�esultats analytiques bas�es sur l'�etude des sym�etries des �equations de Navier-Stokes.

Les domaines d'application et les am�eliorations possibles de ce mod�ele sont discut�es en

conclusion.
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Abstract

We developed a turbulent model based on asymptotic developpement of the Navier-Stokes

equations within the hypothesis of non-local interactions at small scales. This model

provides expressions of the turbulent Reynolds subgrid stresses via estimates of the subgrid

velocities rather than velocities correlations as is usually done. The model involves the

coupling of two dynamical equations: one for the resolved scales of motions, which depends

upon the Reynolds stresses generated by the sub-grid motions, and one for the subgrid

scales of motions, which can be used to compute the subgrid Reynolds stresses. The non-

locality of interaction at subgrid scales allows to modelise their evolution with a linear

inhomogenous equation where the forcing occurs via the energy cascade from resolved to

subgrid scales.

This model was solved using a decomposition of sub-grid scales on Gabor's modes and

implemented numericaly in 2D with periodic boundary conditions. A particles method

(PIC) was used to compute the sub-grid scales. The results were compared with results of

direct simulations for several typical ows. The model was also applied to plane parallel

ows. An analytical study of the equations allows a description of mean velocity pro�les

in agreement with experimental results and theoritical results based on the symetries of

the Navier-Stokes equation. Possible applications and improvements of the model are

discussed in the conclusion.
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Chapitre 1

Introduction aux mod�eles de

turbulence

Image de la terre prise le 11 d�ecembre 1990 �a 14:10 UTC par Galil�eo

(image du CRI de Bordeaux).
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2 Chapitre 1 : Introduction aux mod�eles de turbulence

1.1 Nature de la turbulence

La turbulence constitue un des domaines les plus actifs de la physique contemporaine.

Elle est en e�et gouvern�ee par des �equations assez simples et n'est pourtant pas encore

totalement comprise. Elle joue un rôle important dans la plupart des domaines scien-

ti�ques et industriels. C'est le cas par exemple de l'astrophysique, de la m�et�eorologie ou

de l'a�eronautique. Même si la majorit�e des applications de la turbulence est purement

3D, certains probl�emes, comme en astrophysique, impliquent des �ecoulements �a g�eom�etrie

quasi-bidimensionnelle. C'est le cas par exemple des atmosph�eres plan�etaires (cf. �g.

1.1) Ceci rend la turbulence 2D digne d'int�erêt. La dynamique de la turbulence 2D a

�et�e �etudi�ee en autre par Brachet et al [10] ou Babiano et al [2],[1],[3]. La turbulence est

Figure 1.1 : Images de la tache

rouge de Jupiter, une structure tour-

billonaire aussi grosse que la terre.

Cette structure est comparable a

celles d�evelopp�ees dans une simula-

tion de turbulence 2D (�g. 5.4).

Cette image �a �et�e prise de Voyager

1 le 25 f�evrier 1979 (image du CRI

de Bordeaux).

di�cile �a d�e�nir avec rigueur. Elle peut cependant être caract�eris�ee par un nombre sans

dimension appel�e \nombre de Reynolds" et d�e�ni comme Re = UL=� o�u L et U sont

respectivement une �echelle et une vitesse caract�eristique de l'�ecoulement et � la viscosit�e

cin�ematique du uide. Le nombre de Reynolds repr�esente le rapport des forces d'inertie,

qui tendent �a d�esordonner l'�ecoulement, et de la viscosit�e qui tend �a le stabiliser. Ainsi,

plus ce nombre est grand, plus l'�ecoulement tend vers un �etat turbulent. Pour Re < 10,

l'�ecoulement est dit \laminaire", c'est �a dire que les particules uides ont une trajectoire

quasi rectiligne et pouvant être pr�edit �a petites �echelles. Pour 10 < Re < 100, les premi�eres

instabilit�es peuvent apparâ�tre sous forme notamment de rouleaux, de tourbillons ou de

plumes [75],[59], c'est un r�egime dit de \transition vers la turbulence" [41]. Lorsque le

nombre de Reynolds augmente, les instabilit�es se couplent et le d�esordre s'installe progres-

sivement pour aboutir vers Re = 105; 106 �a une turbulence dite \pleinement d�evelopp�ee"

o�u l'�ecoulement est alors compl�etement d�esordonn�e.

La turbulence fait intervenir un grand nombre d'�echelles spatiales allant de l'�echelle

caract�eristique de l'�ecoulement �a celle o�u la dissipation d'�energie devient pr�epond�erante.

Pour un �ecoulement atmosph�erique, ces �echelles sont de l'ordre de 1000 km �a 1 cm. C'est

ce grand nombre de degr�es de libert�e qui conf�ere �a la turbulence son caract�ere impr�evisible.



1.2 : Les limites de la simulation num�erique directe 3

Les d�etails de l'�ecoulement deviennent impossible �a pr�evoir, et sont, de toutes mani�eres,

fortement li�es d'une part aux conditions initiales et d'autre part, aux conditions aux lim-

ites. Ainsi, deux exp�eriences similaires avec des conditions initiales tr�es voisines donneront

des r�esultats di��erents apr�es un temps d'�evolution su�samment long. A�n de calculer un

�ecoulement turbulent �a une r�esolution donn�ee, il est n�ecessaire de connâ�tre avec pr�ecision

les conditions initiales aux plus petites �echelles impliqu�ees. C'est ce qui limite par exemple

les pr�evisions m�et�eorologiques qui n�ecessiteraient de connâ�tre, �a un instant donn�e, l'�etat

de l'atmosph�ere �a l'�echelle du centim�etre. Il est donc pratiquement impossible de pr�edire

l'�evolution d�eterministe d'un �ecoulement turbulent sur un temps assez long. Tout au plus,

peut-on esp�erer d�eterminer ses propri�et�es statistiques.

L'�etude de la turbulence peut être entreprise par di��erentes approches. Les math�ema-

ticiens �etudient plus particuli�erement la structure des �equations de Navier-Stokes [50]

gouvernant la dynamique de la plupart des �ecoulements. Ils cherchent, par exemple, �a

d�emontrer l'existence ou l'unicit�e de solutions. Une approche plus physique consiste �a

rechercher des lois fondamentales de la turbulence telles que des lois statistiques ou des

propri�et�es d'invariance. Les premiers r�esultats signi�catifs dans cette voie ont �et�e obtenus

par Richardson [63] qui a propos�e un sch�ema d'organisation de la turbulence et par Kol-

mogorov [36] qui a d�eterminer une loi d'�echelle pour les fonctions de structure. Plus tard,

ces derni�eres pr�edictions ont �et�e mises en d�efaut par les r�esultats exp�erimentaux ouvrant

la voie �a toute une recherche nouvelle sur le rôle de l'intermittence. Plusieurs types de

mod�eles sont propos�es aujourd'hui tels que le mod�ele \log-normal" [37], le \�-mod�ele" [23]

ou le mod�ele \multifractal" [58]. Les ing�enieurs, quant �a eux, recherchent des r�esultats

plus \pratiques" concernant la turbulence. Ils s'int�eressent par exemple aux coe�cients

de transport turbulent ou aux valeurs maximales pr�evisibles de concentration d'�energie.

D'une mani�ere g�en�erale, leur d�emarche consiste �a mod�eliser des quantit�es moyenn�ees dans

l'espace ou dans le temps.

L'�etude de la turbulence peut être abord�ee d'un point de vue th�eorique ou exp�eri-

mental sachant que, depuis quelques ann�ees, la simulation num�erique vient s'ajouter aux

�etudes exp�erimentales. En e�et les puissances de calcul disponibles aujourd'hui permet-

tent d'envisager la r�esolution directe des �equations de Navier-Stokes (DNS1) dans certaines

g�eom�etries et pour de faibles nombres de Reynolds. Cette approche est g�en�eralement moins

coûteuse est plus rapide �a mettre en oeuvre qu'une exp�erience. Elle est reproductible, et

permet une meilleur analyse des r�esultats. L'exp�erimentation [72][27] reste, par contre,

n�ecessaire pour valider certaines hypoth�eses et pour �etudier des cas plus complexes inac-

cessibles �a la simulation num�erique.

1.2 Les limites de la simulation num�erique directe

La simulation directe n�ecessite de calculer toutes les �echelles de la turbulence. Sinon,

l'�energie s'accumule aux plus petites �echelles calcul�ees au lieu d'être dissip�ee par la viscosit�e

aux �echelles inf�erieures. Ce ph�enom�ene, discut�e par Falkovich [20], est commun�ement

1abr�eviation de Direct Numerical Simulation
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appel�e \e�et goulot". Dans le cadre d'une simulation directe des �equations de Navier-

Stokes, il est donc n�ecessaire d'e�ectuer les calculs sur une grille dont les mailles ont une

dimension inf�erieure ou �egale �a l'�echelle de dissipation �. Cette dimension varie avec le

nombre de Reynolds. On peut montrer par des arguments dimensionnels qu'elle est de

l'ordre de Re3=4 en 3D et de Re1=2 en 2D. Le pas de temps est g�en�eralement d�etermin�e

pour obtenir un CFL2 < 1. Le pas de temps est donc proportionnel �a �. En d�e�nitive,

le nombre de calculs �a e�ectuer, varie comme Re3=2 en 2D et comme Re3 en 3D. Les

puissances de calcul actuelles permettent de simuler des �ecoulements avec des nombres de

Reynolds de quelques milliers [77] [40] alors que pour beaucoup d'applications physiques

telles que pour l'astrophysique, les nombres de Reynolds sont de l'ordre de 106 et plus.

Par exemple, le nombre de points n�ecessaires pour une simulation directe de la convection

solaire [11] serait de l'ordre de 1030 alors que les plus gros ordinateurs aujourd'hui ne

peuvent traiter que de l'ordre de 109 points de grille. Compte tenu de la progression de la

puissances des calculateurs [31], aussi bien en ce qui concerne la taille des m�emoires que

la vitesse des processeurs, il est �evident que la simulation directe ne pourra pas r�esoudre

les probl�emes astrophysiques et g�eophysiques avant un grand nombre d'ann�ees.

Pour parvenir �a r�esoudre ce type de probl�eme, il faut mod�eliser le comportement des

plus petites �echelles qui monopolisent la majeure partie du temps de calcul et qui ont

surtout un int�erêt statistique. On ne peut cependant pas ignorer ces petites �echelles car

elles peuvent jouer un rôle important dans la dynamique des grandes �echelles. Plusieurs

approches sont alors envisageables. La premi�ere consiste a consid�erer que toute les parties

uctuantes font partie de la turbulence et doivent être mod�elis�ees. Les �equations de

base sont alors les �equations de Navier-Stokes moyenn�ees (RANS3) faisant intervenir un

terme �a mod�eliser. Plusieurs mod�eles de turbulence sont bas�es sur ce principe, les plus

courants, bas�es sur une hypoth�ese de viscosit�e turbulente, �etant le mod�ele de la \longueur

de m�elange" introduit par Prandtl [62] ou le mod�ele \k � �" [30]. Une autre approche

dite LES 4, consiste �a mod�eliser les plus petites �echelles pour ne calculer l'�evolution que

des grandes structures de l'�ecoulement. Cette approche laisse la possibilit�e aux grandes

�echelles de varier dans le temps. C'est sur cette approche que nous nous concentrerons

par la suite.

1.3 G�en�eralit�es sur les m�ethodes LES

1.3.1 �Equations de la turbulence 2D

Les uides que nous �etudierons sont des uides ordinaires incompressibles qui satisfont

aux �equations de Navier-Stokes:

@u

@t
+ u � ru = �1

�
rp+ �r2u

r � u = 0: (1.1)

2le CFL est d�e�ni comme le rapport de la taille d'une cellule sur la vitesse maximale de l'�ecoulement
3abr�eviation de Reynolds Averaged Navier-Stokes
4abr�eviation de Large Eddy Simulation
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Dans ces �equations, u(x; t) et le champ de vitesse, p la pression, � la masse volumique

et � la viscosit�e cin�ematique du uide. En utilisant U et L, comme �echelle de vitesse et

de longueur caract�eristique, l'�equation (1.1) peut se mettre sous la forme adimensionnelle

suivante:

@~u

@t
+ ~u � r~u = �r~p+

1

Re
r2~u

r � ~u = 0: (1.2)

Cette �equation peut aussi s'�ecrire en faisant intervenir la vorticit�e ~w d�e�nie par:

~w = r� ~u (1.3)

En prenant le rotationnel de (1.2), on obtient:

@ ~w

@t
+ ~u � r ~w� ~w � r~u =

1

Re
r2 ~w; (1.4)

En deux dimensions, le terme � ~w � r~u est absent. En trois dimensions, ce terme est

responsable de l'�etirement et de la torsion des tourbillons et peut cr�eer ou redistribuer de

la vorticit�e. En 2D l'�equation de la vorticit�e se r�eduit �a l'�equation scalaire suivante:

@~!

@t
+ ~u � r~! = �r2~!; (1.5)

o�u ~! = ~w � z est la composante de la vorticit�e perpendiculaire au plan (x,y) consid�er�e.

1.3.2 �Equation des grandes �echelles

La simulation des grandes �echelles (LES) consiste �a calculer directement les grandes

�echelles �a l'aide des �equations de Navier-Stokes et �a appliquer un mod�ele de turbulence sur

les plus petites �echelles (SGS5). La justi�cation d'un tel traitement vient du fait que les

grandes �echelles contiennent une grande partie de l'�energie totale et varient fortement en

fonction des donn�ees du probl�eme. Le comportement des petites �echelles est, quant �a lui,

plus \universel" et donc plus facile �a mod�eliser. De plus leur �energie �etant moindre, l'erreur

introduite par la mod�elisation des petites �echelles sur le r�esultat �nal est de moindre

importance. Cette approche constitue une sorte de compromis entre le calcul direct de

toutes les �echelles (DNS) et la mod�elisation compl�ete de la turbulence (RANS).

Les composantes �a grandes �echelles sont obtenues par l'application d'un �ltre. Le

champ de vitesse �ltr�e est ainsi obtenu par:

ui =

Z
G(x;x0)ui(x

0)dx0 (1.6)

o�u G(x;x0) est une fonction localis�ee ou �a support compact. Pour un �ecoulement ho-

mog�ene isotrope, il est logique de prendre un �ltre ne d�ependant que de la distance entre

les deux points x et x0. Les �ltres les plus fr�equemment utilis�es sont les �ltres \Gaussien"

o�u G est une fonction Gaussienne, les �ltres \chapeau" qui sont des �ltres raides dans

5abr�eviation de Sub-Grid Scales
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l'espace physique ou les �ltres \cut-o�" qui sont des �ltres raides dans l'espace de Fourier.

Ces derniers sont les �ltres id�eals pour s�eparer clairement les petites des grandes �echelles

d'un �ecoulement, mais ils ne peuvent être utilis�es que dans les m�ethodes spectrales car ils

n'ont pas d'�equivalent simple dans l'espace physique. Il est n�eanmoins possible d'approcher

ce type de �ltres en volumes �nis �a l'aide de formulations implicites [39]. Dans une de-

scription de type \volumes �nis", le �ltre le plus naturel est le �ltre \chapeau" o�u la

quantit�e �ltr�ee est d�e�nie comme une moyenne sur un certain nombre de mailles autour

du point consid�er�e. Il faut cependant prendre garde �a ne pas consid�erer la quantit�e �ltr�ee

comme la moyenne sur une seule maille, car, d'apr�es le th�eor�eme de Nyquist, une maille

de dimension �x ne peut pas r�esoudre des structures plus petites que 2�x.

L'�equation des grandes �echelles s'obtient en appliquant un �ltre aux �equations de

Navier-Stokes (1.1). Les �equations obtenues pour les composantes du champ de vitesse

sont les suivantes:
@ui

@t
+
@uiuj

@xj
= �1

�

@p

@xi
+ �

@2ui

@2xj
(1.7)

avec pour l'�equation de continuit�e :

r � ui = 0 (1.8)

o�u chaque champ est d�ecompos�e en une partie �ltr�ee et une partie petites �echelles :

c = c+ c0. L' �equation (1.7) peut encore s' �ecrire sous la forme suivante:

@ui

@t
+
@uiuj

@xj
= �1

�

@p

@xi
+ �

@2ui

@xj@xj
� @�ij

@xj
(1.9)

o�u �ij est le tenseur de Reynolds d�e�ni par:

�ij = uiuj � uiuj (1.10)

Ce tenseur fait intervenir l'action des petites �echelles sur les grandes et doit donc être

mod�elis�e.

1.3.3 Mod�elisation du tenseur de Reynolds

Le tenseur de Reynolds �ij admet la même formulation que dans les �equations obtenues

par une approche RANS. Une di��erence notable est la non-nihilpotence du �ltre (�a excep-

tion du �ltre \cut o�"):

u 6= u (1.11)

Le tenseur de Reynolds peut se d�ecomposer de la mani�ere suivante:

�ij = uiuj � uiuj (1.12)

+ uiu0j + uju0i

+ u0iu
0
j

� Le premier des trois termes repr�esentent les termes des petites �echelles cr�ees par

l'interaction de deux structures dans les grandes �echelles. Ce terme est souvent ap-

pel�e le terme de \L�eonard".
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� Le second terme repr�esente les interactions entre des structures �a grandes et �a petites

�echelles. Il peut aussi bien transf�erer de l'�energie des grandes �echelles vers les petites

qu'inversement.

� Le dernier terme repr�esente l'action de deux petites �echelles sur les �echelles r�esolues.

Ce terme peut être responsable d'un transfert d'�energie des petites vers les grandes

�echelles.

Chacun de ces trois termes re�ete des ph�enom�enes physiques di��erents et devrait donc

être mod�elis�e s�epar�ement. En pratique, le tenseur de Reynolds est n�eanmoins souvent

mod�elis�e dans sa globalit�e. Les mod�eles LES traditionnels peuvent se regrouper en trois

grandes familles: les mod�eles bas�es sur le principe de viscosit�e turbulente, les mod�eles de

similarit�e, et ceux bas�es sur une combinaison des deux premiers.

Mod�ele de Smagorinsky

Le plus connu et le plus r�epandu des mod�eles LES est sans doute celui propos�e par

Smagorinsky [69]. C'est un mod�ele de viscosit�e turbulente similaire �a la th�eorie de longueur

de m�elange pour les �equations RANS. Le tenseur de Reynolds est mod�elis�e de la mani�ere

suivante:

�ij �
1

3
�kk�ij = �2 �T Sij (1.13)

o�u �T est la viscosit�e turbulente et Sij est le tenseur des d�eformations d�e�ni par:

Sij =
1

2

 
@ui

@xj
+
@uj

@xi

!
(1.14)

La justi�cation d'un tel mod�ele peut s'obtenir de di��erentes mani�eres et en particulier

par une analyse dimensionnelle. A tr�es grand nombre de Reynolds, la dissipation devient

e�ective uniquement pour les tr�es petites �echelles. Dans la zone comprise entre l'�echelle

de for�cage et celle de dissipation, seuls des m�ecanismes invicides de transfert d'�energie

sont pr�esents. L'�energie introduite �a grandes �echelles est alors pratiquement enti�erement

transf�er�ee aux plus petites �echelles. Une analyse dimensionnelle montre que l'on peut

d�e�nir le taux de transfert d'�energie � de la mani�ere suivante:

� � Q3=L (1.15)

o�u Q est la vitesse caract�eristique des tourbillons d'�echelle int�egrale L. En supposant que

les plus petites �echelles r�esolues par le mod�ele sont grandes devant l'�echelle de dissipation,

la totalit�e de l'�energie est transf�er�ee jusqu'a l'�echelle de �ltrage. Le taux de transfert

d'�energie peut alors s'�ecrire:

� � q3=� (1.16)

o�u q est la vitesse caract�eristique �a l'�echelle de �ltrage � du mod�ele . Ce taux de transfert

d'�energie dans la zone inertielle doit être �egal au taux de dissipation d'�energie introduit

par le mod�ele de viscosit�e et qui peut être estim�e par:

� � �T q
2=�2 (1.17)



8 Chapitre 1 : Introduction aux mod�eles de turbulence

Il ressort donc de (1.16) et (1.17) que la viscosit�e turbulente doit prendre la forme:

�T / q� (1.18)

En tirant q des �equations (1.15) et (1.16) on obtient:

�T � Q�4=3L�1=3 (1.19)

On peut alors estimer Q par:

Q � L
�
SijSij

�1=2
(1.20)

� LjSj

En introduisant cette estimation de Q dans l'expression de la viscosit�e turbulente, on

obtient en d�e�nitive:

�T = Cs
2�4=3L2=3jSj (1.21)

o�u Cs et un param�etre qui peut être estim�e [43], dans l'hypoth�ese de turbulence isotrope

�a tr�es grand nombre de Reynolds, par la formule suivante :

Cs =
1

�

�
2

2Ck

�3=4
(1.22)

Dans cette estimation, Ck est la constante de Kolmogorov qui vaut 1.6. Ceci donne une

valeur de Cs de 0.165. Tous les autres types d'analyse conduisent �a une valeur de Cs

comparable proche de 0.2.

Mod�ele de similarit�e d'�echelles

Une autre approche �a �et�e introduite par Bardina et al. [4]. Cette m�ethode utilise

les plus petites �echelles r�esolues a�n d'estimer l'action des �echelles non-r�esolues sur les

plus grandes �echelles. L'hypoth�ese li�ee �a ce mod�ele est que les interactions entre �echelles

r�esolues et non-r�esolues d�ependent principalement de l'interaction des tourbillons �a des

�echelles proches de l'�echelle de coupure �, de part et d'autre de celle-ci. Le champ de

vitesse des �echelles r�esolues ui est obtenu en appliquant un �ltre au champ total ui. Le

champ des �echelles non-r�esolues est d�e�ni comme la di��erence entre le champ total et le

champ moyenn�e: u0i = ui � ui. On consid�ere donc, d'une part un champ �a tr�es grandes

�echelles qui serait le r�esultat du champ �a grandes �echelles, �ltr�e une seconde fois (ui), et

d'autre part, le champ des plus petites �echelles r�esolues qui serait la di��erence entre ui
et ui. Les plus grandes �echelles non-r�esolues peuvent être interpr�et�ees comme le r�esultat

du �ltrage de u0i, c'est �a dire u0i. Or cette quantit�e peut être d�evelopp�ee de la mani�ere

suivante:

u0i = ui � ui (1.23)

= ui � ui

Il apparâ�t donc, d'apr�es leurs d�e�nitions, que les �echelles proches de l'�echelle de �ltrage

et de part et d'autre de celle-ci sont �equivalentes. En introduisant le r�esultat (1.23) dans
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l'expression du tenseur de Reynolds, on peut obtenir une estimation de celui-ci par la

formule:

�ij = uiuj � uiuj (1.24)

L'exp�erience montre que ce mod�ele ne procure pas une dissipation su�sante de l'�energie

pour les �echelles proches de l'�echelle de �ltrage. C'est la raison pour laquelle il n'est pra-

tiquement jamais utilis�e seul, mais souvent coupl�e avec un mod�ele de viscosit�e turbulente

comme le mod�ele de Smagorinsky. Ce type de mod�ele \mixte" combinant un mod�ele de

\similarit�e" et un mod�ele de \viscosit�e turbulente" donne g�en�eralement de meilleurs r�e-

sultats que chacun des deux mod�eles pris s�epar�ement. Lorsque le �ltre utilis�e est un �ltre

raide dans l'espace de Fourier, la mod�elisation du tenseur de Reynolds par l'approche

\similarit�e" donne une valeur nulle. Ce �ltre ne peut donc pas être utilis�e pour ce type de

mod�ele. Par contre pour un �ltre Gaussien, le double �ltrage �a une �echelle � correspond

�a un �ltrage �a une �echelle
p
2�.

Mod�ele dynamique

Le �ltrage �ctif �a une �echelle l�eg�erement sup�erieur �a l'�echelle du �ltre r�eel �a �et�e introduit

par Germano et al. [24] et a donn�e lieu au d�eveloppement d'une proc�edure dynamique

utilis�ee dans de nombreux mod�eles. C'est le cas par exemple pour le mod�ele de Smagorin-

sky o�u l'introduction d'un �ltre �ctif permet de calculer dynamiquement le param�etre

ajustable Cs. Des ra�nements sont n�eanmoins n�ecessaires a�n de ne pas permettre �a la

viscosit�e turbulente de devenir n�egative, ce qui est une source d'instabilit�e non-acceptable

par les codes num�eriques.

1.4 Test a priori

1.4.1 D�e�nitions

A�n de tester l'aptitude d'un mod�ele �a reproduire correctement la dynamique d'un

�ecoulement, plusieurs m�ethodes sont envisageables. La premi�ere consiste �a appliquer

le mod�ele �a di��erents types d'�ecoulements et comparer les r�esultats �a des r�esultats de

r�ef�erence �a tr�es grand nombre de Reynolds. Ces r�esultats de r�ef�erence peuvent être issus

de simulations num�eriques directes �a tr�es grande r�esolution, d'exp�eriences ou simplement

de calculs analytiques. Dans le cas de comparaison avec des r�esultats d'exp�eriences, la

di�cult�e est de pouvoir simuler exactement le même �ecoulement. Ceci implique, entre

autre, d'avoir des donn�ees assez pr�ecises de l'�ecoulement de r�ef�erence. Pour ce qui est

de la comparaison avec des simulations num�eriques directes, le probl�eme majeur reste la

limitation du nombre de Reynolds. Si l'on veut de plus tester ou ajuster un certain nombre

de param�etres, cela demande d'e�ectuer un grand nombre de simulations et l'op�eration

devient alors tr�es coûteuse. Il est alors int�eressant d'e�ectuer en premier lieu un test dit

\a priori". Ce type de tests consiste �a partir d'un champ �a tr�es grande r�esolution recou-

vrant si possible la totalit�e du spectre d'�energie. On s�epare alors les grandes des petites

�echelles avec le �ltre qui sera utilis�e dans le mod�ele de LES, puis on calcule ce que serait
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Figure 1.2 : Test a priori du mod�ele de similarit�e . Le graphe repr�esente les valeurs de transferts

sous-mailles Tw
SGS = !j jrot

@�ik
@xk

jj r�eels (axe horizontal) en fonction des valeurs obtenues par le

mod�ele (axe vertical)

le tenseur de Reynolds �a l'aide des petites �echelles. Le test consiste �a comparer ce tenseur

de Reynolds mod�elis�e, au tenseur de Reynolds exact.

1.4.2 Exemple de tests a priori

Cette comparaison peut être envisag�ee de di��erentes mani�eres. La premi�ere solution

est de tracer, pour chacun des termes du tenseur, un graphe repr�esentant la valeur de

r�ef�erence en fonction de la valeur obtenue par la mod�elisation, et ceci en chaque point

de grille. Le r�esultat, s'il �etait parfait, devrait alors faire apparâ�tre un nuage de points

situ�e sur une droite de pente 1. Le test sera d'autant plus satisfaisant que les points se

rapprochent de cette solution id�eale. Les �gures 1.2 et 1.3 montrent le r�esultat de tests a

priori e�ectu�es par Gonze [25] pour une simulation 3D d'un sillage bidimensionnel derri�ere

un cylindre. Le premier test (�g. 1.2) concerne un mod�ele de similarit�e. Le tenseur de

Reynolds est mod�elis�e dans ce cas par:

�ij = C( euifuj � guiuj) (1.25)

o�u C = 1. Les �ltres utilis�es sont des �ltres implicites dont le comportement est proche

d'un �ltre raide dans l'espace de Fourier. Le �ltre test eg a �et�e choisi �a un nombre d'onde

k = 0:8 kc o�u kc est le nombre d'onde caract�eristique du �ltre g.

Le deuxi�eme test concerne un mod�ele de viscosit�e turbulente d�evelopp�e par M�etais et
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Figure 1.3 : Test a priori du mod�ele de fonction de structure . Le graphe repr�esente les valeurs de

transfert sous-mailles Tw
SGS = !jjrot

@�ik
@xk

jj r�eels (axe horizontal) en fonction des valeurs obtenues

par le mod�ele (axe vertical)

Lesieur [47]. Le tenseur de Reynolds est mod�elis�e par:

�ij = 2C�
q

�F2(�)Sij (1.26)

o�u C = 0:017 et �F2(�) est la fonction de structure du second ordre associ�ee �a u et d�e�ni

par:
�F2(�) =< ju(x)� u(x+ r)j2 >jrj=� (1.27)

On remarque que le test a priori du mod�ele de similarit�e, bien qu'il ne soit pas parfait,

est bien meilleur que celui du mod�ele de viscosit�e turbulente. En e�et ce dernier semble

montrer qu'il n'y a aucune corr�elation entre les valeurs exactes et les valeurs mod�elis�ees

du coe�cient de transfert sous-maille.

Une autre m�ethode, plus quantitative, pour �evaluer le r�esultat de tests a priori est

de calculer des coe�cients de corr�elation C(�; �) entre les grandeurs exactes � et les

grandeurs mod�elis�ees �, soit:

C(�; �) =

P
��pP
�2�2

(1.28)

o�u les sommes s'e�ectuent sur tous les points de grille d'une r�egion du domaine de cal-

cul. Plusieurs mod�eles ont ainsi �et�e test�es par Gonze [25] par comparaison des coe�-

cients de corr�elations sur la dissipation d'�energie �SGS = �ijSij et les transferts d'�energie

TSGS = @xj [ui �ij ]� �SGS . Les mod�eles dit de \similarit�e d'�echelles" font apparâ�tre dans
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cette �etude un coe�cient de corr�elation (relatif au calcul DNS) bien sup�erieur �a ceux

obtenus par le mod�ele de Smagorinsky. Cependant, les r�esultats de ce type de tests ne

sont pas su�sants pour valider un mod�ele, il est n�ecessaire d'e�ectuer �egalement des tests

dits \dynamiques". Bien que le test a priori du mod�ele de Smagorinski soit en g�en�eral

assez mauvais, ce mod�ele passe assez bien l'�epreuve des tests dynamiques.

Tableau 1.1 : Coe�cients de corr�elation entre plusieurs mod�eles et une simulation directe pour

la dissipation et le transfert d'�energie [25].

Dissipation d'�energie (�SGS ) Transfert d'�energie (TSGS)
DNS Mod.1 Mod.2 DNS Mod.1 Mod.2

Mod.1 0.87000 1.00000 0.90920 1.00000
Mod.2 0.47329 0.46895 1.00000 0.32377 0.30119 1.00000
Mod.3 0.43255 0.4288 0.98937 0.32421 0.30183 0.98177

DNS : Simulation directe (valeur exacte)
Mod.1 : Mod�ele de similarit�e (eq. 1.25)
Mod.2 : Mod�ele de Smagorinsky (eq. 1.13)
Mod.3 : Mod�ele de fonction de structure (eq. 1.26)

1.5 Limites des mod�eles LES standards

Les mod�eles LES standards sont, en g�en�eral, bas�es sur des hypoth�eses concernant la statis-

tique des petites �echelles. Il n'est donc pas �etonnant que ces mod�eles puissent être mis

en d�efaut pour certains types particuliers d'�ecoulement. C'est le cas par exemple des

�ecoulements avec un fort cisaillement et une forte strati�cation comme dans une couche

limite atmosph�erique la nuit, pr�es du sol. Ce type d'�ecoulement est tr�es sensible �a la

prescription de l'�echelle de longueur dans les mod�eles sous-mailles et devient donc tr�es

di�cile �a mod�eliser. D'autre part, les mod�eles de viscosit�e turbulente, comme le mod�ele

de Smagorinsky, sont totalement dissipatifs et n'autorisent donc aucun transfert d'�energie

des �echelles sous-mailles vers les �echelles r�esolues. Lesieur et M�etais [42] ainsi que Pi-

omelli et al [61] ont montr�e que cette r�etroaction sur les grandes �echelles �etait essentielle

pour mod�eliser les phases de transition laminaire-turbulent �a grand nombre de Reynolds.

Les di��erents mod�eles standards sont �egalement d�e�cients pr�es des parois o�u l'�echelle de

longueur verticale d�ecroit avec la distance �a la paroi. Mason et al [45] ainsi que Sullivan et

al [71] ont montr�e que dans ces cas, les mod�eles de LES standards donnaient des r�esultats

assez �eloign�es de la fameuse \loi du mur".

Le principal d�efaut des mod�eles sous-mailles standards vient du fait qu'ils reposent

sur une mod�elisation plutôt que sur une d�erivation des �equations. Nous avons donc

d�evelopp�e un nouveau mod�ele bas�e sur la d�erivation d'une �equation approch�ee d'�evolution
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des �echelles sous-mailles via un d�eveloppement asymptotique des �equations de Navier-

Stokes. Une approche similaire dans le principe �a �et�e d�evelopp�e par Dubois et al. Leur

mod�ele DML 6 [13], [14] consiste �a s�eparer l'�ecoulement en plusieurs niveaux d'�echelle

pouvant vari�es dans le temps. Une hypoth�ese d'�evolution des petites �echelles permet alors

une int�egration plus rapide de celles-ci et donc un gain de temps global par rapport �a une

DNS �equivalente.

1.6 Plan de la th�ese

Nous avons expos�e dans cette introduction plusieurs types de mod�eles de turbulence.

Ces di��erents mod�eles sont bas�es sur un certain nombre d'hypoth�eses relatives �a l'�evolution

des petites �echelles non-r�esolues. Le mod�ele de viscosit�e turbulente suppose par exemple

que le tenseur de Reynolds est proportionnel au tenseur des d�eformations alors que le

mod�ele de similarit�e est bas�e sur l'hypoth�ese de similarit�e des �echelles proches des �echelles

minimum r�esolues. Ce type d'hypoth�eses est di�cile �a appr�ecier dans le cas g�en�eral. De

plus ces mod�eles font souvent intervenir un certain nombre de param�etres libres qui doivent

être ajust�es en fonction du type d'�ecoulement. C'est le cas par exemple, de la constante

Cs dans le mod�ele de Smagorinsky (eq. 1.22) . Notre approche est di��erente. Elle consiste

�a calculer le tenseur de Reynolds par une estimation des vitesses sous-mailles, au lieu de

leur corr�elation. Cette estimation est faite �a partir d'un d�eveloppement asymptotique des

�equations de Navier-Stokes dans l'hypoth�ese de non-localit�e des interactions entre petites

et grandes �echelles.

Nous d�eveloppons, dans le chapitre 2, les hypoth�eses de base de ce mod�ele ainsi que

la forme des �equations d'�evolution qui en d�ecoule. Une s�erie de tests a �et�e r�ealis�ee a�n

de valider le choix de nos hypoth�eses. En plus des tests \statiques" indiquant l'ordre de

grandeur de chacun des termes n�eglig�es, nous avons r�ealis�e une s�erie de tests dynamiques

dit \a posteriori" qui consistent �a comparer les r�esultats obtenus, apr�es application de nos

hypoth�eses, �a des r�esultats issus de simulations directes.

La mod�elisation obtenue prend la forme d'un syst�eme d'�equations d�ecrivant l'�evolution

des petites et des grandes �echelles de l'�ecoulement. Nous d�eveloppons, dans le chapitre 3, la

th�eorie relative �a la d�ecomposition de l'�equation des petites �echelles par une transform�ee

de Gabor. Nous avons ensuite compar�e les �equations obtenues avec celles d'un autre

mod�ele de turbulence (Euler � �) ainsi qu'avec une th�eorie simpli��ee d'�evolution des

petites �echelles (RDT7).

Les questions relatives �a l'impl�ementation num�erique de notre mod�ele sont abord�ees

dans le chapitre 4. Nous d�eveloppons d'une part le code pseudo-spectral utilis�e pour les

grandes �echelles et d'autre part la m�ethode particulaire d'int�egration des petites �echelles.

Un test a priori permet de valider la m�ethode de reconstruction du tenseur de Reynolds

mod�elis�e.

A�n de tester dynamiquement l'ensemble du mod�ele, plusieurs comparaisons ont �et�e

e�ectu�ees avec des r�esultats de simulations directes de grandes r�esolutions. Les r�esul-

tats de ces comparaisons sont analys�es dans le chapitre 5, et ce, pour deux cas typiques

6abr�eviation de Dynamic Multilevel Method
7abr�eviation de Rapid Distorsion Theory
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d'�ecoulement. Dans l'esprit d'une mod�elisation LES, nous avons compar�e les r�esultats des

grandes �echelles. Cependant, compte tenu du fait que les petites �echelles sont �egalement

mod�elis�ees, nous avons �etendu notre comparaison �a l'ensemble des �echelles de l'�ecoulement.

Nous avons ensuite appliqu�e notre mod�ele au cas d'�ecoulement plans (chapitre 6). Les

caract�eristiques particuli�eres du champ de vitesse �a grandes �echelles permettent, dans ce

cas, d'int�egrer analytiquement l'�equation d'�evolution des petites �echelles moyennant une

hypoth�ese de d�ecorr�elation en temps du terme de for�cage. Nous montrerons qu'il est ainsi

possible de retrouver les di��erents pro�ls de vitesse connus pour ce type de probl�eme. Les

pro�ls th�eoriques obtenus par une analyse th�eorique de notre mod�elisation seront compar�es

avec des r�esultats issus d'exp�erimentations ou de simulations num�eriques.

Nous conclurons cette �etude par un bref rappel des fondements et des possibilit�es de

notre mod�ele, et nous �evoquerons les ouvertures possibles, tant num�eriques que th�eoriques,

de ce type de mod�elisation.
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2.1 Introduction

L'�evolution de la turbulence 2D conduit g�en�eralement �a la formation de tourbillons �a

grandes �echelles [66]. L'intensit�e de ces tourbillons augmente par le biais de la cascade in-

verse d'�energie. Dans le cas id�eal o�u aucune friction n'est introduite, l'�energie s'accumule

�a tr�es grandes �echelles. Le spectre d'�energie1 devient alors plus pentu que le spectre

th�eorique de Kolmogorov (en k�5=3) [70] [9]. Cette condensation de l'�energie �a grandes

�echelles favorise les interactions non-locales entre les petites et les grandes �echelles dans

l'�evolution de la turbulence �a petites �echelles. Dubrulle et Nazarenko sont partis de cette

hypoth�ese pour d�evelopper un mod�ele de turbulence �a deux uides [17]. Ils ont r�ealis�e

un d�eveloppement asymptotique des �equations d'Euler par rapport �a un petit param�etre

repr�esentant le rapport entre les petites et les grandes �echelles. Cette d�erivation a �et�e ef-

fectu�ee dans le cas id�eal o�u il y a un trou spectral d'�energie entre les petites et les grandes

�echelles (�g. 2.1). Il est �evident que cette con�guration ne peut être maintenue au cours

E(k)

Tres Grandes
Echelles

Tres Petites
Echelles

k

2k ckc

Trou spectral

Figure 2.1 : Sch�ema d'un spectre d'�energie avec un trou spectral d'�energie entre les nombres

d'onde kc et 2 kc

du temps. En e�et, si l'on part d'une con�guration avec un trou spectral d'�energie, l'e�et

combin�e de la cascade d'�energie et d'enstrophie tendent �a combler ce trou au cours du

temps. Ce cas id�eal permet cependant de caract�eriser la dynamique des petites �echelles

sous l'action des interactions non-locales et de comparer les r�esultats obtenus avec ceux

d'une simulation \r�ealiste" o�u les interactions locales coexistent dans une certaine pro-

portion. De plus, même dans le cas o�u il n'y a pas de trou spectral d'�energie, l'hypoth�ese

de s�eparation d'�echelles permet de reproduire avec une bonne approximation les interac-

tions entre les tr�es grandes �echelles et la turbulence �a petites �echelles (�g. 2.2). L'erreur

introduite dans ce mod�ele est donc uniquement relative aux interactions locales de part et

d'autre de l'�echelle de s�eparation kc. Nous d�evelopperons, dans ce chapitre, les �equations

d'�evolution dans le cas id�eal avec un trou spectral d'�energie et nous �etudierons le com-

1Tous les spectres d'�energie visualis�es seront d�e�nis par E(k) =
1

2

X
k� 1

2
<jkj�k+ 1

2

j!(k)j2

k2
o�u !(k) est le

champ de vorticit�e dans l'espace de Fourier
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E(k)

Grandes Echelles (GE) Petites Echelles (PE)

kc

 GE/PE

k

Figure 2.2 : Spectre d'�energie: l'interaction des tr�es grandes �echelles sur les petites rentre dans

l'hypoth�ese de la non-localit�e des interactions

portement des petites �echelles qui en r�esulte. Dans un second temps, nous g�en�eraliserons

ce calcul au cas plus r�ealiste avec un spectre d'�energie continu.

2.2 D�ecomposition en deux �echelles

Les calculs seront e�ectu�es pour un uide 2D inviscide et incompressible r�egit par

l'�equation d'Euler. Dans ce cas, l'�equation d'�evolution de la vorticit�e totale s'�ecrit:

@!

@t
+ div(u!) = 0; (2.1)

o�u !(x; y) est la composante suivant z de la vorticit�e. Les champs de vitesse et de

vorticit�e peuvent être d�ecompos�es en une partie grandes �echelles et une partie petites

�echelles �a l'aide d'un �ltre G pour l'instant arbitraire:

U(x) = u =

Z
G(x� x0)u(x0)dx0;

u0(x) = u�U;


(x) = ! =

Z
G(x� x0)!(x0)dx0;

!0(x) = ! � 
: (2.2)

L'�equation de la vorticit�e �a grandes �echelles s'obtient en appliquant le �ltre �a l'�equation

de la vorticit�e totale (2.1).
@!

@t
+ div(!u) = 0 (2.3)

En d�ecomposant chacun des champs u et ! en leurs parties grandes et petites �echelles, on

obtient:
@


@t
+ div(U
) + div(U!0) + div(u0
) + div(u0!0) = 0 (2.4)
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L'�equation d'�evolution de la vorticit�e �a petites �echelles est alors obtenue en faisant la

di��erence des �equations (2.1) et (2.4):

@!0

@t
+ div(U
)� div(U
)

+ div(U!0)� div(U!0)
+ div(u0
)� div(u0
)
+ div(u0!0)� div(u0!0) = 0

(2.5)

Il convient alors, d'introduire les hypoth�eses a�n de ne garder que les termes dominants

dans chacune des �equations (2.4) et (2.5) (cf annexe A).

2.3 Introduction des hypoth�eses

Le mod�ele de turbulence que nous proposons est bas�e sur un d�eveloppement asympto-

tique des �equations par rapport �a deux petits param�etres. Le premier � est d�e�ni comme

le rapport � = l=L de deux �echelles caract�eristiques relative aux grandes structures de

l'�ecoulement (L) et aux petites structures turbulentes (l). Le second param�etre correspond

au rapport � = �=T du temps caract�eristique des �echelles turbulentes (�) sur le temps car-

act�eristique d'�evolution des grandes �echelles (T ) qui peut être d�e�ni par T = 1=rU. Les

di��erents mod�eles de turbulence bas�es sur un d�eveloppement asymptotique des �equations

de Navier-Stokes peuvent être classi��es en fonction des hypoth�eses sur l'amplitude de

ces deux petits param�etres et de leur rapport �=� qui s'interpr�ete comme le rapport des

vitesses caract�eristiques des deux �echelles. Le mod�ele de viscosit�e turbulente d�ecrit par

Dubrulle et Frisch [15] est bas�e sur les hypoth�eses �� 1, � � 1 et �=� � 1. Par contre, la

th�eorie de la distorsion rapide (RDT) de Batchelor et Proudman [6] d�ecrit l'�evolution des

petites �echelles par le biais d'�equations lin�eaires par rapport aux grandes �echelles sous la

seule hypoth�ese �=� � 1. Dans le cas de la turbulence pleinement d�evelopp�ee, le spectre

d'�energie dans la zone inertielle est proche d'une loi de puissance E(k) = k��. Dans ce

cas, l'ordre de grandeur de la vitesse �a une �echelle l est donn�ee par u(l) � l(��1)=2. Le

rapport des deux petits param�etres s'exprime alors par �=� � �(��1)=2. Ceci implique la

relation � � �(3��)=2. De nombreux r�esultats semblent indiquer que le spectre d'�energie

est souvent plus pentu que k�3. Cette constatation a conduit aux hypoth�eses � � 1=�� 1

dans Dubrulle Nazarenko [17].

Une analyse dimensionnelle permet d'�evaluer l'ordre de grandeur de chacun des termes

non-lin�eaires des �equations d'�evolution (2.4) et (2.5) de chacune des deux �echelles. En

prenant le terme div(U
) pour r�ef�erence, les ordres de grandeur relatifs des autres termes

sont respectivement :

div(U!0)=div(U
) � 1=�� � �(��5)=2

div(u0
)=div(U
) � �=� � �(��1)=2

div(u0!0)=div(U
) � 1=�2 � �(��3)
(2.6)

Nous ne garderons dans notre d�erivation que les termes d'ordre relatif sup�erieur �a 1 dans

l'hypoth�ese r�ealiste o�u le spectre d'�energie poss�ede une pente �� telle que 3 < � < 5. Il
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est �a noter que, pour des spectres d'�energie en k�5, les deux param�etres � et 1=� sont du

même ordre de grandeur. Nous consid�ererons donc le cas o�u � <
� 1=�� 1.

2.4 �Equations du mod�ele

2.4.1 Cas r�ealiste d'un spectre d'�energie continue

Compte tenu de l'ordre de grandeur de chacun des termes sous les hypoth�eses d�e�nies

pr�ec�edemment, les �equations d'�evolution de la vorticit�e (2.4) et (2.5) deviennent:

@


@t
+ div(U
) + div(U!0) = 0 (2.7)

@!0

@t
+ div(U!0) = �

�
div(U
)� div(U
)

�
+ div(U!0) (2.8)

La partie gauche de l'�equation (2.8) repr�esente l'�equation d'advection de la vorticit�e �a pe-

tites �echelles (!0) par le champ de vitesse �a grandes �echelles (U). Les termes de la partie

droite sont des termes de for�cage des petites �echelles. (div(U
)� div(U
)) repr�esente

la partie petites �echelles du r�esultat de l'interaction non-lin�eaire des grandes �echelles sur

elles-mêmes. Ces termes de for�cage contribuent �a l'augmentation de l'�energie des petites

�echelles et sont donc responsables de la cascade directe d'enstrophie.

2.4.2 Cas id�eal avec un trou spectral d'�energie

Dans l'hypoth�ese suppl�ementaire o�u l'�ecoulement poss�ede un trou spectral d'�energie,

la moyenne des termes non-lin�eaires faisant intervenir �a la fois des petites et des grandes

�echelles peut être consid�er�ee comme nulle dans l'�equation d'�evolution des grandes �echelles.

En e�et, on a les relations suivantes:

U!0 ' U!0 ' 0
u0
 ' u0
 ' 0

(2.9)

De plus, le terme non-lin�eaire grandes �echelles satisfait:

U
 ' U
 (2.10)

Ces approximations deviennent des �egalit�es strictes lorsque l'on utilise par exemple un

�ltre raide dans l'espace de Fourier au nombre d'onde k = kc sur un �ecoulement dont

l'�energie est nulle entre les nombres d'onde kc et 2kc (�g. 2.1). Il est �a noter que, dans

le cas d'une moyenne d'ensemble, ces termes sont �egalement nuls. Comme le terme non-

lin�eaire div(U!0) pris en compte dans l'�equation d'�evolution des grandes �echelles est nul, il

est n�ecessaire de prendre en compte le terme d'ordre inf�erieur div(u0!0) a�n de mod�eliser

l'inuence des petites �echelles sur les grandes. Sous cette hypoth�ese de trou spectral

d'�energie, les �equations d'�evolution de la vorticit�e sont donc de la forme suivante:

@


@t
+ div(U
) + div(u0!0) = 0 (2.11)

@!0

@t
+ div(U!0) = 0 (2.12)
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Cela signi�e que les petites �echelles sont advect�ees par les grandes �echelles. Elles ne peu-

vent pourtant pas être consid�er�ees comme un scalaire passif car elle interagissent sur les

grandes �echelles par l'interm�ediaire du terme de for�cage div(u0!0). Ce terme permet un

�echange d'�energie entre les deux types d'�echelles. Cette �echange est entre autre respons-

able de la cascade inverse d'�energie.

2.5 Validation num�erique des hypoth�eses

2.5.1 Tests statiques

Les arguments dimensionnels mentionn�es ne prennent en compte ni le nombre variable

de modes dans le produit de convolution, ni les �eventuels e�ets de phase. Il est donc im-

portant, a�n de valider ces hypoth�eses, d'e�ectuer une analyse de l'importance de chacun

des termes non-lin�eaires de l'�equation d'�evolution des grandes �echelles . Cette analyse est

e�ectu�ee �a partir du r�esultat d'une simulation num�erique directe �a grande r�esolution. Pour

un champ de vorticit�e et de vitesse �a un temps donn�e, il su�t de s�eparer les petites des

grandes �echelles par l'interm�ediaire d'un �ltre raide dans l'espace de Fourier et de calculer

num�eriquement les di��erents termes non-lin�eaires apparaissant dans les �equations (2.4) et

(2.5). Ce test a �et�e r�ealis�e sur deux types de situation: La premi�ere est une simulation

directe de turbulence en d�ecroissance libre sur un maillage 10242 (�g. 2.3)2. Le spectre

d'�energie du champ de d�epart est repr�esent�e dans la fenêtre. L'�echelle de s�eparation

des deux �echelles �a �et�e prise au milieu de la zone inertielle (kc = 32), l�a o�u le spectre

d'�energie a une pente proche de k�3. Le deuxi�eme test a �et�e r�ealis�e sur le r�esultat d'une

simulation de turbulence forc�ee �a k = 100 (�g. 2.4). L'�echelle de s�eparation a �et�e prise,

dans ce cas, au milieu de la cascade inverse d'�energie (k = 21) o�u le spectre d'�energie

est proche de k�5=3. Les �gures 2.3 et 2.4 permettent de visualiser l'importance relative

de chacun des quatre termes non-lin�eaires intervenant dans l'�equation (2.4). Ces r�esultats

con�rment les ordres de grandeur relatifs �etablis en (2.6) par une analyse dimensionnelle.

Les composantes grandes �echelles des termes div(u0!0) et div(u0
) sont inf�erieures �a celles

des deux autres termes, en particulier pr�es de l'�echelle de coupure kc, l�a o�u ces termes

sont les plus importants en module.

Les deux tests pr�ec�edents ont �et�e r�ealis�es en utilisant un �ltre raide en Fourier a�n de

s�eparer clairement les petites des grandes �echelles. Nous verrons que nous serons amen�es

�a utiliser un autre type de �ltre dans la description du mod�ele. Nous avons donc r�ealis�e

le même type de tests en utilisant le �ltre qui sera utilis�e dans le mod�ele. La transform�ee

de Fourier de ce �ltre sera d�e�nie dans le chapitre 4 par l'�equation (4.44). Nous avons

r�ealis�e ce test sur le même champ issu d'une simulation de turbulence en d�ecroissance

libre. Les spectres d'�energie du champ aux deux �echelles ainsi que du champ total sont

repr�esent�es �gure 2.5c. L'importance de chacun des termes non-lin�eaires �ltr�es intervenant

dans l'�equation des grandes �echelles est repr�esent�e �gure 2.5a alors que la partie petites

�echelles de ces termes est repr�esent�ee �gure 2.5b. On remarque que l'ordre d'importance

2Toutes les simulations seront e�ectu�ees sur un domaine carr�e avec un maillage r�egulier. N2 signi�e

que le domaine est discr�etis�e en N points dans la direction x et dans la direction y
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Figure 2.3 : Module au carr�e des quatre termes non-lin�eaires suivants: | : div(U
) , - - :

div(U!0), - � - : div(u0!0) et - ��� - : div(u0
). Le spectre d'�energie E(k) de la simulation de d�epart

est donn�e dans la fenêtre. Il s'agit d'une simulation de turbulence en d�eclin sur un maillage 10242.

La s�eparation des grandes et petites �echelles est e�ectu�ee par l'interm�ediaire d'un �ltre \cut-o�"

au nombre d'onde k = 32.

de chacun des termes n'est pas le même que celui obtenu pour une s�eparation franche

des deux �echelles. Cependant les hypoth�eses qui conduisent aux �equations d'�evolution des

petites et des grandes �echelles restent valables.

Les tests pr�ec�edents sont uniquement des tests statiques dans le sens o�u ils permet-

tent de visualiser l'ordre de grandeur des termes non-lin�eaires �a un instant donn�e de la

simulation. De ce fait, ils ne tiennent pas compte des �eventuels e�ets de phase qui peu-

vent modi�er, sur des temps longs, l'inuence de chacun de ces termes sur les grandes

�echelles. A�n de pouvoir consid�erer ce probl�eme, nous avons r�ealis�e le même type de tests

en moyennant chacun des termes sur plusieurs pas de temps des petites �echelles �equivalent

�a un pas de temps des grandes �echelles. La �gure 2.6 montre le r�esultat de ce test pour

un champ initial issu d'une simulation de turbulence en d�eclin dont le spectre d'�energie

est donn�e dans la fenêtre ins�er�ee. On remarque que le fait de moyenner ne change pra-

tiquement pas l'ordre de grandeur de chacun des termes. Seul le terme div(U!0) subit un
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Figure 2.4 : Module au carr�e des quatre termes non-lin�eaires suivants: | : div(U
) , - - :

div(U!0), - � - : div(u0!0) et - � � � - : div(u0
). Le spectre d'�energie E(k) de la simulation de

la simulation de d�epart est donn�e dans la fenêtre. Il s'agit d'un simulation de turbulence forc�ee

au nombre d'onde k = 100 sur un maillage 10242. Le for�cage est r�ealis�e en maintenant constante

l'�energie du mode k = (100; 0) La s�eparation des grandes et petites �echelles est e�ectu�ee par

l'interm�ediaire d'un �ltre \cut-o�" au nombre d'onde k = 21.

changement aux petites �echelles par l'e�et de moyenne qui tend �a r�eduire son module aux

petites �echelles. Ce r�esultat permet de montrer que les hypoth�eses e�ectu�ees sur l'ordre

d'importance de chacun des termes restent vrai d'un point de vue dynamique. A�n de

valider correctement ces hypoth�eses d'un point de vue dynamique, nous avons cependant

e�ectu�e plusieurs tests a posteriori.
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Figure 2.5 : Distribution du module au carr�e des quatre termes non-lin�eaires en fonction du

nombre d'onde k. : partie �ltr�ee intervenant dans l'�equation des grandes �echelles (�g. du haut �a

gauche), partie intervenant dans l'�equation des petites �echelles (�g. du haut a droite). Le �ltre

utilis�e est le �ltre f2 = F dont la transform�ee de Fourier sera d�e�nie au chapitre 4 par l'�equation

(4.44) avec dans ce cas dh = 2�=32. U et 
 sont respectivement les champs de vitesse et de

vorticit�e �ltr�es alors que u0 et !0 repr�esentent les parties petites �echelles de ces mêmes champs.

Les spectres d'�energie des champs totaux, grandes �echelles et petites �echelles sont repr�esent�es �gure

du bas.
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Figure 2.6 : Module au carr�e des quatre termes non-lin�eaires suivant: (|) : div(U
) , (- -)

: div(U!0), (- � -) : div(u0!0) et (- � � � -) : div(u0
) ainsi que les mêmes quantit�es moyenn�ees

sur 64 pas de temps des petites �echelles. (+) : < div(U
) >(64dt), (4) : < div(U!0) >(64dt),

(2) : < div(u0!0) >(64dt) et (3) : < div(u0
) >(64dt). Le spectre d'�energie de la simulation de

d�epart est donn�e dans la fenêtre ins�er�ee. La s�eparation du champ total en deux �echelles a �et�e

e�ectu�ee par un �ltre raide dans l'espace de Fourier au nombre d'onde k = 21.

2.5.2 Tests dynamiques

Les tests a posteriori consistent �a e�ectuer une comparaison des r�esultats de la simu-

lation �a analyser avec une simulation de r�ef�erence. Nous avons montr�e que l'on pouvait

d�ecomposer le champ de vorticit�e totale en un champ �a grandes �echelles (2.4) et un champ

�a petites �echelles (2.5). A�n de tester dynamiquement l'importance de chacun des ter-

mes intervenant dans ce syst�eme d'�equations, nous avons r�ealis�e plusieurs simulations en

ne prenant en compte qu'un certain nombre de termes dans ce syst�eme d'�equation. Les

tests dynamiques tels qu'ils ont �et�e entrepris consitent �a int�egrer l'�equation des petites

�echelles sur un maillage �n identique a celui utilis�e pour la simulation de r�ef�erence et

avec le même type de dissipation. A ceci, vient s'ajouter l'int�egration de l'�equation des
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grandes �echelles sur un maillage plus grossier. La simulation des �equations approxim�ees

est donc plus coûteuse que la simulation �equivalente sans approximation. N'ayant pas

les ressources informatique su�santes pour e�ectuer ces tests sur un maillage assez �n,

nous avons choisi d'introduire une dissipation de type hyper-visqueuse a�n de concerver

un maximum de petites �echelles pour analyser l'inuence de nos approximation sur la

description des grandes �echelles. Dans les tests dynamiques qui suivront, la simulation de

r�ef�erence sera une simulation directe avec hyperviscosit�e que nous appelerons HDNS par

opposition �a une simulation directe avec une simple viscosit�e not�ee DNS. Nous avons e�ec-

tu�e ces tests sur une simulation d'interaction de deux tourbillons. Nous avons choisi cette

exemple car le r�esultat de la simulation est tr�es sensible aux di��erentes approximations.

Elle permet de voir l'inuence de chacune des approximations sur les petites �echelles par

l'interm�ediaire des �laments cr�ees lors de l'interaction. L'inuence des approximations sur

les grandes �echelles est mis en �evidence par la forme et la vitesse de rotation du tourbillon

�nal. La �gure 2.7 montre le r�esultat de ces di��erentes simulations. Les �equations utilis�ees

pour chacune des simulations sont d�etaill�ees dans le tableau 2.1. Dans chacun des cas,

les grandes et les petites �echelles sont s�epar�ees par un �ltre raide dans l'espace de Fourier

�a k = 21. Les calculs sont e�ectu�es sur un maillage 5122 pour les petites �echelles et 642

pour les grandes. A�n de minimiser l'e�et de la p�eriodicit�e, les tourbillons initiaux ont

�et�e plac�es su�samment loin des limites du maillage. Les �gures 2.7 repr�esentent donc

uniquement 1=4 du domaine de calcul.

Le premier test e�ectu�e a pour but de v�eri�er l'hypoth�ese de non-localit�e des interac-

tions. Nous avons vu que cette hypoth�ese consiste �a n�egliger les interactions des petites

�echelles sur elles mêmes. Nous avons donc r�ealis�e une simulation en supprimant unique-

ment le terme (div(u0!0) � div(u0!0)) de l'�equation d'�evolution des petites �echelles. On

remarque que le r�esultat de cette simulation (�g. b) est quasiment indi��erenciable de

la simulation directe (�g. a). Ceci con�rme que ce terme repr�esentant l'interaction des

petites �echelles sur elles même est bien n�egligeable par rapport aux autres termes. Nous

avons ensuite e�ectu�e une simulation avec la même �equation pour les petites �echelles en

supprimant le terme non-lin�eaire div(u0!0) dans l'�equation des grandes �echelles. Le r�esul-

tat de cette simulation (�g. c) est tr�es comparable �a celui de la �gure (b) o�u ce terme

a �et�e conserv�e dans les grandes �echelles. Les �gures (d) et (e) montre le r�esultat d'une

simulation o�u, en plus du terme faisant intervenir le produit (u0!0), on a n�eglig�e le terme

(div(u0
)�div(u0
)) dans l'�equation des petites �echelles pour (d) et (e) en plus du terme

div(u0
) pour (e). La �gure (d) est pratiquement identique �a la �gure (c). Ceci prouve

que les termes faisant intervenir le produit (u0
) restent tr�es inf�erieurs aux termes prise

en compte faisant intervenir le champ de vitesse �a grande �echelles. Par contre, il appa-

râ�t une di��erence sur l'orientation du tourbillon sur la �gure (e). Comme on peut le

percevoir sur le r�esultat des test statiques, le terme div(u0
), bien qu'inf�erieur �a toutes les

�echelles au terme div(U!0) , est du même ordre de grandeur que celui-ci aux tr�es grandes

�echelles. Ceci explique probablement cette faible di��erence du champ de vorticit�e aux tr�es

grandes �echelles. L'ordre suivant d'approximation consiste a n�egliger le terme div(U!0)

dans l'�equation des grandes �echelles. Ceci conduit �a un syst�eme d'�equations o�u il n'y a

plus de r�etroaction des petites �echelles sur les grandes car le seul terme non-lin�eaire qui
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subsiste dans l'�equation des grandes �echelles ne fait intervenir que les champs de vitesse

et de vorticit�e �a grandes �echelles. La simulation des grandes �echelles correspond donc �a

une simulation directe des �equations d'Euler sur une grille 642. Il est bien connu que,

dans cette con�guration, l'�energie s'accumule aux plus petites �echelles r�esolues (k = 21

dans notre cas) au lieu de cascader vers les plus petites �echelles. Nous avons conserv�e

l'�equation d'�evolution des petites �echelles identique �a celle int�egr�ee dans le cas (e) a�n

de pouvoir visualiser l'e�et du terme n�eglig�e sur le champ de vorticit�e totale. En com-

parant les champs de vorticit�e totale �gures (e) et (f), on mesure l'importance du terme

div(U!0) pour la dynamique des grandes �echelles, et ceci même apr�es une faible p�eriode

d'int�egration (1 temps de retournement3 dans ce cas). Les r�esultats de ces di��erents tests

montrent donc que le terme le plus important ne faisant intervenir que le champ �a petites

�echelles est le terme div(U!0). Ce terme prend la forme d'un for�cage des grandes �echelles

par l'interm�ediaire de div(U!0) et d'un terme d'advection de la vorticit�e �a petites �echelles

par le champ de vitesse �a grandes �echelles. L'ordre d'importance de chacun des autres

termes non-lin�eaires semble être le même que celui d�eduit des di��erents tests statiques.

Nous avons �egalement appliqu�e ce test dynamique �a deux autres simulations de tur-

bulence 2D. La �gure 2.8b montre le r�esultat de l'int�egration du syst�eme d'�equations

(2.7)-(2.8) dans le cas d'une turbulence en d�eclin. Le champ de vorticit�e apr�es environ 1.6

temps de retournement est tr�es comparable avec celui obtenu par une simulation directe

(�g. a) de même r�esolution (la comparaison pour un temps d'int�egration plus long est

e�ectu�ee en annexe A). Ce r�esultat est encore plus net en ce qui concerne les spectres

d'�energie (�g. c) o�u la comparaison entre les deux simulations est quasiment parfaite. Il

est �a noter que la pente du spectre en k�3:5 est probablement dû �a l'e�et de l'hyperviscosit�e.

En e�et, une simulation directe �equivalente de grande r�esolution (10242) produit un spec-

tre d'�energie dont la pente est plus proche de k�3 (voir �g. 5.5). Nous avons e�ectu�e le

même test dans le cas d'une simulation de turbulence forc�ee. Le forcage est obtenu, dans

cette simulation, en maintenant �a un niveau constant d'�energie le mode k = (15; 0). Les

champs de vorticit�e apr�es 17 temps de retournement sont visualis�es �gures 2.9a et 2.9b.

Les deux simulations ont �et�e e�ectu�ees �a partir d'un champ initial de vorticit�e ayant un

tr�es faible niveau d'�energie par rapport au niveau d'�energie �nale. Compte tenu du carac-

t�ere chaotique de la turbulence, le champ de vorticit�e obtenu par int�egration du syst�eme

d'�equation (2.7)-(2.8) n'est donc pas identique �a celui de la simulation directe de grande

r�esolution. Cependant, les caract�eristiques statistiques de l'�ecoulement sont correctement

reproduites. On peut constater en e�et, que le nombre de tourbillons ainsi que leur taille

et leur intensit�e est assez bien reproduit. On remarque que les spectres d'�energie (�g. 2.9c)

sont �egalement tr�es comparables �a toutes les �echelles autre que les tr�es grandes �echelles.

La taille des tourbillons �etant assez faible devant la taille de la simulation, la comparai-

son de l'�energie �a tr�es grandes �echelles n'a pas beaucoup de signi�cation, seule la quantit�e

moyenne d'�energie de ces grandes �echelles est pertinente. Or, dans notre cas, cette quantit�e

moyenne est assez bien conserv�ee. Ceci est assez remarquable dans la mesure o�u l'�echelle

3temps caract�eristique d�e�ni par � = 2��=v o�u � et v sont respectivement l'�echelle de Taylor et la

vitesse moyenne uctuante d�e�nies par � =

s�P
k

E(k)
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=
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de coupure entre les deux �echelles (k = 21) est tr�es proche de l'�echelle de for�cage (k = 15).

Les tests e�ectu�es sur ces deux cas de turbulence montrent, comme dans le cas de

l'interaction de deux tourbillons, que, pour c'est trois types de simulation, les termes

n�eglig�es n'apportent qu'une tr�es faible contribution dans le transfert d'�energie entre les

deux types d'�echelles. Le fait que les spectres d'�energie �a tr�es petites �echelles soient tr�es

comparables, signi�e de plus que le terme d'interaction des petites �echelles sur elles-mêmes

n'a que tr�es peu d'inuence dans la cascade d'enstrophie.
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a) b)

c) d)

e) f)

Figure 2.7 : Champs de vorticit�e totale reconstitu�ee �a partir des champs grandes et petites

�echelles. Le d�etail des �equations correspondant �a chacune des simulations est donn�e dans le tableau

2.1.
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Tableau 2.1 : Syst�emes d'�equations int�egr�es pour les simulations de deux tourbillons en

interaction (�gs. 2.7)

No Fig. Type �ech. �Equations d'�evolution du type d'�echelles consid�er�e

a) Totales @t! + div(u!) = �r16!

b) Grandes @t
+ div(U
) + div(U!0) + div(u0
) + div(u0!0) = 0

Petites @t!
0 + (div(U
)� div(U
))
+ (div(U!0)� div(U!0)) + (div(u0
)� div(u0
)) = �r16!0

c) Grandes @t
+ div(U
) + div(U!0) + div(u0
) = 0

Petites @t!
0 + (div(U
)� div(U
))
+ (div(U!0)� div(U!0)) + (div(u0
)� div(u0
)) = �r16!0

d) Grandes @t
+ div(U
) + div(U!0) + div(u0
) = 0

Petites @t!
0 + (div(U
)� div(U
)) + (div(U!0)� div(U!0)) = �r16!0

e) Grandes @t
+ div(U
) + div(U!0) = 0

Petites @t!
0 + (div(U
)� div(U
)) + (div(U!0)� div(U!0)) = �r16!0

f) Grandes @t
+ div(U
) = 0

Petites @t!
0 + (div(U
)� div(U
)) + (div(U!0)� div(U!0)) = �r16!0
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a) b)

c)

Figure 2.8 : R�esultats d'une simulation de turbulence en d�eclin. Champs de vorticit�e obtenus

par: a) une HDNS sur un maillage 2562, b) une simulation du syst�eme d'�equations (2.7)-(2.8) avec

un maillage 322 pour les grandes �echelles et 2562 pour les petites. c) Comparaison des spectres

d'�energie des deux simulations au temps correspondant aux �gures a) et b).
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a) b)

c)

Figure 2.9 : R�esultats d'une simulation de turbulence forc�ee. Le for�cage est r�ealis�e en main-

tenant constant le niveau d'�energie du mode de Fourier (kx = 15; ky = 0). Champs de vorticit�e

obtenus par : a) une HDNS sur un maillage 5122, b) une simulation du syst�eme d'�equations (2.7)-

(2.8) avec un maillage 642 pour les grandes �echelles et 5122 pour les petites. c) Comparaison des

spectres d'�energie des deux simulations au temps correspondant aux �gures a) et b).



34 Chapitre 2 : Hypoth�eses et validation du mod�ele

2.6 Conclusion des tests

Nous avons obtenu jusqu'ici, un syst�eme d'�equations coupl�ees pour l'�evolution des pe-

tites et des grandes �echelles. Ces �equations ont �et�e obtenues en d�ecomposant les champs

de vitesse et de vorticit�e en une partie grandes �echelles et une partie petites �echelles. Nous

avons ensuite n�eglig�e certains termes non-lin�eaires en fonction de leur niveau d'�energie.

Les tests a priori concernant l'ordre de grandeur de chacun des termes dans chacune des

�equations, permettent d'�etayer nos hypoth�eses bas�ees sur une analyse dimensionnelle. Ce

type de tests ne permet cependant pas d'appr�ehender la dynamique d'�echanges d'�energie

entre petites et grandes �echelles. En e�et un terme important en ordre de grandeur peut

ne contribuer que faiblement aux �echanges d'�energie entres les di��erentes �echelles si ce

terme est compl�etement d�ecorr�el�e en temps. A�n de tester l'aspect dynamique nous avons

e�ectu�e des simulations de ce syst�eme coupl�e d'�equations et compar�e les r�esultats �a ceux

issu de simulations directes. Les r�esultats de cette �etude dynamique conduisent aux mêmes

analyses concernant les termes non-lin�eaires importants dans notre syst�eme d'�equations.

Cependant, le syst�eme coupl�e d'�equations ne peut être, �a ce stade, pris pour un mod�ele

LES car la seule int�egration des petites �echelles n�ecessite autant de calculs que l'�equation

du champ total lors d'une DNS (ou d'une HDNS) de même r�esolution. En e�et cette

�equation n�ecessite de calculer autant de modes et avec un pas de temps li�e aux petites

�echelles. A�n de tirer avantage de la lin�earit�e de l'�equation des petites �echelles nous allons

la transformer en une �equation d'�evolution, par les grandes �echelles, d'un certain nombre

de modes pr�epond�erants. Le chapitre suivant, d�etaille la mani�ere dont on peut d�ecomposer

cette �equation sur d'autres modes que les modes de Fourier utilis�es pour l'int�egration des

grandes �echelles.
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3.1 Motivations

Dans le cas de la turbulence non homog�ene, la d�ecomposition des champs sur des

modes \non-locaux", comme des modes de Fourier, n'est pas naturelle et ne conduit pas �a

une bonne optimisation. Une d�ecomposition en ondelettes semble beaucoup plus adapt�ee

et permet de conserver le maximum d'�energie ou d'enstrophie du syst�eme consid�er�e avec

un minimum de modes [67]. C'est en partant de cette constatation qu'il parait int�eressant

de d�ecomposer les petites �echelles sur ce type de modes. Cependant, les transform�ees

en ondelettes ne conduisent pas �a des d�eveloppement analytiques simples. Nous avons

donc opt�e pour un compromis, et utilis�e des transform�ees de Gabor [74] qui ressemblent

�a des transform�ees en ondelettes mais sont beaucoup plus ais�ees �a manipuler dans les

calculs analytiques. Les calculs e�ectu�es dans ce chapitre ont pour seul objet de d�eter-

miner l'�equation des petites �echelles dans l'espace de Gabor. Le syst�eme d'�equations sera

exprim�e dans les cas avec ou sans trou spectral d'�energie.

3.2 D�e�nitions et propri�et�es

Nous verrons qu'il sera n�ecessaire de reconstruire les champs �ltr�es faisant intervenir

un champ �a petites �echelles �a l'aide de la transform�ee de Gabor. Pour ce faire, il est

commode de d�e�nir le �ltre de la mani�ere suivante:

U(X; t) = u(x; t) =

Z
f2(�?(x� x0))u(x0)dx0 (3.1)

x et X = x=� sont des variables dite \rapides" et \lentes" correspondant respectivement

aux petites et aux grandes �echelles. �? est un petit param�etre tel que 1 � �? � � et f

est une fonction d�ecroissant rapidement vers l'in�ni. On peut prendre par exemple pour

f une fonction Gausienne f(x) = e�x
2

. La moyenne est d�e�nie avec une fonction au carr�e

par commodit�e dans les d�eveloppements qui vont suivre. Le fait de d�e�nir la moyenne

avec une fonction au carr�e ne modi�e en rien les donn�ees du probl�eme. Pour une fonction

Gaussienne l'utilisation de f2 au d�epend de f fait juste intervenir un coe�cient
p
2 dans

l'�echelle caract�eristique du �ltre.

La transform�ee de Gabor (TG) d'un champ �a petites �echelles u0 est d�e�nie comme suit:

TGfu0g(x;k; t)� û0(x;k; t) =

Z
f(�?(x� x0)) eik(x�x

0) u0(x0) dx0 (3.2)

o�u f est la même fonction que celle introduite dans la formule du �ltre (3.1). Il est alors

possible, si f(0) 6= 0, d'inverser la transform�ee de Gabor en int�egrant par rapport au

nombre d'onde k:Z
û0(x;k; t)dk =

Z
f(�?(x� x0))u0(x0; t)

�Z
eik(x�x

0)dk

�
dx0 (3.3)

= (2�)2
Z
f(�?(x� x0))u0(x0; t) �(x� x0) d(x� x0)

= f(0) (2�)2 u0(x; t)
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o�u � est la fonction de Dirac. On obtient donc la formule d'inversion suivante:

u0(x; t) =
1

(2�)2 f(0)

Z
û0(x;k; t)dk (3.4)

Comme les champs de vitesse et de vorticit�e sont r�eels dans l'espace physique, on a les

relations suivantes:

û0(x;�k; t) = û0
�

(x;k; t) (3.5)

!̂0(x;�k; t) = !̂0
�

(x;k; t)

o�u le symbole � signi�e \complexe conjugu�e".

Il est n�ecessaire, �a ce stade, de d�emontrer un certain nombre de propri�et�es de la

transform�ee de Gabor ainsi d�e�nie. Ces propri�et�es seront utilis�ees dans le d�eveloppement

de l'�equation des petites �echelles dans l'espace (x,k) de Gabor. On peut montrer, par

une int�egration par partie, que la transform�ee de Gabor d'un gradient, commute avec les

op�erateurs de d�eriv�ee en g�eom�etrie p�eriodique.

d@iu0(x;k; t) = @iû0(x;k; t) (3.6)

On peut �egalement calculer le d�eveloppement de la transform�ee de Gabor par une expan-

sion en fonction du param�etre �?. En int�egrant par partie, on obtient:

d@iu0(x;k; t) = @i

Z
f(�?(x� x0))u0(x0; t)eik(x�x

0)dx0

= ikiû0(x;k; t)+ �?
Z
f 0(�?(x� x0))u0(x0; t) eik(x�x

0)dx0

= ikiû0(x;k; t)+ O(�?) (3.7)

En utilisant cette formule de d�erivation, et sachant que !0 = (r � u0) � z, on obtient les

relations approch�ees liant la vorticit�e et les composantes de la vitesse �a petites �echelles:

!̂0(x; y; p; q; t) = d@xv0(x; y; p; q; t)� d@yu0(x; y; p; q; t) (3.8)

= @xv̂0(x; y; p; q; t)� @yû0(x; y; p; q; t)

= i p v̂0(x; y; p; q; t)� i q û0(x; y; p; q; t)+O(�?)

o�u k = (p; q) et x = (x; y). En inversant ces formules �a l'aide de la fonction de courant

 0(x; t) = �r�2!0(x; t), on obtient:

û0(x; y; p; q; t) =
iq

p2 + q2
!̂0(x; y; p; q; t)+ O(�?) (3.9)

v̂0(x; y; p; q; t) =
�ip

p2 + q2
!̂0(x; y; p; q; t)+ O(�?) (3.10)

A�n de pouvoir prendre la transform�ee de Gabor des termes non-lin�eaires des �equations

d'Euler, il est utile de d�e�nir la transform�ee de Gabor d'un produit faisant intervenir une

variable petites �echelles et une variable grandes �echelles.

dUu0(x; t) = Z
f(�?(x� x0)eik(x�x

0)U(x0; t)u0(x0; t)dx0 (3.11)
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Comme f varie sur des �echelles de l'ordre de L=
p
� et que U varie sur des �echelles d'ordre

L, il est possible de faire un d�eveloppement de Taylor de U autour du point x0 de la

mani�ere suivante:

U(x0; t) = U(x; t) + (x0 � x)rU(x; t) + O((x0� x)2) (3.12)

En introduisant le r�esultat du d�eveloppement de Taylor (3.12) dans l'expression (3.11), on

obtient: dUu0(x; t) ' U(x; t)û0(x; t) + i rlU(x; t)rklû
0(x; t) (3.13)

Ceci donne une approximation de la quantit�e dUu0 au premier ordre en �?. Ces dif-

f�erentes propri�et�es seront utilis�ees pour exprimer les �equations du mod�ele en fonction de

la transform�ee de Gabor des champs �a petites �echelles.

3.3 D�eveloppement analytique des termes non-lin�eaires

A�n de calculer le terme non-lin�eaire div(u0!0) intervenant dans l'�equation des grandes

�echelles (2.11), il est n�ecessaire d'expliciter le r�esultat du �ltrage d'un produit de deux

variables petites �echelles. Le r�esultat de ce �ltrage s'exprime en fonction des transform�ees

de Gabor des deux variables:Z
1

2

h
û0(x;k; t)!̂0(x;�k; t) + û0(x;�k; t)!̂0(x;k; t)

i
dk

=

Z
<
h
û0(x;k; t)!̂0(x;�k; t)

i
dk

=
Z
<
�Z

f(�?(x� x0))eik(x�x
0)u0(x0; t)dx0

Z
f(�?(x� x00))eik(x�x

00)!0(x00; t)dx00
�
dk

=
Z
f(�?(x� x0))f(�?(x� x00))u0(x0; t)!0(x00; t)

�Z
eik(x

00
�x0)dk

�
dx0dx00 (3.14)

En utilisant la relation:

1

(2�)2

Z
eik(x

00
�x0)dk = �(x0 � x00); (3.15)

on obtient une formulation de la moyenne du produit qui s'exprime donc en fonction de

la transform�ee de Gabor de chacune des variables par:

u0!0(x; t) =
1

(2�)2

Z
<
h
û0(x;k; t)!̂0(x;�k; t)

i
dk (3.16)

Le second terme non-lin�eaire faisant intervenir le champ de vorticit�e �a petites �echelles

(div(U!0)) intervient �a la fois dans l'�equation des petites �echelles et des grandes �echelles.

Ce terme pourrait être d�evelopp�e en reconstruisant, dans un premier temps, le champ de

vorticit�e �a petites �echelles, puis en e�ectuant le produit avecU avant d'e�ectuer les d�eriv�ees

dans l'espace de Fourier. Cependant, nous verrons que la m�ethode de reconstruction du

champ de vorticit�e �a petites �echelles que nous utiliserons par la suite, g�en�ere du \bruit"

�a petites �echelles. Il est donc pr�ef�erable d'e�ectuer un d�eveloppement de ce terme a�n de
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l'exprimer en fonction du champ de vorticit�e �ltr�e �a petites �echelles. Par d�e�nition de la

moyenne, le terme U!0(x; t) peut s'�ecrire:

U!0(x; t) =
Z
f2(�?(x� x0))U(x0; t)!0(x0; t)dx0 (3.17)

En utilisant le d�eveloppement de Taylor de U en x0 �a l'ordre �? (3.12), on obtient la

relation :

U!0(x; t) = (U!0)(x) +

Z
f2(�?(x� x0))(x� x0)rU(x0; t)!0(x0; t)dx0

= (U!0)(x) + O(�?) (3.18)

Le premier ordre de ce d�eveloppement est su�sant car les termes d'ordre �? seraient du

même ordre que certain termes n�eglig�es dans l'�equation d'�evolution des grandes �echelles

(2.7). En utilisant la d�e�nition de la moyenne d'un produit de deux variables �a petites

�echelles (3.16) aux variables 1 et !0 on obtient en d�e�nitive:

U!0(x; t) = U
1

(2�)2

Z
<
h
!̂0(x;k; t)1̂(x;�k; t)

i
dk+O(�?) (3.19)

o�u 1̂(x;k; t) repr�esente la transform�ee de Gabor de la fonction constante unit�e qui est

aussi la transform�ee de Fourier de la fonction f en k.

3.4 Application au cas avec trou spectral d'�energie

Nous allons d�evelopper les �equations obtenus dans le cas id�eal d'un �ecoulement avec

un trou spectral d'�energie. La d�erivation sera e�ectu�ee en utilisant les transform�ees de

Gabor. Nous ferons ensuite le lien avec les r�esultats �etablis par Dubrulle et Nazarenko [17]

dans les mêmes conditions mais en utilisant des fonctions de Wigner d�e�nies par :

Wk(x; t) =

Z
!(p+ k)!(p� k)e2ip�x

dp

(2�)2
(3.20)

o�u !(k) est la transform�ee de Fourier de !. La transform�ee de Wigner du champ de

vorticit�e est donc �equivalente au produit des transform�ees de Gabor ^!(x;k; t) ^!(x;�k; t).
Nous allons d�eriver ci-apr�es l'�equation de conservation de la vorticit�e alors que l'analyse

de Dubrulle Nazarenko porte sur le carr�e de la vorticit�e.

3.4.1 �Equations dans l'espace de Gabor

�Equation des petites �echelles

Il convient maintenant d'exprimer l'�equation d'�evolution de la vorticit�e aux petites

�echelles dans l'espace (x,k) en prenant la transform�ee de Gabor de l'�equation (2.12).

@!̂0

@t
(x;k; t) + TG

�
div(U!0)

	
(x;k; t) = 0 (3.21)
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En utilisant d'une part, la formule approch�ee au premier ordre en �? de la transform�ee de

Gabor d'un produit (3.13) et d'autre part, la formule de d�erivation (3.7), la transform�ee

de Gabor du terme non lin�eaire devient:

TG
�
@jUj!

0
	

= TG
�
Uj@j!

0
	

(3.22)

' UjTG
�
@j!

0
	
+ i @lUj

@

@kl
TG

�
@j!

0
	

' Uj@j!̂0 + i @lUj
@

@kl

�
ikj!̂0

�
' Uj@j!̂0 + i @lUjkj

@

@kl
!̂0 � !̂0@jUj

En utilisant ensuite le fait que le uide soit incompressible (@jUj = 0), l'�equation d'�evolution

de la vorticit�e �a petites �echelles peut se mettre sous la forme conservative suivante:

Dt !̂0(x;k; t) = 0 (3.23)

avec:

Dt = @t + _x � r+ _k@k ; (3.24)

_x = @k�; (3.25)

_k = �r�; (3.26)

� = U � k; (3.27)

o�u @k est le gradient dans l'espace des nombres d'onde k. L'�equation (3.23) exprime

donc la conservation de la vorticit�e petites �echelles dans l'espace (x,k). Cette �equation

de conservation peut être interpr�et�ee comme l'advection de particules uides transportant

une certaine quantit�e d'enstrophie et ayant un nombre d'onde associ�e k repr�esentatif d'un

mode d'oscillation local. Ces particules sont advect�ees par le champ de vitesse �a grandes

�echelles et leur nombre d'onde �evolue en fonction des gradients de ces mêmes grandes

�echelles (�g. 3.1).

Il est possible, �a partir de l'�equation de conservation de la vorticit�e �a petites �echelles

dans l'espace (x,k), d'obtenir une �equation exprimant la conservation d'une quantit�e qui

correspond �a une densit�e d'enstrophie dans ce même espace. En multipliant l'�equation

(3.23) par !̂0
�

et en additionnant le r�esultat �a celui obtenu en multipliant par !̂0 la même

�equation pour !̂0
�

on obtient en e�et:

@t(!̂0!̂0
�

)(x;k; t)+ (U � r) (!̂0!̂0�)(x;k; t)� k � rU @k (!̂0!̂0
�

)(x;k; t) = 0 (3.28)

soit, mis sous une forme conservative,

Dt j!̂0j2(x;k; t) = 0; (3.29)

o�u Dt est la d�eriv�e totale d�e�ni en (3.24). Cette �equation correspond �a l'�equation

d'�evolution de la densit�e d'enstrophie obtenue par Dubrulle et Nazarenko [17].



3.4 : Application au cas avec trou spectral d'�energie 41

K f

oK

X

X

o

f

Figure 3.1 : Une particule uide de coordonn�ee initiales (X0;K0) est advect�ee dans l'espace

physique par l'�ecoulement �a grandes �echelles, son nombre d'onde associ�e �evoluant sous l'action des

gradients de vitesse

�Equation des grandes �echelles

L'�equation des grandes �echelles est obtenue en rempla�cant dans l'�equation (2.11) le

terme lin�eaire faisant intervenir les petites �echelles div(u0!0) par son expression (3.16) en

fonction des transform�ees de Gabor de u0 et !0. On obtient donc:

@


@t
+ div(U
) = � 1

(2�)2
div

�Z
<
h
û0(x;k; t)!̂0(x;�k; t)

i
dk

�
(3.30)

Cependant, le terme de droite donne une contribution nulle �a l'ordre �?. Pour trouver la

contribution �a l'ordre sup�erieur, une solution consiste �a reformuler ce terme en fonction

des composantes de vitesse. L'�equation d'�evolution des grandes �echelles devient alors :

@


@t
+ div(U
) = �r � (r(u0u0)) (3.31)

= (@yy � @xx)(u0v0) + @xy(u0u0 � v0v0)

En d�eveloppant l'expression du second membre �a l'ordre �? �a l'aide de la relation (3.16) ap-

pliqu�ee aux composantes du champ de vitesse u0, on retrouve une formulation de l'�equation

des grandes �echelles �equivalente �a celle obtenue par Dubrulle Nazarenko [17]:

@


@t
+ div(U
) = � 1

(2�)2

Z
(k�r)z

k � r
k4

j!̂0j2(x;k; t) dk (3.32)

o�u la notation (a � b)z correspond �a la composante suivant z du produit vectoriel de a

par b

3.4.2 Propri�et�es du mod�ele

Conservation de la quantit�e de mouvement

En prenant l'inverse du rotationnel de l'�equation de la vorticit�e �a grandes �echelles

(3.32), on obtient l'�equation d'�evolution de la vitesse:
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@Ui

@t
+ @j(UiUj) = �@j�ij (3.33)

avec

�ij = � 1

(2�)2

Z
pq

k4
j!̂0j2(x;k; t) dk (3.34)

En int�egrant l'�equation (3.33) sur x et en consid�erant que !̂0(x;k; t) est nul �a l'in�ni (ou

p�eriodique), on obtient la loi de conservation de quantit�e de mouvement:Z
Udx = constante (3.35)

Comme j!̂0j2(x;k; t) = j!̂0�j2(x;k; t) = j!̂0j2(x;�k; t), l'impulsion associ�ee aux petites

�echelles est nulle: Z
kj!̂0j2(x;k; t)dk= 0 (3.36)

La conservation de la quantit�e de mouvement totale est donc �equivalente �a la conservation

sur les grandes �echelles uniquement.

Conservation de l'�energie

En multipliant l'�equation de la vorticit�e �a grandes �echelles (3.32) par la fonction de

courant  d�e�nie par U = rot( z) et en int�egrant par partie, on obtient la relation

suivante:

�1

2
@t

Z
U2dx+

1

(2�)2

Z
j!̂0j2(x;k; t)k � r

k4
(k�r )z dk dx= 0 (3.37)

En supposant, par ailleurs, que !̂0(x;k; t) est nul pour k !1 et en int�egrant une seconde

fois par partie sur k, l'�equation (3.37) devient:

�1

2
@t

Z
U2dx+

1

(2�)2

Z
1

k2
@k

�
j!̂0j2r(k �U)

�
dk dx= 0 (3.38)

En utilisant l'�equation (3.24) de conservation de !̂0 dans l'espace (x;k), l'�equation peut

encore s'�ecrire:

�1

2
@t

Z
U2dx+

1

(2�)2

Z
1

k2
@t j!̂0j2 dk dx = 0 (3.39)

Cette �equation correspond �a une relation de conservation d'�energie:

@

@t
(Ege + Epe) = 0 (3.40)

o�u Ege et Epe sont respectivement l'�energie des grandes et des petites �echelles d�e�nies

par:

Ege =
1

2

Z
U2dx (3.41)

Epe =
1

(2�)2

Z j!̂0j2(x;k; t)
k2

dk dx (3.42)
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Il y a donc conservation de l'�energie totale du syst�eme. Compte tenu de l'hypoth�ese

sur les vitesses caract�eristiques des deux types d'�echelles (U � u), l'�energie des grandes

�echelles est grande devant celle des petites �echelles (Ege � Epe). N�eanmoins les petites

�echelles peuvent occasionner une variation signi�cative de l'�energie �a grandes �echelles dans

les cas ou cette �echange est toujours du même signe. Compte tenu de l'�equation (3.29),

l'enstrophie des petites �echelles d�e�nie par 1=(2�)2
R j!̂0j2dk est conserv�ee. Par contre les

�echanges d'enstrophie entre les deux types d'�echelles apparaissent �a un ordre sup�erieur du

d�eveloppement en !̂0.

3.4.3 Spectres d'�energie des petites �echelles

La forme lin�eaire de l'�equation d'�evolution de la vorticit�e aux petites �echelles permet �a

celle-ci de pouvoir être int�egr�ees analytiquement dans certains cas simples. C'est le cas, par

exemple, d'un dipôle plong�e dans une turbulence �a petites �echelles (cas �etudi�e par Dubrulle

et Nazarenko [17]). Dans le cas id�eal o�u les grandes �echelles sont totalement d�ecoupl�ees

des petites �echelles turbulentes, leur vorticit�e peut être consid�er�ee comme un scalaire passif

vis �a vis des grandes �echelles. Ce d�ecouplage est e�ectif dans le cas o�u, d'une part, il y a

un trou spectral d'�energie (qui implique que les interactions soient non-locales) et d'autre

part lorsque la turbulence �a petites �echelles est homog�ene et isotrope. Dans ces conditions,

il n'y a aucune r�etroaction des petites �echelles sur les grandes structures de l'�ecoulement.

Il est �a noter que la s�eparation d'�echelles peut être obtenue dans le cas d'un scalaire passif

lorsque le nombre de Peclet est tr�es grand devant le nombre de Reynolds. Les plus petites

�echelles de la vitesse sont alors grandes devant les �echelles observ�ees du scalaire passif.

Ce cas �a �et�e �etudi�e par Batchelor [7] qui a pr�edit un spectre d'�energie du scalaire passif

en k�1 dans les petites �echelles. Ce spectre est l'�equivalent du spectre d'�energie en k�3

dans la cascade d'enstrophie. Pour une distribution initialement homog�ene et isotrope de

la vorticit�e �a petites �echelles il est possible de montrer que le spectre d'�energie dans la

cascade d'enstrophie est aussi en k�3 (cf annexe C). Pla�cons-nous dans le cas simple o�u

la transform�ee de Gabor de la vorticit�e �a petites �echelles !̂0(x;k; t) serait initialement

distribu�ee sur des cercles d'�equations k = ko en tout point de l'espace x:

j!̂0j2(x;k; 0) = w2
o �(k� ko) (3.43)

Il est possible avec ces conditions initiales d'int�egrer l'�equation d'�evolution des petites

�echelles (3.24). La distribution de !̂0(x;k; t) en un point x devient alors une ellipse dans

l'espace des k dont l'excentricit�e et la direction principale du grand axe sont fonction du

gradient de vitesse au point consid�er�e (cf annexe B). Le spectre d'�energie correspondant

�a ces petites �echelles peut s'�ecrire:

E(x;k; t) =
Z j!̂0(x;k; t)j2

k2
k d� (3.44)

o�u k = (p; q) = (k cos(�); k sin(�)). La r�esolution analytique de l'�equation des petites

�echelles permet de montrer que, avec les conditions initiales des petites �echelles d�e�nies par

(3.43) et sans aucun for�cage, le spectre d'�energie r�esultant des petites �echelles est en k�2.

Nous avons con�rm�e ce r�esultat par une simulation num�erique e�ectu�ee sous les mêmes
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hypoth�eses (�g. 3.2). A�n de simuler une turbulence forc�ee id�eale, nous pouvons injecter

une quantit�e constante d'�energie au cours du temps sous la forme d'une distribution de

vorticit�e identique �a celle d�e�nie par (3.43). L'int�egration de l'�equation des petites �echelles

permet alors, comme dans le cas non-forc�e, de d�eterminer les pentes du spectre d'�energie.

Pour les nombres d'onde k dont le module est inf�erieur �a celui de for�cage k0, le spectre

r�esulte d'un ux d'�energie vers les grandes �echelles sous l'action des interactions non-

locales, et suit une loi en k�1. Le spectre dans la cascade d'enstrophie (k tel que k < ko)

est quant �a lui en k�3 (�g. 3.3). Ce spectre est l'�equivalent du spectre d'�energie en k�1

pour le scalaire passif.

Figure 3.2 : Spectre d'�energie des petites

�echelles pour une distribution initiale d�e�nie

par (3.43). Les petites �echelles sont advec-

t�ees par un champ con�n�e �a tr�es grandes

�echelles a�n de satisfaire l'hypoth�ese de s�epa-

ration d'�echelles.

Figure 3.3 : Spectre d'�energie des petites

�echelles pour une distribution initiale d�e�nie

par (3.43). Les petites �echelles sont advec-

t�ees par un champ con�n�e �a tr�es grandes

�echelles a�n de satisfaire l'hypoth�ese de s�e-

paration d'�echelles. Un for�cage est introduit

en injectant �a chaque pas de temps un cer-

tain nombre de particules ayant une distribu-

tion identique �a la distribution initiale des pe-

tites �echelles

3.5 Application au cas sans trou spectral d'�energie

3.5.1 �Equation des petites �echelles

Dans le cas g�en�eral, l'�equation d'�evolution de la vorticit�e �a petites �echelles s'obtient

�egalement en appliquant une transform�ee de Gabor �a l'�equation (2.8) exprim�ee dans

l'espace physique:

@!̂0

@t
(x;k; t)+ TG

�
div(U!0)

	
(x;k; t) = F (x;k; t) (3.45)
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avec

F (x;k; t) = TG
n
�
�
div(U
)� div(U
)

�
+ div(U!0)

o
(3.46)

Par un d�eveloppement du premier membre similaire �a celui e�ectu�e dans le cas avec un

trou spectral d'�energie (eq. 3.23), on obtient l'�equation suivante:

Dt !̂0(x;k; t) = F (x;k; t) (3.47)

o�u la d�eriv�ee totale Dt est d�e�nie par (3.24). F(x,k,t) peut être consid�er�e comme un

terme de for�cage d�e�ni comme la transform�ee de Gabor des termes du second membre de

l'�equation de la vorticit�e �a petites �echelles (2.8). Ce terme permet un transfert de vorticit�e

des grandes vers les petites �echelles. Il participe donc �a la cascade d'enstrophie.

3.5.2 �Equation des grandes �echelles

L'�equation des grandes �echelles est celle �etablie en (2.7) o�u l'on a montr�e que le terme

non-lin�eaire d'ordre le plus �elev�e est div(U!0). En introduisant le d�eveloppement de ce

terme au premier ordre r�ealis�e en (3.19) l'�equation d'�evolution des grandes �echelles devient:

@


@t
+ div(U
) = �U div

�
1

(2�)2

Z
<
h
!̂0(x;k; t)f̂(�k)

i
dk

�
(3.48)

o�u f̂(�k) est la transform�ee de Fourier de la fonction f utilis�ee dans la d�e�nition de la

transform�ee de Gabor.

Nous d�evelopperons au chapitre suivant la mani�ere dont seront r�esolues ces �equations

d'�evolution des petites et des grandes �echelles. Nous exprimerons en particulier comment

seront discr�etis�es les champs �a petites �echelles dans l'�espace de Gabor.

3.6 Liens avec d'autres mod�eles

3.6.1 Analyse de la turbulence par la RDT

Notre mod�ele pr�esente certaines similarit�es avec la th�eorie de distorsion rapide de la

turbulence (RDT) invent�ee par Batchelor et Proudman [6]. Cette m�ethode analyse com-

ment la turbulence �a petites �echelles est \distordue" lorsqu'elle passe rapidement dans une

r�egion de cisaillement des grandes �echelles de l'�ecoulement. Hunt et Carruthers ont r�esum�e

r�ecemment les conditions d'application ainsi que les limites de la RDT [29]. Cette th�eorie

implique le même type d'hypoth�eses que celles utilis�ees pour la d�erivation de notre mod�ele:

la pr�edominance des interactions entre les grandes et les petites �echelles sur les interactions

des petites �echelles sur elles mêmes. Cette hypoth�ese permet de transformer l'�equation

des petites �echelles en une �equation lin�eaire traduisant simplement leur advection par le

champ de vitesse �a grandes �echelles. Dans le cas de la turbulence 2D, l'�equation des pe-

tites �echelles est identique �a celle d�evelopp�ee dans notre mod�ele sous l'hypoth�ese de trou

spectral d'�energie (2.12). Par contre cette th�eorie ne prend pas en compte la r�etroaction

des petites �echelles sur les grandes structures qui sont donn�ees a priori et non calcul�ees
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au cours du temps. Or, lorsque la turbulence est anisotrope, des transferts d'�energie entre

petites et grandes �echelles peuvent modi�er fortement ces derni�eres. La RDT n'est donc

pas tr�es utile dans la compr�ehension de ce ph�enom�ene. D'autre part, en RDT, l'�equation

des petites �echelles est lin�eaire et ne fait intervenir aucun for�cage venant des grandes

�echelles. De ce fait, les petites �echelles sont enti�erement d�etermin�ees par leurs conditions

initiales. Dans la turbulence, les e�ets non-lin�eaires sont responsables d'une d�ecorr�elation

en temps des petites �echelles de sorte qu'elles deviennent de moins en moins d�ependantes

des conditions initiales. Ceci montre les limites de l'analyse RDT. Cette m�ethode n'est

donc pas un moyen d'analyse syst�ematique de l'�evolution de la turbulence. Elle peut

cependant être utilis�ee pour une analyse simpli��ee a�n de mettre en �evidence certaines

propri�et�es dynamiques des petites �echelles dans certains cas particuliers. L'analyse RDT

permet par exemple d'obtenir des pr�edictions assez bonnes des di��erentes composantes du

tenseur de Reynolds dans le cas d'un �ecoulement cisaill�e [73]. La RDT peut �egalement être

utilis�ee comme mod�ele a�n de pr�edire le tenseur de Reynolds par int�egration des petites

�echelles sur un pas de temps correspondant aux grandes �echelles. Durbin et Zeman [18]

ont appliqu�e la RDT �a la mod�elisation de la turbulence compressible homog�ene. Simone

et al [68] ont, quant �a eux, compar�e les r�esultats issus d'une mod�elisation RDT et ceux

issus de DNS dans l'�etude de la compressibilit�e d'un �ecoulement cisaill�e turbulent.

Cependant, la RDT ne permet pas d'�etudier tous les types de probl�emes. Nazarenko et

al [32] ont �etudi�e la r�eduction du cisaillement �a grandes �echelles dans le cas de turbulence

inhomog�ene �a l'aide d'une th�eorie d�eriv�ee de la RDT faisant intervenir la r�eaction des

petites �echelles sur les grandes. Dans ce cas, l'action des grandes �echelles sur la turbulence

�a petites �echelles permet le d�eveloppement de grosses structures tourbillionnaires qui vien-

nent r�eguler l'action du cisaillement des grandes �echelles. Ce m�ecanisme particulier serait

di�cilement descriptible dans le cadre d'une analyse classique RDT puisque la r�etroaction

des petites �echelles joue un rôle pr�epond�erant dans la dynamique. Cette prise en compte

de la r�etroaction des petites �echelles sur les grandes s'av�ere, en fait, importante dans la

majorit�e des applications, en particulier lorsque les grandes �echelles ne sont pas contraintes

par les conditions aux limites. Cette r�etroaction est prise en compte dans notre mod�ele

par l'interm�ediaire du terme de forcage dans l'�equation des grandes �echelles.

3.6.2 Mod�ele Euler-�

Description du mod�ele

D'autres mod�eles de turbulence sont bas�es sur les mêmes hypoth�eses de pr�epond�erance

de certains termes non-lin�eaires du tenseur de Reynolds intervenant dans l'�equation d'�evo-

lution des grandes �echelles. Parmi eux, on trouve le mod�ele appel�e Euler � � qui se

caract�erise par un syst�eme d'�equations conservatives. Ce mod�ele a pour but de simuler

les �ecoulements de uides inviscide et incompressibles. Les d�etails de la d�erivation de ce

mod�ele sont d�ecrits par Nadiga et Shkoller [49]. Nous ne rappelerons ici que la formulation

de ce mod�ele. Les �equations de la vorticit�e �a grandes �echelles peuvent se mettre sous la

forme:

@!�

@t
+r�

u�
!� = 0 (3.49)
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div(u�) = 0 (3.50)

o�u r�
u�

est un op�erateur d�e�ni par

r�
u�

= (1� �2r2)�1ru�(1� �2r2) (3.51)

u� et !� repr�esentent respectivement le champ de vitesse �ltr�e et de vorticit�e �ltr�e �a

grandes �echelles. L'�equation (3.49) peut aussi se mettre sous la forme suivante:

@!

@t
+r(u e!) = 0 (3.52)

en d�e�nissant la moyenne d'une variable g dans l'espace de Fourier par:

g = g� = (1� �2r2)�1g (3.53)

L'op�eration e! correspond au r�esultat du d�e�ltrage de la vorticit�e �ltr�e !. Ceci revient

�a estimer le champ de vorticit�e total par l'application de l'inverse du �ltre au champ de

vorticit�e �ltr�e qui est la quantit�e int�egr�e. Le d�e�ltrage est alors d�e�nie en Fourier par

l'inversion de la formule de �ltrage (3.53) soit:

eg = g = (1� �2r2) g (3.54)

En reprenant les notations utilis�ees pour la d�ecomposition des champs de vitesse et de

vorticit�e totale (! = ! + !0 = 
+ !0 et u = u+ u0 = U+ u0), on peut r�e�ecrire l'�equation

d'�evolution de la vorticit�e �a grandes �echelles sous la forme:

@


@t
+ div(U
) + div(U!0) = 0 (3.55)

Cette �equation correspond �a celle obtenue en d�eveloppant le tenseur de Reynolds �a l'ordre

�? (eq. 2.7) dans le cas r�ealiste d'un spectre d'�energie continu. La di��erence avec notre

mod�ele est que les petites �echelles sont d�eduites des grandes �echelles par un \d�e�ltrage"

des grandes �echelles, plutôt que par une �equation propre. En fait, on ne peut pas parler

dans ce cas de petites �echelles, puisqu'elles sont d�e�nies uniquement sur la gamme des

�echelles r�esolues. Ceci constitue une di��erence majeure avec notre mod�ele o�u l'�equation

des petites �echelles est �evalu�ee, avec plus ou moins de pr�ecision et sous l'hypoth�ese de

non-localit�e des interactions, sur des �echelles aussi petites que voulues.

R�esultats

Les �gures 3.4 permettent de comparer les r�esultats de simulations du mod�ele Euler��
(�gs. c, d, e, f) avec les r�esultats d'une simulation directe (�g. a) et les r�esultats de la

simulation du syst�eme d'�equations (2.7)-(2.8). Les quatre �gures (c, d, e et f) ont �et�e

�etablies pour di��erentes valeurs du param�etre �. La �gure (c), obtenue pour � = 0,

correspond au r�esultat d'une simulation directe des �equations d'Euler. Il est connu que,

dans ce cas, l'�energie s'accumule �a l'�echelle de coupure. Ceci se traduit par un spectre

d'�energie beaucoup moins pentu que le spectre th�eorique en k�3 (�g. 3.5). L' image du
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champ de vorticit�e correspondant fait clairement apparâ�tre cette accumulation d'�energie

�a petites �echelles lorsqu'elle est compar�ee aux r�esultats de la simulation directe. Pour

des valeurs de � de plus en plus grandes, cette accumulation d'�energie disparâ�t. On

remarque, dans l'expression du �ltre (3.53) que le param�etre � repr�esente la longueur

caract�eristique du �ltre rapport�ee �a la longueur caract�eristique de la simulation. Lorsque

ce param�etre est trop important, une partie non n�egligeable de l'�energie passe dans la

partie non r�esolue des �equations. Ceci implique une mauvaise description de l'�ecoulement,

y compris pour les grandes �echelles. Ce r�esultat se traduit par une mauvaise concordance

des spectres d'�energie entre la simulation directe et la simulation avec � = 0:2. L'image du

champ de vorticit�e montre �egalement que les plus gros �laments visibles dans la simulation

directe (�g. a) ne sont plus du tout captur�es. La �gure (b) montre le r�esultat d'une

simulation du syst�eme d'�equations (2.7)-(2.8) obtenue apr�es avoir n�eglig�e les termes les

moins �energ�etiques dans le syst�eme r�esultant de la d�ecomposition du champ total. La

s�eparation des �echelles �a �et�e e�ectu�ee par un �ltre raide en Fourier localis�e �a k = 32,

l'�equation des petites �echelles �etant int�egr�ee sur un maillage 5122. A�n de stabiliser

l'�equation des petites �echelles, celle-ci sont dissip�ees par une hyperviscosit�e identique �a

celle introduite dans le simulation HDNS (�g. a). Compte tenu de la longueur de la zone

de dissipation, la zone inertielle est �equivalente �a celle obtenue pour les simulations de type

Euler� � sur un maillage 2562. On remarque cependant que, compar�es aux r�esultats du

mod�ele Euler � � avec � = 0:1, les �laments (�g. b) sont tr�es bien captur�es alors que

pour la simulation Euler�� une reconstruction du champ total �a l'aide du champ r�esolu

�a grandes �echelles ne permet pas de capturer correctement ces �laments. Cependant cette

exemple est certainement tr�es contraignant pour ce mod�ele car les petites �echelles sont

fortement non isotropes et non homog�enes. Ceci rend tr�es di�cile leur description par une

extrapolation des grandes �echelles.
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a) b)

c) d)

e) f)

Figure 3.4 : Champs de vorticit�e d'une simulation de l'interaction de deux tourbillons pour:

a) HDNS 5122 b) une simulation du syst�eme d'�equations (2.7)-(2.8) avec hyperviscosit�e dans

l'�equation des petites �echelles, c) Mod�ele Euler � � avec � = 0 (�equivalent �a une DNS invis-

cide), d) Mod�ele Euler�� avec � = 0:05 e) Mod�ele Euler�� avec � = 0:1 f) Mod�ele Euler��

avec � = 0:2
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Figure 3.5 : Comparaison des spectres d'�energie entre les r�esultats du mod�ele Euler� � (2562)

pour di��erentes valeurs du param�etre � et le r�esultat d'une HDNS (5122). Les spectres sont calcul�es

avec les champs de vorticit�e repr�esent�es �gures 3.4.
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4.1 Introduction

Notre mod�ele �a deux uides conduit donc au calcul de deux �equations (3.48) et (3.47)

d�ecrivant l'�evolution des grandes et des petites �echelles. Aucune m�ethode num�erique de

r�esolution n'a �et�e suppos�ee jusqu'alors dans le d�eveloppement des �equations. Cependant,

l'esprit de la m�ethode consiste �a mod�eliser l'�evolution des petites �echelles �a moindre coût.

En particulier, pour que le mod�ele soit int�eressant, il est indispensable d'int�egrer l'�equation

des petites �echelles avec un pas de temps correspondant aux grandes �echelles. L'hypoth�ese

de non-localit�e des interactions a permis de n�egliger les interactions des petites �echelles

sur elles-mêmes. Cette hypoth�ese conduit �a une �equation lin�eaire pour les petites �echelles

et permet donc une int�egration avec un pas de temps correspondant aux grandes �echelles.

Les transform�ees de Gabor ont �et�e introduites dans le but de mod�eliser les petites �echelles

avec un minimum de modes signi�catifs. Il n'est pas envisageable de r�esoudre l'�equation

des petites �echelles sur un maillage �xe de l'espace �a 4 dimensions (x,k). Du fait de la

structure Hamiltonienne de l'�equation d'�evolution des petites �echelles, nous avons choisi

de la r�esoudre par une m�ethode particulaire (PIC1). Cette m�ethode permet de discr�etiser

la transform�ee de Gabor de la vorticit�e en un certain nombre de mode repr�esent�es par des

particules �evoluant dans l'espace (x,k) . En ce qui concerne les grandes �echelles, le choix

de la m�ethode importe peu. Cependant, les op�erations de �ltrage des grandes �echelles sont

g�en�eralement plus ais�ees et beaucoup plus rapides dans l'espace de Fourier. Ce type de

�ltrage implique cependant que la transform�ee de Fourier du �ltre ( cf2(k) dans notre cas)
tende vers 0 lorsque k tend vers l'in�ni. Le calcul des d�eriv�ees est �egalement plus simple et

beaucoup plus pr�ecis par une m�ethode spectrale que par une m�ethode de type di��erences

�nies par exemple. Pour ces deux raisons, nous avons choisi de calculer les grandes �echelles

�a l'aide d'un code pseudo-spectral. Ce type de m�ethode est tr�es utilis�e pour des simulations

directes de la turbulence [75] [10]. Pour plus de d�etails sur cette m�ethode d'int�egration, le

lecteur pourra consulter, par exemple, les ouvrages de Gottlieb et al [26] et Voigt et al [76].

4.2 Le code Fourier

4.2.1 Discr�etisation spatiale

La repr�esentation en Fourier d'un �ecoulement sur un domaine 2D de dimension L�L
implique des conditions aux limites p�eriodiques de p�eriode L dans chacune des directions.

Ceci est un handicap pour mod�eliser des �ecoulements dans un domaine ferm�e, mais permet

n�eanmoins de reproduire correctement les comportements des �echelles plus petites que L.

Les transform�ees de Fourier discr�etes s'obtiennent �a partir de la transform�ee de Fourier

continue en moyennant celle-ci sur un domaine de dimension L � L. L'�equivalent des

transform�ees de Fourier et des transform�ees de Fourier inverses sur un domaine 1D de

dimension L discr�etis�e en N points, est alors:

û (k�f; t) = �x
N�1X
l=0

u (l�x)e�i 2� k �f l �x (4.1)

1abr�eviation de Particles In Cells
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u (l�x; t) = �f

N=2X
k=�N=2

û (k�f)ei 2� k �f l �x (4.2)

o�u les di��erentes variables ont la signi�cation suivante:

N = le nombre de point de discr�etisation du domaine de longueur L
�x = la taille d'une maille �x = L=N

�f = intervalle de discr�etisation en fr�equence �f = 1=N�x
l = f0,1,2,...,N-1g
k = f-N/2,...-1,0,1,2,...,N/2g
u (l�x) = la valeur de u en (l�x) dans l'espace physique
û (k�f) = la valeur de u en (k�f) dans l'espace de Fourier

Pour la d�erivation des �equations nous utiliserons les transform�ees de Fourier continues,

mais tous les calculs pourraient être e�ectu�es avec des transform�ees discr�etes. Les calculs

num�eriques ont �et�e r�ealis�es �a l'aide des proc�edures de transform�ees de Fourier rapides

(FFT2) du CRAY ou avec celles d�evelopp�ees par Temperton. Pour cette raison nous

utiliserons pour N uniquement des puissances de 2 optimisant les algorithmes de FFT.

L'�equation de la vorticit�e des grandes �echelles (3.48) peut s'�ecrire dans l'espace de Fourier:

@
(k; t)

@t
= G(k; t)� k2
(k; t) (4.3)

o�u G(k,t) est la transform�ee de Fourier de tous les termes non-lin�eaires (faisant intervenir

un produit de deux variables) et k le module de k. Ce terme est calcul�e dans l'espace

physique puis repass�e dans l'espace de Fourier en dernier lieu. La raison de ce traitement

vient du fait que la transform�ee de Fourier d'un produit est un produit de convolution

qui s'av�ere beaucoup trop coûteux num�eriquement. Le calcul des produits dans l'espace

physique donne cependant lieu �a une erreur appel�e \aliasing". L'inuence de cette erreur

sur les r�esultats a �et�e �etudi�e par exemple par Orszag [57]. L'erreur d'aliasing intervient

sur le r�esultat �a des nombres d'onde k = (p; q) tels que:

(
p > 2kmax=3
q > 2kmax=3

(4.4)

o�u kmax = N=2 et le nombre d'onde maximum accessible dans la transform�ee de Fourier

d'un champ discr�etis�e en N points. Une solution est alors de ne consid�erer que les modes

correctement calcul�es. Il existe cependant d'autres m�ethodes plus �nes pour supprimer

cette erreur d'aliasing [60]. Nous verrons que le calcul du terme non-lin�eaire faisant in-

tervenir les petites �echelles ne peut �egalement pas être calcul�e avec pr�ecision sur les plus

grands nombres d'onde des grandes �echelles. La solution retenue a donc �et�e de ne pas

consid�erer le terme non-lin�eaire pour les modes tels que k > 2kmax=3.

2abr�eviation de Fast Fourier Transform
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4.2.2 Discr�etisation temporelle

L'�evolution temporelle est r�ealis�ee par un sch�ema d'Adams-Bashforth. Le terme de dif-

fusion �etant int�egr�e analytiquement. Consid�erons la forme simpli��ee suivante de l'�equation

�a r�esoudre:
@


@t
(t) = G(
)� k2
(t) (4.5)

L'int�egration analytique du terme de di�usion k2
(t) s'e�ectue en introduisant la variable:
~
(t) = 
(t) e�k

2t. On obtient alors par d�erivation, la relation suivante:

@


@t
(t) = k2ek

2t ~
(t) + ek
2t@

~


@t
(t) (4.6)

En introduisant la relation (4.6) dans l'�equation �a r�esoudre (4.5), on obtient:

@ ~


@t
(t) = e�k

2tG(
) (4.7)

En int�egrant cette expression entre t et t+ dt, on obtient:

~
(t+ dt)� ~
(t) =

Z t+dt

t
e�k

2 t0G(
(t0))dt0 (4.8)

soit en revenant �a la variable 
 et par un changement de variable dans l'int�egrale,


(t+ dt) = e�k
2t 
(t) + e�k

2t
Z dt

0
e�k

2t00G(
(t+ t00))dt00 (4.9)

L'int�egrale est alors approxim�ee par le sch�ema aux di��erences �nies d'Adams-Bashforth.

Le sch�ema r�esultant est en d�e�nitive:


(t+ dt) = e�k
2t
(t) +

�
3

2
G(
(t� dt)) e�k2t � 1

2
G(
(t)) e�2k

2t

�
(4.10)

Ce sch�ema fait donc intervenir le champ de vorticit�e au temps t et le terme non-lin�eaire

au temps t et t+ dt.

4.3 Traitement des petites �echelles

4.3.1 Principe de la m�ethode PIC

Nous avons vu que, a�n d'une part de r�eduire le nombre de modes, et d'autre part

d'e�ectuer les calculs sur un pas de temps li�e aux grandes �echelles, l'�equation des petites

�echelles (3.24) sera r�esolue par une m�ethode PIC. Cette m�ethode de calcul �a �et�e utilis�ee

auparavant par Nazarenko, Zabusky et Sheidegger [52] pour la mod�elisation des inter-

actions non-lin�eaires entre les tourbillons et des ondes sonores. Elle est �egalement tr�es

utilis�ee dans les calculs de plasma [8].

La m�ethode consiste �a mod�eliser la quantit�e !̂0(x;k; t) par un certain nombre de

particules �el�ementaires dans l'espace �a 4 dimensions (x;k). L'�equation d'�evolution de la

vorticit�e �a petites �echelles revient alors �a faire �evoluer dans l'espace (x;k) ces particules
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qui transportent une valeur complexe li�ee �a la vorticit�e. Les trajectoires des Np particules

� de coordonn�ees x� et k� sont donn�ees par les deux �equations (3.25) et (3.26) soient:

@x�

@t
(t) = U(x�(t)) (4.11)

@k�

@t
(t) = �(k�(t) � r)U(x�(t)) (4.12)

Les particules �evoluent donc, dans l'espace physique, entre les mailles de la grille utilis�ee

pour le calcul des grandes �echelles. L'advection des particules n�ecessite de connâ�tre les

vitesses et les gradients de vitesse des grandes �echelles �a l'emplacement de chacune d'elles.

Ces quantit�es sont calcul�ees �a l'aide de fonctions interpolatrices Sx et Sk relatives �a la

m�ethode PIC et d�e�nies ci-apr�es (eqs. (4.18) et (4.19)). Les �equations di��erentielles

(4.11) et (4.12) sont int�egr�ees par le sch�ema stable du second ordre de Runde-Kutta.

L'int�egration consiste �a e�ectuer un calcul interm�ediaire de x� et k�:

x�� = x�(t) +
dt

2
U(x�(t)) (4.13)

k�� = k�(t)�
dt

2
(k�(t) � r)U(x�(t)) (4.14)

Les valeurs au temps t+dt sont alors donn�ees par les relations:

x�(t+ dt) = x�(t) + dt U(x��) (4.15)

k�(t+ dt) = k�(t)� dt (k�� � r)U(x��) (4.16)

La quantit�e !̂0(x;k; t) peut être reconstruite �a partir de la contribution de chacune des

particules par la formule:

!̂0(x;k; t) =

NpX
�=1

�̂�(t) Sx(x� x�(t)) Sk(k� k�(t)) (4.17)

Dans le cas d'un spectre continue d'�energie, l'�equation des petites �echelles (3.47) fait

intervenir un terme source issu de la partie petites �echelles du terme non-lin�eaire div(U
).

Ce terme de for�cage impliquerait que la quantit�e de vorticit�e transport�ee par chaque par-

ticule (�̂�(t)) ne soit pas constante dans le temps. Nous verrons qu'il est plus simple de

maintenir cette quantit�e de vorticit�e constante au cours du temps et de traiter le terme

de for�cage par la cr�eation de nouvelles particules. Il reste maintenant �a choisir les fonc-

tions �el�ementaires Sx et Sk d'interpolation pour la m�ethode PIC. Les fonctions les plus

couramment utilis�ees sont des polynômes par morceaux d'un ordre quelconque [8]. Il faut

noter cependant que ces fonctions doivent v�eri�er Sx(0) = 1. Plus l'ordre des polynômes

sera �elev�e, plus le support de la fonction sera grand, et donc plus le nombre de calculs �a

e�ectuer sera important. Cependant pour un nombre total de particules donn�e, le \bruit"

engendr�e par la discr�etisation en particules et d'autant plus faible que l'ordre de la fonction

est �elev�e. Il y a donc un compromis �a trouver entre le nombre total de particules et l'ordre

des fonctions d'interpolation. Nous verrons que ce sont les d�eriv�ees premi�eres ou secondes

des termes non-lin�eaires �evalu�es par la m�ethode PIC qui interviennent dans l'�equation des

grandes �echelles. Pour cette raison, nous avons choisi des fonctions d'interpolation d'ordre
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2 (c'est �a dire des polynômes d'ordre 1) dans l'espace des x et des fonctions d'ordre 0 dans

l'espace des k. Les fonctions Sx et Sk sont donc, en 2D, de la forme suivante:

Sx(x� x�) = Sx(x� x�)� Sy(y � y�) (4.18)

Sk(k� k�) = �(p� p�)� �(q � q�) (4.19)

o�u x = (x; y), k = (p; q), � est la fonction de Dirac et les fonctions Sx et Sy sont d�e�nies

par:

Sx(x� x�) =

(
(dh� jx� x�j)=dh si jx� x�j < dh

0 sinon
(4.20)

Sy(y � y�) =

(
(dh� jy � y�j)=dh si jy � y�j < dh

0 sinon
(4.21)

o�u dh correspond �a la moiti�e du support de la fonction d'interpolation Sx. Cette dimension

est choisie en fonction de la pr�ecision d�esir�ee du champ �a reconstruire. Cependant, comme

il a �et�e mentionn�e auparavant, cette dimension ne peut pas être choisie aussi petite que

voulue �a cause du bruit engendr�e par la m�ethode lorsque le nombre de particules par

maille de dimension dh � dh est insu�sant. Dans la pratique, et pour des raisons de

commodit�e num�erique, nous prendrons, comme dimension des mailles pour la m�ethode

PIC, une subdivision enti�ere de la taille des mailles utilis�ees pour la r�esolution des grandes

�echelles. Dans toute la suite du d�eveloppement on consid�erera que dh = �x = 2�=N .

Les champs �a petites �echelles seront donc discr�etis�es en 2Np particules �evoluant d'apr�es

les �equations (4.11) et (4.12). Il est alors possible de les r�epartir en consid�erant plusieurs

particules dans l'espace des k ayant les mêmes coordonn�ees dans l'espace x, ou alors des

particules ayant toutes des coordonn�ees di��erentes �a la fois en x et en k. Nous avons choisi

la deuxi�eme solution qui est celle qui permet une meilleur discr�etisation de l'espace (x,k)

pour un nombre de particules donn�e. Nous avons tout de même introduit, pour chaque

particule � de coordonn�ees x� = (x�; y�), deux nombres d'onde: k� = (p�; q�) et son

oppos�e �k� = (�p�;�q�) a�n de tirer partie des sym�etries des �equations d'�evolution des

petites �echelles. En e�et, d'apr�es la forme de l'�equation d'�evolution des nombres d'onde

(4.12), l'�evolution du nombre d'onde �k� se d�eduit automatiquement de celle de k�. Nous

ne ferons donc les calculs num�eriques uniquement sur une moiti�e des nombres d'onde.

4.3.2 Reconstruction des champs �a petites �echelles

Les champs �a petites �echelles dans l'espace physique se d�eduisent de leur formulation

discr�etis�ee (4.17) dans l'espace (x,k) par une int�egration sur k identique �a celle e�ectu�ee

en (3.4):

!0(x; t) =
1

(2�)2 f(0)

Z
!̂0(x;k; t)dk (4.22)

=
1

(2�)2 f(0)

Z 2NpX
�=1

�̂�(t) Sx(x� x�(t)) �(k� k�(t)) dk
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=
1

f(0)

2NpX
�=1

�̂�(t) Sx(x� x�(t))

=
1

f(0)

8<:
NpX

�+=1

�̂�+(t) Sx(x� x�+(t)) +

NpX
��=1

�̂�1(t) Sx(x� x��(t))

9=;
o�u l'on a la relation:

2NpX
�=1

=

NpX
�+=1

+

NpX
��=1

(4.23)

PNp

�+=1
signi�e que la somme est e�ectu�ee uniquement sur la moiti�e des particules de

nombre d'onde k� alors que
PNp

��=1
est une somme sur les particules ayant un nombre

d'onde oppos�e �k�. Par convention on prendra pour la somme sur les particules �+ celles

dont le nombre d'onde v�eri�e p�+ > 0. Compte tenu que x�+ = x��, le champ !
0(x; t)

peut encore s'�ecrire:

!0(x; t) =
1

f(0)

NpX
�+=1

�
�̂�+(t) + �̂��(t)

�
Sx(x� x�+(t)) (4.24)

Comme !0(x; t) doit être r�eel, on doit avoir la relation suivante:

�̂�+(t) = �̂���(t) (4.25)

On obtient en d�e�nitive la formule de reconstruction du champ de vorticit�e �a petites

�echelles suivante:

!0(x; t) =
2

f(0)

NpX
�+=1

< ��̂�+(t)� Sx(x� x�+(t)) (4.26)

o�u < ��̂�+(t)� est la partie r�eelle de �̂�+(t). On peut proc�eder de même pour les deux

composantes de champs de vitesse �a petites �echelles. En utilisant les relations (3.9) et

(3.10) d�e�nissant leurs composantes dans l'espace (x;k) en fonction de !0(x;k; t), on

obtient:

u0(x; t) =
2

f(0)

NpX
�+=1

�q�+
p�+

2 + q�+
2
= ��̂�+(t)� Sx(x� x�+(t)) (4.27)

v0(x; t) =
2

f(0)

NpX
�+=1

p�+
p�+

2 + q�+
2
= ��̂�+(t)� Sx(x� x�+(t)) (4.28)

o�u = ��̂�+(t)� est la partie imaginaire de �̂�+(t). Ces �equations correspondent donc aux

formules de reconstruction des champs petites �echelles en fonction des coordonn�ees des

particules.
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4.3.3 Discr�etisation des termes non-lin�eaires

Les termes non-lin�eaires faisant intervenir le champ �a petites �echelles seront reconstru-

its �a l'aide de la m�ethode PIC. Il est donc n�ecessaire de d�eterminer leur expression via les

fonctions d'interpolation introduites en (4.18) et (4.19).

Le terme non-lin�eaire div(!0u0) �etant de l'ordre �2 il n'est pas possible d'en obtenir

une approximation �a l'aide des d�eveloppement de la vorticit�e �a l'ordre �. Ce terme sera

donc calcul�e en fonction des composantes du champ de vitesse uniquement. En exprimant

la vorticit�e en fonction des composantes de la vitesse, on obtient:

div(!0u0) = @2x(u
0v0)� @2y (u0v0) + @x@y(v

02 � u0
2
) (4.29)

Il nous faut donc d�eterminer les expressions des moyennes des trois di��erents produits

des composantes de vitesse de mani�ere discr�etis�ees �a l'aide des fonctions interpolatrices

de la m�ethode PIC. En introduisant la formulation de la vitesse �a petites �echelles dans

l'expression de la moyenne d'un produit (3.16) on obtient l'expression de u0v0(x; t) suivante:

u0v0(x; t) =
1

(2�)2

Z
<
h
û0(x;k; t)v̂0(x;�k; t)

i
dk (4.30)

=
1

(2�)2

Z
<
240@2NpX

�=1

iq

p2 + q2
�̂� Sx(x� x�)�(k� k�)

1A
0@2NpX
�=1

+ip

p2 + q2
�̂� Sx(x� x�)�(�k� k�)

1A35 dk
Si, de plus, toutes les particules poss�edent un nombre d'onde di��erent (tout au moins dans

un domaine correspondant au support de la fonction Sx), alors la relation (4.30) peut se

mettre sous la forme suivante:

u0v0(x; t) = 2

NpX
�+=1

<
"

�q�+p�+
(p�+

2 + q�+
2)2

�̂�+ �̂��S
2
x(x� x�+)

#
(4.31)

Compte tenu du fait que �̂�� et le complexe conjugu�e de �̂�+ et en proc�edant de même

pour les deux autres produits des composantes de la vitesse �a petites �echelles, on obtient:

u0v0(x; t) = 2

NpX
�+=1

�q�+p�+
(p�+

2 + q�+
2)2
j�̂�+ j2S2x(x� x�+)

u02(x; t) = 2

NpX
�+=1

+q2�+
(p�+

2 + q�+
2)2
j�̂�+ j2S2x(x� x�+) (4.32)

v02(x; t) = 2

NpX
�+=1

+p2�+
(p�+

2 + q�+
2)2
j�̂�+ j2S2x(x� x�+)

Ces trois termes u02(x; t), v02(x; t) et u0v0(x; t) seront ensuite repass�es dans l'espace de

Fourier a�n d'e�ectuer les d�eriv�ees n�ecessaires au calcul des di��erents termes intervenant

dans la d�ecomposition (4.29) de div(!0u0).
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Nous avons d�etermin�e, au chapitre pr�ec�edent (eq. 3.19), le d�eveloppement �a l'ordre

� du terme U!0 en fonction de la transform�ee de Gabor de !0 . On peut maintenant

d�evelopper cette expression en utilisant la formule de discr�etisation de la fonction !0(x;k; t)

en particules. On obtient alors l'expression suivante:

U!0(x; t) ' U

(2�)2

Z
<
h
!̂0(x;k; t)1̂(x;�k; t)

i
dk

' U

(2�)2

Z
<
h
!̂0(x;k; t)f(�k)

i
dk

' U

(2�)2

Z
<
242NpX
�=1

�̂�f
�(k)Sx(x� x�)�(k� k�)

35dk
' 2U

NpX
�+=1

< � ^��+f
�(k�+)

�
Sx(x� x�+) (4.33)

Le terme div(U!0) sera ensuite calcul�e en prenant la divergence du terme U!0(x; t)

apr�es l'avoir repass�e dans l'espace de Fourier.

4.3.4 D�e�nition du �ltre

Relation entre �ltre et fonction d'interpolation

Le fait de choisir une fonction interpolatrice Sx(x) (eq. 4.18) impose la forme de la

fonction f dans la d�e�nition du �ltre et donc de la transform�ee de Gabor. En e�et on

peut �ecrire la formule de la moyenne du carr�e de la vorticit�e, d'une part avec la d�e�nition

du �ltre f discr�etis�e sur les points de grille, et d'autre part avec l'�equivalent discr�etis�e en

particules.

!02(x; t) =
X
i

!0
2
(xi) f

2(x� xi) (�x)
2 (4.34)

= 2

NpX
�+=1

j��+ j2 S2x(x� x�+) (4.35)

Cette formule �etant valable pour n'importe quel point xi, on doit donc avoir une relation

lin�eaire entre f2 et Sx:

f2(x) = C � S2x(x) (4.36)

D'autre part on doit avoir les relations suivantes:

Sx(0) = 1: (4.37)Z
f2(x0)dx0 = 1: (4.38)

Ceci conduit donc a:

f2(x) = f2(0)S2x(x) (4.39)

avec

f(0) =
1rZ

S2x(x
0)dx0

(4.40)
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Il sera n�ecessaire d'exprimer l'op�eration de �ltrage de mani�ere discr�etis�ee sur la grille

grande �echelle a�n de calculer le terme div(U
) intervenant �a la fois dans l'�equation

d'�evolution des petites (2.7) et des grandes �echelles (2.8). Compte tenu de la formule de

�ltrage (3.1) et de l'expression (4.39) de la fonction f en fonction des fonctions interpola-

trices, l'op�eration de �ltrage en deux dimensions est d�e�nie par:

g(x; y) = f2(0)

Z
S2x(x� x0)S2y(y � y0)g(x; y)dx0dy0 (4.41)

o�u le calcul de la constante f2(0) donne

f2(0) =
1Z

S2x(x
0)dx0

=

�
3

2dh

�2
(4.42)

D�e�nition du �ltre dans l'espace de Fourier

On peut e�ectuer les op�erations de �ltrage directement dans l'espace de Fourier avec

la formule suivante:

ĝ(p; q) = cf2(p; q)ĝ(p; q) (4.43)

o�u cf2(p; q) est la transform�ee de Fourier de la fonction f2(0) � S2x(x; y). Apr�es calcul,

l'expression du �ltre vaut:

cf2(p; q) = 36

(p dh)2(q dh)2
;

��
1� sin(p dh)

p dh

��
1� sin(q dh)

q dh

��
(4.44)

Pour des raisons de simplicit�e, on prendra dh = l��(x) avec l entier. Le rapport l entre

les deux grilles sera même une puissance de 2 par souci d'optimisation pour les algorithmes

de FFT.

Approximation du �ltre dans l'espace physique

La formule de �ltrage dans l'espace de Fourier est di�cilement utilisable dans le cas o�u

l'�equation des grandes �echelles n'est pas int�egr�ee �a l'aide d'un code spectral. Il est alors

int�eressant d'obtenir un d�eveloppement de la formule de �ltrage �a l'aide d'un d�eveloppe-

ment de Taylor de son expression. L'expression de la moyenne d'une quantit�e g(x; y) peut

se mettre sous la forme:

g(x; y) = f(0)
Z
S2x(x� x0) gy(x0; y) dx0 (4.45)

o�u gy(x0; y) correspond �a la moyenne 1D de g(x0; y) suivant y qui est d�e�nie par:

gy(x0; y) = f(0)
Z
S2y(y � y0)g(x; y) dy0 (4.46)

On peut donc, de cette mani�ere, se ramener �a un calcul unidimensionnel. En rempla�cant

la fonction Sy(y � y0) par sa formulation (4.21) et en introduisant la fonction  telle qu :

g(x0; y) =
@2 

@y2
(x0; y) (4.47)
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on obtient:

gy(x0; y) =
f(0)

dh2

Z +dh

�dh
(dh� jy0j)2@

2 

@y2
(x0; y � y0) dy0 (4.48)

En e�ectuant alors deux int�egrations par partie, on obtient:

gy(x0; y) = f(0)

(
� 4

dh
 (x0; y) +

4

dh2

Z +dh

�dh
 (x0; y � y0) dy0

)
(4.49)

Si l'on d�e�nie � comme la primitive de  par rapport �a y, on obtient apr�es un changement

de variable: Z +dh

�dh
 (x0; y � y0) dy0 = �(x0; y � dh)� �(x0; y + dh) (4.50)

Il faut alors prendre le d�eveloppement de Taylor �a l'ordre 5 de chacun des deux termes

pour obtenir l'approximation suivante de la moyenne:

gy(x0; y) = f(0)
2dh

3

"
g(x0; y) +

dh2

20

@2g

@x2
(x0; y) +O(dh4)

#
(4.51)

On peut alors appliquer cette formule de la moyenne 1D �a la quantit�e gy(x0; y) pour obtenir

l'expression de la moyenne 2D donn�ee par l'�equation (4.45). On obtient en d�e�nitive le

d�eveloppement suivant:

g(x; y) = g(x; y) +
dh2

20
r2g(x; y) +O(dh4) (4.52)

Cette formulation peut être utilis�ee dans le cadre d'un �ltrage dans l'espace physique en

utilisant par exemple une formule aux di��erences �nies pour mod�eliser le laplacien. Elle

peut permettre �egalement, comme dans l'espace de Fourier, de choisir l'�echelle dh du �ltre

quelconque par rapport �a la dimension d'une maille de la grille �a grandes �echelles. On

remarque que le �ltre d�e�ni en (4.52) est similaire �a celui utilis�e dans le mod�ele Euler��
(eq. 3.53). En e�et, dans l'espace de Fourier la moyenne d�e�nie en (4.52) s'�ecrit:

g(k) � g(k)� dh2

20
k2 g(k) (4.53)

Si l'on regarde l'e�et de ce �ltre sur les grandes �echelles, on peut consid�erer le cas o�u

dh2 k2 < 1 et donc dh2 k2=20� 1. La formule du �ltre (4.53) peut alors s'�ecrire:

g(k) � (1 +
dh2

20
k2)�1 g(k) (4.54)

o�u encore dans l'espace physique:

g(x) � (1� dh2

20
r2)�1 g(x) (4.55)

On obtient ainsi la même formule de �ltrage que pour le mod�ele Euler � � o�u � serait

d�e�ni par � = dh2=20.
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4.4 Mod�elisation du transfert d'enstrophie

4.4.1 Proc�edure de transfert d'enstrophie

La cascade directe d'enstrophie implique un transfert de vorticit�e des grandes vers les

petites �echelles. Cette cascade est pr�esente �a toutes les �echelles impliqu�ees. Il doit donc

y avoir en particulier un transfert de vorticit�e entre les deux types d'�echelles mod�elis�ees

par les deux �equations d'�evolutions (2.7) et (2.8) dans le cas r�ealiste d'un spectre continu

d'�energie. Le transfert d'enstrophie des grandes vers les petites �echelles est traduit par le

second membre de l'�equation (2.8) qui correspond �a la partie petites �echelles des termes

non-lin�eaires impliquant les grandes �echelles. A ce terme correspond une cr�eation de

vorticit�e dans les petites �echelles. Deux possibilit�es sont alors envisageables. La premi�ere

consiste �a faire �evoluer dans le temps la valeur de la vorticit�e (�̂�) attach�ee �a chaque

particule en calculant �a l'aide de la m�ethode PIC le terme de for�cage �a chacune de leur

position. L'�equation d'�evolution de la vorticit�e de chaque particule � devient alors:

Dt �̂�(x�;k�; t) = F (x�;k�; t) (4.56)

Cette �equation peut être int�egr�ee de la même mani�ere que les �equations d'�evolution des

particules dans l'espace (x,k) . Cette m�ethode suppose qu'un certain nombre de particules

soit d�ej�a cr�e�e. A�n de discr�etiser correctement le terme de for�cage, il devrait même y

avoir une densit�e de particules su�sante. Or si aucune petites �echelles ne sont pr�esentes

au d�ebut de la simulation, cette m�ethode n'est pas envisageable. Nous utiliserons donc

la deuxi�eme solution qui consiste �a traiter ce terme de for�cage en cr�eant �a chaque pas de

temps de nouvelles particules. Si l'on cr�ee M particules �a chaque pas de temps, on devra

avoir l'�egalit�e suivante dans l'espace physique:

!0f (x; t) =
2

f(0)

Np+MX
�+=Np+1

< ���+(t)�Sx(x� x�) (4.57)

o�u !0f (x; t) repr�esente le terme de for�cage des petites �echelles et vaut dans le cas d'une

simulation avec un spectre continue d'�energie (eq. 2.8):

!0f (x; t) =
1

dt

n
�
�
div(U
)� div(U
)

�
+ div(U!0)

o
(4.58)

Comme nous l'avons montr�e auparavant, ce terme de for�cage est nul dans le cas d'une

simulation d'un �ecoulement id�eal avec un trou spectral d'�energie (eq. 2.12). Si l'on souhaite

une �egalit�e stricte entre le terme de for�cage dans l'espace r�eel et son �equivalent discr�etis�e en

particules, il est n�ecessaire de cr�eer une particule par point de grille des grandes �echelles.

Il sera donc cr�e�eM = N2 particules �a chaque pas de temps. En appliquant l'�egalit�e (4.57)

aux points xi de la grille grandes �echelles et compte tenu de la d�e�nition de la fonction

interpolatrice Sx, on obtient:

!0f (xi; t) =
2

f(0)
< [��i(t)] (4.59)

Avec cette �equation, trois coordonn�ees (x�; y� et <[��]) de chacune des particules sont

d�etermin�ees. Il reste donc �a d�eterminer les trois autres composantes que sont p�; q� et =[��].
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Pour ce faire, une des solutions est d'utiliser les vitesses correspondantes aux champs de

vorticit�e !0f (x; t) et d'�egaler leurs expressions avec celles �equivalentes discr�etis�ees en par-

ticules. Si l'on d�e�ni u0f tel que (!0f = r� u0f ) � z on a alors, en chaque points de grille

xi, les relations suivantes:

u0f(xi; t) =
2

f(0)

�q�i
(p2�i + q2�i)

= [��i(t)] (4.60)

v0f(xi; t) =
2

f(0)

+p�i
(p2�i + q2�i)

= [��i(t)] (4.61)

Avec ces deux nouvelles �equations, il est possible de d�eterminer les coordonn�ees de chaque

particule dans l'espace des k. Il manque encore cependant une �equation a�n de d�eterminer

la partie imaginaire de ��+(t). Nous avons choisi de se donner la partie imaginaire �egale

�a la partie r�eelle. Cette derni�ere coordonn�ee pourrait cependant être d�etermin�ee par une

�equation faisant intervenir des gradients de !0f . En d�e�nitive les coordonn�ees de chaque

particule �i cr�e�ee sont d�etermin�ees par:8>>>>>>><>>>>>>>:

< [�̂�i ] = f(0)!0f(xi)=2

= [�̂�i ] = < [�̂�i ]
q�i=p�i = �u0f (xi)=v0f (xi)
pi =

!0
f
(xi)(q�i=p�i)

2

v0
f
(xi)(1+(q�i=p�i)

2
)

x�i = xi

(4.62)

A�n de limiter cependant le nombre de particules cr�e�ees et de prendre en compte le

caract�ere locale du terme de for�cage, les particules qui auraient un niveau de vorticit�e

�equivalente !0f (xi) plus petit en module qu'une valeur donn�ee ne seront pas cr�e�es. Ceci

conduit, dans le cas o�u le terme de for�cage est tr�es intermittent, �a ne cr�eer qu'une fraction

des N2 particules �a chaque pas de temps et permet une �economie substantielle du nombre

de particules et donc de temps de calcul.

4.4.2 Proc�edure de refonte des petites �echelles

La cr�eation d'un grand nombre de particules par pas de temps implique que le nombre

total de particules croit tr�es rapidement. Sans autre traitement, le mod�ele deviendrait

donc rapidement inutilisable num�eriquement par faute de m�emoire. Pour rem�edier �a ce

probl�eme, il est n�ecessaire de r�eduire le nombre de particules p�eriodiquement. Il faut donc

introduire une proc�edure qui, lorsque le nombre total de particules Np devient trop grand,

les remplace par une nouvelle r�epartition moins dense tout en en conservant le maximum

d'informations incluses dans les particules de d�epart. Une solution est de recr�eer un champ

de vorticit�e �a petites �echelles sur un maillage (Nf �Nf ) beaucoup plus �n que le maillage

grandes �echelles (N�N) et de recr�eerN2
f particules �a l'aide de la proc�edure d�e�nie dans le

paragraphe pr�ec�edent. Ceci est rendu possible par le fait que, plus le nombre de particules

est important, le plus la reconstruction �a l'aide de la m�ethode PIC est pr�ecise. Il est donc

possible de reconstruire un champ de vorticit�e sur un maillage dont la taille sera fonction

du nombre de particules avant manipulation et de la pr�ecision de la m�ethode PIC pour

ce nombre de particules donn�e. Cette proc�edure permet d'obtenir une reconstruction
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identique de la vorticit�e !0 et donc de la vitesse u0 sur la grille grandes �echelles. En

particulier, l'avantage est que le calcul des termes de for�cage des grandes �echelles des

�equations (2.7) ou (2.11) n'est pas directement a�ect�e par cette proc�edure de refonte des

particules. Cette proc�edure, tout en d�e�nissant une �echelle minimum de r�esolution pour

les petites �echelles, permet un transfert d'�energie au travers de cette �echelle. En e�et la

discr�etisation des petites �echelles en particules fait que l'on ne peut pas d�e�nir d'�echelle

minimum, mais la proc�edure de refonte des particules �a pour e�et de �ltrer les �echelles

plus petites que l'�echelle de reconstruction (dxmin = L=Nf ). Cette proc�edure permet donc

d'introduire une troncature arti�cielle des petites �echelles sans probl�eme d'accumulation

d'�energie �a l'�echelle de coupure.

4.5 Mod�elisation du transfert d'�energie

Les termes non-lin�eaires div(U!0) et div(u!0) intervenant dans l'�equation des grandes

�echelles sont responsables du transfert d'�energie des petites vers les grandes �echelles. Nous

avons d�etaill�e dans le paragraphe 4.3.3 l'expression de chacun de ces termes en fonction

du champ discr�etis�e en particules de la vorticit�e �a petites �echelles. A�n de s'assurer de

la validit�e de notre discr�etisation, nous avons e�ectu�e un test a priori sur les di��erents

termes non-lin�eaires faisant intervenir le champ �a petites �echelles. Le terme div(U
)

ne faisant intervenir que des �echelles r�esolues, il est calcul�e directement dans l'espace

physique avant d'être repass�e dans l'espace de Fourier. Le principe du test a priori a

�et�e expliqu�e dans le premier chapitre. Il consiste, dans ce cas pr�ecis, �a partir du r�esultat

d'une simulation directe. Le champ de vorticit�e de cette simulation �a un instant donn�e

est ensuite s�epar�e en deux composantes grandes et petites �echelles par l'interm�ediaire de

notre �ltre f2 dont la transform�ee de Fourier est exprim�ee en (4.44). Le champ �a petites

�echelles est discr�etis�e en particules dont les composantes sont calcul�ees �a partir du syst�eme

d'�equations (4.62). Le test consiste alors �a reconstruire les termes non-lin�eaires �a partir

des coordonn�ees de chacune des particules cr�e�ees en utilisant les expressions d�eriv�ees en

(4.32) et (4.33). Ces termes reconstruits sont ensuite compar�es aux termes �equivalents

calcul�es directement en Fourier sur le maillage de la simulation directe de d�epart. La

�gure 4.1 montre une comparaison du spectre de chacun des trois termes non-lin�eaires

faisant intervenir les petites �echelles. La comparaison est pratiquement parfaite jusqu'aux

�echelles proches de la plus petite �echelle r�esolue (k = 42 dans ce cas). Au del�a de cette

�echelle la m�ethode de reconstruction des champs mod�elis�es introduit un bruit visible sur

les spectres. Ce ph�enom�ene est plus prononc�e sur les termes faisant intervenir le champ

de vitesse �a petites �echelles (div(u0
) et div(u0!0)). L'apparition de ce bruit inh�erent �a

la m�ethode de reconstruction nous am�enera �a tronquer les termes non-lin�eaires une fois

repass�es dans l'espace de Fourier a�n de ne prendre en compte que les �echelles correctement

mod�elis�ees. En pratique, cette troncature ne nuit pas �a la m�ethode car nous avons montr�e

que le terme non-lin�eaire, faisant intervenir uniquement les champs �a grandes �echelles,

doit être tronqu�e pour les nombres d'onde de module k > 2kmax=3 �a cause du ph�enom�ene

\d'aliasing". Il su�ra donc de �ltrer les autres termes non-lin�eaires �a partir du même

nombre d'onde.
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Figure 4.1 : Compara-

ison du spectre du mod-

ule au carr�e de chacun

des 3 termes non-lin�eaires

faisant intervenir le

champ �a petites �echelles.

Les champs mod�elis�es re-

construit �a l'aide de la

m�ethode PIC (symboles)

sont compar�es �a ceux is-

sus d'un calcul direct en

Fourier (lignes). < : >

est dans ce cas la moyenne

d�e�nie par f2 (eq. 4.44)

Figure 4.2 : Comparai-

son des valeurs mod�elis�ees

et r�eelles du tenseur de

Reynolds �ltr�e et tronqu�e

au nombre d'onde k = 42.

< : > est la moyenne

d�e�nie par la fonction f2

(eq. 4.44) et u; !, les

champs de vitesse et de

vorticit�e totale.

La �gure 4.2 permet de visualiser le r�esultat de la comparaison de la somme des trois

termes non-lin�eaires mod�elis�es (< div(U!0) > + < div(u0
) > + < div(u0!0) >) en

fonction du même terme calcul�e directement. Ces termes ont �et�e tronqu�es au nombre

d'onde k = 42 a�n d'�eliminer le ph�enom�ene d'aliasing dans le calcul directe et le bruit
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inh�erent �a la m�ethode PIC pour les termes mod�elis�es. On remarque que tous les points

sont tr�es proches de la premi�ere bissectrice. Ceci signi�e que, apr�es une troncature du

bruit, le r�esultat de la mod�elisation est pratiquement parfait. A�n d'�evaluer la pr�ecision

de notre mod�elisation, on peut, par exemple, comparer ce test a priori �a celui du mod�ele

de fonction de structure (�g. 1.3) ou même du mod�ele de similarit�e (�g. 1.2).

4.6 Introduction de la dissipation

Nous avons jusqu'alors d�evelopp�e les �equations dans l'hypoth�ese d'un uide inviscide.

Il est cependant tr�es facile d'introduire de la viscosit�e. Il su�t, pour l'�equation des grandes

�echelles, d'ajouter le terme de dissipation ��r2
. Ce terme sera trait�e par la m�ethode

choisie pour l'int�egration des grandes �echelles, soit, dans notre cas, une m�ethode spectrale.

En ce qui concerne l'�equation des petites �echelles, le terme de dissipation est obtenu en

prenant la transform�ee de Gabor de ��r2!0. Compte tenu de la formule approch�ee (3.7)

de la transform�ee de Gabor d'une d�eriv�ee, on obtient pour l'�equation des petites �echelles:

Dt!̂0(x;k; t) = ��jkj2!̂0(x;k; t) + F (x;k; t) (4.63)

o�u Dt est la d�eriv�ee totale explicit�ee en (3.24) et o�u F (x;k; t) est le terme de for�cage

des grandes �echelles (3.46). Nous avons montr�e comment ce terme de for�cage �etait trait�e

dans le paragraphe 4.5 . Il nous faut donc trouver maintenant une solution de l'�equation

sans le terme de for�cage F (x;k; t). Cette �equation dans l'espace (x;k) se ram�ene �a une

�equation d'�evolution de la vorticit�e de chaque particule �:

@

@t
�̂�(t) = ��jk�(t)j2��(t) (4.64)

Cette �equation s'int�egre facilement et l'on obtient:

�̂�(t) = e��
R t
0
jk�(t)j2dt��(0) (4.65)

On pourra utiliser le même sch�ema en temps que celui utilis�e pour l'advection des par-

ticules (4.13)-(4.16) pour int�egrer cette �equation d'�evolution de la vorticit�e de chaque

particule.
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5.1 Introduction

Nous avons, dans le chapitre pr�ec�edent, d�evelopp�e la m�ethode num�erique utilis�ee pour

r�esoudre le syst�eme d'�equations coupl�ees obtenu dans la d�e�nition de notre mod�ele. Nous

avons en particulier donn�e l'expression de reconstitution des termes non-lin�eaires impli-

quant les petites �echelles. Un test a priori �a permis de valider la m�ethode de reconstruction

de ces termes non-lin�eaires. Ce test �a montr�e que pour une reconstruction du champ de

vorticit�e sur un maillage donn�e, les �echelles sup�erieures �a 2=3 de l'�echelle minimum de

reconstruction sont correctement mod�elis�ees alors qu'il apparâ�t un bruit inh�erent �a la

m�ethode au del�a de cette �echelle. Ce test n'est cependant qu'un test statique qui ne per-

met pas d'appr�ehender l'aspect dynamique du probl�eme. A�n de valider dynamiquement

notre mod�ele nous avons e�ectu�e une s�erie de tests a posteriori. Ces tests consistent �a

comparer les r�esultats obtenus par l'interm�ediaire de notre mod�ele avec des r�esultats de

r�ef�erence. Nous prendrons comme r�ef�erences des simulations directes des �equations de

Navier Stokes (DNS) �a grandes r�esolutions. Pour certaines d'entre elles, nous avons in-

troduit une hyperviscosit�e (HDNS) a�n de simuler des �ecoulements se rapprochant le plus

possible du cas inviscide. Les simulations utilisant notre mod�ele seront, quant �a elles,

totalement inviscide.

5.2 Simulation de turbulence en d�eclin

5.2.1 Description de la simulation

Nous avons appliqu�e notre mod�ele �a un cas de turbulence en d�eclin. Nous avons pris

un champ initial de vorticit�e avec un spectre d'�energie localis�e aux grandes �echelles. Ceci

permet de tester notre proc�edure de transfert d'enstrophie entre les grandes et les petites

�echelles dans la mesure o�u toutes les petites �echelles seront cr�e�ees par cette proc�edure. La

simulation utilisant notre mod�elisation a �et�e e�ectu�ee sur un maillage grandes �echelles de

322. Ceci signi�e que la longueur caract�eristique du �ltre utilis�e pour s�eparer les grandes

des petites �echelles est dh = (2�=32). Par contre, a�n de d�eterminer correctement le

terme (div(U
)� div(U
)) de for�cage des petites �echelles, ce terme sera calcul�e sur un

maillage double (642). Une r�esolution double est su�sante car le produit de deux termes

ayant des composantes jusqu'a k = kc n'a des composantes que pour les nombres d'onde

k � 2kc. Dans ce cas le nombre d'onde maximum des grandes �echelles sera pris �a k = 11

a�n d'�eliminer l'erreur d'aliasing. Nous avons montr�e qu'il �etait n�ecessaire de fusionner

r�eguli�erement les particules au cours de la simulation a�n d'en limiter leur nombre. Cette

proc�edure de fusion a �et�e r�ealis�ee sur un maillage 2562. Ceci signi�e que, tous les 25 pas

de temps, le champ de vorticit�e �a petites �echelles est reconstruit sur ce maillage et, 2562

particules sont recr�e�ees au maximum. Les particules qui, par la proc�edure de cr�eation, au-

raient un poids trop faible sont n�eglig�ees a�n de ne pas alourdir inutilement la simulation.
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5.2.2 Comparaison des r�esultats

Nous avons compar�e le r�esultat de cette simulation avec celui d'une DNS sur un mail-

lage 10242. Les �gures 5.1 montrent les r�esultats du champ de vorticit�e �a grandes �echelles

apr�es environs 4 temps de retournement calcul�e sur la simulation directe �a grande r�esolu-

tion. A�n de faciliter la comparaison nous avons visualis�e les champs de vorticit�e totale

pour les mêmes �echelles d�e�nies en �ltrant les nombres d'onde k tels que k > 11 du champ

de vorticit�e totale. Pour le r�esultat de notre mod�ele, le champ de vorticit�e totale est recon-

stitu�e en additionnant le champ �a grandes �echelles avec celui reconstruit �a petites �echelles

sur un maillage 2562. Pour la visualisation, a�n d'�eliminer le bruit inh�erent �a la m�ethode

de reconstruction du champ �a petites �echelles, nous avons tronqu�e le r�esultat pour les

nombres d'onde tels que k > 64. Les champs de vorticit�e �a grandes �echelles (k < 11) sont

tr�es comparables. A titre de comparaison nous avons visualis�e le r�esultat d'une simulation

des �equations d'Euler (�g. 5.2a). Il est connu que, dans ce cas ou aucune dissipation n'est

introduite, l'�energie s'accumule proche de l'�echelle de coupure pour former de �nes struc-

tures ayant une intensit�e anormalement �elev�ee. On peut alors remarquer que le r�esultat

obtenu dans ce cas est tr�es di��erent de celui obtenu par la simulation directe, y compris

apr�es un faible temps d'int�egration. Nous avons �egalement e�ectu�e une HDNS avec une

r�esolution identique �a celle des grandes �echelles de notre mod�ele (322). Le r�esultat obtenu

(�g. 5.2b) est clairement beaucoup plus �eloign�e de la simulation directe que celui de notre

mod�ele.

En plus de l'information �a grandes �echelles, et contrairement �a la plupart des mod�eles

LES, notre mod�ele permet une mod�elisation du comportement des petites �echelles. On

peut alors comparer les champs de vorticit�e �a petites �echelles (�g. 5.3). Les champs vi-

sualis�es sont le r�esultat du �ltrage du champ de vorticit�e totale pour 11 < k < 64. On

remarque que les �laments sont assez correctement reproduits en d�epit de la discr�etisation

en particules des petites �echelles. Cette discr�etisation en un nombre limit�e de mode induit

un bruit lors de la reconstruction du champ �a petites �echelles. Ces oscillations ne sont pas

g�enantes pour la stabilit�e de la simulation car seule la partie �ltr�ee des termes non-lin�eaires

intervient dans l'�equation des grandes �echelles. L'interaction des petites �echelles sur elles

même �etants n�eglig�ee dans le mod�ele, il n'y a pas non plus de probl�eme de stabilit�e des pe-

tites �echelles. Les �gures 5.4 montrent les r�esultats des champs de vorticit�e totale tronqu�es

aux nombres d'onde k > 64. Comme attendu, les r�esultats sont tr�es semblables même si

les petites �echelles sont l�eg�erement bruit�ees. Les spectres d'�energie des deux simulations

sont compar�es �gure 5.5. On remarque que les spectres sont pratiquement identiques �a

grandes �echelles. A partir du nombre d'onde k ' 25 apparâ�t la zone de dissipation de

la simulation directe alors que le spectre obtenu par notre mod�ele continu de d�evelopper

une loi proche de k�3. Notre mod�ele reproduit une simulation totalement inviscide. Il

faudrait donc e�ectuer une simulation �a beaucoup plus grande r�esolution a�n de comparer

e�cacement les r�esultats pour les nombres d'onde k < 128. Ceci n'est cependant pas

possible �a cause du coût de calcul d'une telle simulation.

La �gure 5.6 permet de comparer les champs de vorticit�e des mêmes simulations pour

un temps 4 fois plus grand que pour les �gures 5.2. Le r�esultat de notre mod�ele est compar�e
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�a celui d'une DNS sur un maillage 10242. Les grandes �echelles sont, dans ce cas, calcul�ees

sur un maillage 642. Seuls ces grandes �echelles (c'est �a dire les 21 premiers modes) sont

repr�esent�es. On constate que les champs de vorticit�e sont tr�es comparables et en parti-

culier que les deux tourbillons r�esultants sont encore correctement localis�es. Nous avons

�egalement compar�e les r�esultats avec ceux issus d'une simulation de faible r�esolution avec

hyperviscosit�e et d'une simulation 642 avec un autre mod�ele de turbulence 2D d�evelopp�e

par Sadourny et Basdevant [65]. Le r�esultat de cette derni�ere simulation semble meilleur

que celui de la HDNS de faible r�esolution. A�n de chi�rer cette comparaison, nous avons

calculer les coe�cients de corr�elation entre chacune des trois simulations et la DNS de

grande r�esolution. Les r�esultats de cette analyse (tab. 5.1) con�rme les impressions vi-

suelles, �a savoir que, dans ce cas, notre mod�ele est celui qui se rapproche le plus de la

simulation directe. Les spectres d'�energie correspondant aux champs de vorticit�e des �g-

ures 5.6 et 5.7 sont repr�esent�es �gure 5.8. Except�e pour la simulation de faible r�esolution

avec hyperviscosit�e, les spectres ont une pente proche de k�3.
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a) b)

Figure 5.1 : Comparaison des grandes �echelles (k < 11) des champs de vorticit�e obtenus par

une DNS 10242 (�g. a) et notre mod�ele (�g b) apr�es environs 4 temps de retournement. Le �ltre

utilis�e dans notre mod�elisation est le �ltre f2 d�e�ni en (4.44) o�u dh = 2�=32.

a) b)

Figure 5.2 : Champs de vorticit�e �equivalents �a ceux des �gures 5.1 pour une DNS 322 sans

aucune dissipation (�g. a) et une HDNS 322 (�g. b).
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a) b)

Figure 5.3 : Comparaison des petites �echelles (k > 11) des champs de vorticit�e obtenus pour la

DNS 10242 (�g. a) et notre mod�ele (�g. b)

a) b)

Figure 5.4 : Comparaison des champs de vorticit�e totale �ltr�ee (k < 64) obtenus pour la DNS

10242 (�g. a) et notre mod�ele (�g. b)
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Figure 5.5 : Comparaison des spectres d'�energie obtenus par la DNS 10242 et notre mod�ele

(spectres correspondant aux champs de vorticit�e visualis�es �gures 5.4).
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a) b)

Figure 5.6 : Comparaison des grandes �echelles (k < 21) des champs de vorticit�e obtenus par

une DNS 10242 (�g. a) et notre mod�ele (�g b) apr�es environs 16 temps de retournement. Le �ltre

utilis�e dans notre mod�elisation est le �ltre f2 d�e�ni en (4.44) o�u dh = 2�=64.

a) b)

Figure 5.7 : Champs de vorticit�e �equivalents �a ceux des �gures 5.6 pour une HDNS 642 (�g. a)

et une simulation avec le mod�ele de Sadourny-Basdevant [65] sur un maillage 642 (�g. b).
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Figure 5.8 : Comparaison des spectres d'�energie obtenus par une DNS 10242, notre mod�ele, une

HDNS 642 et une simulation avec le mod�ele de Sadourny-Basdevant (SB). (spectres correspondant

aux champs de vorticit�e visualis�es �gures 5.6 et 5.7.)

Tableau 5.1 : Coe�cient de corr�elation entre les di��erents champs de vorticit�e repr�esen-

t�es �gures 5.6 et 5.7.

Simulations DNS 10242 Notre Mod�ele Mod�ele SB 642. HDNS 642

DNS 10242 1.000 0.8181 0.7743 0.5323
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5.3 Simulation de turbulence forc�ee

Dans le cas de simulations de turbulence forc�ee, la structure des grandes �echelles est

tr�es sensible au taux de transfert d'�energie des petites vers les grandes �echelles. Dans le cas

o�u l'on introduit une dissipation aux tr�es grandes �echelles, le taux de transfert d'�energie

va d�eterminer le niveau stationnaire d'�energie dans la simulation. Le cas de la turbulence

forc�ee constitue donc un bon test pour un mod�ele de turbulence dans la mesure ou une

mauvaise mod�elisation du tenseur de Reynolds conduit �a des r�esultats tr�es �eloign�es de la

solution exacte.

5.3.1 Description de la simulation

Discr�etisation

Nous avons e�ectu�e le même type de tests pour la turbulence forc�ee que pour la tur-

bulence en d�eclin. Nous avons choisi d'e�ectuer les simulations sur un maillage plus �n

que pour le cas en d�eclin a�n de pouvoir e�ectuer le for�cage dans les grandes �echelles tout

en conservant la possibilit�e d'une cascade inverse d'�energie. La simulation utilisant notre

mod�elisation a �et�e e�ectu�ee sur un maillage grandes �echelles de 642. Comme dans le cas en

d�eclin, le terme non lin�eaire (div(U
)� div(U
)) a �et�e calcul�e sur un maillage deux fois

plus �n (1282). La proc�edure de fusion des particules �a �et�e introduite tous les 25 pas de

temps sur une grille 5122 a�n de maintenir le nombre total de particules dans la simulation

entre 260000 et 700000 environs. Ceci correspond �a conserver entre 16 et 40 particules par

maille en moyenne lors de la reconstruction par la m�ethode PIC du champ de vorticit�e

�a petites �echelles . Ce nombre pourrait probablement être diminu�e, mais, n'ayant pas

de relations pr�ecises entre le nombre de particules par maille est la pr�ecision des calculs,

nous avons e�ectu�e les calculs avec un nombre de particules d�elib�er�ement grand a�n de

d�emontrer la validit�e de notre mod�ele.

Description du for�cage

Nous avons introduit comme condition initiale, un champ de vorticit�e avec un faible

niveau d'�energie concentr�ee autour du nombre d'onde k = 15. Cette con�guration permet

de comparer le taux d'�energie qui cascade �a grandes �echelles. Les simulations seront forc�ees

en maintenant constant le niveau d'�energie du mode de Fourier k = (15; 0) de la vorticit�e

totale. La vorticit�e totale est directement accessible dans une simulation directe mais

n�ecessite d'être calculer dans notre mod�ele par l'addition du champ de vorticit�e r�esolue

avec le champ reconstruit �a partir des particules. A chaque pas de temps on ajoute donc

�a ce mode une vorticit�e �! complexe a�n de le maintenir �a un niveau d'�energie constant.

Nous avons vu que le �ltre utilis�e dans notre mod�ele commence �a �ltrer d�es les plus faibles

nombres d'onde. Ceci signi�e que la vorticit�e au mode k = (15; 0) est distribu�ee �a la fois

dans les �echelles r�esolues et dans les particules. Il est donc n�ecessaire, dans le cas de notre

mod�ele, de r�epartir cet incr�ement de vorticit�e entre les �echelles r�esolues et les particules.

La partie additionn�ee au champ r�esolu de vorticit�e sera f̂2(15; 0)� �!. Le compl�ement
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(1� f̂2(15; 0))� �! sera additionn�e au terme de for�cage des petites �echelles. Nous avons

montr�e au chapitre pr�ec�edent comment ce terme de for�cage �etait trait�e �a chaque pas de

temps par cr�eation de nouvelle particules.

5.3.2 Comparaison des r�esultats

Les r�esultats de notre mod�ele ont �et�e compar�es �a ceux issus de deux HDNS 5122 et 642.

Les �gures 5.9 repr�esentent le champ de vorticit�e �a grandes �echelles (k < 21) pour les trois

simulations. Le champ introduit comme condition initiale �etant de faible �energie compar�e

au champ �nal, le caract�ere chaotique de la turbulence fait qu'il ne faut pas s'attendre

�a une description parfaite du champ de vorticit�e apr�es plusieurs temps de retournement

(17 dans notre cas). N�eanmoins, on peut comparer certaines caract�eristiques statistiques

de chacun des r�esultats. On peut remarquer que le champ de vorticit�e obtenu avec notre

mod�ele (�g. 5.9b) poss�ede des caract�eristiques semblables �a celui issu de la simulation

directe �a grande r�esolution (�g. 5.9a). On constate par exemple que les tourbillons ont

approximativement la même intensit�e et la même �echelle dans les deux cas. Nous avons

repr�esent�e, avec la même �echelle de couleur, le champ de vorticit�e obtenu par la simulation

directe de faible r�esolution. Il est �evident que les structures obtenues n'ont pas du tout

les mêmes caract�eristiques que dans la simulation �a grande r�esolution. Il apparâ�t en

e�et que leur niveau d'�energie est beaucoup plus faible. Ceci est dû au fait que, dans ce

cas de simulation �a petite r�esolution, il n'y a pas de possibilit�e de transfert d'�energie des

tr�es petites �echelles sur les plus grandes. Ces r�esultats sont encore beaucoup plus nettes

lorsque l'on compare les spectres d'�energie des trois simulations (�g. 5.12). Alors que

le spectre obtenu par notre mod�ele est tr�es comparable �a celui de la HDNS 5122, celui

obtenu par la simulation de faible r�esolution laisse apparâ�tre un large d�e�cit d'�energie �a

tr�es grandes �echelles. La variation d'�energie des grandes �echelles, calcul�ee en additionnant

l'�energie des modes tels que k < 21, est repr�esent�ee �gure 5.9d. Ce r�esultat montre que

le transfert d'�energie �a grandes �echelles est assez bien repr�esent�e par notre mod�elisation

alors qu'il ne l'est pas du tout dans la simulation de faible r�esolution. Il est �a noter que le

spectre d'�energie obtenu par notre mod�ele remonte l�eg�erement pour les plus grands k. Ce

ph�enom�ene est li�e au bruit engendr�e par la m�ethode PIC. Nous avons vu, en e�et, que les

plus petites echelles reconstitu�ees ne devaient pas être prises en consid�eration. On peut,

comme dans le cas de la turbulence en d�eclin comparer les champs de vorticit�e totale (�g.

5.11) correspondant aux modes k < 128. Les modes sup�erieurs �a k = 128 ont �et�e tronqu�es

pour la visualisation a�n d'�eliminer le bruit dû �a la m�ethode de reconstruction des petites

�echelles. Comme pour les r�esultats des grandes �echelles, les champs de vorticit�e totale sont

tr�es comparable d'un point de vue statistique. Les champs de vorticit�e �a petites �echelles

(21 < k < 128) extrait du champ de vorticit�e totale sont repr�esent�es �gures 5.10. On peut

remarquer le même type de �laments �a petites �echelles même si celles-ci paraissent plus

\bruit�ees" �a cause de la discr�etisation en particules.
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a) b)

c) d)

Figure 5.9 : Comparaison des grandes �echelles (k < 21) des champs de vorticit�e obtenus par une

HDNS 5122 (�g. a), notre mod�ele (�g. b) et une HDNS 642 (�g c) apr�es environs 17 temps de re-

tournement. Le �ltre utilis�e dans notre mod�elisation est le �ltre f2 d�e�ni en (4.44) o�u dh = 2�=64.

L'�evolution de l'�energie des grandes �echelles au cours du temps est compar�ee �gure (d) (� � � :

HDNS 5122, � � � � � : notre mod�ele, � � � : HDNS 642). Le temps t=2.105 correspond �a 17 temps

de retournement.
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a) b)

Figure 5.10 : Comparaison des petites �echelles (k > 21) des champs de vorticit�e obtenus pour

la HDNS 5122 (�g. a) et notre mod�ele (�g. b)

a) b)

Figure 5.11 : Comparaison des champs de vorticit�e totale �ltr�ee (k < 128) obtenus pour la

HDNS 5122 (�g. a) et notre mod�ele (�g. b)
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Figure 5.12 : Comparaison des spectres d'�energie obtenus pour la HDNS 5122, notre mod�ele et

une HDNS 642.
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5.4 Analyse des comparaisons

Les di��erentes comparaisons e�ectu�ees montrent que les r�esultats obtenus avec notre

mod�ele sont tr�es proches de ceux obtenus par une simulation directe �a grande r�esolution.

Il est di�cile cependant de comparer les performances de notre mod�ele en terme de gain de

temps. En e�et la mod�elisation peut être compl�etement inviscide et de telles simulations

ne sont pas possible en DNS. Il faudrait donc comparer les r�esultats de notre mod�ele �a

des simulations de tr�es grande r�esolution a�n de pouvoir simuler des �ecoulements �a tr�es

grand nombre de Reynolds. Pour d'e�ectuer des comparaisons �a moindre coût, nous avons

souvent introduit une hyperviscosit�e dans nos simulations directes. L'introduction d'une

hyperviscosit�e constitue d�ej�a un mod�ele qui �a l'inconv�enient par exemple de faire crô�tre

arti�ciellement les maxima de vorticit�e [44]. Nous avons v�eri��e sur plusieurs cas que ce

type de simulation donne cependant des r�esultats tr�es proches des solutions DNS pour

une r�esolution deux fois plus faible.

Il est d'autant plus di�cile d'�evaluer les performances de notre mod�ele par rapport �a

une DNS ( ou une HDNS) que la vitesse de calcul d�epend fortement de la machine sur

laquelle la simulation est e�ectu�ee. Le code DNS (ou HDNS) que nous avons utilis�e est un

code pseudo-spectral. Dans ce type de code une grande part du temps de calcul est pass�e

dans les calculs de transform�ees de Fourier. Or il existe, sur des machines performantes

de type CRAY, des algorithmes de transform�ees de Fourier Rapide (FFT) tr�es optimis�es.

A l'inverse, pour notre mod�elisation, une grande partie du temps de calcul est pass�e dans

le calcul des trajectoires des particules et dans la reconstruction, par la m�ethode PIC, du

champ de vorticit�e �a petites �echelles . Nous nous sommes attach�es, lors de cette �etude,

�a d�evelopper un code de calcul permettant d'impl�ementer simplement un grand nombre

de tests. Nous n'avons pas cherch�e �a optimiser le code a�n de le rendre plus performant.

Il est �a noter que le temps li�e au calcul des petites �echelles est pratiquement lin�eaire en

fonction du nombre de particules. Nous n'avons e�ectu�e plusieurs tests avec un nombre

de particules di��erent. Le nombre de particules est, en grande partie, fonction de la

fr�equence avec laquelle les particules sont fusionn�ees en une nouvelle distribution, et de

l'�echelles avec laquelle est e�ectu�ee cette fusion. Un certain nombre de tests ont montr�e

qu'il �etait n�ec�essaire de conserver un temps minimum entre deux proc�edures de fusion.

Ce temps et de l'ordre de 5 pas de temps environs d'apr�es notre analyse. Il apparait de

plus que cette proc�edure doit être e�ectu�ee sur une grille au minimum 4 fois plus �ne que

la grille des grandes �echelles. C'est deux paramêtres combin�es impliquent un nombre de

particules minimum pour notre mod�elisation qui est de l'ordre de 20 fois le nombre de

modes utilis�es pour les grandes �echelles. Compte tenu de ce grand nombre de particules,

les performances de notre mod�ele reste limit�ees. Par exemple, pour la simulation visualis�ee

�gure 5.6b, le temps de calcul sur une station est environs 10 fois inf�erieur �a celui de la

simulation directe equivalente (�gs. 5.6a) pour un nombre de particules variant de 250000

a 330000. Il est cependant probable qu'une optimisation plus �ne permettrait un gain de

temps de calcul signi�catif. Il serait �egalement possible de r�eduire le nombre de particules

en optimisant la proc�edure permettant leur cr�eation pour l'int�egration du for�cage venant

des grandes �echelles. Ceci est d'autant plus vrai lorsque les grandes �echelles d�eveloppent

des petites structures tr�es localis�ees comme dans le cas de la simulation de l'interaction
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de deux tourbillons (�g. 3.4).

A�n de limiter le bruit dans la reconstruction du champ de vorticit�e �a petites �echelles,

nous avons utilis�e un maillage deux fois plus �n que le maillage des grandes �echelles. Ceci

ne change en rien le temps de calcul n�ecessaire �a la reconstruction puisque ce temps est

proportionnel au nombre de particules et non au nombre de points de grille. La seule

di��erence r�eside dans le fait que, puisse que le code grandes �echelles est un code spectral,

il est n�ecessaire d'e�ectuer une FFT du champ de vorticit�e �a petites �echelles. Ce temps

reste cependant n�egligeable par rapport au temps de reconstruction du champ �a petites

�echelles. N�eanmoins, la reconstruction du champ sur un maillage double n'est peut être

pas n�ecessaire dans la mesure ou seules les composantes �ltr�ees des termes non-lin�eaires in-

terviennent dans l'�equation d'�evolution des grandes �echelles. Il est donc possible d'utiliser

la zone de troncature des grandes �echelles a�ect�e dans la proc�edure de d�esaliasing. Cette

zone peut être su�sante pour �ltrer le bruit intervenant dans le calcul de !0(x) et donc

du terme lin�eaire div(U!0). Compte tenu du fait que le doublement de la r�esolution ne

change que tr�es peut le temps de calcul, nous avons opt�e pour cette derni�ere solution.



Chapitre 6

Application aux �ecoulements plans

R�esultat d'une simulation d'�ecoulement dans une canalisation pour un Reynolds de 385:

iso-contours d'enstrophie. (groupe du Prof. A.D. Gosman, Imperial College of Science,

London)
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6.1 Introduction

Un des probl�emes les plus r�epandus et les plus �etudi�es en turbulence concerne les

�ecoulements dans une canalisation ou entre deux parois planes. Ce type de probl�emes

fait l'objet de nombreuses recherches car il est possible d'e�ectuer certains d�eveloppe-

ments th�eoriques qui sont impossibles dans le cas d'un �ecoulement quelconque. Ce type

de probl�emes est �etudi�e depuis tr�es longtemps et un certain nombre de r�esultats �etaient

consid�er�es comme acquis. Il �etait en e�et tr�es largement admis que le pro�l de vitesse

est constitu�e d'une partie lin�eaire tr�es pr�es des parois suivie d'un pro�l logarithmique et

d'un pro�l alg�ebrique au centre de la canalisation [28]. Ces di��erents pro�ls apparaissent

assez clairement dans les donn�ees de r�esultats exp�erimentaux [80] et ont �et�e con�rm�es

par des d�eveloppements issus d'analyses dimensionnelles [79][46]. Il n'y a cependant pas

unanimit�e sur les d�e�nitions exactes des di��erents pro�ls de vitesse et de leur localisation

dans la canalisation. L'existence d'un pro�l logarithmique a fait l'objet d'une controverse

de la part de Barenblatt [5] qui, par une analyse dimensionnelle combin�ee �a une hypoth�ese

de sym�etrie incompl�ete, a obtenu pour la description des pro�ls moyens de vitesses dans

une canalisation, une famille de lois de puissance poss�edant une enveloppe logarithmique.

Le coe�cient de puissance de cette loi varie lentement avec le nombre de Reynolds: une

mesure �a partir des donn�ees de Nikuradze [54] donne une variation lente en 1=ln(Re). Il en

d�ecoule que cette loi tend vers une loi logarithmique lorsque le nombre de Reynolds tend

vers l'in�ni. Cette th�eorie a �et�e test�ee sur les donn�ees du \super-pipe" de Zagarola [80]

mais les r�esultats tendent �a con�rmer une loi logarithmique au d�epens de la th�eorie de

Barenblatt. Depuis, Barenblatt a r�e-analys�e ces mêmes donn�ees et a trouv�e une faible

d�ependance du r�esultat par rapport �a la rugosit�e Ceci le conduit �a penser que les donn�ees

de Nikuradze semblent plus appropri�ees pour tester la th�eorie. Oberlack [56] a r�ecemment

utilis�e une analyse en groupe de Lie des �equations d'�evolution pour en d�eduire un ensemble

de pro�ls stables possibles r�esultant des sym�etries des �equations de Naviers Stokes. Son

analyse conduit aux di��erents types de lois possibles que sont les lois logarithmiques, al-

g�ebriques, le pro�l lin�eaire et exponentiel. Ces r�esultats ajoutent un peu plus de confusion

sur la d�e�nition pr�ecise de ce type d'�ecoulement.

La voie la plus naturelle pour �etudier ce type de probl�emes et �eclaircir la situation

est d'e�ectuer une analyse uniquement �a partir d'un d�eveloppement des �equations de

Navier-Stokes. Dubrulle et al ont utilis�es une m�ethode WKB et un mod�ele simpli��e de

g�en�eration des petites �echelles pour mod�eliser ce probl�eme. Ces simpli�cations permettent

d'obtenir une formulation analytique des pro�ls de vitesse. Cependant la transition entre

les di��erents pro�ls d�epend des m�ecanismes de g�en�eration des petites �echelles. Il est donc

plus rigoureux d'e�ectuer une mod�elisation des petites �echelles a�n de calculer le for�cage

qu'elles impliquent aux grandes �echelles. C'est ce qui est r�ealis�e dans notre mod�elisation.

Il est possible d'e�ectuer, pour un �ecoulement plan 3D, les mêmes d�eveloppements que

ceux que nous avons e�ectu�es dans le cas 2D. L'int�erêt d'une telle mod�elisation r�eside dans

le fait que les r�esultats sont directement d�eduits d'un d�eveloppement asymptotique des

�equations de Navier-Stokes et non d'argumentations dimensionnelles. Nous verrons que

cette �etude permet, entre autre, de relier le choix d'un des deux types de lois concurrentes

pr�es des parois (loi de puissance et loi logarithmique) �a une analyse de la cascade d'�energie
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des grandes vers les petites �echelles.

6.2 Application du mod�ele aux �ecoulements plans

En appliquant au cas d'un �ecoulement dans une canalisation, le même formalisme

que dans le cas 2D , nous montrerons que l'on peut obtenir le même type d'�equations

de conservation de la vitesse �a petites �echelles. Ces �equations se mettent sous la forme

g�en�erique suivante:

Dtui = Aijuj + Fi

_xi = Ui

_ki = @i(Ujki) (6.1)

o�u Fi est le terme de for�cage provenant de la partie petites �echelles des termes non-

lin�eaires et Aij un op�erateur d�ependant des grandes �echelles. Ce syst�eme est un syst�eme

d'�equations lin�eaires inhomog�enes. Les �equations des petites �echelles sont li�es �a l'�equation

des grandes �echelles par l'interm�ediaire de la vitesse Ui et de l'op�erateur Aij . Dans le

cas g�en�eral de la turbulence 2D, on ne connâ�t rien de la vitesse �a grandes �echelles. Il

n'est donc pas possible de calculer une solution analytique du syst�eme car les �equations

d'�evolution des xi et ki ne peuvent être int�egr�ees analytiquement. Par contre, dans le cas

des �ecoulements plans, on s'int�eresse �a une solution stationnaire de la vitesse Ui �a grandes

�echelles. Cette vitesse ne d�epend que de la coordonn�ee z perpendiculaire aux parois. Dans

ce cas particulier, il est possible d'int�egrer analytiquement les �equations d'�evolution des

xi et des ki. Cependant, le terme de for�cage Fi d�epend, en g�en�eral, �a la fois des petites et

des grandes �echelles. Ceci rend impossible, sans aucune autre approximation, l'int�egration

analytique du syst�eme complet (6.1). En revanche, il est toujours possible d'e�ectuer une

int�egration num�erique de ce syst�eme, car, moyennant les hypoth�eses li�ees �a la constitution

de notre mod�ele, on peut calculer l'expression de cette force Fi �a chaque pas de temps

en fonction des champs de vitesse �a petites et �a grandes �echelles aux pas de temps pr�ec�e-

dents. Le syst�eme d'�equations devient cependant beaucoup plus simple dans le cas on l'on

d�ecouple le terme de for�cage des petites �echelles. Nous verrons qu'une hypoth�ese r�ealiste

de d�ecorr�elation en temps de ce terme de for�cage permet de se ramener �a un cas simpli��e.

Il est possible, avec cette nouvelle hypoth�ese conduisant �a une prescription du for�cage,

d'int�egrer analytiquement le syst�eme (6.1) et d'en d�eduire un certain nombre de r�esultats

concernant par exemple les di��erents pro�ls de vitesse �a grandes �echelles.

6.3 D�erivation du mod�ele

6.3.1 �Equations de bases

Nous allons appliquer notre mod�ele aux �ecoulement plans (�g. 6.1). Ceci inclut les

�ecoulements entre deux plaques planes in�nies (Lx = Ly =1) (ou dans une canalisation

telle que Ly >> 2d), les �ecoulements cisaill�es (les plaques �a z = �d et z = d ont alors une

vitesse di��erentielle suivant ~x), ou les couches limites (d =1).
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Figure 6.1 : Croquis d'un �ecoulement plan

Les �equations de base pour ces probl�emes d'�ecoulements plans sont les �equations de

Navier-Stokes en 3D:

@ui

@t
+ @j(uiuj) = �@ip+ �@jjui + �i

@juj = 0: (6.2)

o�u �i est un terme de for�cage ext�erieur correspondant �a un gradient de pression. Ce

for�cage sera pris non nul uniquement dans la direction principale de l'�ecoulement, c'est

�a dire suivant ~x (~� = (�dP?=dx; 0; 0)). Dans le cas de la couche limite, aucun for�cage

ne sera introduit, mais on choisira en z = 1 la vitesse suivant ~x. A�n de simpli�er les

�equations, la densit�e (constante) �a �et�e prise �egale �a l'unit�e.

6.3.2 D�ecomposition des �equations

Comme nous l'avons vu dans le cas de la turbulence 2D, le principe de notre mod-

�ele consiste �a s�eparer les grandes des petites �echelles et �a appliquer un certain nombre

d'hypoth�eses sur le syst�eme d'�equations obtenu (voir paragraphe 2.3). La d�e�nition et les

propri�et�es du �ltre utilis�e dans le mod�ele sont d�evelopp�ees dans l'annexe D. Apr�es d�ecom-

position des champs (g) en leur partie petites �echelles (g0) et grandes �echelles (G = g), on

obtient les �equations d'�evolution des grandes �echelles suivantes:

@tUi + @j(UiUj) + @j(Uiu0j + Uju0i) + @j(u0iu0j) = �@iP + �@jjUi + S(z)�i1 + �i

@iUi = 0 (6.3)

o�u S(z)�i1 est un terme provenant de la non-commutativit�e du �ltre avec les op�erateurs

de d�eriv�ees. Ce terme de surface n'apparâ�t que dans la direction o�u l'�ecoulement est

born�e (~z dans notre cas). Son expression est d�etaill�ee en annexe D. Une analyse de

chacun des termes issus de la d�ecomposition de l'equation moyenn�ee (6.3) a �et�e e�ectu�e

par Domaradzi [12] pour les �ecoulements dans une canalisation. Cette analyse �equiva-

lente a notre \analyse statique" pour la turbulence 2D semble con�rmer l'hypoth�ese de

non-localit�e pour ce type d'�ecoulement 3D. Apr�es soustraction des �equations des grandes
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�echelles (6.3) �a celles du champ total (6.2), et apr�es d�ecomposition du terme non-lin�eaire,

on obtient les �equations des petites �echelles suivantes:

@tu
0
i + Uj@ju

0
i + u0i@jUi = �@ip0 + �@jju

0
i + Fi (6.4)

@iu
0
i = 0

o�u la \pseudo-force" Fi est d�e�nie par :

Fi = �S(z)�i1 + @j(UiUj � UiUj) + @j(Uju0i) + @j(Uiu0j) (6.5)

Nous appelons ce terme \pseudo-force" car il d�epend lin�eairement de la partie moyenn�ee

du champ �a petites �echelles. Il sera cependant consid�er�e, dans les d�eveloppements �a venir,

comme une force ext�erieure aux petites �echelles.

6.3.3 Transform�ee de l'�equation des petites �echelles

Comme dans le cas de la turbulence 2D, et pour garder l'avantage du caract�ere inter-

mittent que peuvent d�evelopper les petites �echelles, nous allons d�ecomposer leur �equation

d'�evolution (6.4) sur des modes de Gabor. Cette d�ecomposition s'e�ectue de la même

mani�ere que pour le cas de la turbulence 2D, et l'on obtient en d�e�nitive (voir annexe D

pour le d�etail des calculs):

Dtû0i =

�
2kikm
k2

� �im

�
� �k2û0i + F̂i

?

; (6.6)

Dtxi = Ui; (6.7)

Dtki = �kj@iUj ; (6.8)

o�u F̂i
?

est la partie de divergence nulle de F̂i d�e�nie par:

F̂i
?

=

�
�im �

kikm

k2

�
Fm (6.9)

Les �equations (6.7) et (6.8) d�ecrivent le mouvement des modes de Gabor advect�es par le

champ de vitesse �a grandes �echelles. Le syst�eme constitu�e des �equations (6.6),(6.7),(6.8) et

(6.3) est la base de notre mod�ele. Ce syst�eme peut être r�esolu num�eriquement de la même

mani�ere que pour le cas de la turbulence 2D (chapitre 4). Cependant nous allons nous

attacher �a mettre en �evidence les r�esultats th�eoriques qui peuvent d�ecouler de l'analyse de

ce syst�eme d'�equations.

6.4 Analyse th�eorique

6.4.1 �Equations moyenn�ees

Nous allons, �a partir de maintenant, chercher �a obtenir une d�erivation des pro�ls

de vitesse moyenne. Il nous faut donc trouver une expression analytique de la quantit�e

< Ui >= (< U > (z); 0; 0) o�u <> correspond �a une moyenne le long de l'axe x. Les
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�equations d�ecrivant l'�evolution de la vitesse moyenne < Ui > s'obtiennent en prenant la

moyenne <> de l'�equation des grandes �echelles (6.3). En tenant compte de la g�eom�etrie

plane et donc du fait que les termes d�eriv�es par rapport �a x et y s'�eliminent, on obtient

pour l'�equation suivant x de la vitesse grandes �echelles:

@z < Uw0 > +@z < u0w0 >= �@zzU + �x + S(z) (6.10)

Comme nous l'avons mentionn�e auparavant, il n'est pas possible de calculer analytique-

ment l'�evolution des petites �echelles et donc des termes Uw0 et u0w0 sans une hypoth�ese

compl�ementaire sur la description du terme de for�cage F̂i
?

. Si par contre, on consid�ere

maintenant les termes Fi comme �etant des forces ext�erieures aux petites �echelles et que

l'on consid�ere le cas o�u ces forces sont d�ecorr�el�ees en temps, il est possible d'int�egrer

analytiquement le syst�eme d'�equations des petites �echelles (6.6)(6.7)(6.8). La pertinence

de cette hypoth�ese ainsi que le d�etail de l'int�egration des petites �echelles sont d�ecrits dans

l'annexe D. Le r�esultat de l'int�egration des petites �echelles permet de reconstruire les

termes non lin�eaires Uw0 et u0w0 intervenant dans l'�equation (6.10). Le pro�l de vitesse

< U > est alors d�etermin�e par l'�equation suivante:

@z

�
� < U >

@z < U >
+

�

@z < U >

�
= �S(z)� < � > +�@zz < U > (6.11)

o�u � et � sont deux fonctions faisant intervenir les di��erents termes de for�cage Fi.

L'expression de ces param�etres est d�ecrite en annexe D. Ne connaissant pas a priori

l'expression de ces forces, il n'est pas possible de connâ�tre l'expression de � et de � en

fonction de la coordonn�ee z. Cependant, l'expression analytique de ces param�etres mon-

tre qu'ils ne d�ependent de z que par l'interm�ediaire de la variable @zU . Il ne sagit pas

de param�etres libres et ajustables, mais de fonctions d�ependant de la cascade d'�energie

des grandes vers les plus petites �echelles. Dans la limite ou � ! 0, on peut montrer (voir

annexe D) par un d�eveloppement de ces deux param�etres, qu'ils doivent être, en premi�ere

approximation, constants pr�es de la paroi ainsi que dans la r�egion centrale de l'�ecoulement.

Nous choisirons donc de les mod�eliser par deux fonctions constantes par morceaux sur les

deux di��erentes r�egions de l'�ecoulement.

6.4.2 D�eveloppement loin des parois

�Equations simpli��ees

La viscosit�e n'�etant importante que pr�es des parois, si l'on s'int�eresse au comportement

de l'�equation loin des parois, le terme visqueux �@zz < U > devient n�egligeable devant

les autres termes du membre de droite de l'�equation (6.11). Apr�es adimensionnement et

int�egration suivant z (cf annexe D), cette �equation peut s'�ecrire en n�egligeant le terme

visqueux:
� < U >

@z < U >
+

�

@z < U >
= �

Z z

z0

��S(z0)� < � >
�
dz0 (6.12)

o�u z0 est la valeur de la coordonn�ee z �a la paroi. Le terme de droite peut être calcul�e

num�eriquement lorsque que l'on connait la d�e�nition du �ltre permettant d'exprimer le

terme S(z). Ce terme est visualis�e en annexe D dans le cas d'un �ltre Gaussien. Notre
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objectif sera cependant de d�eterminer les solutions analytiques possibles de cette �equation.

Pour ce faire, il est plus commode de r�e-�ecrire cette �equation en faisant intervenir une

variable interm�ediaire s(z) d�e�nie par:

s(z) = �
Z z

0

�(z0)dz0R z0
z0
(S(z00)+ < �x >) dz00

(6.13)

L'�equation (6.12) devient alors:
dU

ds
= (Uc � U) (6.14)

o�u Uc est d�e�nie par Uc = �=�. Dans le cas d'un �ecoulement entre deux parois, Uc
correspond �a la vitesse au centre. En e�et la d�eriv�ee de la vitesse �etant nulle, ceci impose

que � + � < U > soit nul �egalement. Comme � et � sont des fonctions de s, Uc est

aussi une fonction de s. Nous avons cependant montr�e que les d�eveloppements de � et �

conduisent �a consid�erer ces param�etres constants dans la r�egion centrale de l'�ecoulement.

Ceci implique donc que Uc soit constant en fonction de s et l'�equation (6.14) peut alors

s'int�egrer en:

Uc � U = (Uc � UD)es�sD (6.15)

o�u UD et sD sont les valeurs des fonctions U et s �a la transition entre la zone pr�es de

la paroi et la zone centrale, c'est �a dire �a la limite de validit�e de l'approximation. Cette

�equation d�ecrit l'�evolution du pro�l de vitesse en fonction de la variable interm�ediaire

s qui d�epend �a la fois du terme de for�cage < �x > et du terme de surface S(z00). Ces

deux termes �etant d�ependant de la g�eom�etrie du probl�eme, les pro�ls de vitesse obtenus

le seront �egalement.

�Ecoulement entre deux parois planes

Dans le cas d'un �ecoulement entre deux parois planes, le terme de for�cage < �x > sera

pris constant alors que le terme de surface S(z00) s'annule loin des parois (cf expression

en annexe D). De ce fait la fonction H = dz=ds est lin�eaire en fonction de z. Ceci

conduit �a une d�ependance logarithmique de la variable interm�ediaire s en fonction de z.

En introduisant ce r�esultat dans l'�equation (6.15), on obtient la loi suivante:

Uc � U = (Uc � UD)j
z

zD
j (6.16)

avec  = ��= < �x > et en prenant l'origine de z au centre des deux parois. Oberlack [56]

�a montr�e, par une analyse en groupe de Lie, que ce type de lois alg�ebriques �etait une

cons�equence des sym�etries des �equations de Navier-Stokes et que cela correspondait �a la

solution avec le plus haut degr�e de sym�etrie. Ce type de loi alg�ebrique �a �et�e sugg�er�ee

par Barenblatt [5] pour le pro�l pr�es de la paroi. Cependant la r�egion centrale semble

être un endroit plus propice pour ce type de loi. Oberlack avance cette argument en

consid�erant que, pr�es de la paroi, la vitesse de friction est une variable qui brise la sym�etrie.

Cette hypoth�ese de loi alg�ebrique dans la partie centrale est �etay�ee par de nombreux

r�esultats tant num�eriques qu'exp�erimentaux. Les donn�ees de Wei et al [78] ainsi que de

Niederschulte [53] laissent tr�es clairement apparâ�tre cette loi alg�ebrique sur une r�egion
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centrale couvrant environs 80% du domaine. Pour un nombre de Reynolds compris entre

18000 et 40000, Oberlack �a trouv�e comme valeur  = 1:69, zD = 0:8 et (Uc � UD) ' 4.

L'analyse des donn�ees de DNS de Kim et al [35] pour des nombres de Reynolds de 3300 et

7900 fait �egalement apparâ�tre tr�es clairement une loi alg�ebrique couvrant environs 75%

du domaine . Les constantes  et (Uc � UD) semblent cependant d�ependre faiblement du
nombre de Reynolds. Ceci s'interpr�ete facilement �a l'aide de notre mod�ele par le fait que

 est proportionnel �a � et donc inversement proportionnel �a Uc. Or Uc doit augmenter

l�eg�erement avec le nombre de Reynolds. La loi d'�evolution de Uc en fonction du nombre

de Reynolds peut être d�etermin�ee par des arguments de similarit�e [73], et l'on trouve

alors Uc = (1=K)ln(R+)� Uco o�u K est la constante de K�arm�an [33], R+ = u�d=� �etant

le nombre de Reynolds bas�e sur la vitesse de friction u� pr�es de la paroi et Uco est une

constante pouvant d�ependre �eventuellement de la g�eom�etrie. Si � �etait un param�etre

ind�ependant du nombre de Reynolds, notre mod�ele conduirait �a l'expression suivante de

l'exposant alg�ebrique :

 =
0

ln(R+=R+0)
(6.17)

Une con�rmation de cette hypoth�ese r�eclame l'analyse de plusieurs pro�ls �a di��erents

nombres de Reynolds et ceci n'a pu être e�ectu�e jusqu'�a pr�esent.

�Ecoulement dans une couche limite

Dans le cas d'une couche limite, c'est �a dire, dans notre cas, d'un �ecoulement au dessus

d'une plaque plane, il n'y a pas de terme de gradient de pression (< �x >= 0). Le terme

de surface S(z00) est, quant �a lui, n�egligeable lorsque l'on se place loin de la paroi (z = 0)

et loin du haut de la couche limite (z = h) (voir expression du terme de surface en annexe

D). Il en r�esulte que la fonction H = dz=ds est dans ce cas constante et proportionnelle

�a �. Nous avons montr�e de plus que la fonction � devait être constante en premi�ere

approximation dans cette r�egion de l'�ecoulement. Pour une telle fonction �, la variable

interm�ediaire s d�e�nie par l'�equation (6.13) est lin�eaire en fonction de z. En introduisant

cette loi lin�eaire de s dans l'�equation du pro�l (6.15) on obtient la loi d'�evolution suivante:

U1 � U = (U1 � UD)e
��z=zD (6.18)

o�u � = ��=H(h=2). Ce type de loi fait �egalement partie des lois possibles dans l'analyse

en groupe de Lie e�ectu�ee par Oberlack [56]. Cette loi apparâ�t, d'apr�es son analyse,

lorsqu'une �echelle caract�eristique ext�erieure brise la sym�etrie suivant les coordonn�ees spa-

tiales. De nombreuses donn�ees de couches limites sont disponibles pour une gamme impor-

tante de nombre de Reynolds. Cependant Oberlack explique que l'analyse de ces donn�ees

est di�cile. En e�et il est n�ecessaire de soustraire la vitesse U1 �a la vitesse U a�n de

d�eterminer les coe�cients intervenant dans la loi du pro�l. Cette soustraction entrâ�ne

de faibles erreurs qui conduisent �a des erreurs tr�es importantes sur la d�etermination des

coe�cients de la loi. Oberlack a cependant obtenu des r�esultats en bon accord avec la loi

exponentielle (6.18). L'analyse des donn�ees de Saddoughi et Veeravalli [64] et de Fern-

holz et al [22] conduisent �a une valeur des coe�cients de � = 9:46, zD = �c (�c �etant

la longueur de Rotta-Clauser) et (U1 � UD)=U� = 10:34. Notre mod�ele permet donc
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d'obtenir cette loi exponentielle obtenue par une analyse des sym�etries des �equations de

Navier-Stokes et observ�ee dans de nombreuses donn�ees. Il est �a noter que cette loi apparâ�t

dans notre mod�ele comme le r�esultat de l'absence de gradients de pression.

�Ecoulement de Couette

On peut analyser le r�esultat de notre mod�ele dans le cas d'un �ecoulement de Couette.

Cette �ecoulement est particulier dans le sens o�u la sym�etrie z ! �z implique que la

vitesse moyenne au centre de l'�ecoulement soit nulle. Dans un �ecoulement de Couette,

la production d'�energie dans la r�egion centrale est en grande partie dûe aux interactions

entre les gradients de pression moyenne et aux interactions non-locales avec l'�ecoulement

moyen. Du fait qu'il n'y a pas de gradient de pression moyenne et que la vitesse moyenne

doit être nulle au centre, on peut raisonnablement supposer que la production d'�energie

doit être �egalement nulle pr�es du centre de l'�ecoulement. Ceci impliquerait que � soit nul

dans cette r�egion. Avec ces nouvelles hypoth�eses, on peut red�e�nir une nouvelle variable

interm�ediaire :

s(z) = �
Z z

0

�(z0) dz0Z z0

z0

�
S(z00)+ < �x >

�
dz00

(6.19)

L'�equation (6.12) avec � = 0 devient en introduisant cette nouvelle variable:

U = s (6.20)

En l'absence de gradient de pression et du fait que le terme de surface est n�egligeable

dans la partie centrale de l'�ecoulement, la variable s est lin�eaire en z. L'�equation du pro�l

devient donc, en fonction de z:

U = �z (6.21)

avec � = �=H(0). Cette loi lin�eaire fait �egalement partie des solutions trouv�ees par

Oberlack dans son analyse des sym�etries des �equations de Navier-Stokes. Cette solution

correspond au plus bas degr�e de sym�etrie. �=U� et U� sont dans ce cas une longueur et

une vitesse caract�eristique qui rompent la sym�etrie. Cette loi lin�eaire est assez clairement

pr�esente dans l'analyse, faite par Oberlack, des donn�ees exp�erimentales de El Telbany et

Reynolds [19] et des donn�ees de simulation de Lee et Kim [38]. La loi lin�eaire est pr�esente

avec une relativement bonne pr�ecision sur environ 80% dans la partie centrale du domaine.

6.4.3 D�eveloppement pr�es des parois

D�erivation des �equations

Nous avons montr�e que l'on pouvait retrouver, avec les �equations d�eriv�ees de notre

mod�ele, les di��erents pro�ls de vitesse loin de la paroi obtenus par une �etude des sym�etries

des �equations de Navier-Stokes dans les �ecoulements plans . Nous allons consid�erer main-

tenant les �equations pr�es de la paroi. Il faut, dans ce cas, repartir de l'�equation (6.10)

dans laquelle le terme de viscosit�e ne peut plus être n�eglig�e. Nous pourrions, partant de
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cette �equation, e�ectuer le même type d'expansion en exprimant les termes proportion-

nels �a la viscosit�e. Ce type d'analyse �a �et�e e�ectu�e par Nazarenko et al [51]. Il est aussi

possible de partir de l'�equation obtenue par notre mod�ele en essayant de d�eterminer le

comportement des deux param�etres � et � en fonction des di��erentes variables du prob-

l�eme. Une des conditions �a respecter doit être que le tenseur de Reynolds soit nul �a la

paroi. Cette condition implique que �+ �U = 0 et donc que � = 0 �a la paroi. Nous avons

vu que � ne d�ependait de z que par l'interm�ediaire de @zU . On peut donc e�ectuer un

d�eveloppement de ce param�etre en fonction de cette variable qui parâ�t la plus pertinente.

Le d�eveloppement de Taylor de � s'�ecrit alors:

� = �0(@zU �R+) + �1(@zU �R+)
2 + :::; @zU ! R+ (6.22)

o�u les �i sont des fonctions des deux autres variables z et U et R+ = u�L=� est la valeur

adimensionn�ee du ux visqueux �a la paroi. En reportant le d�eveloppement de � dans

l'�equation (6.10), et apr�es le changement de variable z ! z+ = R+(1 + z), on obtient:

1 +KR�~� ~U

@z+U
= KR�

�
z+

R�

� 1

�
+ (1 +KR�)@z+U; (6.23)

Nous avons introduit dans cette �equation les variables suivantes:

K =
1

R+(1� �1R+)
;

R� = R+ (1 + �0 � 2�1R+) : (6.24)

On peut distinguer deux types de comportements. Tr�es pr�es de la paroi, lorsque z+ � jR�j
et U=R+ � 1, l'�equation (6.23) devient:

@z+U = 1 (6.25)

et l'on retrouve la loi lin�eaire classique U = z+. Le param�etreR� pourrait donc s'interpr�eter

comme la dimension de la couche visqueuse qui est souvent estim�ee comme �etant de

l'ordre de 10 �a 30 en coordonn�ees internes z+. Au del�a de la couche visqueuse, lorsque

jR�j � z+ < z+0 (o�u z+0 repr�esente la transition entre la couche limite et le corps du

domaine), l'�equation (6.23) se r�eduit �a:

1 +KR��U

@z+U
= Kz+: (6.26)

Pour des fonctionsK;R� et � constantes ou variant tr�es lentement, l'�equation (6.26) admet

deux solutions di��erentes suivant que le param�etre � est nul ou non. Pour � non nul la

solution est:

U � 1

KR��
=

�
U0 �

1

KR��

��
z+

z0

��
;

� = �R�: (6.27)

Cette solution est exactement celle propos�ee par Barenblatt [5] si le param�etre � suivait

une loi de d�ecroissance en � � 1= ln(R+=R0). Nous n'avons cependant pas la possibilit�e
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de con�rmer ou d'in�rmer cette loi. Pour une valeur nulle de �, on obtient, par int�egration

de l'�equation (6.26), la c�el�ebre loi logarithmique:

U =
1

K
lnz+ + B (6.28)

En fait, dans le cas o�u � = 0, on peut même int�egrer directement l'�equation (6.23) (cf

annexe D). La solution obtenue est alors une solution continue dans laquelle on retrouve

les solutions d�evelopp�ees ci-dessus dans les deux di��erentes r�egions (z+ � jR�j et jR�j �
z+ < z+0). Il est alors possible d'obtenir une expression analytique de la constante B:

B =
1

2K
(1 +KR� + 2 ln(K)) : (6.29)

Comparaison des r�esultats

Nous avons r�ealis�e plusieurs tests a�n de comparer les pro�ls de vitesse obtenus avec

notre mod�ele �a ceux issus de donn�ees exp�erimentales. La loi obtenue dans le cas ou � = 0

apparâ�t être en tr�es bon accord avec certaines donn�ees exp�erimentales. La �gure 6.2

montre la comparaison du r�esultat de l'int�egration analytique de l'�equation (6.23) avec

les donn�ees de Kestin et al [34]. Le meilleur ajustement de la courbe a �et�e r�ealis�e avec

R� = 16:35 et k = 0:425 ce qui conduit �a B = 7:34. Nous avons e�ectu�e la même

comparaison avec les donn�ees plus r�ecentes du "super-pipe" de Zagarola [80] pour 26

nombres de Reynolds di��erents. Le r�esultat de cette comparaison est repr�esent�e �gure 6.3.

La courbe s'ajustant le mieux aux donn�ees �a �et�e obtenue pour R� = 14:5 et K = 0:45, ce

qui implique B = 6:59. On peut remarquer que la courbe de notre mod�ele est tr�es proche

des donn�ees sur au moins trois d�ecades correspondants �a la partie logarithmique des pro�ls.

Cependant la zone de transition entre le pro�l lin�eaire et le pro�l logarithmique laisse

apparâ�tre, sur les donn�ees, une l�eg�ere \bosse" qu'il n'est pas possible de capturer avec

notre mod�ele si l'on impose � = 0. Cette \bosse" sur les donn�ees peut être le r�esultat d'une

loi alg�ebrique dans la zone de transition entre le pro�l lin�eaire et le pro�l logarithmique.

Nous avons vu que ce type de pro�l pouvait être obtenu par notre mod�ele pour une

valeur de � non nulle (eq. 6.27). Nous avons donc e�ectu�e une autre comparaison des

r�esultats de Zagarola en int�egrant num�eriquement l'�equation (6.23) avec � 6= 0. Cependant

l'existence d'une loi logarithmique pour z+ � R� impose de choisir � = 0 dans cette

r�egion. Nous avons donc choisi le ra�nement le plus simple qu'il soit en prenant � 6= 0

sur 0 < z+ < R� et � = 0 au del�a de R� (�g. 6.5). Pour des raisons d'universalit�e nous

avons pris cette constante proportionnelle au nombre de Reynolds (� = �0R+). Le r�esultat

de cette comparaison est repr�esent�e �gure 6.4. Les param�etres permettant d'ajuster au

mieux notre mod�ele aux donn�ees sont R� = 6:8, K = 0:45 et �0 = 0:185. Avec cette

nouvelle param�etrisation, le mod�ele est tr�es proches des donn�ees, y compris dans la zone

de transition mal d�e�nie lorsque l'on imposait � = 0.
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Figure 6.2 : Pro�l de vitesse obtenu avec

notre mod�ele (ligne) compar�e aux donn�ees

de Kestin et al [34] (symboles

Figure 6.3 : Pro�l de vitesse obtenu avec

notre mod�ele (ligne)(R� = 14:5, K = 0:45
et � = 0) compar�e aux donn�ees de Za-

garola [80] (symboles) : r�esultats pour 26

valeurs de R+ allant de 3:15 104 �a 3:52 107.

Figure 6.4 : Pro�l de vitesse obtenu avec

notre mod�ele (ligne)(R� = 6:8, K = 0:45
et �=R+ = 0:185) compar�e aux donn�ees de

Zagarola [80] (symboles) : r�esultats pour 26

valeurs de R+ allant de 3:15 104 �a 3:52 107.

Figure 6.5 : Fonction �(z+) utilis�ee dans

notre mod�ele (�g. 6.4)
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6.4.4 Comparaison du mod�ele complet

Partant de la constatation qu'il �etait possible d'ajuster avec pr�ecision les pro�ls de

vitesse, �a la fois pr�es des parois et dans la r�egion centrale des di��erents �ecoulements

consid�er�es, nous avons cherch�e �a construire un mod�ele valide sur tout le domaine. Pour

ce faire, nous avons raccord�e les di��erentes fonctions � et � d�ecrites dans les paragraphes

pr�ec�edents et d�e�nies sur une partie donn�ee du domaine. L'expression et la forme de

ces fonctions ainsi raccord�ees sont d�ecrites dans l'annexe D. Nous avons compar�e les

r�esultats de ce mod�ele complet �a plusieurs donn�ees exp�erimentales pour, d'une part, un

�ecoulement entre deux plaques planes, et d'autre part, un �ecoulement dans une couche

limite. Les �gures 6.6 montrent le r�esultat de la comparaison de notre mod�ele avec les

donn�ees de Moser et al [48] pour un �ecoulement entre deux plaques planes. On remarque

Figure 6.6 : Pro�l de vitesse pour Re = 392.27 pour un �ecoulement entre deux plaques

planes en repr�esentation lin�eaire et logarithmique: donn�ees de Moser et al [48] (symboles),

notre mod�ele (ligne).

que le mod�ele s'ajuste tr�es bien avec les donn�ees, y compris dans la zone de transition

entre la partie pr�es des parois et la r�egion centrale. Une comparaison des mêmes donn�ees

pour un autre nombre de Reynolds est e�ectu�ee en annexe D. Nous avons �egalement

compar�e, �gures 6.7, les r�esultats de notre mod�ele dans une couche limite avec les r�esultats

d'exp�erience de Nockemann et al [55]. La comparaison �a �et�e e�ectu�ee pour un nombre de

Reynolds R+ = 20920. On remarque qu'il est �egalement possible dans ce cas de trouver

des param�etres � et � et R� de mani�ere �a ce que notre mod�ele s'ajuste correctement aux

donn�ees dans la limite de pr�ecision de celles-ci. Les di��erents param�etres intervenant dans

la mod�elisation ont �et�e d�etermin�es par une proc�edure automatique de moindres carr�es.
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Figure 6.7 : Pro�l de vitesse pour Re = 20920 dans une couche limite en repr�esentation

lin�eaire et logarithmique: Donn�ees de Nockemann et al [55] (symboles) , notre mod�ele

(ligne).

6.5 Synth�ese et discussion

Nous avons, dans ce chapitre, appliqu�e notre mod�ele au cas des �ecoulements plans. Les

�equations sont d�eriv�ees des �equations de Navier-Stokes sous certaines hypoth�eses �equiva-

lentes �a celles propos�ees dans la mod�elisation de la turbulence 2D. La seule di��erence vient

de la g�eom�etrie particuli�ere de ces �ecoulements qui impliquent une direction privil�egi�ee de

l'�ecoulement moyen. La mod�elisation conduit �a r�esoudre un syst�eme d'�equations coupl�ees

entre les petites et les grandes �echelles. L'�equation des petites �echelles �etant lin�eaire, le

syst�eme peut être simplement r�esolu num�eriquement dans la mesure o�u, �a chaque pas de

temps, la description de chacune des deux �echelles permet de calculer les termes de for�cage

intervenant dans chacune des �equations d'�evolution. Cependant, nous avons choisi de nous

concentrer sur une analyse th�eorique de cette mod�elisation. La con�guration particuli�ere

de ces �ecoulements plans permet une r�esolution analytique d'une partie du syst�eme. La

r�esolution compl�ete est possible moyennant une hypoth�ese concernant le terme de for�cage

des petites �echelles. Nous avons montr�e qu'avec cette hypoth�ese de d�ecorr�elation en temps

du terme de for�cage des petites �echelles, il �etait possible d'int�egrer analytiquement le sys-

t�eme d'�equations. La solution analytique fait intervenir ces termes de for�cage dont on

ne connait pas a priori l'expression. Cependant, en s'appuyant sur des r�esultats connus

concernant ce type d'�ecoulement, il est possible d'avoir une id�ee de leur forme. En con-

sid�erant ces forces comme des param�etres ext�erieurs, nous avons montr�e que l'on pouvait

trouver une expression satisfaisante de celles-ci permettant d'obtenir toute les lois connues

dans ce type d'�ecoulements plans. Le mod�ele permet en e�et de retrouver toutes les lois

r�esultant d'une analyse exhaustive des sym�etries des �equations de Navier-Stokes [56]. Les

r�esultats du mod�ele ont �egalement �et�e compar�es avec succ�es �a des r�esultats num�eriques

et exp�erimentaux. Une prochaine approche sera d'impl�ementer num�eriquement ce mod�ele
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a�n de valider la forme des param�etres qui ont �et�e d�eduits de l'analyse th�eorique et de

v�eri�er que les r�esultats de l'int�egration compl�ete du mod�ele sont compatibles avec les

r�esultats th�eoriques obtenus moyennant une prescription des termes de for�cage des petites

�echelles.
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Conclusions et perspectives

Les mod�eles de turbulence LES s'attachent uniquement �a d�ecrire correctement les

grandes �echelles d'un �ecoulement. Pour ce faire, il est n�ecessaire de calculer directement

les plus grandes �echelles et de mod�eliser les plus petites. La mod�elisation se r�esume

souvent �a essayer d'interpr�eter correctement l'action des petites �echelles sur les grandes.

La majorit�e de ces mod�eles sont donc bas�es sur une hypoth�ese concernant la statistique

des petites �echelles. Même si certaines hypoth�eses de ce type permettent de construire des

mod�eles satisfaisant, il n'existe pas �a l'heure actuelle, de mod�ele LES permettant d'obtenir

un comportement correct pour tous les types d'�ecoulements. Chaque mod�ele poss�ede un

point faible qui se manifeste souvent lorsque la dynamique des petites �echelles devient

particuli�ere et ne correspond plus au domaine d'application du mod�ele. Il n'existe pas, �a

ma connaissance, de mod�ele dit \universel" permettant de calculer n'importe quel type

d'�ecoulement (tout au moins ceux r�egis par les �equations de Navier-Stokes) sans aucun

param�etre ajustable. Partant de cette constatation, nous avons donc cherch�e �a d�evelopper

un mod�ele qui d�ecoule directement des �equations de Navier-Stokes et qui ne n�ecessite

aucun ajustement en fonction de l'�ecoulement �etudi�e. Notre mod�ele ne s'appuie donc pas

sur une hypoth�ese concernant la statistique des petites �echelles mais sur une �equation

d'�evolution de celles-ci. Le but �etant bien entendu que le coût de calcul de ces petites

�echelles soit inf�erieur �a celui que requiert leur calcul direct par la r�esolution des �equations

de Navier-Stokes. La base de notre mod�ele est li�e �a une hypoth�ese de pr�epond�erance des

interactions non-locales intervenant dans la dynamique des petites �echelles. Il est en e�et

possible de d�eterminer une �echelle limite de s�eparation telle que l'on puisse consid�erer,

en premi�ere approximation, que les petites �echelles soient uniquement advect�ees par les

grandes structures de l'�ecoulement. Cette hypoth�ese n�ecessite que, ce qui sera d�e�ni

comme les grandes �echelles, contienne la plus grande partie de l'�energie totale du syst�eme.

Cette hypoth�ese peut donc être obtenue par un ajustement de l'�echelle de coupure qui

n'est cependant pas �a proprement parl�e un param�etre ajustable, mais plutôt une condition

n�ecessaire �a la validit�e du mod�ele.

Le mod�ele consiste donc �a d�eterminer l'�equation d'�evolution de chacune des deux types

d'�echelles de l'�ecoulement. L'hypoth�ese de non-localit�e des interactions intervient ensuite

dans l'�equation d'�evolution des petites �echelles pour n�egliger le terme non-lin�eaire repr�esen-

tant l'interaction des petites �echelles sur elles-mêmes (le terme div(u0!0) � div(u0!0) de

l'�equation 2.5). Nous avons e�ectu�e au chapitre 2 une s�erie de tests permettant de valider

cette hypoth�ese. Ces mêmes tests ont permis d'�evaluer l'importance de chacun des termes

non-lin�eaires intervenant dans le tenseur de Reynolds. Cette analyse nous a conduit �a

101
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n�egliger d'autres termes en plus de celui d�ecoulant de notre hypoth�ese de d�epart. Cette

approximation suppl�ementaire n'est pas pour autant n�ecessaire, mais permet de r�eduire

sensiblement le coût num�erique du mod�ele. En e�et notre approche est di��erente de la

majorit�e des autres mod�eles LES qui s'attachent �a mod�eliser le tenseur de Reynolds dans

sa globalit�e. Dans notre cas il est n�ecessaire de calculer ses di��erentes composantes en

fonction des champs �a petites �echelles. Ces tests sur l'importance de chacune des com-

posantes du tenseur de Reynolds sont int�eressants dans le sens o�u ils permettent d'analyser

la pertinence des mod�eles LES \classiques" et leur aptitude �a mod�eliser les bons termes

composant le tenseur de Reynolds. Nous avons, par exemple, e�ectu�e cette analyse sur

le mod�ele Euler � �. Nous avons �egalement d�evelopp�e notre mod�ele dans les cas o�u les

grandes et les petites �echelles sont largement s�epar�ees. Ce cas id�eal est int�eressant car

il permet des analyses th�eoriques sur le comportement des petites �echelles. Nous avons

par exemple d�eduit de cette analyse la forme de leur spectre d'�energie. Il est �egalement

possible de montrer que, en premi�ere approximation, le mod�ele permet une conservation

de l'�energie totale du syst�eme.

La plus grande di�cult�e dans notre mod�ele consiste �a int�egrer l'�equation des petites

�echelles avec un pas de temps li�e aux grandes �echelles et ceci avec une r�esolution compatible

avec les limites impos�ees par les ordinateurs. Ceci est rendu possible grâce �a l'�elimination

du terme non-lin�eaire repr�esentant l'interaction des petites �echelles sur elles-mêmes. Nous

avons choisi de r�esoudre l'�equation r�esultante par une m�ethode particulaire. Cette m�ethode

poss�ede plusieurs avantages. Elle permet d'une part d'int�egrer l'�equation d'�evolution des

petites �echelles avec un pas de temps li�e aux grandes �echelles, et ceci sans probl�eme

majeure de stabilit�e. Cette m�ethode permet de plus, de g�erer au mieux les nombres de

modes n�ecessaires �a un instant donn�e de la simulation puisque ces particules sont cr�e�ees

uniquement dans les zones de forts gradients. Pour une description d'�ecoulements tr�es

intermittents, les petites �echelles peuvent être discr�etis�ees avec un minimum de particules.

Du fait qu'il n'est gu�ere possible de d�e�nir une r�esolution maximum �equivalente �a notre

m�ethode, il est di�cile de comparer son coût �a celui d'une simulation directe �equivalente. Il

faut �egalement rappeler que nous n'avons pas, dans un premier temps, cherch�e �a optimiser

notre mod�ele , mais nous nous sommes attach�es �a explorer ses possibilit�es. Cette m�ethode

de r�esolution n'est peut être pas la plus adapt�ee aux �equations �a r�esoudre. Une m�ethode

faisant intervenir des transform�ees en ondelettes plutôt que des transform�ees de Gabor peut

être une autre solution envisageable. La d�ecomposition des �echelles directement r�esolues

et des �echelles mod�elis�ees pourrait être e�ectu�ee dans ce cas en fonction de l'�energie ou

l'enstrophie propre de chaque mode. Ce type de d�ecomposition serait sans doute plus en

rapport avec l'hypoth�ese d'advection des �echelles non r�esolues par les structures les plus

�energ�etiques de l'�ecoulement. Cette m�ethode conduirait probablement �a une optimisation

plus �ne du nombre de modes n�ecessaires dans la simulation [21] mais le coût de calcul par

nombre de modes pourrait supprimer l'avantage acquis par l'optimisation de leur nombre.

Ce type de mod�ele, ou du moins les hypoth�eses qui le caract�erisent, ouvre la voie �a

di��erentes analyses. Nous avons e�ectu�e, dans le chapitre 6, une analyse th�eorique sur

les �ecoulements plans. Nous avons vu �a cette occasion, que le mod�ele permet d'obtenir

des r�esultats analytiques int�eressants sur la description des pro�ls de vitesse. Il serait
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int�eressant, vu les r�esultats analytiques obtenus, d'e�ectuer une simulation num�erique de

ce type particulier d'�ecoulement a�n d'une part, d'�etayer les hypoth�eses e�ectu�ees lors

de l'analyse th�eorique et d'autre part de comparer les r�esultats du mod�ele complet �a des

r�esultats de r�ef�erence. Le fait de calculer une �equation d'�evolution simpli��ee des petites

�echelles permet �egalement d'envisager une analyse th�eorique sur la statistique li�ee �a ces

petites �echelles. Nous avons abord�e cette �etude dans le cas id�eal de s�eparation d'�echelles

mais elle peut être poursuivie dans un cas plus g�en�eral faisant intervenir le terme de for�cage

des petites �echelles par les grandes. Nous avons �etudi�e la forme du spectre d'�energie des

petites �echelles, mais il est �egalement possible d'analyser les ph�enom�enes de dissipation.

La discr�etisation en particules permet en e�et d'obtenir des informations sur la d�ependance

spatiale et temporelle de la dissipation.

L'analyse qui �a �et�e e�ectu�ee dans cette th�ese apparâ�t être comme un point de d�epart

d'un grand nombre de d�eveloppements possibles tant analytiques que num�eriques. Ce

type de mod�elisation est d�evelopp�e dans plusieurs domaines de recherche. Nous avons

commenc�e d'appliquer ce mod�ele �a la couche limite atmosph�erique [16]. Dans cette lign�ee,

notre mod�ele �a fait l'objet d'une proposition NSF1 de la part de CORA2, du NCAR3, de

l'Universit�e du Colorado (Boulder) et de l'Universit�e de Californie (Berkley). Cette �etude

a pour but d'utiliser ce type de mod�elisations a�n d'am�eliorer les simulations et donc la

compr�ehension des �ecoulements cisaill�es. Une autre proposition NSF �a �et�e e�ectu�ee par

le NCAR et l'Universit�e de Pennsylvanie pour l'�etude exp�erimentale et th�eorique des ux

de chaleur et de moments cin�etiques dans l'atmosph�ere. Notre mod�ele est �egalement �a la

base de d�eveloppements en astrophysique concernant la formation du syst�eme solaire t plus

g�en�eralement de la dynamique des disques d'accr�etion o�u la turbulence joue un rôle essen-

tiel. Ce projet fait l'objet d'une proposition NASA Ames. L'application astrophysique,

tant th�eorique que num�erique, sera �egalement d�evelopp�ee dans une nouvelle th�ese faisant

suite �a celle-ci. Finalement, ce mod�ele est actuellement utilis�e par Nazarenko et al dans

l'�etude de la Magn�etohydrodynamique (MHD).

1National Science Fondation
2Colorado Research Associate, Boulder Colorado
3National Center of Atmosph�eric Research, Boulder Colorado
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Abstract

We use numerical simulations to prove that the dynamics of the small-scale vorticity in two

dimensional incompressible uids is nearly passive and that the feedback of the small scales

onto the large-scale dynamics is only important for the part of the large-scale range which is

adjacent or close to the small-scale range.
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The dynamics of high Reynolds number turbulent ows usually couples a broad range of scales,
from the energy injection scale to the dissipative scale. This range is too wide to be fully resolved by
direct numerical simulations of the Navier-Stokes equations. This motivated a number of attempts
to describe separately the behavior of the "energy containing" scales (corresponding to either the
large scales or the scales of the mean motions) via modeling of the action of the "dissipative" small
or random scales of motions. In most cases, the modeling is empirical and based on hand waving
or dimensional arguments about the small-scale dynamics. There are a few attempts to derive
a model from asymptotic expansions based on the Navier-Stokes equations. Traditionally, these
model are based on two di�erent expansion parameters, based on the ratio of the typical length
`, and time � of the small scale motions, and the typical length L and time scale T of the energy
containing motions. This results in two parameters: � = `=L and � = �=T . For example, the eddy-
viscosity description of Dubrulle and Frisch [1] requires � � 1, � � 1 but �=� � 1. The classical
Rapid Distortion Theory of Batchelor and Proudman [2] describes the dynamic of the small scales
via linearized equations of motions and requires � = 0 and � � 1. More recently, Dubrulle and
Nazarenko [3] introduced a dynamical subgrid model for two-dimensional turbulence based on
RDT for weakly inhomogeneous mean ows by assuming � � 1 and � � 1. These assumptions
correspond to a developed stage of the 2D turbulence in which an energy condensation into large
eddies is observed, so that evolution of at the small scales is dominated by the nonlocal interaction
with these large eddies rather than by the local interaction of the small eddies among themselves.
This nonlocality property has been reported a number of papers on the numerical simulation of
2D turbulence [4] [5] [6]. In this letter, we speci�cally focus on studying the mechanisms of
the interaction between large and small scales of the system and, particularly, on studying the
nonlocality property. Consider the two dimensional Euler equation in the vorticity form:

divu = 0;

@t! + div (u!) = 0; (1)

where ! = curlu. We now de�ne the large and small scale part of the vorticity and of the velocity,
via a given �lter G as follows,

U(x) = hui =

Z
G(x� x0)u(x0)dx0;

u0(x) = u�U;


(x) = h!i =

Z
G(x� x0)!(x0)dx0;

!0(x) = ! � 
: (2)

The �lter G can be of a cut-o� type or a smoother one, but such that the resulting large-scale and
small-scale �elds would contain mostly low-wavenumber and high-wavenumber Fourier components
correspondingly. Inserting this decomposition into the Euler equation (1) and taking its large and
small scale component, we get a set of two coupled equations:

@t
 + div hU
i+ div hu0
i

+ div hU!0i+ div hu0!0i = 0; (3)

and

@t!
0 + divU
+ divu0
+ divU!0 + divu0!0

� div hU
i � div hu0
i

� div hU!0i � div hu0!0i = 0 (4)

Not all of the terms in the above system of coupled equations for the small and large scales
are equally important dynamically, and our �rst aim is to study their relative importance using
an a-priori test based on a direct numerical simulation. The data used for the test are from a
10242 DNS of decaying turbulence using real (i.e. not hyper-) viscosity after 36 turnover times
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with R� = 105. Here, R� is the Reynolds number based on the Taylor scales. The initial condition
is a vorticity �eld with most of energy concentrated at the wavenumber k = 40. After 36 turnover
times, the spectrum develops a inertial range between k = 8 and k = 40 with a slope close to
k�3 (see insert of Fig. 1). A cut-o� �lter at kc = 32 was applied to the DNS data to separate
the ow into large- and small-scale components. This was used to compute the four di�erent
non-linear terms appearing in the equation (namely div (U
), div (U!0), div (u0
) and div (u0!0)).
The cut-o� scale was chosen so that it lies in the inertial range, and it allows for a reasonable
amount of large scale energy, so that our hypothesis of non-locality is valid. These are the only
restrictions pertaining to the choice of the cut-o� scale. In Figure 1, we plotted the square modulus
of the Fourier component of the four non-linear terms as a function of the wavenumber. One sees
that for wavenumber less than the cut-o� wavenumber (corresponding to the large-scale equation),
the large scale-large scale non-linear interaction div (U
) provides the dominant term, followed
by the large-scale/small-scale interaction term div (U!0) which becomes comparable to div (U
)
close to the cut-o� wavenumber. The other two terms, div (u0
) and div (u0!0)), are both negligi-
ble throughout the large-scale range of wavenumbers. Note that both linear terms div (U!0) and
div (u0
) asymptote to the same value at low-wavenumber end of the large-scale range (although
both of them are much less than div (U
)). The non-linear small-scale/small-scale interaction
term is much less than all the other terms. For wavenumbers greater than the cuto� (the small
scale equation), the ordering of the terms changes and the dominant one becomes the contribution
from U!0, followed by that of U
 up to approximatively 2kc, where by construction U
 vanishes.
For larger wavenumbers, div (u0!0) becomes the second dominant term but it remains one or two
orders of magnitude smaller than the leading order term div (U!0) which is kept in our model. We
have also performed the same test using di�erent initial �elds and di�erent �lter and always found
the same qualitative behavior, as long as the cut-o� scales allow for su�cient large-scale energy.

Based on the above results, we can write a reduced system of equations for the large and small
scales by retaining only the dominant terms in the original system (3) and (4),

@t
+ div hU
i + div hU!0i = 0;

@t!
0 + divU!0 = div hU
i � divU
+ div hU!0i: (5)

Note that in the case of turbulence with a spectral gap, the mixed average hU!0i and hu0
i vanish
and the only remaining contribution from the small scales is div hu0!0i. This was the case considered
in [3]. There are some observations indicating the existence of a spectral gap in the atmosphere
[7]. However, this spectral gap is not obtained in general 2D numerical simulations of decaying or
forced turbulence, so we shall not consider this possibility in the present paper. Had we assumed
that our average is performed in a statistical sense (e.g. with respect to the realization), we would
also have obtained a mean ow equation only forced by the small-scale Reynolds stress term, like
in [3]. The uctuating ("small scale") equation would appear even more simpli�ed, since the only
relevant terms up to order epsilon will be @t!

0 + div (U!0) = 0. This is the situation corresponds
to the classical RDT theory, where vorticity (in 2D) is considered to be passively advected by the
mean ow.

The set of equation (5) describes an interesting coupled system between large and small scales.
By virtue of (5), the dynamics of the large scales is determined �rst by their mutual (non-linear)
interaction, but also by the "mixed" interaction between them and the small scales. Note that this
is markedly di�erent from standard Reynolds stress phenomenology, where it is usually assumed
that the main interaction comes from the small-scale/small-scale term. In that sense, our coupled
model is not based on an eddy-viscosity assumption, and captures behavior which could not be
parameterized via, for example, a Smagorinsky description.

According to (5.b), the small scales evolve under the conjugate action of two processes, �rst
being their advection by the large-scale velocity �eld and the second { their growth by the contin-
uous building of small scales via non-linear interaction between large and small scales (related to
the enstrophy cascade). In that respect, the small scales behave like a forced passive scalar, where
the forcing depends on the large scale strain. However, the small scales are not completely passive
since they are allowed to react back over the large scale via the non-linear coupling between the
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Figure 1: Square modulus of the four Reynolds Tensor
components for a decaying turbulence : continuous line :
div(U
) , - - : div(U!

0), - � - : div(u0
!

0) et - � � � - :
div(u0
). The initial �eld is the result of a DNS 10242 for
decaying turbulence. The energy spectrum and the separa-
tion scale are shown in the inset

Figure 2: Energy spectra of turbulence forced at k=15
by beeping the energy of the mode (15,0) constant in time.
The HNS (5122) is compared with our model with the same
resolution and the same hyperviscous dissipation. The sep-
aration scale is at k = 21

large and small scales. This feedback of small scales on the large scales, as well as the forcing of
the small scales via the non-linear term, make an essential di�erence between the present model
and standard Rapid Distortion Theory, in which the small scales are only passively advected by
the main stream. In such situation, the small-scale behavior is directly related to the initial and
boundary conditions, - an a-priori undesirable feature to describe the fully developed stage of a
turbulence, which should be independent of initial and boundary conditions (see discussion in the
review paper by [8]). By allowing continuous injection of vorticity (forcing) at small scale, we
do, in contrast, allow a loss of memory from initial conditions, since after long enough time, the
"transient linear solution" (solution of the homogeneous small-scale equation, i.e. the classical
RDT equation) will eventually decay and the long term behavior of the solution will be governed
by the forcing, i.e. the non-linear coupling between large and small scales. Note however that
we do conserve an essential desirable feature of the RDT description, which is the linearity of the
small-scale equation. This allows explicit analytical solution of the small scale equations in terms
of the large-scale ow, in certain simple case such as when the large scales are made of a dipole
[3], a pure strain [9] or a shear ow [10, 11].

Our choice of the reduced model was motivated by the a-priori DNS test measuring relative
importance of terms in the original system of equations at a given instant of time. However,
averaged characteristics may di�er from their instantaneous values. Indeed, collective phase e�ects
(decorrelation) among terms could lead to a relative depletion or enhancement of the e�ective
contribution of the various terms over long period of time. We therefore conducted a second
series of (dynamical) tests by a direct numerical integration of the reduced model (5), in several
typical 2D situations: decaying turbulence, forced turbulence and vortex merging. To get an
inertial range as large as possible, we performed all the tests by replacing the dissipation term by
a hyper-dissipation ��pu with p = 8. In preliminary tests, we have checked that the Hyperviscous
Numerical Simulation (HNS) are a very good approximation at large scales of a DNS at a much
larger resolution. Since we are mostly interested in the large-scale behavior of our model, we
felt that it was safe to use the HNS to perform the tests, allowing a substantial economy of
computational resources. The �lter used here is a cut-o� in the Fourier space, at k=21 for the
three cases tested with this dynamical test. It is small enough to allow enough energy at large scale
for the non-locality assumption to be valid. The comparison was made for same initial conditions
and resolutions (5122). Both our model and the HNS were performed using a pseudo spectral
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a) b)

Figure 3: Vorticity �eld of decaying turbulence obtained by: a) HNS 5122 b) our model 5122 with a separation scale at
k = 21

a) b)

Figure 4: Vorticity �eld of a vortex merging process obtained by : a) HNS 5122 b) our model 5122 with a separation
scale at k = 21. (only 1/4 of the total domain is represented)

code over a 2� � 2� periodic domain. For forced turbulence, the results are presented in FIG. 2.
The initial condition for the two simulation is a vorticity �eld with a small total energy compared
to the �nal state. The forcing was produced by keeping constant in time the energy at a given
wavenumber (kx = 15; ky = 0). One can see that the energy spectra are in very good agreement
with the hyperviscous numerical simulation data for all scales.

For decaying turbulence, the vorticity �elds obtained after 7 turnover times are shown in FIG.
3. This time corresponds to approximately 160 Tw where Tw is the time of the maximum enstro-
phy. The agreement between the �nal state of our model and the �nal state of the hyperviscous
simulation is excellent, even after several turnover time. A small di�erence between the dipole
location is due to the intrinsic chaoticity of Navier-Stokes equations. However, both �eld present
the same physical characteristics at large and small scales. Note that in our model, we can consider
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scale as small as the smallest scale in the HNS because we do actually compute the small scales
up to the hyperviscous cut-o�. We also checked the very good agreement of the energy spectra
at all scales. To check that the good agreement was indeed due to our good description of the
small scales, we ran, as an additional test, a 322 HNS (our small-scale models was thus replaced
by hyperviscosity). The vorticity �elds and the energy spectra at large scales were quite di�erent
from the fully resolved HNS, showing the importance of the small-scale parameterization. The
third test was performed on a vortex merging. This process is very sensitive to the small scale pa-
rameterization, and , therefore, provides a rather stringent test of our model. The initial vorticity
�eld is made of two vortices separated by a distance �. The corresponding vorticity distribution is
given, in polar coordinates, by:

!(r; �) = 50 � f1� tanh[(r �Ro)=�]g (6)

with Ro = 0:05� 2�, � = 0:01� 2� and � = 0:15� 2�. The total vorticity during the merging is
shown in (FIG. 4) at approximately 12 Tw . Note the very good agreement of the merged vortex
orientation, and of the �lamentary structure. This indicates that our model reproduces very well
the dynamics of the full system.

The present validation of our model is interesting for several reasons. First, it justi�es a
posteriori any analytical development based on the two simpli�ed coupled equations (5). This is
important because the linearity of the small scale equations allows, like in classical Rapid Distortion
theory, exact analytical or semi-analytical results. Since we have shown that this linear description
is a very good approximation of the real dynamics, we may thereby obtain approximate non-
perturbative solutions of our approximate system which are more accurate solution of the total
dynamics than those obtained by standard perturbative methods. Also, our result is of interest for
Large Eddy Simulations of 2D turbulence. Indeed, our set of coupled equation provides a basis for
a dynamical sub-grid scale model, where the small scale contribution is computed from a dynamical
equation rather than postulated [12]. In contrast with traditional subgrid scale models (such as
Smagorinsky [13]), such dynamical sub-grid scale model takes into account such an important
physical property of the 2D small-scale dynamics as the nonlocality of interaction (linearity of
the small-scale equation). This improvement comes at slightly larger computational cost with
respect to traditional subgrid scale models but it gives more accurate results obtained without any
adjustable parameters. These results will be reported in a separate paper [12].
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work was done. A NATO fellowship helped BD pay for kids' nanny and tuition fee and, so, was a
strong help in the preparation of this paper.
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Abstract

We develop a new numerical method which treats resolved and sub-grid scales as two dif-

ferent uid components evolving according to their own dynamical equations. These two uids

are nonlinearly interacting and can be transformed one into another when their scale becomes

comparable to the grid size. Equations describing the two-uid dynamics were rigorously de-

rived from Euler equations in [1] and they do not involve any adjustable parameters. The

main assumption of such a derivation is that the large-scale vortices are so strong that they

advect the sub-grid scales as a passive scalar, and the interactions of small scales with small

and intermediate scales can be neglected. As a test for our numerical method, we performed

numerical simulations of 2D turbulence with a spectral gap, and we found a good agreement

with analytical results obtained for this case in [2]. We used the two-uid method to study

three typical problems in 2D dynamics of incompressible uids: decaying turbulence, vortex

merger and forced turbulence. The two-uid simulations performed on at 1282 and 2562 reso-

lution were compared with pseudo-spectral simulations using hyperviscosity performed at the

same and at much higher resolution. This comparison shows that performance of the two-uid

method is much better than the one of the pseudo-spectral method at the same resolution and

comparable computational cost. The most signi�cant improvement is observed in modeling of

the small-scale component, so that e�ective inertial interval increases by about two decades

compared to the high-resolution pseudo-spectral method. Using the two-uid method we

demonstrated that the k
�3 tail always exists for the energy spectrum, although its amplitude

is slowly decreasing in decaying turbulence.
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1 Introduction

Many applications in uid mechanics require solutions of Navier Stokes equations at high Reynolds
numbers. For ows encountered in aeronautics and engineering, Reynolds numbers can easily
reach 106. In astrophysics and geophysics they can be even larger. Nowadays, direct numerical
simulations (DNS) on most powerful computers do not reach such Reynolds numbers. For pseudo-
spectral methods the problem is that one cannot avoid introducing dissipation even at scales
greater than the grid size. The reason for this is a numerical instability which manifests itself in
stagnation of energy in small-scales and called bottle-neck instability. To dissipate this energy, one
needs a smoothly increasing with wavenumber dissipation function. To achieve higher Reynolds
numbers such a dissipation function can be chosen to be of a hyperviscosity-type, i.e. a function
which is steeper than the real viscosity, but it cannot be made too steep to avoid the bottle-neck
instability. Among the various alternatives to DNS is the Large Eddy Simulation (LES). The idea
of the LES is to compute only the large scales and to model the feedback of small scales on the
large-scale dynamics. The LES approach is especially popular for computing three dimensional
turbulence, where DNS is practically impossible for high Reynolds numbers (see e.g. [3] and
references therein). Most of the LES schemes, however, are based on phenomenological models for
small-scale turbulence and contain adjustable parameters. For 2D turbulence, a LES method was
proposed by Sadourny and Basdevant [6].

In the present paper, we implement and discuss a new numerical method for 2D turbulence
based on a two-uid model proposed recently by Dubrulle and Nazarenko [1]. In this model,
the large scales and the small (sub-grid) scales are treated as two di�erent components (uids)
described by their own equations. These equations are rigorously derived from the Navier-Stokes
equations under assumption that the large scales produce much stronger velocity �eld than the
intermediate and small scales do. This underlying assumption of the two-uid method is justi�ed
for 2D turbulence because of the energy condensation in large vortices [4], [5]. In spirit, the two-uid
model is close to LES, because the small scales are less than the grid size. The dynamical equations
are averaged over the small scales and involve only the slow time and coordinate corresponding
to the large scales. However, the two-uid model does not postulate small-scale turbulence but
models it with a dynamical equation which does not involve any adjustable parameters. This
model conserves both energy and enstrophy, and describes accurately the non-local interaction
arising between well separated scales. It was used to give a simple analytical solution of the
interaction between a large-scale dipole vortex and a small scale turbulence [1] and to derive
spectra of non-local 2D turbulence [2].

The main goal of this paper is to use the two-uid method in more realistic situations where
there is no spectral gap separating large and small scales. Justi�cation of using the two-uid
model for distributions without spectral gap is that intense vortices with the size (in terms of
velocity) much greater than the grid cell give a dominant contribution into the dynamics of small
sub-grid scales, and intermediate scales may be neglected in the subgrid-scale dynamics. In other
words, the sub-grid turbulence is non-local, and the main contribution to the energy and enstrophy
uxes in small-scale turbulence comes from non-local wavenumber triads having one short leg and
two long legs. This situation is indeed observed in high-resolution numerical computations of 2D
turbulence [7], [8],[9]. To avoid any confusion it is appropriate to remark here that the 2D forced
turbulence is indeed local for scales larger than the forcing scale and therefore the -5/3 inverse
cascade spectrum is observed. We emphasize however that it becomes nonlocal in the enstrophy
cascade range at small scales and subgrid scales in particular. Nonlocality assumption works
even better for decaying turbulence with no dissipation at low wavenumbers because the integral
scale of turbulence in this case can be as large as the computational box size at late stages. Of
course, neglecting local interactions of subgrid scales is only an approximation, but this is a much
better approximation for 2D turbulence than neglecting the nonlocal interactions which is done
when using the traditional LES approach. The non-locality of 2D turbulence and its relation to
the passive advection of small scales resulting in k�3 energy spectrum and coherent structures
responsible for a steeper spectrum at smaller wavenumbers was discussed in [10]. The passive
advection of small scales is the main validity requirement for the RDT description in 2D. Note
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however that this advection is not trully passive in our approach in that the small scales a�ect
the large scales through the averaged Reynolds stresses which are taken into account in the 2-uid
model.

During the non-local dynamics, the sub-grid energy may not be conserved: it can be transferred
to, or be drawn from, the large-scale component. This energy transfer to/from the large-scale
component is taken care of in the large-scale equation of the two-uid by a term describing the
feedback of the small scales. We use a pseudo-spectral code to compute the large-scale component
and we use a particle-in-cell (PIC) method to compute the small-scales. Because there is no
spectral gap separating the two components, one needs a procedure converting the large-scale uid
into the small-scale one when its scale is approaching to the grid size. In turn, when the scale of
the small-scale uid is getting larger than the grid size, one has to convert it into the the large-scale
component. Such procedure of local conversion of large scales into small scales and back is done
using a simpli�ed model in order to make the computations cost e�ective and this part of our
numerical method is therefore non-rigorous. Thus, although the two-uid equations are rigorously
derived under the nonlocality condition, the whole model (including the conversion between the
two uids) is not rigorous and has to be tested via comparison with high resolution DNS.

In section 2 we summarize the two-uid model and we describe our numerical method in
section 3. In section 4 we discuss some basic properties of the sub-grid dynamics associated with
the particle representation. In section 5 we consider situations where the large and small scales are
separated by a gap, and test our numerical method by comparing with analytical results available
for this case. Section 6 is central for the present work. Here we study three typical problems of the
2D uid dynamics, decaying turbulence, vortex merger and forced turbulence, and compare the
results obtained with the two-uid method with results obtained by DNS performed at the same
and at much higher resolution. We discuss our results and possible applications of our numerical
method in section 7.

2 Two-uid model

Consider a two dimensional incompressible inviscid uid described by the Euler equations

�
@t! + div(v!) = 0;
divv = 0;

(1)

where ! = !(r; t) = curlv is the vorticity. The two-uid model is derived under the assumption
of scale separation and weakness of turbulence compared to the large scales.

u = uL + uS
! = !L + !S

with
uL >> uS
�L >> �S

(2)

where � is the characteristic scale and S and L label the small-scale and large-scale components
respectively. In this case, equation (1) can be decomposed into two equations describing the
evolution of the large and small scales [1]. Large-scale component obeys the Euler equation with
an additional term describing the inuence of small scales,

@T!L + (vL � r)!L + 2

Z
(k �r)z

(k � r)

k4
n

dk

(2�)2
= 0: (3)

Here, n(x;k; t) is the Wigner function of vorticity which corresponds to a density of the small-scale
enstrophy in four-dimensional space (x;k). It is de�ned in terms of the small-scale vorticity as

n(x;k; t) =

Z
< !S;p+k!S;p�k > e2ip�x

dp

(2�)2
: (4)

The symbol < � > denotes an average over the fast time corresponding to the small scales. The
Wigner function is a very useful tool for describing interaction of the separated scales in uids and
plasmas, see e.g. [11], [12] and [1].
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The equation for the small-scale component involves n(x;k; t). It expresses the fact that total
small-scale enstrophy is conserved during the evolution,

DTn = 0; with

8<
:

DT = @T + _x � r+ _k � @k;
_x = vL;
_k = �(k � r)vL;

(5)

where @k is the gradient in the k-space. The large scales act on small scales via changing character-
istics of equation (5). Small scales, in turn, react back on the large scales via the interaction term
in (3). Closed system of nonlinearly coupled equations (3) and (5) will be used in this paper as a
basis for the two-uid numerical method described in the next section. Simple analytical solutions
of these equations were found for a vortex dipole propagating through turbulence [1] and for the
energy spectra of forced and decaying small-scale turbulence [2]. These analytical solutions will be
used in the present paper as a reference for testing the numerical method.

3 Numerical method for computing the two-uid equations

3.1 PIC method for the sub-grid uid

The small-scale equation (5) is computed by a Particle-In-Cell method (PIC) which is often used
for computing plasmas [13]. This method was also used to solve equations similar to (5) in the
case of sound-vortex interaction in an isentropic uid [14]. The PIC method treats the small-scale
component as a large ensemble of particles having coordinates xp(t) and momenta kp(t); p =
1; 2; :::; N . Each particle carries a small fraction of the total enstrophy and moves along a trajectory
in (x;k) space computed according to the last two equations of (5),

�
_xp(t) = vL(t);
_kp(t) = �(kp(t) � r)vL(t):

(6)

The two di�erential equations (6) are solved via a stable second order Runge-Kutta scheme. The
enstrophy density function n(x;k; t) is expressed as a sum of individual particle contributions,

n(x;k; t) =

NX
p=1

�p(t)� Sx(x � xp(t))� �(k � kp(t)); (7)

where �p(t) is the enstrophy of particle p and Sx is a function describing the particle shape. For
such a decomposition of n(x;k; t), the �rst equation of (5) implies that the enstrophy �p(t) of each
particle does not change during its motion,

�p(t) = �p(t0) = �p: (8)

We have chosen the following shape factor for particles

Sx(x � xp) =

8>><
>>:

4
(�� jx� xpj)(�� jy � ypj)

�2
if

�
jx� xpj < �
jy � ypj < �

0 otherwise;

(9)

where constant � is the particle \size".
At very high wavenumbers one has to \dissipate" particles by removing them from the system

in order to keep the number of particles at a reasonable level and maintain a low computational
cost. As we will see later, such dissipation is typically many orders of magnitude smaller that in
any high-resolution DNS, which allows us to obtain very wide inertial range in our computations.
The particle energy, �p=k

2, becomes very small when the particle reaches high wavenumbers, which
means that its initial energy has been transferred to the large-scale uid via the interaction term.
Thus, the particles at high k have no e�ect on the overall dynamics and can be removed To be
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precise, the error associated with removing the particles is very small compared with the error
introduced by the other parts of the code. It is also easy to take into account the real viscous
dissipation at small-scales by reducing the particle strength in time, as it was done in [2]. In this
paper, however, we will not be interested to study the e�ect of viscosity.

3.2 Computing the large-scale uid

The large-scale equation (3) can be solved in various ways. We used periodic boundary conditions
and a pseudo-spectral method for the space variables. This method is fast, accurate and easy
to implement [15]. The time marching is done in the Fourier space with a stable second order
Adams-Bashford scheme. A detailed description of the numerical procedure can be found in [16].

The interaction term in (3) is computed in the following way,

2

Z
(k �r)z

(k � r)

k4
n

dk

(2�)2
= 2 f (@yy � @xx)I1(x; t) + @xyI2(x; t) g; (10)

where 8>>>><
>>>>:

I1(x; t) =

Z
kx � ky

(kx
2 + ky

2)2
n(x;k; t)

dk

(2�)2
;

I2(x; t) =

Z
kx

2
� ky

2

(kx
2 + ky

2)2
n(x;k; t)

dk

(2�)2
:

(11)

Using (7), we have

8>>>>>><
>>>>>>:

I1(x; t) =
1

(2�)2

NX
p=1

�p
kpx(t)� kpy(t)

[kpx(t)
2
+ kpy(t)

2
]2
Sx(x � xp(t)):

I2(x; t) =
1

(2�)2

NX
p=1

�p
kpx(t)

2
� kpy(t)

2

[kpx(t)
2
+ kpy(t)

2
]2
Sx(x � xp(t)):

(12)

Because we solve our large-scale equation by a spectral method, it is convenient to �nd the interac-
tion term (10) in Fourier space. In Fourier space, �nding the second derivatives with respect to the
coordinates will simply correspond to multiplication of Fourier transforms of I1(x; t) and I2(x; t)
by corresponding wavenumber components. We then apply a low-pass �lter to the interaction term
in Fourier space to �lter out the high-wavenumber part of the interaction term. The reason for
doing so is the fact that the interaction term is derived based on the assumption of scale separation
and, therefore, it is incorrect for the scales close to the grid size. On the other hand, the nonlocal
nature of interaction implies smallness of the interaction of sub-grid scales with intermediate scales
compared with their interaction with the large scales, and, therefore, retaining only the large-scale
part of the interaction term is justi�ed. The interaction term describes a force on the large-scale
uid produced by the sub-grid component; it is generally much less than the other terms in the
large-scale equation. As we will see further, however, this term is very important for conservation
of the total energy of the small-scale and large-scale uids. On the other hand, the interaction term
is shown to be precisely equal to zero at any time if n(k) is isotropic at some particular moment of
time [17], for example initially. It is interesting that isotropy is not preserved during the evolution,
but the developing anisotropy remains of such a kind that the interaction term is still zero at any
time. This happens because the positive contribution of some wavenumbers is canceled by a neg-
ative contribution of the other wavenumbers. Note, that an initially isotropic spectrum develops
into a spectrum with elliptic level lines, and this is a very special kind of anisotropy responsible
for the above property.
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3.3 Energy conservation

Because of interaction between the large and small scales, the energy can be transferred between
the large-scale and small-scale uids. However, the total energy of the two uids is conserved [1],

Etotal = EL + ES =

Z
u2L dx+

1

(2�)2

Z
ndk dx = const: (13)

In particle representation one can rewrite the small-scale energy as

ES =
1

(2�)2
�N
p=1

�p

k2p
: (14)

It was shown in [17] that the energy of the small-scale and large-scale components are conserved
separately if n only depends on the absolute value of the wavevector at some moment of time. As
we mentioned above, the interaction term in the large-scale equation is equal to zero in this case.
We use the energy conservation property as one of tests in our computations.

3.4 Conversion of the two uids one into another

In standard DNS approach using pseudo-spectral methods, one has to introduce a dissipation at
large wavenumbers to avoid the bottle-neck instability, i.e. piling up the spectrum near the cut-o�
wavenumber kmax (corresponding to the grid scale, i.e. the smallest scale resolved by the method).
Using a steeper than the regular kinematic viscosity dissipation function (hyperviscosity) allows
to suppress the bottle-neck instability and at the same time avoids excessive dissipation at larger
scales.

In our method we do not use any dissipation to stabilize the pseudo-spectral scheme. Instead, we
convert the large-scale component into the sub-grid uid in the vicinity of the cut-o� wavenumber
kmax. Thus, the spectrum stagnation leading to the bottle neck instability is avoided by letting the
small-scales pass the kmax barrier. Then, the sub-grid uid is evolved according to its own equation
which is computed by the PIC method. Note that one does not need any kind of dissipation for
stability of the PIC method, and, therefore, one can compute situations with ultra-high Reynolds
number (which can be estimated based on the particle removal scale).

The procedure of conversion from the large-scale uid into the sub-grid one consist of �ltering
the large-scale vorticity �eld at wavenumbers close to the cut-o� wavenumber kmax. Then, we
consider the di�erence between the original and the �ltered large-scale spectra of enstrophy and
create particles with the same distribution in both coordinate and wavenumber space. To do this,
we �rst generate an ensemble of particles, each carrying a small equal amount of enstrophy �

and having a momentum k, such that their enstrophy distribution in k-space is the same as the

enstrophy spectrum of the coverted part of the large-scale component. Second, we compute the
di�erence between the un-�ltered and �ltered large-scale component in the x-space, and distribute
the new particles randomly in the x-space with the weight given by such a vorticity distribution
in the x-space. Created this way, the particle ensemble has the same projections into the x-
space and into the k-space as would the Wigner function of the converted large-scale vorticity.
Direct computation of the Wigner function would be very costly, and the described conversion
procedure may be considered as the major approximation made in our numerical model. Besides
the enstrophy, the energy is also conserved by our conversion procedure. To achieve a good energy
conservation we adjust the particle k-space distribution in several iterations.

During the evolution, the wavenumber increases for most of the particles. However, for some
particles, the wavenumber may become lower than its original value and reach the scales which
are well resolved by the pseudo-spectral procedure. Because of the low wavenumber, the energy
of such particles is high and, although there are only relatively few of them present in the system,
these particles play an important dynamical role. Thus, these low-wavenumber particles must
be converted back into the large-scale component. In our method, this is done by increasing the
amplitude of the Fourier component of the large-scale uid at k corresponding to the particle's
wavenumber in such a way that this increase would exactly reect the amount of the particle's
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energy and enstrophy. We leave the phase of this Fourier component unchanged which makes it
easier to conserve energy and enstrophy simultaneously during such a conversion procedure.

3.5 Summary of runs

In table 1 we summarize for reference di�erent runs which will be discussed in this paper. Below
we describe relevant details of these runs.
(i) The initial stream function of the vortex dipole in run 1 is  (x; y) = �

4�R
ln

x2+(y�R)2

x2+(y+R)2
which

is smoothed in the coordinate space to avoid dealing with the point-vortex singularities in the
large-scale �eld. In this run, the particles are initially located on the straight line x = 0.
(ii) In all the runs starting with a random large-scale vorticity the initial energy spectrum is

E(k) = C � k � e
�( k

k0
)2
with k0 = 4 and C = 1.

(iii) By writing the initial number of particles as a product Nx � Nk, we mean that we put Nk

particles at each of Nx locations in the coordinate space, so that there is a wavenumber distribution
of Nk particles at each of these locations.
(iv) In runs 1 and 5, by isotropic particle distribution we mean that the particle distribution is
initially concentrated of the circle jkj = kp = 1000 in the wavenumber space as shown on the insert
of �gure 16. In run 3 the particle distribution is initially concentrated of the circle jkj = kp = 100.
By anisotropic initial distribution we mean a distribution on an 8-shaped curve shown on the insert
of �gure 17.
(v) By HDNS we mean a pseudo-spectral method with hyperviscosity k16.

Run Type/Grid Large-scale initial Particle initial conditions and forcing Interaction
conditions an forcing Number Shape x Shape k term

N�1 2F1282 dipole 8� 1000 on a line isotropic o�

N�2 2F1282 random �eld 2000000 uniform Gaussian o�

N�3 2F1282 random �eld 4096� 500 uniform isotropic o�

N�4 2F1282 random �eld 0 forced at k = 1000 o�

N�5 2F1282 random �eld 16384� 36 uniform isotropic on

N�6 2F1282 same as N�5 16384� 36 uniform anisotropic on

N�7 2F1282 random �eld 0 on

N�8 2F2562 2 vortices 0 on

N�9 2F2562 no �eld, forced at k=40 0 on

N�10 HDNS1282 same as N�7 N/A N/A N/A N/A

N�11 HDNS10242 same as N�7 N/A N/A N/A N/A

N�12 HDNS2562 same as N�8 N/A N/A N/A N/A

N�13 HDNS10242 same as N�8 N/A N/A N/A N/A

N�14 HDNS2562 same as N�9 N/A N/A N/A N/A

N�15 HDNS17282 same as N�9 N/A N/A N/A N/A

Table 1: Description of runs discussed in this paper

4 Particle dynamics

Let us discuss some basic features of the small-scale dynamics. In the coordinate space, the
particles are advected by the local velocity of the large-scale component, see (5). Thus, particles
can be mixed in the coordinate space or be trapped into the large-scale vortices. This property is
illustrated in �gure 2 showing di�erent particle trajectories in the �eld of a vortex dipole having
the stream function depicted in �gure 1 (run 1 in table 1). We see that 1, 8 and 2 are not trapped,
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whereas particles 3,4,5 and 7 are trapped and dragged by vortices. Particle 1 is on a special
trajectory including a stagnation point, to which it is approaching at a decreasing rate.

Equation for the wavenumber, i.e. the last equation in (5), is linear with respect to k. Therefore,
its solution for arbitrary initial wavenumber q can be represented as a linear combination of two
solutions obtained for just two di�erent initial wavevectors forming a basis [17], [2]. An important
consequence of this fact is that the level lines of an initially isotropic distribution of particles
n0(jqj;x) will be transformed from circles to ellipses [1], [17], [2]. The rate at which the ellipse
aspect ratio is increasing depends on the local strain of the large-scale �eld. Figures 3 and 4 show
the time evolution of the ellipses in k-space for the particles located on trajectories 3 and 4 in
�gure 2 respectively. We see that initially isotropic distribution becomes anisotropic much slower
for the trajectory 4, because it is trapped near the vortex center where the large-scale motion
is approximately just a uniform rotation (plus translation). Note that the ellipse areas are not
changing because of the incompressibility of motion in k-space [17], [2]. This serves as a good
test for the PIC code used in our simulations. Conservation of the ellipse areas also means that
a wavenumber increase for some particles will always be accompanied by a wavenumber decrease
for other particles if the initial particle distribution is isotropic.

Second example illustrating properties of the particle dynamics is evolution of a particle en-
semble having initial Gaussian distribution in the wavenumber space and uniform distribution in
the coordinate space (run 2 in table 1). We take random initial distribution of large-scale vorticity
for this run. In this simulation, we ignore small scales feedback onto the large-scale uid (the
interaction term) and turn o� the conversion between the small-scale and large-scale components
assuming that there is a spectral gap between these two components. Note that under these condi-
tions dynamics of the small-scale vorticity is identical to the passive scalar dynamics in Batchelor's
regime (i.e. passive scalar advected by a smooth velocity �eld).

For random-vorticity initial conditions, a chaotic motion of particles in the coordinate space
may be expected [18]. This behavior is illustrated in �gures 5 and 6 which show the evolution of
50000 particles in the (x; y) space. At t = 0 these particles were in a narrow strip in the (x; y)
space, �

�� � x � �� + �x;

�� � y � +�:
(15)

However, particles cannot cross separatrix and remain outside the vortex cores, as clearly seen at
late time shown in �gure 6.

The initial Gaussian distribution of particles in k-space (run N�2) is isotropic on average, see
�gure 9. At a later time, smaller vortices in the large-scale component have merged into bigger
ones (Fig.8). This creates some preferred directions of the large-scale shear which are reected in
the particle distribution in the k space (Fig. 10) because particle wavenumbers tend to align with
the large-scale shear. Note also a signi�cant spreading of the particle distribution in k-space. If
we plot the probability distribution of just one wavenumber component, e.g. kx, we see that the
initially Gaussian pro�le (Fig. 11) turns later into a distribution close to log-normal (Fig.12). This
result is in agreement with the analytical results of Kraichnan [19] about statistics of derivative of a
passive scalar, obtained with a rapidly varying velocity �eld (white noise, delta correlated in time).
The deviations with respect to the log-normal distribution observed in the tail of the distribution
can be traced to correlations in the large scale velocity �eld, which induce a larger intermittency.
Such result was also discussed in [19], and can be quanti�ed using the large deviations theory (see
e.g. [20]).

5 Turbulence with a spectral gap

In this section we continue to study the case when there is a spectral gap between the large-
scale and small-scale components. Such a gap has been observed, for example, in the spectrum of
horizontal velocity in the atmospheric boundary layer, for periods between a few minutes and a few
hours, under special conditions [21]. Other situations where the spectral gap is observed in nature
were discussed in [22], where an EDQNM approach was used to describe 3D turbulence dynamics.
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Figure 1: Stream function of the vortex dipole moving

to the right with velocity u0 =
�

4�R
(run N�1).

Figure 2: Particle trajectories in the dipole �eld (run
N�1).

Figure 3: Wavenumber distribution of 1000 particles
which were initially located at position 3 in the coordinate
space. Initial circle becomes an ellipse due to the large-
scale shear (run N�1).

Figure 4: Wavenumber distribution of 1000 particles
which were initially located at position 4 in the coordi-
nate space (run N�1). The circle is only weakly stretched
because the shear at the vortex center is less signi�cant.
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Figure 5: Coordinates of 50000 particles initially lo-
cated in a strip �� � x � �� + �x shown at time t=5
(run N�2)

Figure 6: Position of the same 50000 particles as in
�gure 5 at t=25. After a long time, particles are mixed
by turbulence except at the vortex cores (run N�2).

For our purposes the spectral-gap case is important also because there exist exact analytical results
which may be used to test our numerical model.

First, we will concentrate only on the small-scale dynamics and consider decaying and forced
small-scale turbulence. In this part, the large-scale uid will be completely decoupled from the
small-scale component and computed without the interaction term and without converting one
uid into another. This approach is valid for weak small scales which are well separated from
the large scales in k-space. To suppress the bottle-neck instability, we will have to introduce a
hyperviscosity into the large-scale dynamics.

Second, we will consider stronger small scales and narrower spectral gaps to study the feedback
of the small scales onto the large-scale uid. We will use the procedure of conversion between the
components to avoid using hyperviscosity in large scales and thereby to improve the conservation of
energy and enstrophy. We will also take into account the interaction term for computing the large-
scale uid. Both the conversion procedure and the interaction term will be important, because our
main focus in this part will be on studying the energy budget and transfers of energy between the
large-scale and small-scale uids.

5.1 Decaying small-scale turbulence

Let us introduce the small-scale energy spectrum which is obtained by integrating the density of
the particle energy over the angle � (where k = (kx; ky) = (kcos�; ksin�)) and over the x space,

Ê(k) =

Z
n(x; y; k; �; t)

k2
k d� dx dy; (16)

so that the total energy of the small-scale uid is

ES =

Z
Ê(k) dk: (17)

Using the particle representation (7), Ê(k) can be written as a sum of the individual particle
energies,

Ê(k) =
1

dk

X
k�dk=2<jkpj<k+dk=2

�p

kp(t)2
; (18)

where dk is a small number. dk << k, but large enough for having many particles in the interval
k � dk=2 < jkpj < k + dk=2.
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Figure 7: Initial large-scale stream function for run
N�2. The maximum of the energy spectrum is at
k ' 4.

Figure 8: Large-scale stream function at t = 50
for run N�2. Small vortices have merged into bigger
ones and the large-scale �eld has become essentially
anisotropic

Figure 9: Initial Gaussian distribution of particles
in the k space for run N�2.

Figure 10: (run N�2) Density of particles in the
k space at t = 50. Note an anisotropy caused by
existence of preferential directions for the large-scale
shear.

Figure 11: (run N�2) Distribution of particles on
the kx axis at t = 0 (Gaussian distribution with � =
100)

Figure 12: (run N�2) Distribution of particles on
the kx axis at t = 50. The best �t with a log-normal
distribution is shown with a continuous line.
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According to an asymptotical analytical solution for decaying small-scale turbulence obtained
in [2], the small-scale spectrum, initially concentrated around some scale jkj = kp, will tend to a
power law shape,

Ê(k) / k�2:

The -2 slope is predicted in a wavenumber range centered at kp, which is widening with time. Figure
13 shows the energy spectrum of freely decaying small-scale turbulence obtained by numerical
computation with initial distribution of small scales concentrated on a ring in k-space, n / �(jkj�
kpj) with kp = 100 (run 3 in table 1). We see that -2 slope is indeed observed in a widening range
of wavenumbers centered at kp = 100, whereas a steeper slope is observed for higher wavenumbers.

5.2 Forced small-scale turbulence

Consider now the case when particles are injected at the circle jkj = kp = 1000 in k-space at
a constant rate (run 4 in table 1). Then, formation of a stationary spectrum is expected for the
small-scale turbulence nonlocally interacting with the large-scale component [2]. This spectrum has
-1 exponent for wavenumbers less than kp and -3 exponent for jkj > kp. The -1 range corresponds
to a constant ux of the small-scale energy to lower wavenumbers, and the -3 range corresponds to
the enstrophy ux. As noted in [2], the spectral exponent for the nonlocal enstrophy ux spectrum
is the same as in case of the local cascade (i.e. -3) whereas the slope corresponding to the nonlocal
energy ux is di�erent from the one corresponding to a local energy cascade (-1 versus -5/3).

In our numerical computations of forced small-scale turbulence we start with no particles and
add 16000 particles every 10 time steps (corresponding to a time t = 2:5 � 10�3). The added
particles have a uniform distribution in the coordinate space and are distributed on a circle with a
radius kp = 1000 in the k space. Fig. 14 shows the small-scale energy spectrum at three di�erent
moments of time. At wavenumbers larger than the injection wave number, the spectrum tends to
the k�3 shape, and at wavenumbers smaller than kp we observe formation of the k�1 spectrum,
which agrees with analytical results of [2].

5.3 Interaction of the small-scale and large-scale uids

Now we would like to study the nonlinear feedback of the small-scale component onto the large-
scale one. For this, we compute the two-uid equations with both the interaction term and the
conversion between the two components turned on. In the simulations described in this section,
the minimal initial particle wavenumber is about 20 times greater than the the smallest one of
the large scales, and the total particle energy is about 20% of the large-scale energy. We simulate
decaying turbulence case with random initial large scales and small scales distributed uniformly in
the coordinate space with initial k-space distribution on a circle shown on the insert of �gure 16
(run 5) or on an 8-shaped curve shown in the insert of �gure 17 (run 6). Principal di�erence in these
two situations is that, in one of them, the initial spectrum of small scales is isotropic, whereas,
in the other one, the small scales are essentially anisotropic. It was shown analytically in [17]
that the energy will be conserved by both small-scale and large-scale components independently
of each other in case when the initial small-scale spectrum is isotropic, whereas the energy can
be transferred between the components for anisotropic initial spectra. Furthermore, it was shown
that the interaction term in the large-scale equation is identically equal to zero for all times if the
initial small-scale spectrum is isotropic in k-space and uniform in x-space.

Figure 15 shows the evolution of the mean square of the interaction term in runs 5 and 6. In the
beginning, as expected, the interaction term is much stronger for the anisotropic initial small-scale
spectrum (run 6) than for the isotropic one (run 5). However, for t > 0:2 the magnitude of the
interaction terms becomes of the same order for both cases. This is because the discretisation
in x and k space with a �nite number of particles makes the distribution in the \isotropic" case
be slightly anisotropic, and the role of such an anisotropy grows in time. Figure 18 shows the
large-scale stream function at t = 0:2 for run 6, and �gure 19 shows the interaction term as a
function of coordinate for the same run at the same time. We see that maximum of interaction is
strongly correlated with position of strong vortices in the large-scale �eld.
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Figure 13: Compensated energy spectrum of freely de-
caying small-scale turbulence at three di�erent moments
of time obtained in run N�3. There is an initial spectral
gap between large and small scales in this simulation. Ob-
serve formation of a k�2 range widening around the initial
wavenumber kp = 100.

Figure 14: Energy spectrum of small-scale turbulence
forced at kp = 1000 at three di�erent times as obtained
in run N�4. Turbulence is assumed to be strongly nonlo-
cal in this case. Observe formation of the k�1 spectrum
which corresponds to an inverse nonlocal ux of energy
and the k�3 enstrophy ux spectrum which extends over
a very wide wavenumber range

The Fig. 16 shows the energy budget for the small and large scales in run N� 5. As predicted
[17], the energy exchange is negligible at the beginning. On the other hand, some energy exchange
between the two uids appears at about t = 0:3, which is related with deviations from perfect
isotropy in the initial distribution, as explained above. One can see that the exchanged energy is
very small compared to the total energy of the system (less than 0:06%). For the simulation with
initially anisotropic small scales (run 6), the energy exchange starts at a �nite rate from t = 0, see
�gure 17. As expected, the energy exchange is much greater than in the isotropic case; it is about
2% of the total energy. The error on the total energy conservation is less than 10% of the energy
exchanged.

6 The two-uid model versus DNS

In this section we concentrate on the main goal of this paper, namely using the two-uid method
for solving several typical problems of the 2D uid dynamics without any spectral gap present
in the system. In particular, we will test performance of the two-uid numerical method by
comparing it to pseudo-spectral DNS with hyperviscosity (HDNS) at the same level of resolution
(and approximately same use of computing resources) and at a much higher resolution HDNS. We
chose the following three test problems which are frequently computed by other methods: vortex
merger, turbulence decay and forced turbulence.

6.1 Decaying turbulence

To simulate decaying 2D turbulence by the two-uid method, we start with a random initial large-
scale component having the energy spectrum shown in �g. 22 and with no sub-grid (particle)
component initially present in the system. Then, evolution of the large-scale component will lead
to formation of a k�3 tail at high wavenumbers corresponding to a down-scale enstrophy cascade.
At the time when this tail reaches the cut-o� wavenumber kmax, some part of the large-scale
component starts being converted into particles by the procedure described in section 3.4. Note
that if we did not convert large scales into particles near kmax, we would observe an accumulation
of turbulence near kmax, because no dissipation (hyperviscosity) is used in the two-uid method
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Figure 15: Mean square of the interaction term as a
function of time for the case of initially isotropic small
scales (run N�5, dashed line) and initially anisotropic
small scales (run N�6, solid line).

Figure 16: Variations in the small-scale and large-scale
energies, (�ES=Etotal) and (�EL=Etotal) in the case of
initially isotropic small scales (run N�5). Insert shows
the initial particle distribution in the wavenumber space.

Figure 17: Variations in the small-scale and large-scale
energies, (�ES=Etotal) and (�EL=Etotal) in the case of
initially anisotropic small scales (run N�6). Insert shows
the initial particle distribution in the wavenumber space.
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Figure 18: Stream function of the large-scale vorticity
�eld at t = 0:2 for run N�6

Figure 19: Interaction term describing the feedback
of particles onto the large-scale uid as obtained in run
N�6 at t = 0:2. Note a strong correlation with positions
of large vortices shown in Fig. 18.

to suppress the bottle-neck instability. Thus, by converting the large scales into particles we let
the enstrophy to pass the kmax barrier and to continue its down-scale ux in the sub-grid uid
computed by the PIC method. The energy budget of the large-scale and small-scale components
in this simulation is shown in �gure 20. The growth of the small-scale energy and an equal energy
decrease in large scales seen in 20 for t < 5 corresponds to the conversion of the large-scale uid
into particles when the k�3 tail reaches kmax. Particles take over the k

�3 energy distribution and
continue it for about three decades more in the subgrid-scale range, as seen in �gure 23 which shows
the wavenumber energy distribution for both large-scale and small-scale components at t = 40.

It is interesting that after initial growth associated with unsteady formation of the k�3 distri-
bution, the small scales transfer their energy back into the large-scale component, see �gure 20.
Such a nonlocal up-scale energy transfer proceeds with preservation of the k�3 shape of the small-
scale energy spectrum (the amplitude of which will be of course decreasing). In other words, the
energy ux continues to be directed up-scale even when the interaction becomes strongly nonlocal,
and there is always a k�3 range associated with a down-scale enstrophy ux. The spectral ux of
enstrophy slows down because of depletion of the enstrophy reservoir in decaying turbulence, and
this corresponds to the decrease of the total amplitude of the k�3 spectrum.

Figure 20 shows also change in the sum of energies of the large-scale and the small-scale com-
ponents associated with a numerical error. As we see, the energy non-conservation is very small
compared to the total energy of the system. It is also small enough compared to the energy ex-
changed between the components. To illustrate importance of the interaction term for conservation
of total energy we performed a simulation of decaying turbulence by the two-uid method with
interaction term switched o�. The results for the energy budget in the large and small scales and
the numerical error in this run are shown in �gure 21. One can see that the numerical error is
signigicantly greater in this case than in the case with the interaction term taken into account,
and it very quickly becomes comparable to the exchanged amount of energy.

As a test for the two-uid method, we performed two HDNS using a pseudo-spectral method
with hyperviscosity starting with identical initial conditions. One of these simulations was per-
formed at the same resolution as the large-scale part of the two-uid method (1282) and it required
comparable amount of computing resources. Another simulation was performed at 10242 which
requires much greater computational power. Energy spectra obtained in these two HDNS are
plotted in �gure 27 together with the energy spectrum obtained in the two-uid simulation (sum
of the large-scale and small-scale spectra). One can see that the spectrum obtained by the low-
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Figure 20: (run N�7) Decaying turbulence: small-
scale energy ES=Etotal, variations in the large-scale en-
ergy �EL=Etotal and the error (�EL +ES)=Etotal (run
N�7).

Figure 21: Decaying turbulence with the interaction
term switched o�: small-scale energy ES=Etotal, varia-
tions in the large-scale energy �EL=Etotal and the er-
ror (�EL+ES )=Etotal (run N�7 without the interaction
term).

resolution HDNS is dissipated by hyperviscosity at much larger scales than both spectra obtained
by the high-resolution HDNS and the two-uid method. The two-uid method gives practically
identical spectrum as the high-resolution HDNS until the scale where the hyperviscous numeri-
cal dissipation makes the HDNS spectrum decay. Furthermore, it continues continuously on �3
slope much further beyond the hyperviscous scale making the enstrophy inertial range about two
decades wider that in the high resolution HDNS; see �gure 23. Thus, we see that the 1282 two-
uid method can perform as good as 10242 pseudo-spectral method and even over-perform it in
describing the small-scale turbulence spectra. It is also important to note that the spectrum ob-
tained by the two-uid simulations is clearly continuous at the cut-o� scale kmax = 42. Thus,
there is a good matching at the interface scale between the two components which are computed
by drastically di�erent numerical procedures, and there is no signi�cant numerical error associated
with the choice of kmax (resolution). Finally, we compared our decaying energy spectra with the
"classical" self-similar law of Batchelor [23] in all three cases. We did not obtained a self-similar
collapse of the energy spectra in any of the three cases. This is in agreement with a recent detailed
numerical study of Bartello and Warn [24] which indicates that Batchelor's similarity hypothesis
fails to describe high-order moments of the vorticity distribution. They attribute this failure to
the existence of a second rugged invariant, which can be either associated with the support of the
vorticity density or the amplitude of the strongest vortices.

From the point of view of LES, it is important also to see whether a particular way of subgrig-
scale modeling helps to better describe dynamics of large eddies. Figures 24, 26 and 25 show the
large-scale vorticity �eld obtained by the high-resolution HDNS (only 1282 modes corresponding to
the large scales are shown), low-resolution HDNS and low-resolution two-uid method respectively
at t = 10. One can see that all three pictures are very similar, so that it is not clear if the large
eddy dynamics is simulated better by the two-uid method than by the pseudo-spectral method
at equal resolution in this particular case. Similar comparison is somewhat more conclusive in the
case of vortex merger problem discussed in the next section.

6.2 Vortex merger

Simulation of merging of two vortices having the same sign is a good test for our two-uid model
because we can compare both the characteristics of large structures, like the size and rotation
speed of the �nal vortex, and the small-scale component including vorticity �laments. We chose
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Figure 22: The initial large-scale energy spectrum for
run N�7. There is no particles at t=0.

Figure 23: (run N�7) Energy spectra of for the large-
scale and subgrid (small-scale) uids in decaying turbu-
lence at t = 40. The uids are converted one into another
near k = 40 which corresponds to the maximal resolved
wavenumber in this simulation.

the following initial vorticity �eld representing the two vortices separated by a distance �, and with
individual vorticity distribution [25],

!(r; �) =
1

2
!0f1� tanh[(r� R0)=�]g: (19)

In our simulations R0 = 0:05� 2�, !0 = 100:, � = 0:01 and � = 0:15� 2�. The initial vorticity
�eld is shown in Fig. 28, and the corresponding energy spectrum is given in Fig. 29. As in the case
of decaying turbulence, we performed three simulations with the same initial conditions: HDNS at
10242 and 2562 resolutions (pseudo-spectral method with hyperviscosity) and a two-uid simulation
at 2562 resolution, which correspond to the runs 12, 13 and 8 in table 1. Typical computing time
on a Sun workstation is six days, six hours and two hours for the high-resolution HDNS, low-
resolution HDNS and the two-uid simulation respectively. The energy spectra obtained by these
three simulations are shown in Fig. 6.2. We see that the low-resolution two-uid simulation
reproduces the result obtained by a high-resolution HDNS very well for all wavenumbers up to
the numerical dissipation scale of the HDNS method. In contrast, the HDNS performed at the
same resolution as the two-uid simulation exhibits a spectral decay at much lower k because
of the hyperviscosity and a lower cut-o� wavenumber. Most likely, the results obtained by the
two-uid method are reliable even for the scales which are much less than the cut-o� scale of the
high-resolution HDNS. This is related with almost exact enstrophy conservation built in the two-
uid method, whereas the pseudo-spectral methods must dissipate enstrophy via hyperviscosity
for their stability. Note that the spectrum is continuous at the cut-o� kmax = 85, which serves as
a boundary between the resolved and sub-grid uids computed by completely di�erent numerical
procedures.

Let us compare now results for the large-scale dynamics in real space obtained by the three
di�erent simulations described above. Figure 30 compares the results for the vorticity �eld in the
central region which is 1/16 of the total computation domain. For the 10242 results, we showed only
2562 modes corresponding to the large-scale �eld. Filaments of positive vorticity are well de�ned
in the high-resolution HDNS. One can see that these �laments are better de�ned in the two-uid
2562 simulation than for the HDNS performed at the same resolution. One of the reasons for this
result is that excessive hyperviscosity dissipates �laments in the 2562 HDNS. Another, possibly
more important reason, is that the particles produced at a high-gradient regions, associated with
�laments, remain a part of the �lamentary structure, because both particles and the �laments are
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Figure 24: The large-scale vorticity �eld in decaying

turbulence at t = 10 for HDNS10242 (run N�11). Only
1282 modes are shown to retain the same range of scales
as in �gures 25 and 26

Figure 25: The large-scale vorticity �eld in decaying
turbulence at t = 10 for a two-uid simulation on the
1282 grid (run N�7).

Figure 26: The large-scale vorticity �eld in decaying

turbulence at t = 10 for HDNS on the 1282 grid (run
N�10).

Figure 27: Compensate energy spectra of decaying tur-
bulence obtained by HDNS10242 (run N�11, solid line),
HDNS1282 (run N�10, marked by +) and a two-uid sim-
ulation on the 1282 grid (run N�7, circles).
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Figure 28: Initial vorticity �eld for the vortex merger
problem, runs N�8;12 and 13.

Figure 29: Initial energy spectrum in the vortex merger
problem, runs N�8;12 and 13.

advected with the same speed. Remaining on the �laments (see �gure 32) these particles produce
a selective forcing of the large-scale ow at the position of �laments via the interaction term which
acts to oppose the di�usion of �laments. Note also that the orientation of the �nal vortex obtained
by the two-uid method is closer to the 10242 simulation than the one obtained by the 2562 HDNS.
Using these di�erences in orientation and taking into account that the vortex system has made
about seven turnovers by the time these di�erences are observed, one can estimate the numerical
error in the mean rotation speed as about 2% for the two-uid method and 3% for the 2562 HDNS.
One can conclude that the two-uid method does describe large-scale structures better than the
pseudo-spectral method at equal resolution, although these improvements are not as impressive
as in description of the small-scale �eld. In particular, our method does not improve modelling
of the sharp edges of the coherent structures because it tends to convert sharp vorticity gradients
into particles with partial loss of coherence. Respectively, we can describe the spectra much better
than the higher momenta and intermittency which is largely caused by the coherent structures.

So far, we discussed the small-scale �eld only in context of the energy spectra. On the other
hand, particles are characterized by distributions in both wavevector and coordinate space, and
they contain much richer information about the small-scale �eld than just spectra. Ideally, the
Wigner function describing the particle distributions is invertible and one could recover the small-
scale �eld exactly based on the information about the particle positions and wavevectors. However,
to create particles we did not compute directly the Wigner function, which would be too expensive,
but used an approximate procedure described in section 3.4. Nevertheless, the information about
the small-scale �eld contained in particles, although approximate, does contain correlations between
di�erent small-scale harmonics. To illustrate this point, we reconstructed the small-scale vorticity
�eld by adding up the contributions of localized wavepackets centered at the particle coordinates
xp and oscillating in space according to the particle wavevectors kp. Here, we take wavepackets
having two main oscillations in the direction of kp and elongated in the transverse to kp direction.
The resulting vorticity �eld for all particles with kp < 512 at t = 1:5 is shown in �gure 31, and this
corresponds to the particle locations shown in �gure 32. One can see a very correlated �lamentary
structure of the vorticity �eld obtained from the particle distribution.

6.2.1 Forced turbulence

Let us consider now a situation where initially there is no particles and no large-scale �eld. A force
is introduced by keeping the same level of energy for a given wavenumber, in our case E = 0:5 at
kx = 40; ky = 0. To obtain a stationary spectrum, a linear friction at large scale is introduced by



138 Annexe B: Resultats avec s�eparation d'�echelles

Figure 30: The large-scale vorticity for the vortex merger problem at t=1.5 as obtained in (1) HDNS10242 (run N�13),

two-uid 2562 simulation (run N�8) and (3) HDNS2562 (run N�12). Only 1=16 of the computational area is shown. We
retained only 2562 modes in the �gure for HDNS10242 in order to compare the large-scale features only.

Figure 31: (run N�8) Reconstruction of the small-scale
vorticity in the vortex merger problem by representing
each particle as a vorticity wavepacket and adding up the
individual contributions. Here, we considered only parti-
cles with kp < 512. Note a coherent �lamentary structure
of the small-scale �eld.

Figure 32: (run N�8) Positions of the �rst 20000 parti-
cles created from the large-scale uid in the vortex merger
problem. Here t=1.5, as in 31.
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Figure 33: (run N�8;12 and
13) Compensated energy spectra
in the vortex merger problem ob-
tained by the HDNS10242 (solid
line), HDNS2562 (marked by +)
and a two-uid simulation on the
2562 grid (circles); runs N�13;12
and 8 respectively.

the term D� = td
�1ld

�2 where ld is the scale corresponding to system size, td is the characteristic
friction time and  is the stream function. Note that by introducing a large-scale friction we
really challenge our two-uid method, because we are suppressing, to certain extent, the energy
condensation at the largest scale existence of which is the main assumption of the two-uid model.

We perform simulations using the two-uid method and the pseudo-spectral method, both at
2562 resolution, and compare results of these two runs (runs 9 and 14 in table 1) with the results
of a high-resolution HDNS of Babiano et al [26] who used a 17282 pseudo-spectral method with
hyperviscosity and the same forcing and large-scale friction as described above (reproduced as run
N�15). In the case of forced turbulence, the vorticity �eld is much less structured than in decaying
turbulence or in the vortex merger problem, and its images in real space do not contain much
information which could be used to compare di�erent methods. We will concentrate,therefore, only
on the energy spectra, which are shown in �gure 6.2.1. We see that the 2562 two-uid simulation
gives a very close result to the one of the 17282 HDNS for both low and high wavenumbers up
to the wavenumbers where the numerical hyperviscosity makes the HDNS spectrum decay. In
contrast, the spectrum obtained by the 2562 HDNS deviates from the 17282 HDNS result not only
in high wavenumbers, but also in the low k range. Again, one can argue that the enstrophy inertial
interval in the two-uid simulation extends far beyond the cut-o� scale of the high-resolution HDNS
method.

A slight deviation of the two-uid simulation from the 17282 HDNS is observed around k=70.
It is not clear which one of these results is more precise in this region. In the two-uid result we
see a transition from the k�3 spectrum at high k to a steeper spectrum closer to the forcing scale.
Such a behavior agrees with observations made in [10], where the k�3 spectrum was attributed to
the passively advected and strained small vortices and the steeper spectrum near the forcing scale
was linked to coherent vortices.

Good performance of the two-uid method in describing forced 2D turbulence con�rms validity
of the assumption about the non-locality of interaction even in the case when there is a large-scale
dissipation which is reducing, to certain extent, the energy condensation at the largest scale. This
result is in a good agreement with observation of a strong nonlocality of the enstrophy uxes in
forced turbulence with a large-scale dissipation was made by Borue who used a high resolution
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Figure 34: Energy spec-
trum of turbulence forced at
k = 40 which are obtained
by HDNS17282 (run N�15, solid
line), HDNS1282 (run N�14,
marked by +) and a two-uid
simulation on the 1282 grid (run
N�9, circles).

pseudo-spectral method with hyperviscosity [7].

7 Conclusion

In this paper we developed a two-uid numerical method which treats the resolved and sub-grid
scales as two di�erent uids which are nonlinearly interacting with each other and can be converted
one into another near the minimal resolved scale. There are three essential components of the two-
uid method. One of them is the set of equations used to describe evolution of each of the uids.
These equations were rigorously derived in [1] under the assumption of nonlocality of interaction
in small scales. The second ingredient of the two-uid model is a PIC scheme to compute the
small-scale sub-grid uid. And the last, but not least, important element of our method is the
procedure of conversion of one uid into another.

By considering turbulence with a gap between large and small scales and by comparing the
results with analytical results of [2], we in fact selectively tested the second element, the PIC
discretisation of the small-scale �eld. Indeed, in this part we did not question validity of the
two-uid equations (used to obtain both numerical and analytical results), and we minimized the
e�ect of the conversion procedure (not even using it for some computations) by considering well
separated scales. Our numerical results agree well with the analytical predictions of [2], which
proves e�ectiveness of using the PIC method to simulate the small-scale equation.

The �rst and the third components of the two-uid method were tested by juxtaposition of the
results obtained by this method with results obtained by HDNS performed at the same and at
much higher resolution. We saw that the two-uid method does very well in describing the small-
scale part of the spectrum, which veri�es the nonlocality assumption underlying the validity of the
two-uid equations. We emphasize that our method does not involve any parameters which could
be adjusted to make the results look better in comparison with HDNS. We tested the sensitivity
of our method with respect to the choice of the cut-o� wavenumber, and we found that su�ciently
accurate results may be obtained already for 1282 resolution. In fact, we believe that the two-
uid method at a low 1282 and 2562 resolution describes many features of the the small-scale
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dynamics (e.g. spectra) even better than HDNS at 10242 resolution. One of the important features
that persistently appears in the two-uid simulations of di�erent problems is the k�3 tail in the
energy spectrum. We conclude that the k�3 tail is generically present in most of the situations of
nearly inviscid 2D dynamics. We think that this tail is not an artifact of our numerical method,
whereas steeper small-scale spectra obtained using HDNS are due to the hyperviscous dissipation.
It is interesting that the k�3 tail persists for a very long time but its amplitude decreases in
decaying turbulence, which corresponds to a decreasing enstrophy ux. In this case, an initial
small-scale energy increase, associated with fast formation of the k�3 tail, is followed by a decrease
corresponding to a slow up-scale energy transfer.

We observed also improvements in modeling large scales with respect to the HDNS performed at
the same resolution, but these improvements were not as impressive as the ones for the small scales.
For example, the di�erence of the two-uid results from the high-resolution HDNS for the �nal
vortex orientation in the vortex merger problem is smaller that the deviations associated with the
HDNS performed at the same resolution, but these deviations are still comparable. We attribute
such deviations to the approximate nature of the conversion procedure which brings about a certain
arbitrariness in distributing particles obtained from the large-scale component. Some of the small-
scale structures are intrinsicly a part of a bigger large-scale vortex, in which case preserving their
coherence with this vortex is important. For example, the small-scale structure associated with
sharp edges of a large vortex naturally arise near streamline separatrices, and maintaining these
structure precisely at the separatrix location is important for preventing a vorticity \leak" to the
open streamline regions located beyond the separatrix [27][28] . There is a room for improvement
of our conversion procedure which would di�erentiate between the small-scales that belong to
a coherent vortex structure from the rest of the small-scale vorticity. One possibility for such
an improvement is to perform conversion in the wavelet space where the coherent structures are
clearly distinguishable [29]. In this approach, the scale at which the conversion is performed would
vary with coordinate (in contrast with a �xed scale used in this paper). Another possibility is to
use the Contour Surgery method to describe the large-scale uid [30]. In this approach, the small-
scale uid would be created from the long and thin �laments, which are cut o� by the \surgery"
procedure.

Finally, we would like to mention that there are quite a few types of uids where the use of
the two-uid approach would be justi�ed. Recall, that the underlying assumption of the two uid
method is that the small-scale dynamics is nonlocal and can be described by linear equations. The
small scales can include not only vorticity, but also a wave component. In fact, the �rst application
of the two-uid approach was to compute the sound-vortex interaction problem, in which the small
scales were short acoustic waves (ultrasound) [14]. Further, the �rst derivation of the two-uid
equations was done for the �-plane model for geophysical uids where the interaction is typically
nonlocal [12], but no numerical computation of these equations has been done yet. The nonlocality
assumption is likely to be valid for MHD turbulence, and it was used by Kraichnan to derive the
k�3=2 energy spectrum of MHD turbulence [31]. In this case, the small-scale (subgrid) uid would
be composed of an Alfven wave distribution.
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Abstract

A semi-classical approach has recently been developed to describe dynamics of small scales

advected by a large-scale ow [1] - [4]. Depending on the situation, the small scales may be

dispersive [1] or non-dispersive waves [2], 2D vorticity [3] or 3D potential vorticity [4]. In

this paper, we consider small-scale 2D non-local turbulence, where interaction of small scales

with large vortices dominates in the small-scale dynamics. Also, we consider a closely related

problem of passive scalars in Batchelor's regime, when the Peclet number is much greater than

the Reynolds number. In our approach, we do not perform any statistical averaging, and most

of our results are valid for any form of the large-scale advection. A new invariant is found in this

paper for the case when the initial small-scale spectrum is isotropic. It is shown, analytically,

numerically and using a dimensional argument, that there is a spectrum corresponding to an

inverse cascade of the new invariant, which scales like k
�1 for turbulent energy and k

1 for

passive scalars. For passive scalars, the k
1-spectrum was �rst found by Kraichnan [5] in the

special case of �-correlated in time advection, but it was miss-interpreted as corresponding to

an absolute thermodynamical equilibrium. We also obtain, both analytically and numerically,

power-law spectra of decaying 2D turbulence, k�2, and passive scalar, k0.
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1 Introduction

Formation of coherent large-scale vortices from turbulence is a common place in 2D numerical
simulations of the Euler/Navier-Stokes equations [6] - [17], as well as in laboratory experiments
[18][20][21]. Intensity of the coherent vortices grows via the inverse energy cascade and eventually
they start producing a signi�cant feedback on turbulence. At this moment, the low-wavenumber
spectrum changes from its transient Kolmogorov shape, k�5=3 (for forced turbulence), to a steeper
spectrum [6], [7]. There is no consensus in literature on how the nonlocal interaction with large-scale
vortices a�ects the small-scale spectrum in both forced and decaying turbulence. Computations
of McWilliams [9], Benzi et al [10][11], Babiano et al [12] and Satangelo et al [13] indicate steeper
than k�3 spectra. McWilliams suggested that the coherent vortices suppress the enstrophy cascade
by the coherent vortices which explains steeper than k�3 spectra in small scales [9], [14]. On the
other hand, numerical experiments of Brachet et al [15][16], Burue [7] and more recent simulations
of Kevlahan and Farge [17] speak in favor of the k�3 energy spectrum of small-scale turbulence.
Di�erence in considered regimes and, perhaps, di�erences in performance of the numerical methods
may explain the discrepancy. However, the underlying physical mechanisms of the turbulence-
vortex interactions remain unclear.

To study the interaction of turbulence with coherent large-scale vortices we consider an extreme
case where these interactions are dominant in the turbulence evolution and local interactions
between the small scales may be neglected. This case will be referred to as nonlocal turbulence.
It is reasonable to think that 2D turbulence becomes nonlocal at late stages of its evolution when
much of the energy is condensed at the largest scale of the system. A simple estimate shows that
the spectrum must decay steeper than k�3 at large scales for the nonlocal to be stronger than the
local ones in small scales. High resolution numerical simulations of forced turbulence by Borue [8]
indicate that the enstrophy transfer is strongly nonlocal. It is of course an open question whether
or not the local interactions can be ever negligible in real experiment. However, study of such a
pure nonlocal interaction is important as it is the opposite extreme to the classical Kolmogorov
picture, in which the nonlocal interactions are neglected with respect to the local ones. The truth,
then, should be expected in between of these two extremes. Remarkably, as we shall see in this
paper, the nonlocal theory predicts the same k�3 spectrum as the local theory does which makes
this spectrum quite universal.

A formalism suitable for description of the nonlocal 2D turbulence was developed in [3]. In this
paper, the scale separation between the small turbulence scale and large vortex scale was used to
average the Euler equations over the small scale and derive a coupled system of equations for the
small-scale and large-scale components. Note that no averaging is made over the large scale. For
the small-scale component this approach leads to a semi-classical (WKB) description, where the
wavepackets of turbulence are advected by the mean ow, and their wavenumber is evolving due
to the local mean strain/shear produced by the large vortices. The enstrophy of the turbulence
wavepackets is conserved whereas the energy is not: it can be transferred to (or be drawn from)
the large-scale vortices. In turn, turbulence produces a feedback on the large-scale ow via the
averaged Reynolds stress. The equations for the small and large scales form a complete system of
equations called the two-uid model. The original idea of the two-uid model was proposed by
Dyachenko, Nazarenko and Zakharov for the �-plane turbulence [1]. It was applied for modeling
the sound-vortex nonlinear interactions by Nazarenko, Zabusky and Scheidegger [2]. Using this
approach, Nazarenko considered the rapid distortion of 3D turbulence by inhomogeneous strain
[4]. Laval, Dubrulle and Nazarenko used the two-uid model for a new numerical method which
uses the small-scale equation for computing the sub-grid scales [22].

In this paper we consider the small-scale turbulence to be initially isotropic and homogeneous
(for decaying turbulence) or to be generated by an isotropic and homogeneous forcing (for forced
turbulence). Nazarenko showed that in this important special case the averaged Reynolds stress
is uniform in space (under the non-locality assumption) and 2D turbulence does not produce
any feedback on the large-scale ow. Thus, the large-scale vortex dynamics completely decouples
from the small-scale turbulence, and the mean velocity �eld can be considered as external �eld
for the small-scale dynamics. This result, together with the fact that the small-scale vorticity is
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advected unchanged by the mean velocity �eld, makes the dynamics of initially isotropic turbulence
identical to the passive-scalar advection problem. Therefore, we shall consider the turbulence and
the passive-scalar spectra in parallel in this paper. The analogy between the small-scale vorticity
and passive scalars is not new, see e.g. [23]. Babiano et al [12] argued, however, that because
of the turbulence feedback on the coherent vortices the small-scale turbulence dynamics is very
di�erent from the passive-scalar dynamics. Again, in our case such a feedback is absent because
of the non-locality and initial isotropy and homogeneity of turbulence.

For passive scalars, the reason for the non-locality (scale separation) is completely di�erent
from the case of turbulence. It arises, for example, if the Reynolds number is much less than the
Peclet number, so that much smaller scales are present in the passive scalar than in the advecting
ow. The case of the small-scale passive scalar advected by a large-scale ow was �rst studied
by Batchelor [24], and it is referred to as the Batchelor's regime. Statistical behavior of passive
scalar in Batchelor's regime is studied in great detail by Chertkov et al [25]. In present paper,
we do not perform any statistical averaging over large scales. This allows us to show that some
passive-scalar properties are general for any large-scale ow and independent of its statistics and
to show sensitivity of some other properties to the particular location in the large-scale ow.

An important result which we are going to use in this paper is that the energy of initially
isotropic turbulence is conserved; it is neither transferred to nor is it drawn from the large-scale
ow as in the general case of anisotropic initial turbulence [4]. Consequently, there is a new
spectrum associated with an inverse spectral ux of energy, k�1. Together with the enstrophy-ux
spectrum, the energy-ux spectrum can be derived from the dimensional argument, as well as
obtained numerically and as an asymptotic analytical solution in the two-uid model.

It is well known that the k�3 enstrophy-cascade spectrum has k�1 analog among the passive-
scalar spectra [23]. The k�1 passive-scalar spectrum was �rst found by Batchelor [24]. Importantly,
the new k�1 energy spectrum obtained in this paper also has its analog in the passive-scaler
dynamics, k1-spectrum. The k1-spectrum is a special case of the kD�1-spectrum (where D is the
number of dimensions) obtained by Kraichnan (74) for the passive scalar in Batchelor's regime
with �-correlated in time velocity �eld. Kraichnan noticed that the kD�1-spectrum corresponds to
equipartition of the passive scalar among all degrees of freedom and concluded that this spectrum
corresponds to a state of absolute statistical equilibrium. In this paper we show that although
the passive scalar is indeed uniformly distributed among wavenumbers for the k1-spectrum, this
spectrum corresponds to the cascade of another passive-scalar invariant, and, therefore, describes a
state which very far from the statistical equilibrium. This new invariant is found in this paper and
called pseudo-energy because it is analogous to the energy of 2D turbulence. The pseudo-energy
cascade is inverse, and corresponding k1-spectrum, is formed on the low-wavenumber side of the
forcing scale, as veri�ed numerically in this paper.

We also consider the case of freely decaying turbulence, for which we obtain, both analytically
and numerically, k�2-spectrum. Correspondingly, for free decay of passive scalar we obtain k0-
spectrum.

2 Dynamics of nonlocal turbulence

Let us write the 2D Navier-Stokes equations formulated in terms of vorticity ! as

!t + u � r! = �r2!; (1)

where u is the velocity. Consider the turbulent vorticity at small scales l and suppose that turbu-
lence is nonlocal, that is that only nonlocal interactions with large scales L, such that � = l=L� 1,
are important for the turbulence dynamics at scale l. There are several equivalent ways leading
to the semi-classical description of the small-scale turbulent dynamics in this case, for example
using Wigner function [1], [3], partial Fourier transform [2], Gabor transform [4] or the wavelet
transform [26]. Here we shall use Gabor transform of vorticity ! de�ned as

!̂(x;k; t) =

Z
f(��jx� x0j)eik�(x�x0)!(x0; t)) dx0; (2)
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where k � 2�=l; 1 � �� � � and f(x) is a rapidly decreasing at in�nity function, for example

e�x
2

.
De�ne the averaging as

u(x; t) =

Z
f2(��jx� x0j)u(x0; t) dx0; (3)

where f is the same function as in the Gabor transform (2), and, therefore, the averaging is over
a length which is intermediate between the small scale l and the large scale L. The non-locality of
turbulence means that the dominant contribution to the advecting velocity �eld comes from the
large scales,

ju� uj � juj: (4)

Note that this condition does not require that the small-scale vorticity is small compared to the
large-scale vorticity.

Let us apply Gabor transform to the vorticity equation (1) and use condition (4),

@t!̂ +

Z
f(��jx� x0j)eik�(x�x0)r0 � (u(X0)!(x0)) dx0 = ��k2!̂; (5)

where r0 denotes the gradient with respect to x0. Because of the decreasing kernel f , the main
contribution into the integral here comes from jx� x0j � 1=��. Therefore, one can Taylor expand
function u which varies signi�cantly only at the large scale 1=�� 1=��. Neglecting the quadratic
terms in this Taylor expansion, which are small as (�=��)2, we have

@t!̂+

Z
f(��jx� x0j)eik�(x�x0)r0 � (u(x)!(x0)) dx0 +Z
f(��jx� x0j)eik�(x�x0)r0 � [((x0 � x) � r)u(x)]!(x0)) dx0 = ��k2!̂: (6)

Integrating by parts and changing r0 ! �r in the �rst integral in (6), we see that this integral
is equal to (u � r)!̂. Integrating by parts the second integral and changing (x0 � x) ! i@k and
r0 ! ik, we have for the second term �(r(u � k)) � @k!̂. Thus, one can write the equation for �̂
as follows,

Dt!̂ = ��k2!̂; (7)

where

Dt = @t + _x � r+ _k � @k;
_x = = u; (8)

_k = �r(k � u); (9)

Equations (8) and (9) are called the ray equations. Let us introduce the Jacobi matrix � such that

�ij = @xjai; i; j = 1; 2; (10)

where a(x; t) = (a1; a2) is the initial coordinate; it is an inverse function to the solution of (8). In
terms of � the solution of (9) is [4]

k = r(q � a) = �Tq; (11)

where �T is transposed � and q is the initial wavenumber.
Because of the uid incompressibility, dx = da, we have

det� = 0: (12)

From this condition and (11) we it follows that the motion is also incompressible in the wavenumber
space,

dk = dq: (13)
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Below we shall be interested in �nding the turbulence spectra in the inertial range were the
viscosity is negligible. Neglecting the viscosity term in (7) we can �nd the solution to this equation,

!̂(x;k; t) = !̂(a;q; 0): (14)

Note that N =
R
j!̂j2 dk is the x-density of the small-scale enstrophy. It follows from (14) and

(13) that the enstrophy density is conserved on the mean-ow trajectory

Nt + u � rN = 0: (15)

One can show [4] that for initially isotropic turbulence the energy density

E(x; t) =

Z j!̂(x;k; t)j2
k2

dk; (16)

is also conserved on the mean-ow trajectory in inviscid range,

Et + u � rE = 0: (17)

Both the energy and enstrophy conservation laws play important role in the dynamics of turbulence.
Below, we shall be interested in the energy spectrum of turbulence de�ned as

E(x; k; t) =

Z j!̂(x;k; t)j2
k

d�; (18)

where � is the polar angle in the wavenumber space.

3 Numerical method.

All analytical results obtained in this paper are veri�ed and illustrated throughout this paper
using numerical simulations. Our numerical method to compute nonlocal turbulence is based on
equation (14) according to which !̂ is conserved along the trajectories in (k;x) space given by
the solutions of (8) and (9). Therefore, we represent the �eld !̂(k;x; 0) by a large ensemble of
particles and �nd !̂(k;x; t) by moving these particles according to (8) and (9). This method is
similar to the particle-in-cell (PIC) method to compute the Vlasov equation in plasma physics.
First discussion of using PIC to compute small-scale turbulence was given in [1] in the context of
the �-plane dynamics. The large-scale ow is computed by a standard pseudo-spectral method. A
more detailed description of our numerical method can be found in [22].

4 Freely decaying turbulence

Let us consider �rst the simples case where the initial spectrum is concentrated on a circle in
k-space and homogeneous in x-space,

j!̂(x;k; 0)j2 = N

2�q0
�(k � q0); (19)

where q0 is a number. We will also assume that initially the small-scale spectrum is separated
from the large-scale turbulence by a gap in k-space, and we will study the evolution of the small-
scale component for the times until this spectral gap is �lled by intermediate scales. Because the
equations for the small-scale turbulence are linear, the generalization to the any isotropic initial
spectrum is obtained by simply integration over the rings of type (19). From (14),

j!̂(x;k; t)j2 = j!̂(a;q; 0)j2 = N

2�q0
�(q � q0); (20)
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where a = a(x; t) and q = q(x;k; t) are the initial position and initial wavenumber correspondingly.
Substituting this expression into (18) we have

E(x; k; t) =
N

2�q0k

Z 2�

0

�(q � q0) d� =
N

2�q0kj@�qj
=

N

�kj@�q2j
: (21)

Here, q2 must be expressed in terms of k and �, and � must be eliminated using the condition
q = q0. From (11) and det� = 0 we have an expression for q in terms of k,

qx = ��12kx +�11ky

qy = �22kx � �21ky: (22)

Thus

q2 = q2x + q2y = (��12k cos � +�11k sin �)
2 + (�22k cos � � �21k sin �)

2 =

k2(c+ c1 cos 2� � c2 sin 2�) = k2(c + c3 sin( � 2�)); (23)

where

c1 = (�2
22 +�2

12 � �2
11 � �2

21)=2; (24)

c2 = �11�12 +�21�22; (25)

c = (�2
22 +�2

12 +�2
11 + �2

21)=2; (26)

c3 =

q
c21 + c22; (27)

 = arctan(c1=c2): (28)

From q2 = q20 we �nd

sin( � 2�) =
q20
c3k2

� c=c3: (29)

Further,

j@�q2j = 2c3k
2j cos( � 2�)j = 2c3k

2

q
1� sin2( � 2�) = 2k2

q
c23 � (q20=k

2 � c)2: (30)

Using de�nitions of c1; c2; c3 and c and the condition det� = �11�22 � �21�12 = 1 one can verify
by a lengthy but simple calculation that c23 � c2 = �1, and therefore

j@�q2j = 2k2
q
2cq20=k

2 � q40=k
4 � 1: (31)

Substituting this expression into (21) we �nally have

E(x; k; t) =
N

2�k3
p
2cq20=k

2 � q40=k
4 � 1

: (32)

It is easy to check that Z
E(x; k; t) dk =

N

q20
= const;

which is a manifestation of more general result that for any isotropic spectrum the energy is
constant on the uid trajectory [4].

4.1 Large-time asymptotics of E(x; k; t).

First, spectrum E(x; k; t) is �nite only in a limited range of wavenumbers, kmin < k < kmax, where
kmin and kmax are to be found from the condition that the quadratic expression under the square
root above is equal to zero,

k2min = q20(c �
p
c2 � 1); (33)

k2max = q20(c +
p
c2 � 1): (34)
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Note that c = 1 and kmin = kmax = q0 at t = 0. Second, the spectrum is in�nite at k = kmin and
k = kmax. These two observations are natural if we keep in mind that the initial circle distribution
in k-space becomes an ellipse, see (29). One can see from (33) and (34) that the ellipse area is
constant,

S = �kminkmax = �q20: (35)

This gives a useful relation between kmin and kmax,

kmin=q0 = q0=kmax: (36)

The aspect ratio of the ellipse is

� = kmax=kmin = k2max=q
2
0 = c+

p
c2 � 1: (37)

Expressing c in terms of � is

2c = �+ 1=�: (38)

The value of kmax, and therefore �, increase with time because of the large-scale distortion (shear-
ing/straining). We shall consider in more detail in the appendix how fast this growth is. In
turbulent ow, the growth of � is directly related with Lapunov exponents [25]. When � >> 1, we
have � � 2c. In this case, we have for kmin << k << kmax,

E(x; k; t) =
N

2�
p
2cq0

k�2: (39)

Note that � � 2c >> 1 corresponds to the large time !t � 1 and that kmin = q0
p
2c and

kmax = q0=
p
2c. Summarizing, we have for the large-time asymptotics, � � 2c >> 1, in the range

q0
p
2c << k << q0=

p
2c,

E(x; k; t) =
N

2�kmax

k�2; (40)

where c is given by (26). Because, c in general depends on the coordinate, so do kmin, kmax and
E. Integration of E over the coordinate will give an average over the large scales energy spectrum,
which is, of course, also scales as k�2.

In Figure 1 we show the energy spectrum evolution obtained by numerical integration of (14)
with initial conditions (19) and random initial conditions for the large-scale ow. We see that the
spectrum is indeed approaching k�2 shape in a growing range centered at q0.

4.2 The case of a �nite-width initial spectrum

As we already mentioned before, the generalization to any isotropic initial spectrum j!̂0(q0)j2
(and/or arbitrary isotropic pumping) is obtained by simply integration of Ek over q0. For example,
in decaying case

Ek =

Z j!̂0(q0)j2

2�k3
p
2cq20=k

2 � q40=k
4 � 1

dq0: (41)

Easy to see that if the width of j!̂0(q0)j is of order of q0 then the result about the k�2 energy
spectrum scaling remain valid. Instead of (40) we have

E(x; k; t) = C k�2; (42)

where

C =
1

2�
p
2c

Z j!̂0(q0)j2
q0

dq0: (43)

Numerical simulation of (14) with a �nite-width initial spectrum con�rms that the energy spectrum
behaves as k�2 for large time, as shown in Figure 2.
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Figure 1: Energy spectrum of decaying turbulence with
initial spectrum concentrated at k = q0 = 100 for three
di�erent moments of time.

Figure 2: Energy spectrum of decaying turbulence with
a broad initial spectrum. The initial spectum is shaded

5 Forced turbulence

Suppose �rst that the enstrophy is injected � at q = q0 at the rate � per unit time. Because the
problem is linear, the total spectrum is equal to the sum of the contributions produced by � dt0

injected at di�erent moments t� t0,

E(x; k) =
�

2�k3

Z
1

tc

dt0p
2c(t0)q20=k

2 � q40=k
4 � 1

: (44)

Here tc is the minimal time required for the ellipse to reach k. Depending on whether k < q0 or
k > q0, at t = tc we have k = kmin or k = kmax correspondingly. In both cases the denominator
in (44) turns into zero, which gives a condition for �nding tc,

c(tc) =
1

2
(q20=k

2 + k2=q20): (45)

5.1 Turbulence strained between vortices.

Uniform straining results in an exponential growth of the ellipse aspect ratios, � = exp(2�t), where
� is the strain rate, see the appendix. Then, the integral in (44) converges and the stationary
spectrum is possible. Let us �nd the stationary spectrum for the scales far from the pumping
scale, k << q0 and k >> q0.

5.1.1 Pure energy ux case, k << q0.

If k << q0, the main contribution to the integral (44) comes from such t0 that 2c � q0=k >> 1.
Then 2c = � = exp(2�t) >> 1 and c(= 1=2�), and (44) becomes

E(x; k) =
�

k2q0

Z
1

tc

dt0p
exp(2�t0)� q20=k

2
=

�

�kq20

Z 1

0

dzp
1� z2

=
�

�kq20
arcsinxj10 =

��

2�q20
k�1;

(46)
where z = q0e

��t=k. Thus, the energy spectrum at k << q0 has the following power-law scaling,

E / k�1: (47)
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As we discussed before, in the freely decaying case most of the initial energy is transferred into
k << q0 when � >> 1 and most of the enstrophy (number of particles) into the k << q0 range.
Therefore, spectrum (47) corresponds to the pure energy ux. As we show in the next section, this
spectrum can be derived from the dimensional analysis and is, therefore, more general than just a
solution in a special case of uniform strain.

5.1.2 Pure enstrophy ux case, k >> q0.

If k >> q0, the main contribution to the integral (44) also comes from the 2c � q0=k >> 1 range.
In this case, (44) can be rewritten as

E(x; k) =
�

k3

Z
1

tc

dt0p
exp(2�t0)q20=k

2 � 1
=

�

�k3

Z 1

0

dzp
1� z2

=
�

�k3
arcsinxj10 =

��

2�
k�3; (48)

where z = ke��t=q0. Thus, we have the following scaling for the spectrum in k >> q0 range which
corresponds to a pure enstrophy ux,

E / k�3: (49)

This spectrum will also be found using a dimensional argument in the next section.

5.2 Turbulence on the background of a vortex-core shear.

As shown in the appendix, vortex-core shearing results in an algebraic growth of the ellipse aspect
ratios, asymptotically � = (�t)2, where � is the shear. Substituting c = �=2 (for large �'s), we
have

E(x; k; t) =
�

k3

Z
1

tc

dt0p
(�t0)2q20=k

2 � q40=k
4 � 1

: (50)

One can see that this integral diverges at �1. Therefore, no stationary spectrum is possible for the
small-scale turbulence inside the vortex cores in our model. Physical explanation of this e�ect is
that the algebraic spreading in k-space due to shear produces too weak spectral uxes directed away
from the pumping region. These uxes cannot balance the forcing and the turbulence spectrum is
becoming very steep and concentrated near the pumping scale. The nonlinear interaction of small
scales among themselves acts to accelerate the spectral transfer necessary for a stationary state.
McWilliams suggested that the suppression of the enstrophy ux inside the coherent vortices is the
reason of the steeper than k�3 spectra observed numerically [9], [14]. The results of this section
show that this is indeed the case for the nonlocal turbulence on a vortex core. On the other hand,
the k�3 spectrum is expected when turbulence is not trapped into vortex cores so that the spectral
uxes can quickly be developed when the turbulence gets in between of vortices. We will discuss
our numerical results for the case of forced turbulence in section 5.4.

5.3 The case of a broad-band forcing.

Suppose now that turbulence is forced over a range of wavenumbers which is of the same order
than the wavenumber itself and that the vorticity generated per unit time in the interval dq0 is
�(q0) dq0. Then instead of (44) we have

E(x; k) =
1

2�k3

Z
�(q0) dq0

Z
1

tc

dt0p
2c(t0)q20=k

2 � q40=k
4 � 1

: (51)

For k << q0 (where q0 is the characteristic forcing wavenumber), we have instead of (46)

E(x; k) =
�

2�

�Z
� dq0

q20

�
k�1: (52)

For k >> q0, expression (48) will be replaced with

E(x; k) =
�

2�

�Z
� dq0

�
k�3: (53)
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Figure 3: Energy spectrum of small-scale turbulence
forced at a single wavenumber.

Figure 4: Energy spectrum of small-scale turbulence
forced in a �nite wavenuber range. The forcing shape is
shaded.

Figure 5: Large-scale vorticity. The intense vorticity
regions are marked by contours.

Figure 6: Energy spectrum of small-scale turbulence
inside and outside of the intense vortices.
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5.4 Numerical results for forced turbulence.

In the case of forced turbulence the numerical computations serve a greater purpose than just
illustrating the analytical results. Indeed, the theory predicts di�erent behavior (1) for forced
turbulence on vortex cores and (2) for turbulence between vortices. Thus, it is not clear apriori
what type of behavior is dominating in general case, in particular, when the large scales are initially
random. In Figures 3 and 4, we show the numerical results for the energy spectrum of small-scale
turbulence with a narrow and a broad-band forcing correspondingly. In both cases, the large-scale
ow was random initially. Stationary k�1 and k�3 spectra are clearly seen at large time. This
means that turbulence straining between vortices is the main dynamical process dominating the
turbulence evolution. Using a pictorial interpretation of Chertkov et al [25], one could say that the
\sea of strain" dominates the \islands of vorticity". On the other hand, we do observe a steeper
that k�3 spectrum for small turbulent regions inside intense vortices. In Figure 5 we show a typical
large-scale vorticity distribution and an intense vortex marked by the dashed line which a vorticity
contour at ten times the average-vorticity value. The energy spectrum of small-scale turbulence
measured in such a vortex is shown in Figure 6. One can see that this spectrum is closer to k�4

than to k�3.

6 Dimensional analysis for the nonlocal energy and enstro-

phy cascades.

In the nonlocal case, the interaction among the small scales is negligible compared with interaction
via large scales. Corresponding equations for the small-scale turbulent spectrum are linear with a
characteristic time determined by the large-scale strain and/or shear. Further, these equations have
the form of a conservation law for the small-scale enstrophy (number of particles) and, therefore,
there is no enstrophy transfer between the small and large scales. More subtle fact is that the
small-scale energy is also conserved if the initial small-scale spectrum is isotropic [4]. The enstrophy
transfer between the small scales is much more local in nonlocal turbulence than in local turbulence.
This, on the �rst sight paradoxical, statement is valid because any interacting wavenumber triad
contains one small wavenumber (large scale) and two large wavenumbers with very close values
(small scales), and the enstrophy is transferred only between these large wavenumbers. On the
other hand, the energy transfer is less local (it is as local as, perhaps, in local turbulence) because
for each individual triad the small-scale energy is not conserved (only total energy of all triads is
conserved for isotropic initial spectra).

In stationary turbulence the enstrophy and energy uxes are constant. As in local turbulence,
the enstrophy cascade is directed toward large k's and the energy cascade is inverse, i.e. toward
smaller k's with respect the pumping scale q0. Indeed, if a �nite enstrophy dissipation at k << q0
would imply an in�nite energy dissipation at these scales, and, in turn, a �nite energy dissipation
at k >> q0 would mean an in�nite enstrophy dissipation there. This standard reasoning to
�nd directions of the enstrophy and energy uxes is independent of the locality (or non-locality)
assumption. However, Kraichnan's dimensional derivation of the energy spectra [27], corresponding
to the enstrophy and energy cascades does rely on locality. Below we shall see the consequences
of this fact for the energy spectrum exponents.

Consider �rst k << q0 where the enstrophy ux � is negligible and the shape of the energy
spectrum is determined by the energy ux �. The energy ux � has dimension l2=t3 and the large-
scale ow is characterized by the rate of strain � having the dimension 1=t. Because the equations
are linear, the energy spectrum must be linear in �. The only combination of �; � and k � 1=l,
having the dimension l3=t2 of the energy spectrum and linear in �, is

Ek /
�

�
k�1: (54)

Thus, the see that the energy cascade is characterized by -1 spectral exponent in nonlocal turbu-
lence, which is di�erent from famous -5/3 valid for local turbulence. This spectrum coincides with
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the exact analytical solution obtained above for k << q0 for the special case of uniform large-scale
strain.

Now let us consider k >> q0 where the energy spectrum is determined by the enstrophy ux
� having dimension 1=t3. The only combination of �; � and k � 1=l, having the dimension of the
energy spectrum and linear in �, is

Ek /
�

�
k�3: (55)

This spectrum coincides with the exact analytical solution obtained above for k >> q0 for the
special case of uniform large-scale strain.

As we see, the spectral exponent -3 is the same for local and nonlocal turbulence. This arises
because the dimension of the enstrophy ux does not involve l, and the way we match the temporal
part in the dimension of Ek (�

2=3 for local turbulence or �
�
for nonlocal turbulence) does not change

the spatial scale dependence k�3.

7 Passive scalar spectra.

As we already mentioned in the Introduction, the dynamics of vorticity in nonlocal 2D turbulence
is identical to the dynamics of a small-scale passive scalar n(x; t) advected by a large-scale velocity
�eld u. In this section, we apply the results obtained above for 2D turbulence to the passive-scalar
advection problem. We consider the Batchelor's regime for the passive-scalar when its scale is
much smaller than that of the advecting velocity �eld. The passive-scalar spectrum is de�ned as

P (x; k; t) =

Z jn̂(x;k; t)j2
k

d�; (56)

where � is the polar angle in the wavenumber space and n̂ is the Gabor transform of n,

n̂(x;k; t) =

Z
f(��jx� x0j)eik�(x�x0)n(x0; t)) dx0; (57)

(see (2) for notations).

7.1 Pseudo-energy.

One obvious conservation law for the passive scalar, which is analogous the the enstrophy conser-
vation in 2D turbulence, is

�t + u � r� = 0; (58)

where

�(x; t) =

Z
Pdk: (59)

Remarkably there is also an analog of the energy conservation in the case when the passive-scalar
spectrum is initially isotropic,

It + u � rI = 0; (60)

where

I(x; t) =

Z jn̂(x;k; t)j2
k2

dk: (61)

Indeed, by substituting

n̂(x;k; t) = n̂(a;q; 0) (62)

and (11) in (61), changing the variable of integration to q and taking into account that det� = 1,
we obtain that I depends on x and t only via a(x; t). But this means that I satis�es equation
(60). Keeping in mind the turbulence analogy, we will call invariant I pseudo-energy. Note that
the pseudo-energy is conserved only when the passive-scalar scale is much less than the scale of
the advecting �eld. Therefore, the pseudo-energy is an adiabatic invariant.
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7.2 Free decay.

To obtain the passive-scalar spectra one can just divide the energy spectra obtained for 2D turbu-
lence by k2. For a freely decaying (i.e. unforced) passive-scalar spectrum then it is follows from
(41) that

Pk =

Z jn̂0(q0)j2

2�k
p
2cq20=k

2 � q40=k
4 � 1

dq0; (63)

where n̂0 is the initial spectrum. In case c � u t=L >> 1 we have for kmin << k << kmax,

P (x; k; t) = C k0; (64)

where

C =
1

2�
p
2c

Z jn̂0(q0)j2
q0

dq0: (65)

Numerically obtained spectrum of freely decaying passive scalar is shown in Figure 7. As
predicted, the spectrum tends to constant in an expanding range of wavenumbers centered at the
initial scale.

7.3 Forced passive scalar.

Suppose that a passive scalar is forced so that the passive scalar generated per unit time in the
interval dq0 is �(q0) dq0. It follows from the analysis of 2D turbulence that no stationary passive-
scalar spectrum is possible inside the vortex cores of the advecting velocity �eld, whereas between
the vortices we have from (51)

P (x; k) =
1

2�k

Z
�(q0) dq0

Z
1

tc

dt0p
2c(t0)q20=k

2 � q40=k
4 � 1

: (66)

Consider the uniform strain ow, u = (�x;��y). For k >> q0 (where q0 is the characteristic
forcing wavenumber), we obtain famous Batchelor's k�1 spectrum,

P (x; k) =
�

2�

�Z
� dq0

�
k�1: (67)

This spectrum corresponds to the constant spectral ux of the passive scalar toward high wavenum-
bers. For k << q0 we have

P (x; k) =
�

2�

�Z
� dq0

q20

�
k1: (68)

This spectrum corresponds to the constant spectral ux of the pseudo-energy I. It will be consid-
ered in greater detail in next section.

In �gure 8, we show the spectrum of the forced passive scalar advected by a random-�eld large-
scale ow. One can see that Batchelor's k�1-spectrum is formed on the high-wavenumber side of
the forcing scale, whereas the k1-spectrum is seen on the low-k side of the forcing.

7.4 Pseudo-energy cascade in two and higher dimensions.

The k1-spectrum is, in fact, a D = 2 version (D being the dimension) of kD�1-spectrum obtained
by Kraichnan [5]. Because the pseudo-energy invariant was not known, the importance of this
spectrum as a cascade-type spectrum was not understood, and it was misinterpreted as corre-
sponding to an absolute statistical equilibrium state. Let us consider the equation for the passive
scalar spectrum derived by Kraichnan for the case of �-correlated in time velocity �eld, and write
a zero-di�usion limit of this equation,

@tF = C[k@kk � (D � 1)@k](kF ); (69)
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Figure 7: Spectrum of decaying passive scalar for three
di�erent moments of time. The initial spectrum is shaded.

Figure 8: Forced passive scalar spectrum for tree dif-
ferent moments of time. The shape of forcing is shaded.

where F is the passive scalar spectrum averaged over the large scales and C is a coe�cient deter-
mined by the mean advection. Multiplying this equation by k�D, we can write it as

@t(F=k
D) = @k[Ck

1�D@k(kF )]: (70)

Thus, Z
1

0

F

kD
dk = const; (71)

which is a generalization of the pseudo-energy conservation to the D-dimensional case. According
to (70), the ux of the pseudo-energy (71) is Ck1�D@k(kF ), and the constant-ux solution satis�es

Ck1�D@k(kF ) = const;

which gives
F / kD�1:

This spectrum corresponds to an equipartition of the passive scalar in the phase space. However,
it corresponds to a state which is very far from an absolute statistical equilibrium, because there

is an inverse cascade of the pseudo-energy associated with this solution. It will be shown in a
separate publication that the invariant of pseudo-energy and related inverse-cascade spectra exist
in case of any dimensions for much more general than �-correlated in time advecting �eld [28].

8 Conclusion

Semi-classical description based on using Gabor transform proved to be an e�cient tool for studying
nonlocal 2D turbulence and passive scalar turbulence in Batchelor's regime. It allows to describe
variations in the small-scale dynamics depending on the local large-scale ow. For example, it
allowed to establish the fact that the turbulence spectra are steeper inside the vortex cores than
in between of vortices. Numerical simulation of the semi-classical equations by PIC method allows
to work with very large inertial intervals, typically eight decades wide. Cascade type spectra and
spectra of decaying turbulence can be obtained within the semi-classical description analytically
for general form of the large-scale ow without using averaging over large scales. It natural to
think that 2D turbulence becomes nonlocal for large time because of the energy condensation at
the largest scale. If this is true, then for very large time one should expect the spectrum of forced
turbulence to be as shown in �gure 9.
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Figure 9: Expected spectrum
of forced turbulence for large
time in the case when the forc-
ing scale and the largest scale of
the system are well separated.
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Note that spectrum k�1 will be observed only if the forcing scale is much less than the largest
scale of the system. When approaching to the largest scale, the nonlocal inverse energy ux
"slows down" and changes the spectral slope from -1 to a sharper one corresponding to the energy
condensate. Our nonlocal theory is strictly valid if the slope of such a condensate is less than -3.
Unfortunately, it is presently impossible to test the hypothesis of non-locality using direct numerical
simulations, because of insu�cient resolution and large required time of simulations. On the other
hand, it is possible to compute the entire spectrum treating the small-scale turbulence and large-
scale condensate as two di�erent uids. Because there is no spectral gap in this case, the large-scale
component may leak into the small scales and the low-k tail of the small-scale component may
start overlapping with the large scales. Thus, one has to implement a procedure transferring
the large-scale component into the small-scale one and back when they cross a wavenumber kb
taken to be a boundary separating the large and small scales. As in this paper, the small-scale
component can be computed by the PIC code, whereas the pseudo-spectral method can be used
for the large-scale component. In this case, the natural choice for kb is given by the smallest scale
of the pseudo-spectral scheme. Numerical results obtained by such a two-uid numerical method
are reported in [22].

One remark should be made about the non-locality in the direct cascade of enstrophy. It is
known that equal intervals of the k�3 spectrum give equal contributions to the enstrophy transfer
[29]. In the present paper, these contributions have been assumed to be small compared to the
enstrophy transfer via straining the large-scale component. Naturally, for very high wavenumbers
this assumption will fail, and the small-scale k�3 spectrum itself will start dominating the enstrophy
transfer [30]. Such a transfer is also non-local, but in a di�erent from considered in this paper
way. This regime was considered by Kraichnan, who showed that one should expect a logarithmic
correction to the k�3 spectrum in this case [29].

9 Appendix. Evolution of the ellipse aspect ratio in strain-

ing and shearing large-scale ows.

We will consider two special cases of the large-scale ows: an axially symmetric vortex and a
uniform strain ow. These two examples correspond to the characteristic behavior on the \islands
of vorticity" and in the \sea of strain" in a general turbulent ow [25].
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9.1 Axially symmetric vortex.

Let us solve the ray equations (8) and (9) for the case of an axysymmertic vortex when u = U (r)e�,
where r and � are the polar coordinates, and e� is a unit vector tangent to r=const. The solution
of (8) in this case is just a uniform rotation,

r = const; (72)

� = 
t+ �0; (73)

where 
 = U=r is the angular velocity. For the wavenumber we have

_kr = 
k� � k�@rU; (74)

_k� = �
kr +
1

r
krU = 0: (75)

Solving these equations, we obtain

k� = const = q�0 (76)

kr = �q�0r�t + qr0: (77)

where � = r@r
. Near the vortex centre @r
 = 0 and kr=const so that the wavevector is just
uniformly rotating without any change in magnitude. For large time, r�t >> 1, initial ring k = q0
becomes an ellipse with

kmax � q0j�jt; (78)

kmin = q20=kmax � q0=j�jt; (79)

� = kmax=kmin � (�t)2: (80)

9.2 Uniform strain ow.

For uniform strain ow, the large-scale velocity �eld is u = (Ux; Uy) with

Ux = �x; (81)

Uy = ��y; (82)

where x and y axes are chosen to be principal axes of the strain, and � =const. In this case,

_kx = ��kx; (83)

_ky = �ky: (84)

Solving these equations, we have

kx = q0x exp(��t); (85)

ky = q0y exp(�t): (86)

For large time, �t >> 1, we have the following ellipse parameters,

kmax � q0 exp(�t); (87)

kmin � q0 exp(��t); (88)

� � exp(2�t): (89)
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Abstract

We present a derivation of equilibrium pro�les in plane parallel ows using a dynamic
subgrid-scale model. This new model provides expressions for the turbulent Reynolds subgrid-

scale stresses via estimates of the subgrid velocities rather than velocity correlations. Subgrid-

scale velocities are computed using an auxiliary equation which is derived directly from the
Navier{Stokes equations. It has no adjustable parameters, and gives analytic expressions for

the Reynolds stresses as a function of the mean ow gradient in the plane parallel geometry

using an assumption of delta-correlation in time for the energy transfers. These expressions
can be used to derive mean equilibrium pro�les both in the near-wall and core regions. In the

near-wall region we derive a general expression for the velocity pro�le which is linear in the

viscous layer and logarithmic outside. This expression involves two physical parameters: the
von Karman constant and the size of the viscous layer (which can be computed via a numerical

implementation of our model). Fits of experimental pro�les using our general formula provides

reasonable values of these parameters (� = 0:4 to � = 0:45, size of the viscous layer about 15
wall units). In the core region, we �nd that the shape of the pro�le depends on the geometry of

the ow: it ranges from algebraic in channel ow, to exponential in the bulk of boundary layers,

or linear in plane Couette ow. This classi�cation is consistent with Oberlack's system, which
is based on symmetry arguments. Fits of boundary layer ows or channel ows at di�erent

Reynolds number over the whole ow region are performed using our results, and are found

to be in very good agreement with available data.
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1 Introduction

Turbulent shear ows are widespread and their structure has been investigated extensively for
many decades in laboratory and numerical experiments. For a long time, it has been commonly
accepted that the mean velocity pro�le across the channel is piece-wise: a linear `viscous pro�le'
near the wall, a logarithmic pro�le away from the wall, followed by an algebraic pro�le [1] in the
centre of the channel. This description appeared to be supported by a simple dimensional analysis
due to von Karman and by several matched asymptotic theories (see e.g. [2, 3]) which all led to
the famous log law of the wall under appropriate asymptotic limits.

More recently, a controversy arose when Barenblatt [4] used a dimensional argument combined
with an assumption of incomplete similarity to obtain a family of power laws, with logarithmic
envelope, as the description of the mean velocity pro�le in a channel. In his theory, the index
of the power law varies with the Reynolds number. This dependence was subsequently detected
in the high Reynolds number data of Nikuradze [5], but found to be weak, like 1=ln(Re). As a
consequence, mean velocity pro�les measured at di�erent Reynolds number tend to scatter slightly
and reveal only the envelope of the family of curves, i.e. the log-law. This controversy reached a
climax when a team from Princeton used measurements made at the Super Pipe facility to test
the Barenblatt theory. The Reynolds numbers obtained in this con�guration are quite large, even
larger than those obtained in the experiment of Nikuradze. The �nal result apparently contradicted
Barenblatt's theory, and was more consistent with the log-law, preceded by an algebraic pro�le
with Reynolds independent index [6]. Barenblatt and Chorin have re-analyzed these data, and
claim to have found a roughness dependence of the result which makes them less suitable to test
their theory than the Nikuradze data.

Another recent theory for turbulent pipe/channel and boundary layer ow has been developed
by George et al. [7], [8]. This theory is also based on dimensional analysis and matched asymptotic
expansions, however this group bases their analysis directly on the Reynolds-averaged Navier{
Stokes equations. They determined that the correct velocity to scale the outer region is U1, while
the friction velocity u� should be used to scale the inner region near the wall. Both regions follow
Reynolds number dependent power laws, but with di�erent constants and origins. However, they
found that the Reynolds number dependence should be much stronger for a zero-pressure gradient
boundary layer than for pipe and channel ows (where Reynolds number dependence is negligible).
Note that they assume the same Reynolds number dependence as Barenblatt. The two di�erent
forms for the inner and outer scalings imply the existence of a mesolayer in which dissipative scales
are not fully separated from the energy and Reynolds stress producing ones. The mesolayer follows
a power law in boundary layers and a logarithmic law in pipe and channel ow. In both cases the
pro�les are functions of y+ a rather than y alone (where a is an arbitrary constant). Their theory
also matches the Super Pipe data very well.

At the same time new results were obtained which only added to the confusion. Oberlack
[9] used a Lie group analysis of the equations of motion to classify all the possible equilibrium
velocity pro�les allowed by the symmetry of the Navier{Stokes equation. The results include
the logarithmic law, the algebraic law, the viscous sublayer, the linear pro�le and the exponential
pro�le as particular cases. This study was followed by a data analysis to try to determine the actual
conditions required for each law to be realized. Analyzing Niederschulte's data [10], Oberlack found
evidence of an algebraic law extending almost to the center of the channel, and scaling with the
channel's half-width instead of with the \inner scale" (viscous scale) predicted in Barenblatt's
theory. Moreover, the index of the power law measured by Oberlack was signi�cantly larger (one
order of magnitude) than that predicted by the theory. An analysis of the Super Pipe data of
Zagarola [11] con�rmed the existence of this algebraic law covering 80% of the center of the pipe
[12]. More recently, the same data have been shown to �t a modi�ed cosh-pro�le arising from a
new closure equation [13]. Since all the theories describing these results can be put on the same
phenomenological (dimensional or closure-like) footing, it is hard to decide which is right and in
which cases.
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One way to resolve the controversy is to leave aside heuristics and derive analytical results based
solely on the Navier{Stokes equations. In a previous paper [14], we derived the equilibrium velocity
pro�le for a ow in the near wall region using a WKB method generalizing the Rapid Distortion
Theory, using a simpli�ed assumption about the small-scale generation. Speci�cally, we modelled
the debris of the near-wall vortices penetrating the outer regions as a weak external forcing acting
at small-scales. This simpli�cation allows exact analytical solutions, with the celebrated log law of
the wall being the one them in the case of a forcing with short correlation in time and statistically
homogeneous in space. The main elements of this approach can be most easily explained using the
simplest example of two-dimensional shear ow turbulence, see [19].

From a theoretical point of view, such a theory is important because it is the �rst instance of
a derivation of the log-law starting from the Navier{Stokes equations, and not from dimensional
arguments, as is usually done. Such exact results can serve as a basis for a less rigorous but more
general and, therefore, more practical model which is developed in the present paper. First, we
replace the statistical averaging procedure of the previous paper with space averages, which are
more suitable for numerical and laboratory experiments. Indeed, in numerical simulation, one
either performs horizontal averages over the streamwise directions, or spatial average over a given
scale, representing the smallest resolved scale in the simulation (Large Eddy Simulation approach);
in laboratory experiments one usually performs times averages which are then translated into
spatial averages using Taylor's hypothesis. On the other hand, statistical averages require a large
number of realizations of the same ow, which, being useful theoretically, is often impractical. The
second new element of the present paper is that the external forcing is chosen based on physical
requirements, such as zero turbulent stress at the wall, and based on the experimental data for
the mean pro�les. Alternatively, to determine the forcing one could measure the starting vorticity
penetrating from the viscous sublayer directly, but this is a chalenging task experimentaly and it
requires further analysis of the numerical data, and we leave such an approach for future. Note that
the choice of forcing is important because, as we mentioned in the previous paper, only uniform
and short correlated forcing leads to the log law. On the other hand, it is well known that far from
the wall (in the core region or in the outer region), the shape of the equilibrium pro�le changes to
a log-law [15], algebraic or exponential [9] defect law. This probably reects some changes in the
generation of small-scales which needs to be taken into account by a self-consistent modelling of the
forcing. The purpose of the present paper is to derive such a self-consistent model of a channel ow
by combining ideas from the WKB-RDT method and from LES. The model is derived directly from
the Navier{Stokes equations, and is therefore parameter free. By this we mean that all constants
appearing in the model can be computed by solving the model equations numerically.

By moving from the previous WKB-RDT model with external forcing to our LES-RDT model
with self-consistent forcing, we give up the possibility of exact analytical solutions because of non-
linear dynamical coupling. We show here that simple physical simplifying assumptions lead to
a solution where the subgrid-scale Reynolds stresses can be expressed as a function of resolved
quantities and numerical constants only, which cannot be derived analytically. Thus, the corre-
sponding set of closed equations for the resolved velocities can be integrated further analytically, or
pseudo-analytically, to �nd qualitatively the equilibrium pro�le in any part of the channel. We �nd
that the qualitative pro�le changes from a log-law near the boundary, to an algebraic (exponential)
defect law for a ow within a closed channel (over a at plate).

The present paper is not intended to be as fully rigorous as the previous one. We allow ourselves
the liberty, when necessary, of making simplifyingassumptions which are not fully justi�ed. We will
attempt to minimize the arbitrariness of our assumptions by providing technical or mathematical
justi�cations where possible. However, to simplify the paper, we have placed the technical details
of the derivation in the appendices.
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2 Derivation of the dynamical equations

2.1 Notations and constitutive equations

We consider an incompressible velocity �eld u(x; t) satisfying the Navier{Stokes equations:

@iui = 0;

@tui + @j(uiuj) = �@ip+ ��ui+ �i; (1)

where p is the pressure, � is the kinematic viscosity and � is an external forcing. We have set the
(constant) density equal to one for simplicity.

In this paper we shall consider two types of geometry: plane channel ow (where the ow
is bounded by two in�nite at rigid plates separated by a vertical distance 2d) and a at plate
boundary layer (where the uid is parallel to and bounded by a single at plate). In the �rst
case, the forcing is via a constant pressure gradient applied in the x direction parallel to the plates
� = (�dP�=dx; 0; 0), or by constant movement of plates in opposite directions (plane Couette ow).
In the second case, we assume no external forcing (� = 0), but we allow for a free stream velocity
u1 at the outer (in�nite) edge of the boundary layer. We assume no-slip boundary conditions for
the velocity on the rigid plates.

In both cases, we consider a parallel plane geometry in which the mean velocity (averaged
horizontally and in time) is parallel to the plate (x-direction), and depends only on the direction
perpendicular to the plate (z-direction): hui = (U (z); 0; 0). (This implies a clever choice of the
�ltering, which is discussed in the appendix.) Note that boundary layer ows are not strictly
parallel. However, since the streamline curvature is usually very small, the ow may be considered
to be locally parallel. Also, Oberlack [9] showed that it is possible to take into account the
streamwise dependence of the mean velocity pro�le by using as an outer length scale the Rotta{
Clauser length � =

R1
0

(hu1i � hui) =u�dz, where hui is the mean velocity and u� is the friction
velocity, given by �@zu(z = 0) = u2� and hu1i is the mean velocity at the outer edge of the
boundary layer.

2.2 Resolved scale equations

To derive the large-scale equations, we decompose the �elds into their resolved and subgrid parts

u = u+ u0 � U+ u0; (2)

where the average is taken via a �lter (which is de�ned and discussed in appendix, see equation 66).
Note that from now on we shall refer to u as the resolved velocity, as distinguished from the
mean velocity hui which is obtained by averaging the velocity horizontally and in time. Applying
this decomposition to the Navier{Stokes equations (1) and taking into account the fact that the
averaging and the y�component of the Laplacian for the horizontal velocity do not commute (see
appendix), we obtain the following equation for the resolved streamwise velocity,

@tUi + @juiuj = �@iP + ��Ui + S(z)�i1 + �i: (3)

Here, S(z) are the surface terms, due to the boundary conditions. These surface terms depend on
the geometry of the ow:

Schannel = u2� (g3(z � d) + g3(z + d)) ;

SCouette = u2�(g3(z � d)� g3(z + d)) +

�U0

�
dg3

dz
(z � d)�

dg3

dz
(z + d)

�
;

SBL = �u2�(g3(z)) + �u1
dg3

dz
(z � h): (4)
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Here, h is the height of the boundary layer and U0 is the speed of the plates for the plane Couette
ow (U = �U0 at z = �d). The function g3(z) is the correction due to the �lter which depends
explicitly on the �lter choice and on the cut-o� scale in the vertical direction.

If we use the decomposition (2), we can split the nonlinear terms of (3) into several terms,

@tUi + @jUiUj + @jhUiu0j + Uju
0
ii+ @ju

0
iu
0
j =

�@iP + �@jjUi + S(z)�i1 + �i: (5)

The resolved scale motions depend on the subgrid-scale motions via two terms: the usual Reynolds
stresses, involving only subgrid-scale quantities, and an unusual cross term between subgrid and
resolved quantities. Traditional LES usually models these two terms together. However, recent
numerical experiments by Domaradzki et al. [16] indicate that in a channel ow, these two terms
have very di�erent inuence on the mean ow: the subgrid-subgrid term appears to be about 50%
smaller than the subgrid-resolved component. This property can be justi�ed by simple dimensional
arguments (see appendix). In the sequel, we show that we are able to model the two terms
separately, and hence are able to better capture their di�erent properties by computing them via
the evolution of the subgrid-scale velocities. This evolution is given by subgrid-scale equations.

2.3 Subgrid-scale equations

To �nd the subgrid-scale equations, we consider the subgrid component of the constitutive equa-
tions (1),

@iu
0
i = 0;

@tu
0
i + @i (uiuj � uiuj) = �@ip

0 + ��u0i� S(z)�i1: (6)

Note that the subgrid part of the (constant) forcing � is zero. At this level, we see that the small
scales are generated via two types of terms: the subgrid part of the nonlinear cascade from large
to small scales (as expressed by the second term of the l.h.s. of 6), and the surface term. This is
consistent with the physics of the problem: small-scale turbulence is generated at the surface or
by a transfer of energy to smaller scales (termed backscatter).

Now we can use decomposition (2) to split the nonlinear part of (6) into terms involving resolved-
subgrid-scale products and subgrid-subgrid-scale products (the resolved-resolved-scale term is zero
because of the plane parallel geometry). The relative magnitude of these terms has been estimated
by Domaradzki et al [16] in the channel ow geometry. They found that the subgrid-subgrid
energy transfer at subgrid-scales is between one and two orders of magnitude smaller than the
energy transfer induced by subgrid-resolved (nonlocal) interactions. (In the appendix we present
dimensional arguments supporting this observation.) For this reason it is tempting to neglect the
subgrid-subgrid terms in the small-scale equation, i.e. to consider only the nonlocal dynamics of the

subgrid motions. The corresponding equations are our subgrid-scale model (see below) which has
no adjustable parameters. Note that energy considerations alone are not su�cient to prove that
the subgrid-scale dynamics are nonlocal: e.g. phase e�ects could lead to an average reduction (with
time) of the importance of the non-local energy transfer and make it less dominant. Therefore,
the dynamical justi�cation of our nonlocal hypothesis requires some numerical tests, which are
in progress. We are, however, con�dent that our approximation is meaningful, and does indeed
capture the main features of the subgrid-scale dynamics because the relevant dynamical test of
non-locality performed on two-dimensional turbulence is very good [17].

Retaining only the nonlocal interactions, our subgrid-scale model becomes

@ju
0
j = 0;

@tu
0
i + Uj@ju

0
i + u0j@jUi = �@ip

0 + ��u0i+ Fi: (7)

Note that this model is in fact an auxiliary equation for the subgrid velocities. It enables us to
obtain an expression for the Reynolds stresses via a direct estimate of velocities rather than velocity
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correlations, as is usual. This idea was used for the �rst time in [18] with an empirical estimate
procedure. Here, our estimate procedure is derived directly from the Navier{Stokes equations,
and involves no free parameters, in contrast to K{� models, which also involve the solution of an
auxiliary equation.

Note also that the plane parallel geometry does not preclude horizontal variation of the subgrid-
scale quantities, this creates \pseudo-forces" Fi,

Fi = �S(z)�i1 + @j
�
UiUj � UiUj

�
+ @jUju

0
i + @jUiu

0
j; (8)

We call them pseudo-forces because they depend linearly on the averaged part of the subgrid-scale
motions. We will eventually simplify them by replacing them with prescribed external forces, in
order to get analytical solutions.

The equations (8), although super�cially complicated, have a simple structure: they are linear
inhomogeneous equations for the subgrid motions. The forcing comes from the subgrid part of
the nonlinear cascade amongst the resolved scales of motion. The linearity of the forcing is the
essential simpli�cation which makes it possible in certain cases to solve subgrid model analytically
in terms of the resolved quantities. By plugging the solution back into the large-scale equation, we
obtain a closed problem for the resolved scales.

To take advantage of small-scale intermittency (e.g. turbulent spots or streaks), we now de-
compose the small-scale equation into its Gabor modes (which are localized in both wavenumber
k and position x). The mathematical de�nition of the Gabor transform is given in appendix 5.2.1.
We now take the Gabor transform of equation (7) and use (73). To leading order in the scale sep-
aration (see [14] for rigorous justi�cations) and dropping primes for simpler notations 1 we obtain
the following equations

@jûj = 0;

@tûi + Uj@j ûi + @j(Umkm)@kj ûi =

�ikip̂� ûj@jUi � �k2ûi + F̂i; (9)

where k = (kx; ky; kz) is the wavenumber. Note that in the Gabor transformation, we did not have
to take into account surface terms because for the boundary conditions which we chose, the subgrid
quantities have necessarily zero boundary conditions at the boundary (for both the velocity and
its derivative).

The set of equations (9) can be put into the form of a set of ray equations by introducing the
total derivative,

Dt � @t + Uj@j � @j(Umkm)@kj ; (10)

which is a total time derivative in the phase space (x;k; t) provided k and x satisfy:

Dtxi = Ui;

Dtki = �kj@iUj : (11)

These ray equations describe the motion of particles passively advected in position and wavenumber
by a large-scale ow. Using the incompressibility to eliminate the pressure, we can �nally re-express
the system (9) as

Dtûi =

�
2kikm
k2

� �im

�
ûj@jUm � �k2ûi + F̂?

i ; (12)

where F?
i are the divergence free components of the force:

F?
i =

�
�im �

kikm

k2

�
Fm: (13)

1This means that from now on, we denote average quantities by capital letters, and uctuating quantities by

lower case letters.
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The set of equations (5), (12), where the Reynolds stresses are computed using (74) constitute
the main equations of our subgrid-scale model. This model is dynamical because it allows a time
and space evolution of the Reynolds stress. It has been derived directly from the Navier{Stokes
equations under the assumption of non-locality of the supergrid energy transfer. It involves no
adjustable parameters. Note that this subgrid-scale modelling is in the spirit of a recent model by
Domaradzki and Saiki [18] in which the subgrid velocity, rather than energy tensor is estimated,
which permits the detailed computation of all terms appearing in the Reynolds stresses. Note that
because we have used the Gabor transform (as opposed to the Fourier transform), the subgrid-scale
energy spectrum can vary in space, which allows for inhomogeneous turbulence.

Leaving the numerical implementation of this model to further work, we focus here on possible
analytical predictions obtained within the framework of the model. In the present paper, we show
how one can derive analytically the equilibrium pro�le for plane parallel ows using this model.
This is because, after time and horizontal averaging, the equations of motions become solvable
analytically, as we now show.

3 Equilibrium pro�les in the delta-correlated

approximation

3.1 The time and horizontally averaged equations

From now on, we concentrate on the derivation of equilibrium pro�les in a plane parallel geometry.
Namely, we wish to derive the possible shapes for hUii = (hU i(z); 0; 0), where now hi refers to
a horizontal and time average. The horizontal averaging can be performed easily in our LES
formalism by taking constant functions as �lters in the horizontal direction (i.e. g1(x) = g2(y) =
1=L, where L is the horizontal scale over which the horizontal average is performed). Then, hU i
can be obtained easily by taking only a time average of the corresponding resolved velocity U . So,
from now on, we use constant horizontal �lters, and consider that hi denotes a time average. The
equation for the mean pro�le can then be obtained via a time averaging of (5),

@zhUwi+ @zhuwi = �@xP + �@zzU + �x + S(z);

@zhvwi = 0;

@zhw2i = �@zP: (14)

Here, we have taken into account the plane parallel geometry, and the fact that, for constant
horizontal averages, terms involving horizontal derivatives vanish. The �rst equation of (14) gives
the mean pro�le. The second is a consistency equation for the subgrid stresses, to avoid generation
of spanwise mean velocity. The third equation expresses the hydrostatic equilibrium in the vertical
direction.

The subgrid Reynolds stresses can be found by considering the ray equations (15) in a plane
parallel geometry. They are:

Dtû =
k2x � k2y � k2z

k2x + k2y + k2z
ŵ@zU � �k2û+ F̂?

u ;

Dtv̂ =
2kxky

k2x + k2y + k2z
ŵ@zU � �k2v̂ + F̂?

v ;

Dtŵ =
2kxkz

k2x + k2y + k2z
ŵ@zU � �k2ŵ + F̂?

w (15)

The corresponding ray equations are in this geometry:
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Dtx = U;

Dty = 0;

Dtz = 0;

Dtkx = 0;

Dtky = 0;

Dtkz = �kz@zU: (16)

3.2 The forcing

In general, the ray equations (11) and (12) have no simple analytical solution because the motion of
the small and large scales are implicitly nonlinearly coupled via the forces: these forces determine
the behaviour of the small scales, but they depend on both large and small scales in a non-trivial
way. This means that equilibrium solutions can in general only be found numerically, by a recursive
procedure. The situation is much simpler if one allows an a posteriori characterization of the forces,
by considering them as some sort of external noise, with simple prescribed statistics, or, in our
case, simple time averaging properties. This idea was already used in the previous paper [14].
Here, we use the same approach, but take into account that the force does not have zero average.

Therefore, from now on we consider the forces Fu; Fv and Fw appearing in (7) and (9) to
be external forces, with prescribed averaging properties. The simplest choice we can make is to
assume that the forces are ��correlated in time. The idea is that because of Taylor's hypothesis
space averages are, loosely speaking, equivalent to time averages. Then, because of the chaotic
nature of the ow, solutions with di�erent initial conditions have very di�erent behaviour. So, it
seems reasonable to assume that the average of two quantities starting at di�erent times is zero.
We shall refer to this as the ��correlation assumption. In x5.4 we show that this property enables
us to write the correlation of two Gabor transforms corresponding to rays starting from same origin
as

hF̂?
i (x; k; t)F̂?

j (x; k
0; t0)i / Aij(k)�(k � k0); (17)

where the coe�cient of proportionality depends only on the mean gradients and on the angle
between the vector components of k. When the forcing is isotropic, one may assume that the
function Aij takes the following standard form:

Aij(k) =
3F (k)

8�k4
�
k2�ij � kikj

�
: (18)

Isotropy can be safely assumed in the core region, which is the region we are most interested in. It
is not expected to hold near the wall. Furthermore, we shall assume that the forcing is symmetric
with respect to y !�y to ensure that vertical and spanwise mean velocity are not generated (see
[14] and below). We now show that our assumptions allow the small scales and the subgrid stresses
to be expressed in terms of the mean velocity pro�le.

3.3 Subgrid-scale solution

The integration of (16) with respect to time is straightforward in the plane parallel case, and gives

x = U (z)(t� t0) + x0; y = y0; z = xz0;

kx = kx0; ky = ky0; kz = kxz0 � kx@zU (t� t0); (19)

where x0, y0, z0, kx0, ky0 and kz0 are the initial conditions of the ray. This equation shows that
the parameter R = kz=kx can be used instead of t to label the trajectories. To further simplify the
notation we introduce

kh =
q
k2x + k2y;

� = arctan (ky=kx): (20)
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Note that kh and � are constant along the rays. With this notation the subgrid-scale equations
(15) become

DRû = �

�
2 cos �

1 +R2
�

1

cos �

�
ŵ +

�k2h
cos �@zU

(1 + R2)û

�
1

cos �@zU
F̂?
u ;

DRv̂ = �
2 sin �

1 +R2
ŵ +

�k2h
cos �@zU

(1 +R2)v̂

�
1

cos �@zU
F̂?
v :

DRŵ = �
2R

1 +R2
ŵ +

�k2h
cos �@zU

(1 +R2)ŵ

�
1

cos �@zU
F̂?
w : (21)

Note that the two-dimensional case can be easily found by putting � = 0. Note also that when
the forces are symmetric with respect to y ! �y, their Gabor transform is also symmetric with
respect to ky !�ky, i.e. � ! ��.

Since the forces are external, we can �nd the subgrid-scale motions as the solution of a coupled
linear inhomogeneous system of ordinary di�erential equations in R. In the appendix, we show
that this can be written as

(u; v; w)(R) =

Z R

�1

(~u; ~v; ~w)(R;R0)dR0; (22)

where (~u; ~w; ~�)(R;R0) are solutions of the homogeneous part of (21) (i.e. with no force term), such
that at R = R0,

(~u; ~v; ~w)(R0; R0) = �
1

cos �@zU
(F?

u ; F
?
v ; Fw)(R0): (23)

This property can be used to compute formally the �rst subgrid term hUwi. Indeed, to leading
order in the scale separation (see appendix), we have:

Uw � Uw; (24)

with

w =

Z �

��

d�

Z 1

0

khdkh

Z 1

�1

dR

Z R

�1

~w(R;R0)dR0: (25)

Using the solutions of the homogeneous system given in appendix, w can then be written:

w = �
1

@zU

Z �

��

d�

Z 1

0

khdkh

Z 1

�1

dR

Z R

�1

F?
w (R0; kh; �)

1 +R2

0

1 +R2

exp

"
�
�k2h

R R
R0
(1 +X2)dX

@zU cos �

#

cos �
dR0:

(26)
Note that in the limit � ! 0, the integral diverges at � = �=2, but the viscosity regularizes this
singular behaviour. Note also that the only functional dependence of � in z is through @zU . It is
shown in appendix that in the limit where � ! 0, the expression (26) can actually been expanded
as

w �
�

@zU
=

�0 ln
�
�k2�=@zU

�
+ �1

@zU
+ O(�k2�=@zU ); (27)

where k� is a typical horizontal wavenumber and �0 = 0 for isotropic forcing.



176 Annexe D: Application du mod�ele aux �ecoulements plans

Similar results can be obtained for the other Reynolds stresses huwi. One �nds [14] that the
Reynolds stresses diverge in the limit � ! 0 and can be written as

huwi =
�

@zU
; (28)

with

� =
�0@zU

�k2�
+ �1

ln
�
�k2�=@zU

�
@zU

+ �2 +O(�k2�=@zU ): (29)

A detailed proof of this can be found in [14] and will not be repeated here. We can, however,
make some remarks about the sign of � by using the following results: as shown in appendix,
the averaged product huwi can also be written as a function of the product of solutions of the
homogeneous part of (21) ~u ~w as:

huwi = �

Z �

��

d�

Z 1

0

dkh

Z 1

�1

dR(cos �@zU )

Z R

�1

h~u ~w(R;R0)idR0: (30)

In the inviscid limit, straightforward manipulations of (21) produces the following relation between
solutions of the homogeneous system

~u ~w = cos �

�
DR

�
~u2 � ~v2 + ~w2

2

�
�

cos �

sin �
DR [~u~v]�

1

sin �
DR [R~v ~w]

�
; (31)

Inserting (31) in (30) and exchanging the order of integrals over R and R0, we �nd

huwi =
�

@zU
;

� = �

Z �

��

d�

Z 1

0

dkh

Z 1

�1

dR0(cos �@zU )
2

�
~u2 � ~v2 + ~w2

2

�

�
cos �

sin �
[~u~v]�

1

sin �
[R~v ~w] j1R0 ; (32)

where the notation aj1R0 stands for a(1)� a(R0). Using the initial and asymptotic values of ~u, ~v
and ~w, one �nds �nally that

� = �

Z �

��

d�

Z 1

0

dkh

Z 1

�1

dR0

�
�
F?
u F

?
w (1 + R2

0) arctan(1=R0)

cos �

+
jF?

w j
2

2

�
1 + R2

0
� 2R0(1 +R2

0
) arctan(1=R0) � (1 + R2

0
)2 arctan2(1=R0)

sin2 �

cos2 �

��

=

Z �

��

d�

Z 1

0

dkh

Z 1

�1

dR0

3F

16�k2h(1 +R2
0
)

�
1�

sin2 �

cos2 �
arctan2(1=R0)

�
: (33)

Here, we have used (18) to simplify the expression. The expression (33), which is derived in the
inviscid limit, shows interesting features. First, note that removing the angular integration and
setting � = 0, we obtain the expression of � in the two-dimensional limit. This expression only
depends on F , and is clearly positive. This means that the \turbulent" Reynolds stress �huwi
has the opposite sign of the viscous stress �@zU . This result was previously obtained by [19]. It
might be a consequence of the inverse cascade of energy arising in two-dimensionnal turbulence.
In the three-dimensional case, the expression (33) is actually divergent, as noted in [14]. Taking
into account the fact that viscosity regularizes the Reynolds stress at � = �=2, here we note that
the divergence makes the expression of � negative. This means that for small enough � (large
Reynolds number), the turbulent stress can be expected to change sign and have the same sign as
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the viscous stress. This discussion is strictly only valid for isotropic forcing. It might be interesting
to investigate the e�ect of anisotropic forcing.

Summarizing, we have found that the two Reynolds stresses appearing in our model can be
expressed as (28) and (27). Here �, and � are function of z only via @zU and are the only
parameters (functions) appearing in our model. They are not arbitrary free parameters, however,
but are connected with the energy cascade from the large scales to the small scales. Of course,
the amount of energy cascading depends upon the �lter which is used, so these constants are
�lter-dependent. The exact values of � and � can be obtained, in principle, from a numerical LES
simulation where the contribution from the subgrid-scales, expressed by equations (28), and (27)
are computed self-consistently at each time step via the forces (8).

3.4 Resolved scale solution

Upon substitution of the Reynolds stresses by their expression, and neglecting the terms involving
the viscosity-which are important only close to the surface (but see Section 4.2, for inclusion of
these terms)- we get the resolved scale equations:

@z

�
�hU i

@zhU i
+

�

@zhU i

�
= �u2�g3(z) � h�xi: (34)

We now nondimensionalize the length by L = d (channel case) or L = h (boundary layer case) and
the velocities by u�. Note that � is dimensionally equivalent to an energy transfer (V 3=L). So we
may write:

� =
u3�
L
~�; (35)

where ~� is a non-dimensional constant. We stress here again that it might be �lter dependent,
and that its exact value can be obtained via a LES simulation. For the term �, we note that the
dimension of � is V 2=L. So, we write it:

� =
u2�
d
~�; (36)

where the~refers to nondimensionalized quantities, such as z=L. With this nondimensionalization,
and after one integration over ~z of (34), we obtain the ordinary di�erential equation

~�
~U

@~z ~U
+ ~�

1

@~z ~U
=

Z ~z

z0

(S(x) + h�xi) dx; (37)

Here, we have introduced the location z0 where the total (viscous plus turbulent) Reynolds stresses
vanish (e.g. z0 = 0 for channel ows). The mean pro�le can then be obtained via integration of
(37) as a function of z, for a given �lter shape, once the value of ~� and ~� is �xed. This shape
can be found in principle from a numerical implementation of our subgrid model. Leaving this
for future work, we prefer instead to examine the qualitative behaviour of the parameters of our
model, in order to construct qualitative analytical mean pro�les.

3.5 Qualitative behaviour of the model parameters

Our model involves three parameter functions: ~�, ~� and

H =

Z ~z

z0

�
~S(~z0) + h�1id~z

0
�
: (38)

Their qualitative behaviour can be found, for a given �lter shape, via their de�nition and their high
Reynolds number expansion. In the sequel, computations are done with a Gaussian �lter of width
l�, leading to g3(z) = N�1(l�) exp[�z2=(2l2�)], where N (l�) is a suitable normalizing quantity.
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The computation of the function H from its de�nition (38) is straightforward, and H is shown
in �gures 2 and 1. Note the linear (channel case) or constant (boundary layer) behaviour in the core
or bulk region, and the deviations from the linear law near the boundaries. To get the qualitative

Figure 1: Function H de�ned by (38) for a
channel with a Gaussian �lter.

Figure 2: Function H de�ned by (38) for a
boundary layer with a Gaussian �lter.

behaviour of ~� we use the expansion (27) and consider two interesting limits. In the near-wall
limit, @~z ~U ! u�d=�, and so the contribution proportional to �0 (logarithmic in @zU ) tends to zero.
Then, to leading order in the viscosity, ~� tends to a constant. In the core region, the forcing is
isotropic, and �0 tends to zero. Again, ~� is approximatively constant with only a weak Reynolds
number dependence. In the sequel, we shall therefore assume that ~� is piecewise constant (one
constant near the wall, matched to another constant in the core).

For ~�, we use expansion (27) and arguments similar to those used above: near the wall, we �nd
that ~� tends to a constant, with correction in the form of a power series in @z ~U � R+. Since the
turbulent Reynolds stresses at the wall must necessarily be zero, the constant is necessarily zero,
and the expansion of ~� starts with a term linear in (@zU �R+). This property is used in x4.2. In
the core, the forcing is isotropic, and �1 vanishes, giving no logarithmic correction in @zU to �.
Since @z ~U ! 0 in the core, the main behaviour of ~� is then constant, with corrections proportional
to (@zU )

2, see x4.1. Because of the isotropy in the core region, this constant is expected to be
negative.

4 Mean velocity pro�le in plane parallel geometry

4.1 Velocity defect laws in the core region

Equation (37) is valid far from the wall throughout the core region. To integrate it more easily, we
introduce the path variable

s = �

Z ~z

0

~�(z0)dz0R z0

z0
(S(x) + h�xi) dx

: (39)

In terms of this path variable (37) becomes simply

d ~U

ds
= (Uc � U ) ; (40)
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where Uc = �~�=~�. Since ~� and ~� are a priori both functions of s, Uc is also a function of s. In
the core region Uc is approximatively constant and (40) can be integrated to give

Uc � U = (Uc � UD) e
s�sD ; (41)

where sD is the value of the path variable at the edge of the core region (where our approximations
fail), and UD the value of the velocity at this location. Equation (41) is a velocity defect law,
where the universal scaling function depends on the path variable, i.e. on the forcing and surface
terms. Since these terms depends on the ow geometry, we can expect di�erent velocity defect
laws depending on the particular geometry of the ow.

4.1.1 Channel ows

In the case of channel ows, the surface terms are concentrated near the wall, and there is a constant
streamwise pressure gradient. The typical behaviour of H = dz=ds and s is shown schematically
in �gure 1 near the channel center. Near the center of the channel the surface terms vanish,
and for constant or slowly varying ~� the function H is linear in ~z, whiche produces a logarithmic
dependence of the path variable on ~z. Closer to the wall, the surface terms play a larger role, and
small deviation from the logarithmic behaviour for s appear. These deviations are not universal,
and depends weakly on the �lter shape.

With a logarithmically varying path variable (41) leads to an algebraic defect law for the mean
velocity

Uc � U = (Uc � UD)

���� zzD
����


; (42)

where  = �~�=h�xi. Oberlack [9] showed that this type of law is a consequence of a basic symmetry
of the Navier{Stokes equations. It corresponds to the solution with the highest degree of symmetry.
As such, he argued that the validity of this type of law is more likely to be con�ned to the channel
center (as we have found where) than in the near-wall region, as claimed by Barenblatt [4]. This
assertion was supported by a careful analysis of various high and low Reynolds number numerical
and experimental data [9]. At high Reynolds number (between 18 000 and 40 000), Oberlack found
 = 1:69, zD = 0:8d and Uc � UD = 4u�. At lower Reynolds number, the exponent of the power
law appeared to increase, suggesting that  depends weakly on Reynolds number. In terms of our
model this is not surprising, since  is proportional to ~�, i.e. inversely proportional to Uc, which
increases slowly with Reynolds number. The form of the dependence on Reynolds number can be
derived using similarity arguments [15]. One �nds that Uc = (1=K) lnR+ � Uc0, where K is the
von Karman constant, R+ = u�d=� is the Reynolds number based on the wall shear velocity and
Uc0 is a constant which may depend on the geometry. If this law is valid, and if � does not depend
on the Reynolds number, then our model predicts that the exponent of the algebraic law should
decrease like

 =
0

ln(R+=R+0)
:

This is exactly the dependence assumed by Barenblatt [4] and which leads, in the in�nite Reynolds
number limit, to the log defect law of the wall. Note, however, that we predict this behaviour for
the velocity defect law in the core region, using the outer variable z, while Barenblatt assumed
this law in the near wall region, using the inner variable z+ = R+(1 + z=d). A recent analysis of
superpipe data by Zagarola et al [11, 6] seems to contradict the theory by Barenblatt, while the
study of Oberlack [9, 12] seems to con�rm the existence of the algebraic defect law, even in the
pipe geometry.

4.1.2 Boundary layer

In the boundary layer, there is no pressure gradient, and surface terms are important both near
the surface and at the top of the boundary layer. The typical behaviour of H = dz=ds and s can
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then be shown by �gure 1: in the core of the boundary layer the surface terms vanish, and ~� and
the function H are constant, resulting in a linear dependence of the path variable on ~z. Near the
surface and at the top of the boundary layer the surface terms become more important, and small
deviations from the linear behaviour for s appear. As in the case of the channel, the deviations
are not universal and depend weakly on the �lter shape.

With a linearly varying path variable, the equation (41) leads to an exponential defect law for
the mean velocity

U1 � U = (U1 � UD) e
��z=zD ; (43)

where � = �~�=H(h=2). This type of law is also a consequence of a basic symmetry of the Navier{
Stokes equation [9]. The experimental validation of this law is di�cult, as discussed by Oberlack
[9]. To check it one needs to subtract the free velocity U1. Therefore, a few percent error in this
quantity results in a large error in the determination of the coe�cients, and a bad determination of
the universal curve in log-coordinates. Oberlack nevertheless obtained a very good agreement with
experimental data for � = 9:46, zD = �c, the Rotta{Clausius length, and U1 � UD = 10:34u�.

To our knowledge, our model is the �rst dynamical derivation of this exponential defect law
predicted by Oberlack on symmetry arguments. Our model also explains why this type of law
is observed in the boundary layer, rather than in channel ows: this appears to be linked to the
absence of pressure gradients.

4.1.3 Plane Couette Flow

Plane Couette ow represents an interesting special case: because of the antisymmetry of the
problem with respect to z ! �z, the mean ow is necessarily zero at the center. This has some
important consequences on energy production and transfers in the core: in a shear ow, energy
production and nonlinear transfers occur mainly as a result of interaction with the mean pressure
gradient, or non-local nonlinear interactions with the mean ow. We thus expect the \forcing"
(nonlinear energy transfer) on the small-scales to be zero at the core, i.e. ~� should zero at the
center of the channel. With zero ~�, we may rede�ne the path variable as:

s = �

Z ~z

0

~�dz0R z0

z0
(S(x) + h�xi) dx

: (44)

Since there are no pressure gradients, this path variable is linear in z, as in the boundary layer
case. The integration of (37) then leads to

U = �~z; (45)

where � = �=H(0). This linear law at the center is also a special case of symmetric solution
of Navier{Stokes equations [9]. In fact, it corresponds to the solution with the lowest degree of
symmetry. Investigation of experimental or numerical data led Oberlack to conclude that this
linear law was valid to very high accuracy over about 80% of the core region [9]. It is remarkable
that our model also leads to this linear case as a special outcome of the (anti)-symmetry of the
mean ow.

4.2 Near-wall region and universal log-laws

We just saw that our model leads to general predictions about mean equilibrium pro�les in the
core region which are in remarkable agreement with those obtained using symmetry by Oberlack
[9]. It is thus natural to investigate the kinds of predictions can we get from our model in the
near wall region. For this, we need the behaviour of our subgrid tensors near the wall. We use
(27) and (29) to perform simple Taylor expansions in the near wall region, as a function of @z ~U .
Speci�cally, we consider �rst the function ~�. For our subgrid tensors to be zero at the wall, as
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required by boundary conditions, we must have ~�+ ~� ~U = 0 at the wall. This is guaranteed if and
only if ~� is itself zero at the wall. We may then expand it near the wall as

~� = �0(@zU � R+) + �1(@zU � R+)
2 + � � � ; @zU ! R+ (46)

where �0 and �1 are some constants, and the Reynolds number R+ = u�L=� is the non-dimensional
value of the viscous ux at the wall. We have kept the largest relevant order, as we shall see later.
For ~�, we use the qualitative behaviour discussed in x3.5 and take it to be a constant (which can
be zero).

To obtain the equilibrium equation in the near wall region, we then substituted this development
into the original equation (14). After series expansions and rearrangements, these equations become
(after a change of variable from outer to inner variables ~z ! z+ = R+(1 + ~z))

1 +KR�~� ~U

_U
= KR�

�
z+

R�

� 1

�
+ (1 +KR�) _U; (47)

where the dot refers to a derivative with respect to z+ and we have introduced:

K =
1

R+(1� �1R+)
;

R� = R+ (1 + �0 � 2�1R+) : (48)

The equation (47) encompasses two kinds of variation: very close to the wall, for z+ � jR�j, where
� � �0 and U=R+ � 1, we have the usual viscous behaviour @z+ ~U = 1, ~U = z+. This suggests
that jR� should be interpreted as the size of the viscous sublayer, which is usually observed to be
of the order of 10 wall inner units. Further away from the wall, for jR�j � z+ < z0, the equation
can be simpli�ed to

1 +KR�~� ~U

_U
= Kz+: (49)

This equation has two types of solutions for slowly varying K, R� and ~�: when ~� is di�erent from
zero, the solution is algebraic in the inner variable

U �
1

KR�~�
=

�
U0 �

1

KR�~�

��
z+

z0

��

;

� = ~�R�: (50)

This solution is the generic near wall solution in the present model. It would be exactly the solution
proposed by Barenblatt [4] if we allow the (unknown) parameter � to decrease with the Reynolds
number like � � 1= ln(R+=R0). At the present time, we have no means to checking this possibility.
We note however that Zagarola et al.'s [6] analysis of the superpipe data indicates the existence of
a power law regime for 50 < z+ < 500 which would correspond to ~� = 0 and � = 0:137. In this
near wall region, curvature e�ects are very small, and the pipe geometry is equivalent to a plane
parallel geometry, so we may interpret this �ndings as a con�rmation of our generic solution.

When ~� = 0, we obtain the celebrated log law of the wall

~U =
1

K
ln z+ + B; (51)

which shows that K may be interpreted as the von Karman constant. Note that we can obtain an
exact expression of B in the case where R� and K are constants, independent of z+. Indeed, when
~� = 0, there is an exact analytical solution of (47)

�(z+) =

s
(1� z+=R�)2 + 4

1 +KR�

(KR�)2
;
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_U =
KR�

2(1 +KR�)

�
1�

z+

R�

+�

�
;

U = �
KR2

�

4(1 +KR�)

�
(1� z+=R�)

2 + (1� z+=R�)�(z+)
�

�
1

K
ln (2�(z+) + 2(1� z+=R�)) +

R�

2
+

1

K
ln

4(1 +KR�)

KR�

: (52)

Note that (52) is the generic two parameter formula describing the whole near wall behaviour,
from the viscous to logarithmic law. This formula is a direct consequence of our subgrid model,
and could be used, for example, to better estimate the friction velocity at the wall.

For z+ � R�, this solution reduces to

U =
1

K
ln z+ +B;

B =
1

2K
(1 +KR� + 2 ln(K)) : (53)

This �xes the value of B as a function of K and R�. The general formula agrees very well with
some old data on boundary layer, liked that compiled in [20]. In �gure (3), we show a comparison
of the formula (52) with the data of Kestin and al [20]. This best �t is obtained with R� = 16:35
and K = 0:425, resulting in B = 7:34. We also tried to �t our general formula with the most
recent Super Pipe data. The best �t, obtained with R� = 14:5 and K = 0:45, leading to B = 6:59
(independent of Reynolds number) is shown in �gure (4) where the solution (52) is compared
with the data taken at 26 di�erent Reynolds numbers spanning three decades. We resolve the
viscous to turbulent transition very well, and this �t captures the universal log-law observed at
the di�erent Reynolds numbers. However, in the transition zone between the viscous layer and the
log-region, there is an additional bump in the data which is not captured by the model. Looking
back at the data analysis by Zagarola et al., we see that this bump is associated with a possible
algebraic intermediate region. Such algebraic behaviour can be obtained within our model only if
~� is di�erent from zero. On the other hand, the existence of the log-law for z+ larger than a few
R� precludes the possibility that ~� is di�erent from zero for z+ � R�. We then explored a simple
re�nement of our procedure, in which ~� is taken as a constant over 0 < z+ < R�, and in which, for
universality reasons, this constant is proportional to the Reynolds number ~� = �0R+ (�gure 6).
Tuning the three constants K;R� and �0 in this new model, we get the best �t as shown in Fig.
(5) with K = 0:45, R� = 6:8 and �0 = 0:185. The �t is excellent over the whole spatial range, and
over the 4 decades of Reynolds numbers which, for a three parameter model, is encouraging.

4.3 Models for the whole ow

To push our model to its limit, we now use it to develop a single model for the entire ow region,
from the viscous layer to the core region or the top of the boundary layer (depending on the ow
geometry). For this, we employ matched asymptotic expansions between the core region (x4.1) and
the near-wall region (x4.2). The idea is to use the asymptotic constraints on ~� and ~� at the wall
and in the core, obtained through boundary conditions and the series (28) and (27). This results
in a constant ~� at the wall and in the core (the two constants can be di�erent). The asymptotic
constraints for ~� at the wall are given by (46). In the core, or at the top of the boundary, the
constraints are obtained by the requirement of a �nite subgrid tensor at the location @zU = 0 (the
channel center, or the top of the boundary layer). This �xes the development of ~� as

~� = �~�Uc + �z@zU � �t(@zU )
2 + � � � ; @zU ! 0: (54)

Here, Uc is the velocity at the channel center or at the top of the boundary layer, and �z and �t
are unknown functions of z. The parameter �t is the equivalent of a non-dimensional turbulent
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Figure 3: Velocity pro�les: : our model (line)
, Data of Kestin et al [20] (symbol)

Figure 4: Velocity pro�les obtained with our
model (line)(R� = 14:5, K = 0:45 et � = 0)
compared to the data of Zagarola [11] (sym-
bols): results for 26 value of R+ between
3:15E + 04 and 3:52E + 07.

viscosity (see x4.4). With this expansion, the total equation (14) becomes

~�(U � Uc)

(R�1
+ + �t)@zU

=
h�xi~z � �z

R�1
+ + �t

+ @zU: (55)

This equation is similar to the near wall equation, except that the \forcing function" Hcore =
(h�xi~z � �z)(R

�1
+ + �t). This suggested to us the following procedure for �tting the whole ow:

solve the equation
�eff + ~�effU

@zU
= Heff + @zU; (56)

where Heff is a continuous function going from its near wall behaviour H = �KR�=(1+KR�) to
the core behaviour Hcore, and �eff and �eff are simple smooth going from their near wall value
(see Section 4.2), to their "core" value (Section 4.1). We obtained the following results.

4.3.1 Channel ows

In this geometry, the integrated momentum ux must be zero at the center. This �xes �z = 0.
The simplest smooth function which extrapolates the near-wall behaviour, and is linear in the
core and zero at the center is shown in �gure 9. We �xed the constant in the near-wall region
so that the log-law is obtained with a von Karman constant of 0:45. We also �xed the velocity
at the center Uc. We are then left with three free parameters: the location of the transition
between near-wall and core behaviour zt (see �gure 7), the value of � and the value of R�, which
governs the viscous/turbulent transition. We varied the three parameters and used a least-square
procedure to choose the best value to �t the data. An example of a �t of the numerical data is
shown in �gure 7. We �tted the numerical data of Moser et al [21] which are available on the web
at http://www.tam.uiuc.edu/Faculty/Moser/Channel. The parameters for each of the three
Reynolds number are listed in table 1. This �t was obtained with the function Heff and ~� shown
in �gures 9 and 8. The corresponding turbulent momentum ux is shown in �gure 10. It agrees
very well with data from numerical simulations [18].
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Figure 5: Velocity pro�les obtained with our
model (line)(R� = 6:8,K = 0:45 et � = 0:185)
compared to the data of Zagarola [11] (sym-
bols): results for 26 value of R+ between
3:15E + 04 and 3:52E + 07.

Figure 6: Function �(z+) used in our model
to �t the data �gure (5)

Table 1: Parameter used for the �t of Moser's data

Reynolds zt R� �

178.82 -0.800 19. 1.04
392.27 -0.900 16. 1.68
587.19 -0.924 14. 1.85

4.3.2 Boundary layer

In this geometry, there is no pressure gradient, but there can be a non-zero integrated momentum
ux near the top of the boundary layer. The simplest smooth function extrapolating the near wall
behaviour and constant near the top of the boundary layer is shown in �gure 13. We �xed the
constant in the near-wall region so that the log-law is obtained with a von Karman constant of
0:44. We also �xed the velocity at the top of the boundary layer to U1. We are then left with
three free parameters: the location of the transition between near-wall and core behaviour zt (see
�gure 11), the value of � and the value of R�, which governs the viscous/turbulent transition. We
varied the three parameters and used a least-square procedure to choose the best value to �t the
data. An example of a �t to the numerical data of Nockemann and al [22] is shown in �gure 11.
This �t was obtained with the function Heff and ~� shown in �gures 13 and 12.

4.4 Discussion

Traditional stochastic averaged approaches for shear ows usually attempt to model the entire
Reynolds stress �13 = h(u+ U )(w +W )i. In the present approach, however, we �rst use a spatial
vertical �lter to separate the velocity into its resolved and subgrid-scale parts, and then model
each term separately via a non-local approximation. We obtained the �nal result,

�13 =
� + �hU i

@zhU i
; (57)
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Figure 7: Velocity pro�le at Re = 587.19: Moser's Data [21] (symbol), our analytical law (line).

Figure 8: Function ~�eff (~z) used to �t the data
in �gure (7)

Figure 9: Function Heff (~z) used to �t the
data in �gure (7)

where � and � are a priori functions of @zU only and depend on the energy transfers from the
resolved to the subgrid scales. In addition, their behaviour is not known a priori , but we were able
to obtain their near wall and core behaviour from asymptotic expansions, which provides a more
quantitative picture of �31. Using this expansion the Reynolds stress can be put in the form

�31 = ��t�@~zhU i + �� +
�0 + �0hU i

@zhU i
; (58)

where �t�, ��, �0 and �0 are constants which are di�erent in the near-wall and core regions. The
�rst term in (58) is the standard eddy-viscosity. A striking consequence of this result is that in
order to �t the whole turbulent channel ow data, one needs to impose a positive eddy viscosity
at the wall, of the order of �t = KR�u

2
�=� � 3u2�=�, and a negative eddy viscosity at the core,

of the order of �t = �3=(2R+). This last result is in good agreement with a previous theoretical
asymptotic expansion for periodic shear ows (no boundary or wall regime), which showed that
any eddy viscosity will necessarily become negative beyond a certain critical Reynolds number [23].

Our asymptotic expansion, based on a physical subgrid-scale model, allowed us for the �rst
time to obtain an analytic expression for the transition between the viscous- and log-layer. This
formulation depends on three parameters: the von Karman constant K, the size of the viscous
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Figure 10: Turbulent momentum ux �31

Figure 11: Velocity pro�le at Re = 20 920: Nockemann's Data [22] (symbol), our analytical law
(line).

layer R�, and � which characterizes the mean forcing acting on the subgrid velocities in the mean
streamwise direction. The �rst two parameters are su�cient to describe the transition from the

linear viscous pro�le near the wall, to the log-pro�le away from the wall. The third parameter
� is required to describe the \bump" observed in the high Reynolds number superpipe data.
This parameter, however, does not correspond to any classical turbulent viscosity. It is therefore
interesting to compare our formulation, with previous empirical models of the turbulent subgrid-
scale tensor. This is traditionally obtained via a turbulent viscosity model

�13 = �t@zU; (59)

where �t is the turbulent viscosity. In order to reproduce accurately the pro�le variations near the
wall one is usually forced to take a turbulent viscosity that varies with z, such that it is zero at
the wall. One popular model [24] includes exponential damping of the viscosity at the wall, over
some characteristic length scale l� = 26�=u�. In our case, we have taken into account the near-wall
damping in our asymptotic expansion. It occurs over a length-scale l� = R��=u� � 7�=u�. The
shape of the damping in our case, can be found by comparing (59) with (58). Our description
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Figure 12: Function ~�eff (~z) used to �t the
data in �gure (11)

Figure 13: Function Heff (~z) used to �t the
data in �gure (11)

corresponds to an \e�ective" turbulent viscosity

�
eff
t = �t� +

��

@zhU i
+
�0 + �0hU i

(@zhU i)2
: (60)

Thus, in our model the damping occurs self-consistently via the velocity gradients.

It is also interesting to interpret the \turbulent" length scale implied by our model. This
length-scale appears when the turbulent viscosity is expressed as a function of the mean shear
@zhU i:

�t = C`2@zhU i: (61)

Comparison of our model with (61) shows that the two models are compatible provided the tur-
bulent length-scale varies like

` �

q
~� + ~�U

@zhU i
: (62)

Near the wall, the velocity pro�le is logarithmic and the mean velocity is small so the corresponding
length-scale varies linearly with the distance from the wall. This is in agreement with the standard
single length-scale description of turbulent ows near wall. Farther from the wall the change in
length-scale depends on the geometry. For channel ows, one can actually show that the mean
velocity pro�le in the core region varies algebraically (see x4.1) with the distance from the core,
and one can expect a weak variation of the length-scale in the bulk of the ow, followed by a
divergence at the center of the channel. This divergence may explain the scatter in measurements
of the turbulent length-scale at that location. Note that the inverse dependence of the length-scale
(62) on the mean gradient is similar to the empirical description of the length-scale proposed by
Hunt et al [25],

1

`
=

A

z+
+ B

@zUp
hw2i

; (63)

where z+ is the distance from the wall, and A and B are arbitrary parameters. This description
gives the same qualitative behaviour as ours: near the wall the behaviour is dominated by the �rst
term (giving the usual linear law for the length scale), while far from the wall the second term
dominates (giving a linear dependence of 1=` with the mean velocity gradient). This is precisely
the dependence predicted by our model.
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5 Summary

In this paper we have developed a new model for plane parallel ows which involves no adjustable
parameters. This model involves the coupling of two dynamical equations: one for the resolved
scales (which depends upon the Reynolds stresses generated by the subgrid motions), and one
for the subgrid-scales (which can be used to compute the subgrid-scale Reynolds stresses). The
subgrid-scales evolve according to a linear inhomogeneous equation, which is forced by the energy
cascade from resolved to subgrid-scales. Under the assumption of ��correlations of the forces the
subgrid-scale equation can be formally integrated, which leads to an expression for the subgrid-
scales as a function of the resolved motions only. Again, this expression involves no adjustable
parameters.

We then used this analytical expression for the subgrid scales to study the possible equilibrium
pro�les arising in a plane geometry. In the core region our classi�cation of the equilibrium pro�les
agrees with the system derived by Oberlack [12] from the basic symmetries of the Navier{Stokes
equations. This shows that our model respects all the basic symmetries of the Navier{Stokes equa-
tions. In the near-wall region we used an asymptotic expansion to obtain a theoretical description
of the complete transition region between the viscous layer and the log-region. We showed that
an excellent �t to the recent data from the Super Pipe experiments can be found from our theory,
which includes a new quantity describing the e�ect of the energy cascade from resolved to subgrid-
scales. Finally, we showed that our formulation allows the description of the equilibrium pro�les
across the whole turbulent channel via a simple matching procedure.

From a theoretical point of view, it is interesting to compare the output of our approach with
the recent similarity theories of Barenblatt [4] and George et al. [7, 8]: in the near wall region,
we obtain that the relevent scaling variables are the friction velocity and the inner legnth scale
z+, in agreement with George. We also predict two di�erent possible near-wall velocity pro�les,
the algebraic pro�le of Barenblatt and George, or the more traditionnal logarithmic pro�le. The
selection of one or the other is made according to the properties of the forcing coming from the
energy cascade from large to small scales (see also [14]) which we cannot study analytically. On the
other hand, we have no clear indication that the exponent of the possible power law is Reynolds
number dependent (like predicted by Barenblatt and George), nor do we obtain the shifted log-
arithmic law predicted by George (our general formula is given in (52) and is more complicated
than a pure shifted log-law). In the core region, we obtain that the relevent scaling variables are
the central velocity and the outer lenth scale z=d, in agreement with George. We obtain various
di�erent velocity defect laws according to the geometry: in channel ows, we predict the occurence
of algebraic (or logarithmic, for very special energy cascades) velocity pro�les, in agreement with
George. For zero-pressure boundary layer, however, our prediction is an exponential velocity pro-
�le, in contradiction with the algebraic prediction of George. Note that exponential laws might
sometimes be confused with algebraic laws with very large exponent in a data analysis involving
large error bars. This is typically the case of boundary layer experiments, since the determination
of the velocity defect law implies the very precise knowledge of the asymptotic velocity, which is
not always available.

Together, these results con�rm the interest of our new subgrid-scale approach, which uses
an approximation to subgrid-scale velocities to compute the subgrid-scale Reynolds stresses (and
hence equilibrium ow pro�les). We are now attempting to numerically integrate our set of coupled
equation in order to �nd completely quantitative solutions to the problem of plane parallel ows
at high Reynolds number.
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Appendices

In these series of appendices, we present a number of technical results necessary in the derivation
of our resolved and subgrid equations.

5.1 Filter and average

5.1.1 De�nition

In order to distinguish between large and small scales we introduce a �lter function g(x). For
reasons of convenience which will become clear in x2.2, we choose the following separable function

g(x) = �igi(xi); (64)

where gi are positive functions, which are normalized to unity with a characteristic length-scale l�i .
Thus, we can write them as

gi(xi) =
1

l�i
~gi

�
xi

l�i

�
; (65)

where the ~gi are functions which decay rapidly when their argument is larger than one. The choice
of the characteristic length-scales l�i will be discussed further in x3. Physically, this scale represents
a scale intermediate between the scale of the resolved �eld, L, and the scale of the subgrid �eld l.
In the sequel, we shall assume that the ratio l=L is a small parameter, called the scale separation.

Note that the �lter inuences our results via constants which are �lter dependent. We shall
mention this dependence where appropriate. Using this �lter, we can now decompose the velocity
�eld into its mean (large-scale) and its uctuating (small-scale) contribution,

u(x; t) = U(x; t) + u0(x; t);

U(x; t) � u =

Z
g(x� x0)u(x0; t)dx0: (66)

Notice that our �ltering only concerns spatial scales, not time scales. In experimental measure-
ments, however, time and space �ltering are often linked because of the use of the Taylor hypothesis.
In this spirit, we allow the possibility of adding time �ltering to our spatial (or scale) �ltering.
This freedom will be used in our analytical computations, to assume a ��correlation in time. We
now summarize some salient properties of our �ltering procedure.

5.1.2 Properties

Note that we are employ scale �ltering, and not a statistical �ltering via the usual ensemble averag-
ing. This scale �ltering is in the spirit of LES, where large and small scales are modelled separately
in order to improve computational e�ciency. In the present case, the separation between large and
small scales is dictated by physical considerations (x3) which only apply because of the scale di�er-
ence (scale separation) between the two components. This means that our hypothesis might not be
valid for ensemble averaging. This also means that we should be cautious when averaging, since for
example the �ltering of the product of two �ltered quantities is not necessarily the product of the
�ltered quantities: �u�v 6= uv. This is because the beating of two small (intermediate) wavenumbers
can produce a large wavenumber, if the scale separation between the large and the small-scale is
not enough. Similarly, the �ltering of a product of a small-scale quantity and a large-scale �ltered
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quantity is not necessarily zero, since the beating of a large and small (intermediate) wavenumber
can produce an intermediate wavenumber. As we shall see, this di�erence produces additional
terms in the averaged equations with respect to the usual Reynolds average, based on ensemble
averaging.

Another important di�erence between the LES �ltering and the ensemble average is in the com-
bination of derivatives and averaging: for ensemble averaging, derivatives and averaging commute.
For LES �ltering, this is not the case in general. To see this, consider the average of some derived
quantity, say @xu, and integrate by parts over x0. We get:

@xu =

Z
g(x � x0)@x0u(x0)dx0;

=

Z
dydzg(x � x0)u(x0)jx

max

xmin

Z
(@x0g(x � x0))u(x0)dx0: (67)

By symmetry, the derivative over x0 in the second term of the r.h.s. of (67) can be changed into
minus a derivative over x, which can then be taken out of the integral, giving a term @xu. We
then see that average and derivative commute only if the surface term (the �rst term in the r.h.s.)
is zero. If not, this term has to be taken into account in the derivation of LES equations. When
dealing with unbounded systems, this problem of commutativity is not important, since one usually
considers physical quantities which tend to zero at in�nity. The non-commutativity arises in �nite
size systems, where boundary conditions may reect some physical processes. In plane parallel
ows this is the case in the vertical direction at the bottom of the layer where we have to take into
account the momentum and heat ux at the surface z = 0.

Finally, we can use the scale separation l=L� 1 to get estimate of the average of resolved (or
subgrid quantities) because the scale of g is just intermediate between l and L. So, it is large with
respect to l, and small with respect to L. We then �nd, for a quantity Q with average Q and
subgrid part Q0

Q =

Z
g(x � x0)Q(x0)dx0;

� Q(x)

Z
g(x � x0)dx0 = Q(x);

Q0 =

Z
g(x � x0)Q0(x0)dx0;

� g(x)

Z
Q0(x0)dx0: (68)

Here, we have used the fact that Q is a slow function with respect to g and can be taken out of
the integral. In the same way, g is a slow function with respect to Q0 and can be taken out of the
integral. This approximation is valid up to order �� = l�=L � l=l� (if we take l� as the geometrical
mean of the large and small scales.)

5.2 Gabor transform

5.2.1 De�nition

Our ultimate goal is to write an equation for the small (subgrid) scales, as a function of the large
(resolved) scales. However, we would like to take into account the fact that the small scales are
strongly inhomogeneous in space. A good way of representing inhomogeneous �elds is to decompose
them into wave packets, using for example, the Gabor transformation [27]

û0(x;k; t) =

Z
f(x � x0)eik�(x�x

0
)u0(x0; t)dx0: (69)
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For reasons of convenience which will become clear later, we choose here f(x) =
p
g(x) (since g is

a positive function, this is always possible). We could also have achieved the same decomposition
using a wavelet transformation [28], but it is more complicated for analytical computations.

5.2.2 Useful properties of the Gabor transform

A few properties of the Gabor transformation (69) are worth mentioning at this point. First, the
inverse Gabor transform is easily obtained by an integration over k

f(0)u0(x; t) =
1

(2�)D

Z
û0(xk; t)dk: (70)

Secondly, we note that as in �ltering, the commutation of Gabor transform and partial derivative
is subject to surface terms which depend on the boundary conditions (for reasons analogous to
those given in x5.1.2). Also, there is an interesting approximation to the derivative of the Gabor
transform,

@iû0 � ikiû0 +O(1=(Lk)); (71)

where L is the typical scale of the large-scale ow. Technically speaking, � = 1=(kL) labels the
scale separation between the large scales and the small scales. It is a parameter less than one.
Rigorous expansions in terms of this parameter are possible [26, 27], but for pedagogical reasons
we shall give here more heuristic derivations of the equations. Thirdly, it is interesting to consider
the Gabor transform of a quantity involving the product of a function varying over large scales
(e.g. U) and a function varying over small scales (e.g. u0):

Ûu0 =

Z
f(x � x0)eik�(x�x

0
)U(x0; t)u0(x0; t)dx0: (72)

Because the kernel f varies over scales of the order of 1=kc, while U varies over scales of the order
L, one can Taylor expand the function U around the point x0 as a function of �. To �rst order in
�, and after integration by parts, we obtain

Ûu0(x;k; t) = U(x; t)û0 + iri (Uj(x; t))rkiû
0: (73)

This expansion will be useful in our derivations.
Finally, it is interesting to consider the average of the product of two small-scale quantities, e.g.

the Reynolds stress u0iu
0
j. Using our de�nition of �ltering (66) and the fact that (2�)D�(x0�x00) =R

eik(x�x
0
)e�ik(x�x

00
)dk and f2 = g, we can write the Reynolds stress at point x and time t as a

function of the Gabor transform,

u0iu
0
j =

1

2(2�)D

Z
(û0i(k;x; t)û

0
j(�k;x; t)

+û0i(�k;x; t)û
0
j(k;x; t))dk: (74)

5.3 Scale separation and asymptotic expansion

5.3.1 Spectra and choice of the cut-o�s

The de�nition of our �ltering involves the choice of the characteristic length-scale of the �lter. To
choose this scale in a physically meaningful way we can use the spectral measurements of [29].
Their result indicates that the streamwise and vertical velocity components of a wall-bounded
turbulent ow have di�erent spectral characteristics. Both are characterized by a Kolmogorov

energy spectrum at small scales (E(k) � k
�5=3
x ), and by an approximately at spectrum at large

scales. However, the wavenumber of the transition between the two regions is approximatively one
order of magnitude larger for the vertical component than for the streamwise component (where
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an additional transition region where E(k) � k�1x is present over one decade before the spectrum
attens). These features suggest choosing the �ltering scale to be the scale corresponding to the
peak wavenumber of the vertical velocity spectrum. In this way, we can expect the resolved vertical
velocity to be smaller than the streamwise resolved velocity, enabling a substantial simpli�cation
of the resolved and subgrid-scale dynamics. Since this scale will nevertheless correspond to an
inertial range scale of the streamwise velocity spectrum, the subgrid streamwise velocities should
still be much smaller than the resolved streamwise velocities. This guarantees that the dynamics
between small and large scales will be essentially non-local (i.e _between resolved and subgrid scales
only) at the subgrid level, allowing for a linearization of the small-scale dynamics, and, therefore,
analytical solutions.

5.3.2 Dimensional estimates

Domaradzki et al [16] studied the energy transfer between resolved and subgrid-scales in a channel
ow, and found certain remarkable results detailed in x2.2. These results can actually be justi�ed
by simple dimensional analysis, as we show now. We introduce a small parameter, � = lx=Lx,
labeling the ratio between the typical scale of the subgrid streamwise velocities, lx, and the typical
horizontal scale of the resolved large-scale velocities Lx. Because of the Kolmogorov spectrum, we
can estimate the ratio of the subgrid horizontal velocity u0 to the resolved horizontal velocity U as
(lx=Lx)

1=3 = �1=3. If we consider the case of an in�nite plane channel ow in the y�direction, all
dimensional arguments are equivalent for U and V components. Now, because of incompressibility,
we have the following relation,

u0

lx

lz

w0
� 1; (75)

where lz is a typical subgrid vertical scale. In the previous section, we chose the cut-o� to be
isotropic at the subgrid level (lx � lz), leading to u0 � w0 from (75). The natural anisotropy
of the plane parallel ows however shows up at the resolved level, where we have Lx � Lz,
where Lz is a typical resolved vertical length. In the sequel, we shall assume for simplicity that
Lz � l�z , the scale of the �lter in the vertical direction, so that lz=Lz = �� � 1. With these
dimensional considerations, we can provide asymptotic estimates of the nonlinear terms appearing
in the resolved and subgrid equations, given in table 2. The estimates are found using the following
rule: the reference quantity is indicated in the table by an estimate 1, derivatives at a resolved scale
correspond to bringing down a factor 1=Lx or 1=Lz, derivatives at the subgrid level are estimated
by bringing down a factor 1=lx or 1=lz. Correlations are neglected in the estimation: for example, a
factor uw will be estimated simply by uw, where u and w are characteristic subgrid-scale velocities.
One can estimate the order of the V equation terms by the transformation x ! y , U ! V and
u! v.

From the results in the table 2, one can see that the subgrid Reynolds stresses involving subgrid{
subgrid interactions are indeed much smaller than the Reynolds stresses involving resolved{resolved
interactions, and are in general also smaller than Reynolds stresses involving resolved{subgrid in-
teractions. At the subgrid level, the supergrid-scale transfers from subgrid{subgrid interactions
are also in general smaller than supergrid transfers coming from (non-local) interaction involving
a resolved and a subgrid-scale. This observation could be used to justify our non-local approxima-
tions, which consists in neglecting any subgrid{subgrid interaction for describing the subgrid-scale
dynamics.
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Table 2: Asymptotic estimate of nonlinear terms appearing in the resolved-scale and subgrid-scale
equations

NL term Q Relevant equation. Resolved Q Subgrid Q� Q

@xU
2 U or u U

w
Lz
Lx

� �2=3 ��1�
U
w
lz
lx

� ��1=3

@yUV U or u V
w
Lz
Ly

� �2=3 ��1�
V
w
lz
ly

� �1=3

@zUW U or u W
w

� �2=3 ��1�
W
w

� �2=3 ��1�
@xUu U or u u

w
Lz
Lx

� � ��1�
u
w
lz
lx

� 1

@yUv U or u v
w
Lz
Ly

� � ��1�
v
w
lz
ly

� 1

@yV u U or u V
U

u
w
Lz
Ly

� � ��1�
V
U

u
w
lz
ly

� 1

@zUw U or u 1 1

@zWu U or u W
U

u
w

� � ��1�
W
U

u
w

� � ��1�
@xu

2 U or u u
U

u
w
Lz
Lx

� �4=3 ��1�
u
U

u
w
lz
lx

� �1=3

@yuv U or u u
U

v
w
Lz
Ly

� �4=3 ��1�
u
U

v
w
lz
ly

� �1=3

@xuw U or u u
U

� �1=3 u
U

� �1=3

@xWU W or w U
w
Lz
Lx

� �2=3 ��1�
U
w
lz
lx

� ��1=3

@yWV W or w V
w
Lz
Ly

� �2=3 ��1�
V
w
lz
ly

� �1=3

@zW
2 W or w W

w
� �2=3 ��1�

W
w

� �2=3 ��1�
@xWu W or w u

w
Lz
Lx

� � ��1�
u
w
lz
lx

� 1

@xwU W or w U
W

Lz
Lx

� 1 U
W

lz
lx

� ��1 ��

@yWv W or w v
w
Lz
Ly

� � ��1�
v
w
lz
ly

� 1

@ywV W or w V
W

Lz
Ly

� 1 V
W

lz
ly

� ��1 ��

@zWw W or w 1 1

@xuw W or w u
W

Lz
Lx

� �1=3 u
W

lz
lx

� ��2=3 ��

@yvw W or w v
W

Lz
Ly

� �1=3 v
W

lz
ly

� ��2=3 ��

@xw
2 W or w w

W
� ��2=3 ��

w
W

� ��2=3 ��

5.4 Forcing in the ��correlated approximation

For our asymptotic expansions, it is of interest to derive some properties of the forcing in the
space and time ��correlated approximation. The properties we �nd here can be generalized to the
less restricted case of Gaussian forcing [14], but the proofs are more complicated. Consider the
following time average,

F̂ (kx; x; t1)F̂ (ky; y; t2) =

Z
dx0dx00eikx(x�x

0
)+iky(y�x

00
)F (x0; t1)F (x00; t2); (76)

where F is a space and time correlated forcing, so that

F (x; t1)F (y; t2) = A2�(x� y)�(t1 � t2): (77)

Using the de�nition (77) and after a change of variables x" = � + x00, x00 = u + x+y
2
, we can

re-express (76) as

F̂ (kx; x; t1)F̂ (ky; y; t2) = A2ei(kx�ky)(x�y)=2Z
du e�i(kx+ky)uf(�u + (

x� y

2
))f(�u � (

x� y

2
))�(t2 � t1): (78)
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In the sequel, we shall consider averages in (78) only for rays emanating fro the same origin (x; k),
i.e. for x, y, kx and ky obeying

xi = x �U(t� ti); ki = k+r(Uk)(t � ti): (79)

This means that x� y can be taken as 0 in (78), and that the time � can be replaced by
�(kx � ky)=(@zU cos �) in simple shear ows. We then �nd that for rays with the same origin

F̂ (kx; x; t1)F̂ (ky; y; t2) = �
A2

cos �@zU

Z
e�i(kx+ky)uf(�u)f(�u)�(ky � kx)du; (80)

which is a function only of, say, kx. This independence of spatial coordinates x or y is crucial in
allowing the coe�cients in the expansion of ~� to be independent of the position.

5.5 Analytical solutions of small-scale equation

In this appendix, we provide the analytical solution to the system of ray equations (21). To solve
this system of equations, we �rst solve the homogeneous system (i.e. with Fu = Fv = Fw = 0).
First, we note that by introducing

(uy; vy; wy) = (û; v̂; ŵ)D;

D = exp

�
�k2

@zU

�
R+ R3=3

��
; (81)

we can eliminate the viscous terms from the homogeneous equations. The ray equations can then
be integrated in the standard way, starting from ŵ. We �nd three independent solutions to the
homogeneous system, two trivial ones,

ŵ1 = v̂1 = 0; û1 = D;

ŵ3 = û3 = 0; v̂3 = D; (82)

and a more complicated one,

û2

D
= � cos �

R

1 +R2
+

sin2 �

cos �
atanR

v̂2

D
= � sin �

�
R

1 +R2
+ atanR

�
;

ŵ2

D
=

1

1 + R2
: (83)

Now, we introduce the 3 by 3 matrix K(R) whose columns are made up of the three independent
solutions. We also introduce the vector F = (@zU cos �)�1(F?

u ; F
?
v ; F

?
w ). The general solution of

the inhomogeneous system (21) can then be written �(R) = (û; v̂; ŵ), with.

�(R) = K(R)K�1(R0)�0 +K(R)

Z R

R0

K�1(r)F(r)dr: (84)

Taking as initial condition � = 0 at R0 = �1 (no small-scales at t = �1), we can �nally write
the general solution as

�(R) =

Z R

�1

K(R)K�1(r)F(r)dr: (85)

Note that the integrand is just the solution of the homogeneous system, with initial condition
�(R = r) = F(r). This point is used in x4. Also, consider a product of two components of �, say
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�u�
�
w = ûŵ�. Upon using (85), and the de�nition of the average using Gabor transform (74), we

can write

huwi =
2X

j;l;j0;l0=1

X
d�khdkhdR

Z R

�1

dr0

Z R

�1

dr1K1j(R)K
�
1j0(R)Kjl(r0)K

�
j0l0 (r1)hFl(r0)F

�
l0 (r1)i:

(86)
Because of the delta correlations of the force (see Appendix 5.4), the average brings down a factor
� cos �@zU��(r1 � r0) (because t � t0 = � cos �@zU (R � R0), where � is a typical time scale
(necessary for dimensional reasons). So after integration over say, r1, (86) becomes

huwi = �@zU�

Z
cos �d�khdkhdR

Z R

�1

dr0k

2X
j;l;j0;l0=1

K1j(R)K
�
1j0(R)Kjl(r0)K

�
j0l0 (r1)hFl(r0)F

�
l0 (r0)i:

(87)
Here, the integrand of (87) is just the product of two solutions of the homogeneous system with
initial condition �(R = r) = F(r). This property is also used in x4. We stress once again that this
simpli�cation is only valid when one performs the averaging procedure.

5.6 Divergences

The expression (26) for w involves a divergence in the inviscid limit, which can be used to study
the asymptotic expansion of ~�. The divergence actually occurs at � = ��=2 due to the inverse
cosine factor. To study it, we use symmetries of the forcing to write the � dependent part of the
integral as

Z �

��

d�
F?
w

cos �
e
��k2h

Z R

R0

(1 +X2)dX= cos � @zU
= 4

Z �=2

0

d�
F?
w

cos �
e��= cos �; (88)

where � = �k2h
R R
R0
(1 + X2)dX=@zU will be our small parameter in the limit � ! 0 (see [14].) A

change of variables cos � ! s allows us to write the integral involved in (88) as

4

Z 1

0

�
F?
w (s)

s
p
1� s2

�
F?
w (0)

s

�
e��=s + 4

Z 1

0

F?
w (0)

s
e��=s: (89)

The �rst integral is convergent at s = 0, and its leading-order approximation can be easily found
by expanding the exponential. The second integral is proportional to the exponential integral

function Ei(x) =
R 1
0
e�t=xdt=t, whose expansion near x = 0 is

Ei(x) = C + lnx+O(x);

where C is Euler's constant. Overall, the expansion for w is

w =
�

@zU
;

� = �0 ln�+ �1 +O(�);

�0 = �4

Z 1

0

khdkh

Z 1

�1

dR

Z R

�1

F?
w (0; kh; khR0)

1 + R2
0

1 + R2
;

�1 = �4

Z 1

0

khdkh

Z 1

�1

dR

Z R

�1

1 +R2
0

1 +R2

Z
1

0

ds
�
CF?

w (0; kh; khR0)

+
1

s

0
@F?

w

�
khs; kh

p
(1� s2); khR0

�
p
1� s2

� F?
w (0; kh; khR0)

1
A
3
5 : (90)

In the isotropic case, (when F?
w only depends on kh(1 + R2

0
), symmetries of the integral de�ning

�0 make it equal to 0).
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Si quelqu'un, en l'�eveil de son intelligence, n'a pas �et�e capable de s'enthousiasmer pour

une telle architecture, alors jamais il ne pourra r�eellement s'initier �a la recherche th�eorique.

A. Einstein ( ... en parlant de la g�eom�etrie d'Euclide )


