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IntroductionDu fait du rayonnement synchrotronique, les collisionneurs circulaires e+ e� de haute�energie sont actuellement limit�es dans la course aux �energies de plus de 100 GeV. Uneparticule charg�ee dont la course est in
�echie par un champ magn�etique �emet en e�etun rayonnement �electromagn�etique dont la puissance est proportionnelle �a son �energie�a la puissance quatre et inversement proportionnelle au carr�e du rayon de courbure desa trajectoire. A l'heure actuelle, la plus grande de ces machines est le LEP op�erant auCERN; d'une circonf�erence de 27 km, elle am�ene les deux faisceaux �a une �energie prochede la centaine de GeV (85 GeV actuellement pour le LEP II, avec l'espoir d'atteindre les100 GeV par faisceau).L'un des buts des collisionneurs dans un futur proche est de porter les deux faisceaux �a une�energie comprise entre 250 et 500 GeV a�n de poursuivre l'id�ee du mod�ele Standard par une�etude d�etaill�ee des propri�et�es physiques du quark Top (masse, processus de d�esint�egration,etc.) et �eventuellement par la d�ecouverte du boson de Higgs. L'existence du Top a �et�econ�rm�ee tout r�ecemment par son observation directe faite au Tevatron (collisionneur pp),sa masse �etant estim�ee aux alentours de 175 GeV: mt = 174 � 6 GeV [1]. Le principalm�ecanisme de production du quark Top dans une collision e+ e� passe par le processusd'annihilation (canal s) [2] e+ e� 
;Z�! tt :Le seuil de production de paires tt se situe donc au{del�a des 350 GeV et l'extrapolation duLEP �a une telle �energie, en gardant la même puissance rayonn�ee, donnerait une machinedont la circonf�erence d�epasserait 250 km. D'un point de vue �economique, il est clair quecette voie est inacceptable.Une alternative permettant d'atteindre les �energies d�esir�ees et utilisant des machines detaille relativement raisonnable se base alors sur le principe d'un collisionneur lin�eaire: �al'aide de deux acc�el�erateurs lin�eaires se faisant face, les deux faisceaux sont amen�es jusqu'�aleur point de collision (IP) puis �elimin�es ou recycl�es.L'autre d�e� des collisionneurs e+ e� de haute �energie est l'obtention d'une luminosit�e �elev�ee15



au point de collision de l'ordre de 1033{1034 cm�2 s�1 pour l'investigation d'�ev�enementstr�es rares. Par d�e�nition, le nombre _N d'�ev�enements observ�es par unit�e de temps pour unprocessus donn�e est li�e �a la luminosit�e L par la relation_N = � Lo�u � est la section e�cace de collision du m�ecanisme consid�er�e. Prenons alors pour exemplela production de paires tt par le processus cit�e pr�ec�edemment pour lequel la sectione�cace atteint son maximum aux alentours de ps�380 GeV (pour mt = 175 GeV),�max�1 pb=10�36cm2 [2], puis d�ecrô�t typiquement en 1=s au{del�a (comme c'est en g�e-n�eral le cas pour tous les processus d'annihilation lepton{antilepton ou quark{antiquark).Pour une �energie de Ecm=ps=500 GeV dans le r�ef�erentiel du centre de masse des deuxfaisceaux e+ e� et pour une luminosit�e de l'ordre de 1033 cm�2 s�1 (soit entre un et deuxordres de grandeur au{dessus des valeurs de luminosit�e actuellement obtenues par LEP II),le nombre de paires tt produites par heure de fonctionnement de la machine serait doncN � 10�36 �380500�2 � 1033 � 3600 � 2 paires tt par heure,ce qui est peu!La luminosit�e est par cons�equent le param�etre important permettant d'�evaluer la perfor-mance d'un collisionneur. Cette derni�ere d�epend principalement des trois quantit�es sui-vantes:{ la fr�equence frep de r�ep�etition des collisions.{ le nombre de particules Ne interagissant par collision.{ la surface transverse des deux faisceaux ��x��y lors de leur collision.Les deux premiers sont l'atout majeur des machines circulaires. En revanche, il n'est paspossible d'y focaliser trop fortement les deux faisceaux au point d'interaction en raisond'e�ets d'instabilit�e faisceau{faisceau qui peuvent conduire �a leur perte. Le dernier deces trois param�etres est quant �a lui le point fort des acc�el�erateurs lin�eaires: puisque lesfaisceaux sont �elimin�es apr�es collision, il devient possible d'op�erer dans un r�egime o�u leurtaille respective est extrêmement petite (situ�ee dans l'�echelle nanom�etrique).Le projet TESLA est l'un des cinq projets 1 de collisionneurs lin�eaires �etudi�es actuelle-ment dans le monde. L'option supraconductrice d�efendue dans TESLA et qui repose sur1. avec les projets d'acc�el�erateurs �a cavit�es en cuivre de diverses longueurs d'onde: CLIC au CERN,JLC au Japon, NLC �a SLAC et SBLC en Allemagne16



l'existence d'un gradient acc�el�erateur de 25 MV/m dans les cavit�es apporte par rapportaux projets de collisionneurs en cuivre les atouts majeurs suivants:{ la plus grande longueur d'onde HF: f0 = 1:3 GHz.{ le meilleur rendement puissance faisceau sur puissance �electrique totale de l'ordre de20%.{ le plus grand cycle utile �egal �a 0.5% (produit de la fr�equence de r�ep�etition par lalongueur de l'impulsion HF).La grande longueur d'onde HF permet de r�eduire la dispersion en �energie du faisceau (dueaux champs de sillage longitudinaux et �a la variation de l'amplitude HF le long du paquet)ainsi que les champs de sillage transverses qui d�egradent son �emittance, tout en acc�el�erantdes paquets cinq �a sept fois plus longs que dans les projets en cuivre. D'autre part, lacombinaison des deux derniers avantages rend possible l'acc�el�eration d'une plus grandeintensit�e de faisceau r�epartie sur un grand nombre de paquets largement s�epar�es en temps;du coup, la luminosit�e requise au point de collision peut être obtenue avec des tailles defaisceau au moins dix fois plus grandes que celles envisag�ees dans les projets en cuivre. Lesvaleurs des �emittances transverses et des tol�erances d'alignement sont ainsi grandementrelâch�ees.L'objet de cette th�ese a �et�e l'analyse de la ligne de focalisation �nale (FFS) permettantde transporter le faisceau TESLA de la sortie du linac d'acc�el�eration jusqu'�a son point decollision avec les caract�eristiques transverses qu'imposent les valeurs de luminosit�e d�esir�ees.Plus pr�ecis�ement, le but poursuivi durant toute cette �etude a �et�e le calcul des tol�erancesrelatives aux d�efauts d'alignement et aux erreurs de champ des aimants de la FFS, calculbas�e essentiellement sur le contrôle des 
uctuations de luminosit�e au point de collision.Comme nous allons le voir, la sp�eci�cation de ces tol�erances devient cruciale lorsqu'ils'agit de d�e�nir les performances de la machine en terme de luminosit�e. En e�et, prenonsl'exemple simple du calcul de la tol�erance dy sur l'alignement vertical du dernier doubletde la FFS. Ce dernier se comporte quasiment comme une lentille focalisante dans les deuxplans transverses, donc en particulier comme un syst�eme optique parallel{to{point dontle point focal image est par construction le point d'interaction. Ainsi, lorsque les deuxderniers quadrupôles sont d�eplac�es en bloc d'une quantit�e dy, l'orbite verticale du faisceauau point de collision se retrouve d�ecentr�ee de fa�con identique, �y� � dy, et la perte relativeen luminosit�e est approximativement �egale �a �y�2=(4��2y ) (pour de petits d�eplacements) o�u��y d�esigne la taille verticale du faisceau �a l'IP (cf. chapitre 3). En imposant une limitation17



de n% sur la diminution relative de luminosit�e, on d�erive donc ais�ement la tol�erance surl'alignement transverse du dernier doublet. En �xant n = 2 comme c'est habituellementl'usage et dans le cas de TESLA o�u ��y = 19 nm, il vient imm�ediatement dy � 5 nm.Du point de vue de la stabilit�e associ�ee aux vibrations verticales du dernier doublet, leprobl�eme �a r�esoudre apparâ�t d'ores et d�ej�a extrêmement d�elicat et n'est �evidemment passp�eci�que au projet TESLA; le même calcul donnerait des tol�erances comprises entre 1 et20 nm pour les autres projets en cuivre. Une premi�ere �etude s'impose n�eanmoins avantde s'attaquer �a l'�elaboration de sch�emas de correction ad�equats permettant entre autresde contrôler la d�eviation d'orbite du faisceau au point d'interaction. Cette �etude consisted'une part en un inventaire syst�ematique de tous les d�efauts pouvant a�ecter les aimantsde la ligne consid�er�ee et d�egradant le faisceau au point de collision en terme de perte enluminosit�e et, d'autre part, en la sp�eci�cation des tol�erances qui leur sont associ�ees. C'estpr�ecis�ement dans ce cadre que se situe notre travail.Intuitivement et au vu de l'exemple simple donn�e pr�ec�edemment, on pourrait penser que,due �a un d�efaut quelconque �� dans la ligne, la 
uctuation de luminosit�e �L est toujoursn�egative c'est �a dire, en d'autres termes, que toutes les d�eriv�ees premi�eres de la luminosit�epar rapport aux erreurs de la ligne, @L=@�i, sont nulles et que la matrice de ses d�eriv�eessecondes est d�e�nie n�egative. Ces deux derni�eres a�rmations sont vraies lorsque l'on serestreint �a des d�efauts engendrant une d�eviation de l'orbite du faisceau mais n'in
uantpas sur ses tailles transverses au point de collision (via des 
uctuations dans la matricede transfert de la ligne consid�er�ee). En revanche, celles{ci tombent en d�efaut dans le cascontraire. En e�et, imaginons par exemple une certaine combinaison d'erreurs de champdans les quatre quadrupôles du t�elescope �nal de la FFS dont le seul e�et est d'augmenter(par chance!) la d�emagni�cation verticale de la ligne par un facteur 1 + �my=my. La tailleverticale du faisceau ��y se retrouve r�eduite par ce même facteur au point d'interaction etla luminosit�e augmente car inversement proportionnelle �a ��y.Les complications surgissent donc tr�es rapidement lorsqu'il s'agit de g�en�eraliser �a tousles aimants de la ligne le calcul simple de tol�erance e�ectu�e pr�ec�edemment et lorsquel'on envisage di��erents types d'erreurs pour chacun de ces aimants. Si l'on d�esigne cesd�efauts par �i et si l'on note L(�i) la fonction d�ecrivant les 
uctuations de la luminosit�eau point de collision, on se �xe ici pour but non pas le calcul analytique complet de cettederni�ere fonction (qui serait trop ambitieux compte tenu du nombre de param�etres delibert�e) mais tout au plus le calcul de toutes ses d�eriv�ees premi�eres et secondes, �@L=@�i�et �@2L=@�i@�j�. Deux �etapes successives et quasi ind�ependantes seront n�ecessaires pour18



atteindre cet objectif.{ Etape I: consid�erons un syst�eme de focalisation �nale quelconque pr�esentant certainsd�efauts; notons �X la d�eviation d'orbite six{dimensionnelle du faisceau engendr�ee aupoint d'interaction (o�set) et �R (matrice 6�6) la 
uctuation de la matrice de trans-fert de la ligne consid�er�ee. La luminosit�e calcul�ee dans l'approximation lin�eaire aupoint de collision (luminosit�e g�eom�etrique) est une certaine fonction de ces deux quan-tit�es qui sera d�eriv�ee compl�etement au chapitre 3. Comme annonc�e pr�ec�edemment,un d�eveloppement de Taylor �a l'ordre 2 de cette derni�ere fonction montre l'existenced'un terme lin�eaire non nul faisant intervenir les �el�ements de matrice �R11 = �(1=mx)et �R33 = �(1=my) (li�es respectivement aux dimensions horizontales et verticales xet y). La premi�ere �etape sera alors le calcul des quantit�es suivantes: �@L=@�R11;33�,�@2L=@�Xi@�Xj�,�@2L=@�Rij@�Rkl� et �@2L=@�Xi�Rkl�.{ Etape II: la seconde �etape par laquelle nous avons d�esir�e commencer notre manuscritest quant �a elle beaucoup plus fastidieuse. Dans un premier temps, elle consiste �ar�epertorier tous les d�efauts �i de la ligne susceptibles de contribuer aux 
uctuations�X et �R. Dans un second temps, elle se �xe pour objectif le calcul de toutes lesd�eriv�ees du type �@�X=@�i�, �@�R=@�i� et �@2�R11;33=@�i@�j�.En r�esum�e, si l'on veut estimer les 
uctuations de luminosit�e �a un ordre au moins �egal �a 2dans les erreurs de la ligne, on est in�evitablement amen�e �a calculer non seulement la totalit�edes d�eriv�ees premi�eres de l'o�set �X et de la matrice R par rapport aux di��erents d�efautsenvisag�es mais aussi toutes les d�eriv�ees secondes des �el�ements de matrice R11 et R33 enfonction de ces mêmes d�efauts. Cette derni�ere tache extrêmement d�elicate est pr�ecis�ementla raison profonde ayant inspir�e l'ensemble des d�eveloppements math�ematiques pr�esent�esdans ce m�emoire.Ainsi, bien qu'initialement motiv�e par le projet TESLA, ce travail a d'abord �et�e consacr�e�a l'�elaboration d'une m�ethode d'analyse compl�etement g�en�erale des lignes de transport dehaute �energie puis �a l'�ecriture d'un code de calcul pouvant s'int�egrer non seulement auxautres projets de collisionneurs lin�eaires (pour ce qui est de l'estimation des tol�erances deleur syst�eme de focalisation �nale) mais aussi �a l'�etude des d�efauts d'une ligne de transfertquelconque. Ce m�emoire s'organise en quatre chapitres.Nous fa�connerons dans le premier chapitre les outils math�ematiques n�ecessaires auxobjectifs que se �xe l'�etape II. Nous commencerons dans un premier temps par rappelerquelques notions de base de magn�etostatique (section 1) et de m�ecanique Hamiltonienne19



(section 2) a�n d'�etablir les formules relatives au potentiel vecteur du 2m{pôle et de d�eriverl'Hamiltonien d'une particule charg�ee traversant un champ magn�etique quelconque. Nousintroduirons ensuite la notion de mapping (section 3) (c'est �a dire la loi de transformationassoci�ee au transport du faisceau le long d'une ligne optique donn�ee) et d�e�nirons lesquantit�es math�ematiques ad�equates qui permettent son calcul �a l'ordre 3 dans les non{lin�earit�es de l'�equation du mouvement: o�set �X, matrice R, matrice T et matrice U quisont une extension au troisi�eme ordre du formalisme matriciel introduit par K. Brown�a la �n des ann�ees soixante [3]. D'autres m�ethodes ont �et�e propos�ees plus r�ecemmentpour un calcul �a des ordres �elev�es des mappings r�egissant la dynamique d'un syst�emedonn�e. Ainsi, �a la �n des ann�ees soixante{dix, Dragt amenait l'id�ee d'utiliser la th�eorie destransformations de Lie pour la physique des acc�el�erateurs [4] et, dans les ann�ees quatre{vingts, Forest et Berz innovaient une th�eorie bas�ee sur l'alg�ebre di��erentielle (DA) pourl'appliquer aux machines circulaires [5]. Cependant, apr�es avoir opt�e dans un premier tempspour le formalisme des alg�ebres de Lie, je me suis rapidement heurt�e �a des di�cult�esmajeures. En e�et, la th�eorie des alg�ebres de Lie est certes tr�es e�cace et surtout tr�es�el�egante pour l'�etude d'un syst�eme dynamique non lin�eaire r�egi par un Hamiltonien Hcommen�cant de mani�ere quadratique dans les variables canoniques utilis�ees. Le mappingassoci�e �a cette dynamique est alors simplement donn�e par la transformation de Lie M =exp (t :H : ) [4] (dans le cas o�u l'Hamiltonien est ind�ependant du temps t). En revanche,lorsque l'Hamiltonien contient un terme lin�eaire (comme cela arrive par exemple lorsqu'ils'agit d'�etudier la dynamique du faisceau dans un quadrupôle d�ecentr�e ou le long d'undipôle avec un d�efaut de champ), l'obtention desmappings n'est pas impossiblemais devientextrêmement d�elicate [6]. Dans un même ordre d'id�ee, la concat�enation (produit alg�ebrique)de deuxmappings associ�es �a deux Hamiltoniens poss�edant chacun un terme lin�eaire dans lescoordonn�ees canoniques est elle aussi fastidieuse [7]. Aussi suis{je revenu �a un formalismematriciel qui, de surcrô�t, permet un calcul bien plus direct de certaines quantit�es physiquesrelatives au faisceau lui{même: ces quantit�es seront typiquement soit les tailles transversesdu faisceau , soit la luminosit�e au point de collision.Ayant assimil�e les d�eveloppements math�ematiques du premier chapitre et admettant aupr�ealable les r�esultats concernant l'�etape I et annonc�es pr�ec�edemment, nous poursuivronsau chapitre 2 les objectifs que se �xe l'�etape II. Utilisant un syst�eme de coordonn�eessymplectiques, nous �etablirons une m�ethode de type perturbative (section 1) permettantde r�esoudre les �equations du mouvement �a un ordre de non{lin�earit�e arbitrairement �elev�eet nous donnerons les formules analytiques ainsi obtenues et relatives �a l'o�set �X (ordre 0)et aux matrices R (ordre 1), T (ordre 2) et U (ordre 3) du dipôle, du quadrupôle et de20



l'hexapôle qui sont les composants optiques classiquement utilis�es dans les syst�emes defocalisation �nale. De plus, nous a�nerons cette m�ethode a�n de quanti�er l'e�et deserreurs de champ et d'alignement de l'�el�ement consid�er�e sur les trois premi�eres des quatrequantit�es pr�ec�edemment cit�ees. Seules les sources d'erreurs pouvant a�ecter le mappingd'un aimant donn�e jusqu'�a sa matrice T seront alors prises en compte, �a savoir: les sixerreurs (dites g�eom�etriques, section 3) param�etrisant ses d�efauts d'alignement par rapport�a une position id�eale (c.{�a{d. trois param�etres d�ecrivant la translation en bloc de l'�el�ementet trois angles d�e�nissant son orientation dans l'espace Euclidien �a trois dimensions) ainsique les erreurs de champ droit et tourn�e jusqu'�a l'harmonique hexapolaire dans les dipôles,quadrupôles et hexapôles de la ligne (section 2).Au chapitre 3, nous �etablirons les formules analytiques d�ecrivant les 
uctuations dela matrice faisceau et de la luminosit�e g�eom�etrique au point de collision en fonction desquantit�es �X et �R (�etape I). Nous justi�erons alors compl�etement les choix de calculsenvisag�es jusqu'�a pr�esent (c'est �a dire la troncature �a l'ordre 3 de la s�erie perturbatived�e�nissant le mapping d'un �el�ement optique donn�e et la restriction que nous faisons sur letype d'erreurs �a consid�erer).En�n, dans le dernier chapitre (chapitre 4), nous appliquerons les r�esultats pr�ec�edem-ment obtenus au cas particulier de la ligne de focalisation �nale de TESLA. Apr�es unedescription d�etaill�ee de cette derni�ere, nous calculerons les tol�erances associ�ees aux d�efautsd'alignement et aux erreurs de champ de ses di��erents �el�ements, ceci en imposant �a laluminosit�e ou aux tailles transverses du faisceau au point d'interaction des 
uctuationsrelatives inf�erieures �a 2%.
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Chapitre 1Magn�etostatique et m�ecaniqueHamiltonienne1.1 Magn�etostatique1.1.1 Equations de la magn�etostatiqueG�en�eralit�esOn consid�ere un champ magn�etique statique ~B dans le vide. Il v�eri�e les �equations deMaxwell suivantes: div ~B = 0 (1.1)�!rot ~B = ~0 : (1.2)L'�equation 1.1 implique que ~B d�erive d'un potentiel vecteur ~A:~B = �!rot ~A : (1.3)En choisissant la jauge de Coulomb div ~A = 0 puis en utilisant le fait que �!rot(�!rot ~A) =��!grad(div ~A)� !4 ~A, on obtient les �equations v�eri��ees par ~A:div ~A = 0 (1.4)!4 ~A = ~0 : (1.5)~A est donc d�e�ni au gradient d'une fonction harmonique pr�es: si ~A est solution de 1.4 et1.5 et si f est une fonction scalaire v�eri�ant 4f = 0 alors ~A+��!gradf est aussi solution.L'�equation 1.2 implique que ~B d�erive d'un potentiel scalaire �:~B = ��!grad� : (1.6)23



En utilisant la relation 1.1, on obtient l'�equation v�eri��ee par � (�equation de Laplace):4� = 0 : (1.7)On se propose dans la suite de cette section d'obtenir, �a partir des �equations 1.4 et 1.5,des expressions exactes ou \approch�ees" pour le potentiel vecteur ~A. C'est au potentielvecteur et non au champ magn�etique que l'on s'int�eresse car tous les calculs d'optique duchapitre 2 se baseront sur un formalisme Hamiltonien qui sera d�evelopp�e �a la section 1.2.On distinguera deux cas:{ le cas \rectangulaire" o�u l'on recherche la forme du potentiel vecteur en coordonn�eescylindriques. Apr�es avoir d�ecompos�e le champ ~A en modes multipolaires, nous d�e-riverons �nalement l'expression la plus g�en�erale que prend chacun de ces modes encoordonn�ees cart�esiennes, laquelle sera repr�esent�ee par une double s�erie in�nie dansles coordonn�ees transverses (x; y) (sous{section 1.1.2).{ le cas \curviligne" o�u l'on consid�ere un syst�eme de coordonn�ees curvilignes (x; y; s)d�e�ni par une courbe de r�ef�erence C qui est plane et de courbure h(s) non nulle(Fig. 1.2). Comme nous le verrons �a la sous{section 1.1.3, ce cas n'est pas exactementsoluble et l'on se contentera d'obtenir le d�eveloppement limit�e du potentiel vecteur~A jusqu'�a l'ordre 4 dans les coordonn�ees transverses (x; y).Ce dernier cas est digne d'int�erêt dans la mesure o�u la majeure partie des lignes op-tiques qu'il s'agit d'�etudier sont courbes et poss�edent un plan de sym�etrie magn�etiquequi, par convention, sera d�esign�e sous le nom de plan horizontal. Les syst�emes de focali-sation �nale n'en sont qu'un exemple parmi d'autres, constitu�es d'�el�ements magn�etiquesrectilignes (quadrupôles, hexapôles, : : :) mais aussi de dipôles qui sont des composants op-tiques de courbure dans le sens o�u ils in
�echissent la trajectoire des particules charg�eesqui les traversent. Il est donc indispensable d'avoir une expression pour ~A dans ce syst�emede coordonn�ees curvilignes. Le cas \rectangulaire", quant �a lui, apparâ�t donc purementacad�emique puisqu'il peut ais�ement se d�eduire du cas \curviligne" en faisant h(s) = 0.Cependant, celui{ci n'est pas sans int�erêt, d'une part parce qu'il est exactement soluble etd'autre part parce que la notion de 2m{pôle y apparâ�t de fa�con naturelle.Description succincte de la m�ethode en coordonn�ees rectangulairesLa d�ecomposition d'un champ magn�etique ~B en modes multipolaires ~Bm est d�ej�a large-ment r�epandue dans la litt�erature (se reporter par exemple �a la r�ef�erence [8, p. M1{M21]).24
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Fig. 1.1 { Coordonn�ees rectangulairesL'expression ~Am des potentiels vecteurs associ�es l'est beaucoup moins �a ma connaissancesauf bien sûr dans le cas des multipôles parfaits o�u le champ magn�etique est invariant partranslation selon l'axe ŝ (absence de champ de fuite) et pour lequel le champ ~A devientpurement longitudinal. Pour cette raison, nous exposerons ci{apr�es la m�ethode de r�eso-lution des �equations 1.4 et 1.5 v�eri��ees par le potentiel ~A dans le cas g�en�eral (avec ousans champ de fuite), d'abord succinctement dans ce paragraphe puis compl�etement �a lasous{section 1.1.2.Pour des raisons de commodit�e de calcul, nous nous pla�cons en coordonn�ees cylindriques(cf. Fig. 1.1) et nous posons~A(r; �; s) = Ar(r; �; s)~ur +A�(r; �; s)~u� +As(r; �; s)~s :La nullit�e de la divergence de ~A, �equation 1.4, s'�ecrit en coordonn�ees cylindriquesArr + @rAr + 1r@�A� + @sAs = 0 : (1.8)La nullit�e du Laplacien vectoriel de ~A, �equation 1.5, donne en coordonn�ees cylindriques8>>>>>>>><>>>>>>>>: 4Ar� 2r2 @�A��Arr2 = @2rAr+1r@rAr+ 1r2@2�Ar+@2sAr� 2r2@�A��Arr2 = 04A�+ 2r2@�Ar�A�r2 = @2rA�+1r@rA�+ 1r2@2�A�+@2sA�+ 2r2@�Ar�A�r2 = 04As = @2rAs+1r@rAs+ 1r2@2�As+@2sAs = 0 : (1.9)Les �equations di��erentielles aux d�eriv�ees partielles f1.8,1.9g �etant lin�eaires, nous com-mencerons par e�ectuer un d�eveloppement du champ ~A en modes multipolaires puis nousconsid�ererons la transform�ee de Fourier de chacun de ces modes par rapport �a s:~A = 1Xm=�1 ~Am(r; s) exp(im �) avec ~Am(r; s) = Z 1�1 dk ~Am(r; k) e�iks :25
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: courbe de referenceC ’ ’ Fig. 1.2 { Coordonn�ees curvilignesUtilisant les relations 1.8 et 1.9, nous tomberons alors facilement sur le syst�eme d'�equa-tions di��erentielles (par rapport �a r) que v�eri�ent les composantes de chacun des vecteurs~Am(r; k). Nous d�eriverons ainsi les expressions analytiques relatives �a ces derni�eres quan-tit�es puis, apr�es quelques manipulations alg�ebriques, nous obtiendrons �nalement la formeg�en�erale de chacune des composantes multipolaires ~Am(r; s).Ceci fera l'objet de la sous{section 1.1.2.Description succincte de la m�ethode en coordonn�ees curvilignesOn consid�ere une courbe plane ~r0(s) d'abscisse curviligne s et de courbure h(s). Onnote (~x; ~y;~s) le tri�edre de Serret{Frenet �a l'abscisse s (cf. Fig. 1.2). On a les relationscin�ematiques standards 1dds 0BB@ ~x~y~s 1CCA = 0BB@ 0 0 h(s)0 0 0�h(s) 0 0 1CCA0BB@ ~x~y~s 1CCA :Un vecteur quelconque ~r de l'espace Euclidien est param�etris�e de la fa�con suivante:~r = ~r0(s) + x(s)~x+ y(s)~y avec d~r0ds = ~s :1. Par convention, on prend la courbure h positive (respectivement n�egative) lorsque la courbe C s'in-curve vers la droite (respectivement vers la gauche) dans le plan orient�e par le vecteur �xe ~y.26



L'�el�ement de longueur dans ce syst�eme de coordonn�ees est donc!dr = dx~x + dy ~y + �1 + h(s)x� ds~sdef= h1 du1 ~u1 + h2 du2 ~u2 + h3 du3 ~u3 :On consid�ere maintenant un syst�eme quelconque de coordonn�ees curvilignes orthonormales(u1; u2; u3) dans lequel l'�el�ement de longueur s'�ecrit !dr= h1du1~u1+h2 du2 ~u2+h3 du3 ~u3 o�ules hi sont des fonctions des coordonn�ees. Si � est une fonction scalaire des coordonn�eescurvilignes (u1; u2; u3) et si ~A est un champ de vecteur d�ependant de ces coordonn�ees, lesexpressions pour ��!grad�, 4�, div ~A et �!rot ~A sont les suivantes:8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>: ��!grad� = 3Xi=1 1hi @�@ui ~ui4� = 1h1h2h3 X @@u1  h2h3h1 @�@u1!div ~A = 1h1h2h3 X @@u1 (h2h3A1)(�!rot ~A)1 = 1h2h3 " @@u2(h3A3) � @@u3 (h2A2)#o�u le signe P sans indice signi�e sommation sur les permutations par cycle des su�xes(1,2,3); par ces mêmes permutations on obtient (�!rot ~A)2 et (�!rot ~A)3.On adaptera alors ais�ement ces derni�eres expressions au syst�eme de coordonn�ees consi-d�er�e ici. Cependant, l'expression du Laplacien vectoriel (via\�!rot�!rot���!grad div") devenantcompliqu�ee, le calcul du potentiel vecteur ~A ne se fera pas en r�esolvant directement les�equations 1.4 et 1.5 comme dans le cas rectangulaire. On commencera par chercher le po-tentiel magn�etique � sous la forme d'une s�erie dans les coordonn�ees transverses (x; y) puison d�erivera les coe�cients de cette s�erie jusqu'au degr�e 4 en (x; y). Pour ce faire, on utili-sera l'�equation de Laplace v�eri��ee par � qui, dans le syst�eme de coordonn�ees curvilignesconsid�er�e ici, s'�ecrit4� = 0 = 11 + h(s)x @x h�1 + h(s)x�@x�i+ @2y� + 11 + h(s)x @s " 11 + h(s)x @s�# = 0 :(1.10)Dans un second temps, on calculera le champ magn�etique ~B �a partir de l'�equation 1.6:~B = ��!grad� = (@x�) ~x+ (@y�) ~y + 11 + h(s)x(@s�) ~s : (1.11)Le calcul du potentiel � ayant �et�e pouss�e jusqu'�a l'ordre 4 dans les coordonn�ees transverses,le champ ~B ne sera connu quant �a lui qu'�a l'ordre 3 en (x; y). Finalement, �a partir des27



�equations 1.4 et 1.5, on exhibera une solution pour le potentiel vecteur ~A caract�erisant soncomportement jusqu'�a l'ordre 4 dans les coordonn�ees transverses:8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>: �!rot ~A = ~B = 0BBBBBBBB@ @yAs � 11 + hx@sAy11 + hx@sAx� 11 + hx@x[(1 + hx)As]@xAy � @yAx 1CCCCCCCCAdiv ~A = 0 = 11 + hx@x[(1 + hx)Ax]+@yAy + 11 + hx@sAs : (1.12)Tout ceci fera l'objet de la sous{section 1.1.3. En�n, insistons sur le fait que ce choix detroncature n'est pas arbitraire: il s'expliquera plus loin �a la section 1.3.1.1.2 Magn�etostatique en coordonn�ees rectangulairesD�eveloppement en modes multipolairesLe potentiel vecteur ~A se d�ecompose de fa�con unique en deux champs de vecteurs:{ l'un sym�etrique par rapport au plan horizontal (xOs) (qui, par construction, corres-pond au plan de sym�etrie de l'acc�el�erateur) et que l'on note ~A+; on parlera dans cecas de composante droite.{ l'autre antisym�etrique par rapport au plan horizontal et que l'on note ~A�; on parleradans ce cas de composante tourn�ee.On a ~A = ~A+ + ~A� et on d�ecompose ~A+ et ~A� de la fa�con suivante:A+r (r; �; s) = 1Xm=0A+r;m = 1Xm=0�Z 1�1 dk a+r;m(r; k) e�iks� cosm�A�r (r; �; s) = 1Xm=1A�r;m = 1Xm=1�Z 1�1 dk a�r;m(r; k) e�iks� sinm�A+� (r; �; s) = 1Xm=1A+�;m = 1Xm=1�Z 1�1 dk a+�;m(r; k) e�iks� sinm�A�� (r; �; s) = 1Xm=0A��;m = 1Xm=0�Z 1�1 dk a��;m(r; k) e�iks� cosm�A+s (r; �; s) = 1Xm=0A+s;m = 1Xm=0�Z 1�1 dk a+s;m(r; k) e�iks� cosm�28



A�s (r; �; s) = 1Xm=1A�s;m = 1Xm=1�Z 1�1 dk a�s;m(r; k) e�iks� sinm� :Pour un entier naturel m � 1, on parlera de composante 2m{polaire. Le cas m = 0, quant�a lui, est quelque peu particulier dans le sens o�u seules les composantes a+r;0, a+s;0 et a��;0sont v�eritablement d�e�nies; il sera trait�e �a la �n de cette sous{section.L'�equation 1.8 donne pour tout m � 1a�r;mr + @ra�r;m � mr a��;m � i ka�s;m = 0 : (1.13)L'�equation 1.9 donne pour tout m � 18><>: @2ra�r;m+ 1r@ra�r;m�m2r2 a�r;m�k2a�r;m�2mr2 a��;m� 1r2a�r;m = 0@2ra��;m+1r@ra��;m�m2r2 a��;m�k2a��;m� 2mr2 a�r;m� 1r2 a��;m = 0 (1.14)pour ce qui est des composantes transverses du champ ~A. En�n, concernant sa composantelongitudinale, on a pour tout m � 1@2ra�s;m + 1r@ra�s;m � m2r2 a�s;m � k2a�s;m = 0 : (1.15)On pose alors 8><>: sm�(r; k) = �a�r;m(r; k) + a��;m(r; k)�=2�m�(r; k) = �a�r;m(r; k)� a��;m(r; k)� =2 ; m � 1 :Le syst�eme d'�equations 1.14 se d�ecouple par ce changement de fonctions et on obtient8><>: r2@2rsm� + r@rsm� � �k2r2 + (m� 1)2� sm� = 0r2@2r �m� + r@r�m� � �k2r2 + (m� 1)2� �m� = 0 ; m � 1 :On rappelle que l'�equation di��erentielle r2 y00+ r y0� (r2+m2) y = 0 (o�u m est un nombrecomplexe quelconque) poss�ede deux solutions lin�eairement ind�ependantes, Im et Km (voirpar exemple [9, p. 374{378]), qui sont les deux fonctions de Bessel modi��ees d'ordre m.Pour m entier naturel positif, seule la fonction Im est r�eguli�ere en 0. On a donc d'apr�es cequi pr�ec�ede 8><>: sm�(r; k) = s�m(k)Im�1(kr)�m�(r; k) = ��m(k)Im�1(kr) ; soit8><>: a�r;m(r; k) = s�m(k)Im�1(kr)+��m(k)Im�1(kr)a��;m(r; k) = s�m(k)Im�1(kr)���m(k)Im�1(kr) ; m � 1 : (1.16)29



Pour ce qui est de la composante longitudinale a�s;m, l'�equation 1.15 donne directementa�s;m(r; k) = a�m(k)Im(kr) : (1.17)En�n, en utilisant la nullit�e de la divergence de ~A, on obtient une relation liant les troisfonctions s�m(k); ��m(k) et a�m(k):s�m(k) + ��m(k) = i a�m(k) pour tout m � 1 (1.18)o�u, pour d�eriver cette �egalit�e, on a utilis�e l'ind�ependance lin�eaire des fonctions Im, Im+1 etIm�1, ainsi que la relation de r�ecurrence [9, p. 376]I 0m�1(kr) = Im(kr)� m� 1kr Im�1(kr) : (1.19)En reprenant les expressions 1.16 et 1.17, en utilisant l'�egalit�e 1.18 ainsi que la relation der�ecurrence �evoqu�ee ci{dessus, on obtient �nalement0BBBB@a�r;m(r; k)a��;m(r; k)a�s;m(r; k)1CCCCA = b�m(k)0BBBB@�Im+1(kr)Im+1(kr)�i Im(kr)1CCCCA+ c�m(k)0BBBB@ i kI 0m(kr)�im=rIm(kr)kIm(kr) 1CCCCA (1.20)o�u b�m(k) = s�m(k)� ��m(k) et c�m(k) = �2i=k8><>: �+m(k)s�m(k) ; m � 1 :D'apr�es l'�equation pr�ec�edente, chaque composante 2m{polaire droite ou tourn�ee poss�ededonc deux degr�es de libert�e repr�esent�es par les deux fonctions b�m(k) et c�m(k). Cepen-dant, comme nous le verrons au paragraphe suivant, le potentiel vecteur correspondant auparam�etre de libert�e c�m(k) est de rotationnel nul et ne poss�ede donc aucun sens physique.Champ magn�etique et force multipolaireOn �ecrit un d�eveloppement pour ~B similaire �a celui �ecrit pour ~A. Puisque ~B est unpseudo{vecteur, la composante sym�etrique ~B+ du champ magn�etique d�erivant du potentiel~A+ est antisym�etrique par rapport au plan horizontal et inversement pour ~B�:B+r (r; �; s) = 1Xm=1B+r;m = 1Xm=1�Z 1�1 dk b+r;m(r; k) e�iks� sinm�B�r (r; �; s) = 1Xm=0B�r;m = 1Xm=0�Z 1�1 dk b�r;m(r; k) e�iks� cosm�30



B+� (r; �; s) = 1Xm=0B+�;m = 1Xm=0�Z 1�1 dk b+�;m(r; k) e�iks� cosm�B�� (r; �; s) = 1Xm=1B��;m = 1Xm=1�Z 1�1 dk b��;m(r; k) e�iks� sinm�B+s (r; �; s) = 1Xm=1B+s;m = 1Xm=1�Z 1�1 dk b+s;m(r; k) e�iks� sinm�B�s (r; �; s) = 1Xm=0B�s;m = 1Xm=0�Z 1�1 dk b�s;m(r; k) e�iks� cosm� :On utilise l'�equation 1.3 que l'on �ecrit en coordonn�ees cylindriques:~B = �!rot ~A = 0BB@ 1=r@�As � @sA�@sAr � @rAs1=r @r(rA�)�1=r @�Ar 1CCA :Il vient pour tout m et tout k8>>><>>>: b�r;m = �mr a�s;m + i ka��;mb��;m = �i ka�r;m � @ra�s;mb�s;m = 1ra��;m + @ra��;m � mr a�r;m :En utilisant les relations 1.20 ainsi que la formule de r�ecurrence reliant les Im (�equation1.19), on obtient �nalement0BB@ b�r;m(r; k)b��;m(r; k)b�s;m(r; k) 1CCA = (s�m(k)� ��m(k))0BB@ i kI 0m(kr)�im=rIm(kr)kIm(kr) 1CCA : (1.21)On voit donc que le champ magn�etique ne d�epend plus des fonctions c�m(k) introduitesau paragraphe pr�ec�edent. La raison en est simple: en e�et, dans l'�equation 1.20, la partieproportionnelle �a la fonction c�m(k) correspond �a un champ de vecteur ~A�m de rotationnel etde divergence nuls, donc �a un champ de vecteur �egal au gradient d'une fonction harmonique;ce degr�e de libert�e suppl�ementaire t�emoigne ainsi de l'invariance de jauge �evoqu�ee au d�ebutde la sous{section 1.1.1. D�es lors, on posera donc c�m(k) = 0 et ceci sans ôter aucuneg�en�eralit�e �a la physique du probl�eme.On d�e�nit la force du 2m{pôle comme suit (cette d�e�nition peu classique sera justi��ee unpeu plus loin): B�m�1(s) = i2m Z 1�1 dk b�m(k) km e�iks ; m � 1: (1.22)31



En utilisant la d�e�nition 1.22, l'�equation 1.21 ainsi que le d�eveloppement en s�erie desfonctions Im ([9, p. 375] ), Im(z) = (z2)m 1Xq=0 (z2=4)qq!(m+ q)! ;on obtient les composantes 2m{polaires droites et tourn�ees du champ magn�etique (m � 1):8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>: B�r;m(r; �; s)= 1Xq=0(�1)q m+ 2q4qq!(m+ q)! rm+2q�1(B�m�1)(2q)(s) 8<: sinm�cosm�B��;m(r; �; s)=� 1Xq=0(�1)q m4qq!(m+ q)! rm+2q�1(B�m�1)(2q)(s)8<: cosm�sinm�B�s;m(r; �; s)= 1Xq=0(�1)q 14qq!(m+ q)! rm+2q(B�m�1)(2q+1)(s) 8<: sinm�cosm� (1.23)o�u (B�m)(q) d�esigne la d�eriv�ee q i�eme de la fonction B�m. On voit donc que les fonctions B�m(s)(m � 0) d�e�nissent la solution la plus g�en�erale d�ecrivant les composantes (2m+1){polairesdroites et tourn�ees d'un champ magn�etique statique (leur valeur respective �etant �x�ee parles conditions aux limites).En�n, pour plus de g�en�eralit�e dans l'expos�e, on peut donner facilement les potentielsscalaires ��m dont d�erivent les champs ~B�m �ecrits ci-dessus; on a pour chaque composante2m{polaire droite ou tourn�ee��m(r; �; s) = 1Xq=0(�1)q rm+2q(B�m�1)(2q)(s)4qq!(m+ q)! 8<: sinm�cosm� ; m � 1 : (1.24)En e�et, on v�eri�e ais�ement qu'en prenant le gradient de l'�egalit�e 1.24 (�ecrit en coordonn�eescylindriques) on retombe bien sur l'�equation 1.23 (la nullit�e du Laplacien du potentielscalaire ��m vient imm�ediatement de la nullit�e de la divergence du champ ~B�m). En utilisantle fait que pour tout entier m on arm8<: cosm�sinm� = 8<: <(x+ i y)m=(x+ i y)met en supposant que les fonctions B�m ne d�ependent pas de s (absence de champ de fuite),on retrouve les d�e�nitions usuelles relatives �a la force et au potentiel magn�etique scalaired'un 2m{pôle droit ou tourn�e:��m(x; y) = B�m�1m! 8<: =(x+ i y)m<(x+ i y)m d'o�u la d�e�nition 1.22.32



Forme analytique �nale pour le potentiel vecteur en coordonn�ees cylindriquesou cart�esiennesDe la même fa�con que pour le champ ~B, en utilisant l'�equation 1.20, la d�e�nition 1.22ainsi que la d�ecomposition en s�erie des fonctions Im, on a pour tout m � 18>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>: A�r;m(r; �; s)=�1=2 1Xq=0(�1)q rm+2q+14qq!(m+ 1 + q)!(B�m�1)(2q+1)(s)8<: cosm�sinm�A��;m(r; �; s)=1=2 1Xq=0(�1)q rm+2q�14qq!(m+ 1 + q)!(B�m�1)(2q+1)(s) 8<: sinm�cosm�A�s;m(r; �; s)=� 1Xq=0(�1)q rm+2q4qq!(m+ q)!(B�m�1)(2q)(s) 8<: cosm�sinm� (1.25)et �nalement, en �ecrivantA�x;m = A�r;m cos � �A��;m sin � et A�y;m = A�r;m sin � +A��;m cos � ;on obtient l'expression des composantes 2m{polaires du champ ~A en coordonn�ees cart�e-siennes:8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:A�x;m(x; y; s)=� 12 1Xq=0(�1)q (x2 + y2)q4qq!(m+ 1 + q)! (B�m�1)(2q+1)(s)8<:<(x+ i y)m+1=(x+ i y)m+1A�y;m(x; y; s)=12 1Xq=0(�1)q (x2 + y2)q4qq!(m+ 1 + q)! (B�m�1)(2q+1)(s) 8<:=(x+ i y)m+1<(x+ i y)m+1A�s;m(x; y; s)=� 1Xq=0(�1)q (x2 + y2)q4qq!(m+ q)! (B�m�1)(2q)(s) 8<:<(x+ i y)m=(x+ i y)m : (1.26)En particulier, en l'absence de champ de fuite, on a A�x;m = A�y;m = 0; on retrouve ainsi lad�e�nition usuelle du potentiel vecteur d'un 2m{pôle droit ou tourn�e:~A�m(x; y) = A�s;m(x; y)~s = �B�m�1m! ~s8<: <(x+ i y)m=(x+ i y)m :Cas m = 0, le sol�eno��deDans le cas particulier m = 0, on rappelle que seules les composantes �a+r;0; a+s;0� et a��;0du potentiel vecteur sont v�eritablement d�e�nies et associ�ees respectivement aux compo-santes b+�;0 et �b�r;0; b�s;0� du champ magn�etique. En suivant exactement la même d�emarcheque pr�ec�edemment, on aboutit pour le mode monopolaire \+" et \{" �a33



8>>>>>>>><>>>>>>>>: 0@ a+r;0(r; k)=i a+0 (k) I1(kr)a+s;0(r; k)= a+0 (k) I0(kr) 1A ) b�;0 = 0 ) ~B+(m=0) = ~0a��;0(r; k) = a�0 (k) I1(kr) ) 0@ b�r;0(r; k)=i ka�0 (k) I1(kr)b�s;0(r; k)= ka�0 (k) I0(kr) 1A :La premi�ere de ces deux �equations vient du fait qu'un champ de vecteur ~B invariant parrotation autour d'un axe ŝ, azimutal et de rotationnel nul, est partout nul dans un espace\sans trou" (il su�t de calculer la circulation de ~B le long d'un cercle d'axe ŝ et d'utiliserle th�eor�eme de Stokes).Concernant la composante monopolaire tourn�ee du potentiel vecteur, on introduit commepr�ec�edemment la fonction suivante:B��1(s) = Z 1�1 dk a�0 (k) k e�iks :En utilisant la d�ecomposition en s�erie de la fonction I1 ainsi que la d�e�nition du potentielvecteur azimutal A� en fonction de la composante a��;0, on obtient rapidementA� def= Z 1�1 dk a��;0(r; k) e�iks = 12 1Xq=0 (�1)qr2q+14qq!(q+ 1)!(B��1)(2q)(s) ;soit 8>><>>: Ax=�y U(x; y; s)Ay= xU(x; y; s)As= 0 avec U(x; y; s) = 12 1Xq=0 (�1)q(x2 + y2)q4qq!(q+ 1)! (B��1)(2q)(s) :Avant d'aller plus loin, on insistera en particulier sur le fait que la fonction B��1(s) n'est niplus ni moins que le champ magn�etique longitudinal sur l'axe. En e�et, on aBs = @xAy�@xAx = 2U+(x@x + y@y)U ; soit Bs (x = 0; y = 0; s) = 2U(0; 0; s) = B��1(s) :Cette situation est bien repr�esent�ee par le cas particulier du sol�eno��de. En e�et, un sol�eno��dede longueur L et de rayon r0, contenant N spires parcourues par un courant d'intensit�e I,engendre dans la r�egion 0 � r � r0 un potentiel vecteur azimutal A� d�e�ni par [8, p. S18]A�(r; s) = 2�0NIr0�L Z 10 dk sin(kL=2)K1(kr0)k I1(kr) cos kso�u K1 est la fonction de Bessel modi��ee d'ordre 1 irr�eguli�ere �a l'origine. Ainsi, avec lesnotations pr�ec�edentes, ceci correspond �aa�0 (k) = �0NIr0�L sin(kL=2)K1(kr0)k :34



La fonction B��1(s) que l'on note d�esormais Bsol est alors donn�ee parBsol def= Z 1�1 dk a�0 (k) k e�iks = �0NIr0�L Z 1�1 dk sin(kL=2)K1(kr0) e�iks= �0NIr0�L Z 10 dk hsin(k(L=2 + s)) + sin(k(L=2 � s))iK1(kr0) :En utilisant la formule d'int�egration ([11, p. 731]), Z 10 dxK1(ax) sin(bx)= b�2a �a2 + b2�� 12 ,on obtient �nalementBsol(s) = Bs(x = 0; y = 0; s) = �0NI2L 24 L=2 � sq(L=2 � s)2 + r20 + L=2 + sq(L=2 + s)2 + r2035et l'on retrouve ainsi l'expression analytique du champ magn�etique longitudinal sur l'axedu sol�eno��de.Pour �nir, on remarque en particulier que, contrairement aux (2m){pôles, le potentielvecteur reste purement transverse en l'absence de champ de fuite: Ax = �B0y=2 6= 0 etAy = B0x=2 6= 0 o�u B0 = �0nI est le champ magn�etique cr�e�e par un sol�eno��de in�nimentlong, parcouru par un courant d'intensit�e I et contenant n spires par unit�e de longueur.Tableau r�ecapitulatif: potentiel vecteur et champ magn�etique du sol�eno��de etdu 2(m+ 1){pôle ( 0 � m � 3)On donne �a la page suivante (Tab. 1.1) les formules analytiques relatives au potentielvecteur et au champ magn�etique du sol�eno��de et du 2(m + 1){pôle ( 0 � m � 3). On atronqu�e les s�eries qui d�e�nissent ces quantit�es �a l'ordre 3 en (x; y) pour le champ ~B et �al'ordre 4 pour le champ ~A; ce que l'on a �ecrit symboliquement \+o(4)" pour ~B et \+o(5)"pour ~A.1.1.3 Magn�etostatique en coordonn�ees curvilignesPotentiel scalaire tronqu�e �a l'ordre 4 dans les coordonn�ees transversesOn commence ici par calculer le potentiel scalaire magn�etique � v�eri�ant l'�equation deLaplace 1.7. Puisque � est un pseudo{scalaire, la composante sym�etrique �+ du potentielscalaire (associ�ee �a la composante sym�etrique ~B+ du champmagn�etique) est antisym�etriquepar rapport au plan horizontal y = 0 et inversement pour ��. On pose donc35



Ax = �Bsol=2 y + B00sol=16 y(x2 + y2) + o(5) Bx = �B0sol=2x+ B000sol=16x(x2+ y2) + o(4)sol�eno��de Ay = Bsol=2x� B00sol=16x(x2+ y2) + o(5) By = �B0sol=2 y + B000sol=16 y(x2 + y2) + o(4)As = 0 Bs = Bsol � B00sol=4 (x2 + y2) + o(4)2(m+ 1) droit oupôle tourn�em = 0 Ax = B+0 0=4 (x2 � y2)� B+0 000=48 (x4 � y4) + o(5) Bx = �B+0 00=4xy + o(4)dipôle Ay = B+0 0=2xy � B+0 000=24xy(x2 + y2) + o(5) By = B+0 � B+0 00=8 (x2 + 3y2) + o(4)droit As = �B+0 x+ B+0 00=8x(x2 + y2) + o(5) Bs = B+0 0 y � B+0 000=8 y(x2 + y2) + o(4)m = 0 Ax = �B�0 0=2xy + B�0 000=24xy(x2 + y2) + o(5) Bx = B�0 � B�0 00=8 (3x2 + y2) + o(4)dipôle Ay = B�0 0=4 (x2 � y2) � B�0 000=48 (x4� y4) + o(5) By = �B�0 00=4xy + o(4)tourn�e As = B�0 y � B�0 00=8 y(x2 + y2) + o(5) Bs = B�0 0 x� B�0 000=8x(x2+ y2) + o(4)m = 1 Ax = B+1 0=12 (x3 � 3xy2) + o(5) Bx = B+1 y � B+1 00=12 (3x2y + y3) + o(4)quadrupôle Ay = B+1 0=12 (3x2y � y3) + o(5) By = B+1 x� B+1 00=12 (x3 + 3xy2) + o(4)droit As = B+1 =2 (y2 � x2) + B+1 00=24 (x4 � y4) + o(5) Bs = B+1 0 xy + o(4)m = 1 Ax = �B�1 0=12 (3x2y � y3) + o(5) Bx = B�1 x� B�1 00=6x3 + o(4)quadrupôle Ay = B�1 0=12 (x3 � 3xy2) + o(5) By = �B�1 y + B�1 00=6 y3 + o(4)tourn�e As = B�1 xy � B�1 00=12xy(x2 + y2) + o(5) Bs = B�1 0=2 (x2 � y2) + o(4)m = 2 Ax = B+2 0=48 (x4 � 6x2y2 + y4) + o(5) Bx = B+2 xy + o(4)hexapôle Ay = B+2 0=12 (x3y � xy3) + o(5) By = B+2 =2 (x2 � y2) + o(4)droit As = �B+2 =6 (x3 � 3xy2) + o(5) Bs = B+2 0=6 (3x2y � y3) + o(4)m = 2 Ax = �B�2 0=12 (x3y � xy3) + o(5) Bx = B�2 =2 (x2 � y2) + o(4)hexapôle Ay = B�2 0=48 (x4 � 6x2y2 + y4) + o(5) By = �B�2 xy + o(4)tourn�e As = B�2 =6 (3x2y � y3) + o(5) Bs = B�2 0=6 (x3 � 3xy2) + o(4)m = 3 Ax = o(5) Bx = B+3 =6 (3x2y � y3) + o(4)octupôle Ay = o(5) By = B+3 =6 (x3 � 3xy2) + o(4)droit As = �B+3 =24 (x4 � 6x2y2 + y4) + o(5) Bs = o(4)m = 3 Ax = o(5) Bx = B�3 =6 (x3 � 3xy2) + o(4)octupôle Ay = o(5) By = �B�3 =6 (3x2y � y3) + o(4)tourn�e As = B�3 =6 (x3y � xy3) + o(5) Bs = o(4)Tab. 1.1 { Potentiel vecteur et champ magn�etique du sol�eno��de et du 2(m + 1){pôle encoordonn�ees cart�esiennes 36



� = �+ + �� avec 8>>>>><>>>>>: �+(x; y; s) = 1Xk=0�2k+1(x; s) y2k+1=(2k + 1)!��(x; y; s) = 1Xk=0�2k(x; s) y2k=(2k)! : (1.27)L'�equation de Laplace (�ecrite dans les coordonn�ees curvilignes consid�er�ees ici, �equation1.10) impose une relation de r�ecurrence reliant les fonctions �k(x; s). On a pour tout kentier�k+2(x; s) = � 11 + h(s)x "@x�(1 + h(s)x) @x�+ @s  11 + h(s)x @s!#�k(x; s) : (1.28)Ainsi, toutes les fonctions �2k (k � 1) et �2k+1 (k � 1) se d�eduisent respectivement de�0 et de �1. On d�eveloppe donc les deux fonctions �0(x; s) et �1(x; s) en s�erie enti�ere parrapport �a x: 8>>>>><>>>>>: �0(x; s) = 1Xm=0A�m(s)xm+1=(m+ 1)! + '0(s)�1(x; s) = 1Xm=0A+m(s)xm=m! : (1.29)Avant d'aller plus loin, nous devons insister sur les deux points suivants.{ Comme dans le cas rectangulaire, on voit que le champ ~B qui d�erive directementdu potentiel � peut être d�e�ni �a partir de deux suites de fonctions qui sont iciles suites (A+m(s))m2N et ('0; (A�m(s))m2N). Ces derni�eres d�ependent uniquement descaract�eristiques du champ magn�etique sur l'axe ŝ. On a en e�et� Bx = @x�) Bx(x; y = 0; s) = @x�0(x; s) et donc A�m(s) = (@mx Bx)(x=y=0;s) .� By = @y�) By(x; y = 0; s) = �1(x; s) et donc A+m(s) = (@mx By)(x=y=0;s) .� Bs = @s�=(1 + hx)) Bs(x = y = 0; s) = '00(s) .{ Le cas rectangulaire n'est que le cas particulier du cas curviligne o�u l'on a �x�e h(s)=0.On doit donc pouvoir relier la suite (Bsol; (B�m)m2N) d�e�nie �a la sous{section 1.1.2 �ala suite ('0; (A�m)m2N). En utilisant les trois �egalit�es �ecrites ci{dessus ainsi que letableau 1.1, on obtient ais�ement les relations recherch�ees:37



8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>: '00=BsolA+0 =B+0 A�0 =B�0A+1 =B+1 A�1 =B�1 �B0sol=2A+2 =B+2 � B+0 00=4 A�2 =B�2 � 3=4B�0 00A+3 =B+3 � B+1 00=2 A�3 =B�3 �B�1 00 + 3=8B000sol... ... et cetera.On voit donc que les fonctions de s, (A�m)m2N et (B�m)m2N, sont �egales deux �a deuxsi et seulement si elles sont ind�ependantes de s.Cette derni�ere remarque �etant faite et par comparaison avec le cas rectangulaire, nouscontinuerons cependant �a parler ici de composante 2(m+1){polaire droite (respectivementtourn�ee) pour la partie du champ magn�etique ~B+ (respectivement ~B�) engendr�ee par lecoe�cient A+m dans le d�eveloppement de �1 (respectivement A�m dans �0).Le but de ce paragraphe est alors de calculer le potentiel � jusqu'�a l'ordre 4 dans lescoordonn�ees transverses (x; y). En reprenant les �equations 1.27 et 1.29, on voit qu'il noussu�t simplement de calculer �2, �3 et �4 respectivement aux ordres 2, 1 et 0 en (x; y).En utilisant la relation de r�ecurrence 1.28, on tombe facilement sur les d�eveloppementsrecherch�es:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
�2=(�'000 � hA�0 �A�1 ) + (h0'00 + 2h'000 + h2A�0 �A�0 00 � hA�1 �A�2 )x+(�3 hh0'00 � 3h2'000 � h3A�0 + h0A�0 0 + 2hA�0 00 + h2A�1 � 1=2A�1 00�h=2A�2 � 1=2A�3 )x2 + o(x3)�3=(�A+0 00 � hA+1 �A+2 )+(h0A+0 0 + 2hA+0 00 + h2A+1 �A+1 00 � hA+2 �A+3 )x + o(x2)�4=(5 hh0'00 + 4h2'000 + '00000 + h3A�0 � 2hA�0 00 + h00A�0 + 2A�1 00�h2A�1 + 2hA�2 +A�3 ) + o(x) :D�erivation du champ magn�etiqueOn calcule ici le champ magn�etique ~B �a l'ordre 3 dans les coordonn�ees transverses(x; y). On a 38



8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
Bx= @x� )8><>: B+x =y @x�1+y3=6 @x�3 + o(4)B�x = @x�0 +y2=2 @x�2 + o(4)By= @y� )8><>: B+y = �1 +y2=2�3 + o(4)B�y =y�2+y3=6�4 + o(4)Bs=@s� =(1 + hx))8>>>><>>>>: B+s =(1� hx+ h2x2) @s�1 + y3=6 @s�3 + o(4)B�s =(1� hx+ h2x2 � h3x3) @s�0+(1� hx)y2=2 @s�2 + o(4) :Le champ ~B+ est alors donn�e par8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

B+x =h1=6 (h0A+0 0 + 2hA+0 00) y3i+ hA+1 y + (h2A+1 �A+1 00) y3=6i+hA+2 xy � hA+2 y3=6i + hA+3 =6 (3x2y � y3)i+ o(4)B+y =hA+0 �A+0 00y2=2 + (h0A+0 0 + 2hA+0 00)xy2=2i +hA+1 x� hA+1 y2=2 + (h2A+1 �A+1 00)xy2=2i +hA+2 (x2 � y2)=2 � hA+2 xy2=2i + hA+3 =6 (x3 � 3xy2)i+ o(4)B+s =hA+0 0y � hA+0 0xy + h2A+0 0x2y �A+0 000y3=6i +hA+1 0xy � hA+1 0x2y � (h0A+1 + hA+1 0) y3=6i +hA+2 0=6 (3x2y � y3)i+ o(4) :Pour ce qui est du champ magn�etique ~B�, tous les termes engendr�es par '0 et A�0 serontomis volontairement dans les r�esultats qui vont suivre. En e�et, le coe�cient A�0 (respecti-vement '0) engendre un champ magn�etique port�e par ~x (respectivement par ~s) en x=y=0alors que ce dernier est purement vertical (c.{�a{d. port�e par ~y) pour tous les �el�ementsoptiques classiquement utilis�es dans les lignes de transport hormis le sol�eno��de (c.{�a{d. ledipôle droit, le quadrupôle et l'hexapôle). Tous calculs faits, on obtient39



8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
B�x =hA�1 x� hA�1 y2=2 + (2h2A�1 �A�1 00)xy2=2i+hA�2 (x2 � y2)=2 � hA�2 xy2=2i + hA�3 =6 (x3 � 3xy2)i+ o(4)B�y =h�A�1 y � hA�1 xy + (2h2A�1 �A�1 00)x2y=2 + (2A�1 00 � h2A�1 ) y3=6i+h�A�2 xy � hA�2 x2y=2 + hA�2 y3=3i+ hA�3 =6 (y3 � 3x2y)i+ o(4)B�s =hA�1 0 (1 � hx)x2=2 �A�1 0y2=2 � h0A�1 xy2=2i +hA�2 0=6 (x3 � 3xy2)i+ o(4) :D�erivation du potentiel vecteurNous avons obtenu au paragraphe pr�ec�edent un d�eveloppement jusqu'�a l'ordre 3 en(x; y) pour les champs ~B+ et ~B�, tout en s�eparant soigneusement chaque composante 2m{polaire droite ou tourn�ee engendr�ee par chacun des coe�cients A+0 , A�1 , A�2 et A�3 . Il restedonc �a d�eriver les potentiels vecteurs ~A+1 , ~A�2 , ~A�3 et ~A�4 associ�es respectivement �a ces quatrecoe�cients. Dans ce but, nous �ecrivons pour chacun d'eux un d�eveloppement �a l'ordre 4en (x; y) le plus g�en�eral possible et nous utilisons l'�equation 1.12, sous{section 1.1.1, a�nd'identi�er les coe�cients de ce d�eveloppement:~A� = ~A�1 + ~A�2 + ~A�3 + ~A�4 + : : : avec8>>><>>>: ~A�i = 4Xj=1 4Xk=1 ~�ijk xj yk + �(5)~B�i = �!rot ~A�i ; 1 � i � 4 :Tous calculs faits, on obtient{ pour le dipôle droit (cas relatif au coe�cient A+0 )8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
A+x;1=A+0 0(x2 � y2)=4 �A+0 000(3x4 + 6x2y2 � 5y4)=192�(1=6 h0A+0 + 7=12 hA+0 0)x3 + hA+0 0xy2=2+(5=12 h h0A+0 + 5=8 h2A+0 0)x4 � 1=16 h2A+0 0y4 + o(5)A+y;1=A+0 0xy=2 �A+0 000(x3y + 3xy3)=48 � hA+0 0y3=12+h2A+0 0x3y=3 � h2A+0 0xy3=4 + o(5)A+s;1=�A+0 (x� hx2=2 (1 � hx+ h2x2)) +A+0 00(x3=12 + xy2=4)�(1=24 h00A+0 + 3=16 h0A+0 0 + 11=48 hA+0 00)x4 � hA+0 00x2y2=4+(1=48 h0A+0 0 + 1=16 hA+0 00) y4 + o(5) :40



{ pour le quadrupôle droit (cas relatif au coe�cient A+1 )8>>>>>>>><>>>>>>>>:A+x;2=A+1 0(x3 � 3xy2)=12 � (5=48 hA+1 0 + 1=24 h0A+1 ) (x4 � y4) + o(5)A+y;2=A+1 0(3x2y � y3)=12 � hA+1 0(4x3y � 3xy3)=12 + o(5)A+s;2=A+1 (y2 � x2)=2 + hA+1 x3=6 � h2A+1 (4x4 � y4)=24+A+1 00(x4 + 6x2y2 � 3y4)=48 + o(5) :{ pour le quadrupôle tourn�e (cas relatif au coe�cient A�1 )8>>>>>>>><>>>>>>>>:A�x;2=�A�1 0(3x2y � y3)=12 + 5=12 hA�1 0x3y + 1=6 h0A�1 xy3 + o(5)A�y;2=A�1 0(x3 � 3xy2)=12 � hA�1 0 (x4 � y4)=48 + o(5)A�s;2=A�1 xy � hA�1 y3=6 + h2A�1 xy3=3+A�1 00(x3y � 3xy3)=12 + o(5) :{ pour l'hexapôle droit (cas relatif au coe�cient A+2 )8>>>><>>>>:A+x;3=A+2 0(x4 � 6x2y2 + y4)=48 + o(5)A+y;3=A+2 0(x3y � xy3)=12 + o(5)A+s;3=�A+2 � (x3 � 3xy2)=6 � h (x4 � y4)=24 � + o(5) :{ pour l'hexapôle tourn�e (cas relatif au coe�cient A�2 )8>>>><>>>>:A�x;3=A�2 0(xy3 � x3y)=12 + o(5)A�y;3=A�2 0(x4 � 6x2y2 + y4)=48 + o(5)A�s;3=A�2 � (3x2y � y3)=6 � hxy3=6 � + o(5) :{ pour l'octupôle droit (cas relatif au coe�cient A+3 )8<:A+x;4=A+y;4 = o(5)A+s;4=�A+3 (x4 � 6x2y2 + y4)=24 + o(5) :{ pour l'octupôle tourn�e (cas relatif au coe�cient A�3 )8<:A�x;4=A�y;4 = o(5)A�s;4=A�3 (x3y � xy3)=6 + o(5) :41



m = 0dipôle As = A+0 [�x + hx2=2 (1 � hx+ h2x2) ] + o(5)droitm = 1quadrupôle As = A+1 [ (y2 � x2)=2 + hx3=6 � h2(4x4 � y4)=24 ] + o(5)droitm = 1quadrupôle As = A�1 [xy � h y3=6 + h2 xy3=3 ] + o(5)tourn�em = 2hexapôle As = A+2 [�(x3 � 3xy2)=6 + h (x4 � y4)=24 ] + o(5)droitm = 2hexapôle As = A�2 [ (3x2y � y3)=6 � hxy3=6 ] + o(5)tourn�em = 3octupôle As = �A+3 (x4 � 6x2y2 + y4)=24 + o(5)droitm = 3octupôle As = A�3 (x3y � xy3)=6 + o(5)tourn�eTab. 1.2 { Potentiel vecteur longitudinal du 2(m+ 1){pôle parfaitMultipôles \parfaits"Comme dans le cas rectangulaire, on voit que le potentiel vecteur devient purementlongitudinal lorsque les fonctions A�m ne d�ependent pas de s (avec ici la condition suppl�e-mentaire que h ne d�epend pas non plus de s): on parlera dans ce cas de multipôles parfaits.Le tableau 1.2 r�ecapitule les r�esultats relatifs aux potentiels vecteurs longitudinaux (A+s;m+1,0�m� 3) et (A�s;m+1 ; 1�m�3) que l'on obtient dans cette situation 2; on peut alors re-marquer qu'en annulant h et en substituant les constantes B�m aux constantes A�m, onretombe comme pr�evu sur les r�esultats de la sous{section 1.1.2 (cf. Tab. 1.1).2. L'expression des potentiels vecteurs droits A+s;m en coordonn�ees curvilignes est d�ej�a existante dans lalitt�erature (voir par exemple Ref. [10]); �a ma connaissance, celle des potentiels tourn�es A�s;m ne l'est pas.42



1.2 Hamiltonien d'une particule charg�ee soumise �a unchamp �electromagn�etique1.2.1 Lagrangien et Hamiltonien en coordonn�ees curvilignesCourbe de r�ef�erenceOn reprend la �gure 1.2 de la section pr�ec�edente; on consid�ere donc une courbe g�eo-m�etrique de r�ef�erence not�ee C, param�etris�ee par un vecteur ~r0(s) o�u s d�esigne une abscissecurviligne. Pour plus de g�en�eralit�es dans l'expos�e, on supposera pour l'instant que cettecourbe n'est plus plane comme elle l'�etait �a la section 1.1. Si h(s) et � (s) d�esignent res-pectivement la courbure et la torsion de la courbe C �a l'abscisse curviligne s et si l'on note(~x; ~y;~s) le tri�edre de Serret{Frenet �a l'abscisse s, on a 3dds 0BB@ ~x~y~s 1CCA = 0BB@ 0 �� (s) h(s)� (s) 0 0�h(s) 0 0 1CCA0BB@ ~x~y~s 1CCA : (1.30)On consid�ere une particule charg�ee quelconque de masse m et de charge q. On param�etrisela position ~r(t) de cette particule par trois fonctions x(t), y(t) et s(t) comme suit:~r(t) = ~r0 ( s(t) ) + x(t)~x ( s(t) ) + y(t)~y ( s(t) ) : (1.31)En d�erivant la relation 1.31 par rapport �a t et en utilisant l'�equation 1.30, on obtient doncl'expression suivante pour la vitesse ~v de la particule:~v = d~rdt = ( 1 + hx ) _s~s + ( _x+ y� _s )~x + ( _y � x� _s ) ~y (1.32)o�u . signi�e d�eriv�ee par rapport au temps t.Lagrangien �electromagn�etique et HamiltonienOn suppose que cette particule se d�eplace dans un champ ( ~E; ~B) d�erivant du potentiel�electromagn�etique (V; ~A) avec8<: ~B = �!rot ~A ~A = Ax(x; y; s; t)~x+Ay(x; y; s; t)~y+As(x; y; s; t)~s~E = �@t ~A���!gradV V = V (x; y; s; t) :3.8>><>>: ~s= dds~r0 : tangente �a la trajectoire.~x=�d2~r0ds2 = jj d2~r0ds2 jj : normale �a la trajectoire, h =jj d2~r0ds2 jj :~y=~s ^ ~x : binormale , � = det(d~r0ds ; d2~r0ds2 ; d3~r0ds3 )=h2 :43



Le Lagrangien de cette particule est [12]L(x; y; s; _x; _y; _s; t) = �mc2
 + q(~v: ~A� V )o�u 
 = 1p1�~v 2=c2 et o�u ~v est donn�ee par l'�equation 1.32. On peut donc calculer par lesm�ethodes usuelles les moments (Px; Py; Ps) associ�es aux coordonn�ees (x; y; s). On a8>>><>>>: Px = @L=@ _x = m c2=
2 @
=@~v 2 @~v 2=@ _x + q @(~v: ~A)=@ _xPy = @L=@ _y = m c2=
2 @
=@~v 2 @~v 2=@ _y + q @(~v: ~A)=@ _yPs = @L=@ _s = m c2=
2 @
=@~v 2 @~v 2=@ _s + q @(~v: ~A)=@ _s ; soit8>>><>>>: Px = qAx +m 
 ( _x+ y� _s)Py = qAy +m 
 ( _y � x� _s)Ps = (1 + hx) �m 
(1 + hx) _s + qAs� + y�Px � x�Py : (1.33)L'Hamiltonien est alors d�e�ni parH(x; y; s; Px; Py; Ps; t) = Px _x+ Py _y + Ps _s�L =csm2c2 + (Px � qAx)2 + (Py � qAy)2 + �Ps � y�Px + x�Py1 + hx � qAs�2 + q V (1.34)et on note que la racine carr�ee dans cette derni�ere expression est, comme il se doit, l'�energierelativiste de la particule de masse m et d'impulsion ~p= m 
~v : E = pm2c4 + ~p 2c2 .1.2.2 Changement de variable ind�ependantePr�eliminairesSoit un syst�eme �a n degr�es de libert�e (q1; : : : ; qn) avec (P1; : : : ; Pn) pour moments conju-gu�es; si t d�esigne la variable ind�ependante et H(q1; : : : ; qn; P1; : : : ; Pn; t) l'Hamiltonien r�e-gissant la dynamique de ce syst�eme, les �equations d'Hamilton s'�ecrivent8i; 1 � i � n 8<: dqi=dt = @H=@PidPi=dt = �@H=@qiet dH=dt = @H=@t :On suppose que la d�eriv�ee partielle de H par rapport �a l'un des Pi est non nulle pour uncertain domaine de l'espace des phases et pour un certain intervalle de temps T; pour �xerles id�ees, on suppose par exemple @H@P1 = _q1 6= 0 :44



t �! q1(t) est donc une bijection de l'intervalle T dans q1(T) et il vient8<: dqi=dq1=(dqi=dt) (dt=dq1)= (@H=@Pi) (@H=@P1)�1dPi=dq1=(dPi=dt) (dt=dq1)=�(@H=@qi) (@H=@P1)�1 ; 2 � i � n :On rajoute �a cela le doublet (t; Pt) o�u Pt def=�H et on a8<: dt=dq1 =(@H=@P1)�1dPt=dq1=�(dH=dt) (@H=@P1)�1 = �(@H=@t) (@H=@P1)�1 :On a Pt = �H(q; P ; t) avec @H=@P1 6= 0; donc, en invoquant le th�eor�eme des fonc-tions implicites, il existe une fonction K d�e�nie sur un certain domaine des coordonn�ees(t; q2; : : : ; qn; Pt; P2; : : : ; Pn; q1) telle queP1 = �K(t; q2; : : : ; qn; Pt; P2; : : : ; Pn; q1) :On montre alors que K est le nouvel Hamiltonien du syst�eme; plus pr�ecis�ement, il s'agitde d�emontrer que ce dernier conjugue t et Pt, (qi; 2� i�n) et (Pi; 2� i�n) avec q1 pournouvelle variable ind�ependante. On a en e�etPt = �H(q; P ; t)) dPt = �@H@q1 dq1 � @H@P1 dP1 � nXi=2  @H@qi dqi + @H@Pi dPi! � @H@t dt ;soit �dP1 def= dK = nXi=2 24 @H@qi ! @H@P1!�1dqi +  @H@Pi! @H@P1!�1dPi35 + @H@t ! @H@P1!�1dt +  @H@P1!�1dPt :On obtient donc8i; 2 � i � n 8<: (@K=@Pi) = (@H=@Pi) (@H=@P1)�1 = dqi=dq1(@K=@qi) = (@H=@qi) (@H=@P1)�1 = � dPi=dq1et 8<: (@K=@Pt) = (@H=@P1)�1 = dt=dq1(@K=@t) = (@H=@t) (@H=@P1)�1 = � dPt=dq1 :Par cons�equent, via le changement de variable ind�ependante t �! q1, le nouvel Hamiltoniendu syst�eme devient �P1 et t se transforme en une variable canonique avec Pt=�H pourmoment conjugu�e. 45



Hamiltonien �electromagn�etique avec s pour variable ind�ependanteOn suppose dans le cas qui nous pr�eoccupe que @H=@Ps 6= 0. D'apr�es ce qui pr�ec�edeet l'�egalit�e 1.34, on en d�eduit donc le nouvel Hamiltonien K qui, avec s pour variableind�ependante, conjugue x et Px, y et Py, t et Pt=�H:K(x; y; t; Px; Py; Pt; s) = �Ps = �y�Px + x�Py�(1 + hx)24s�Pt + qVc �2 �m2c2 � (Px � qAx)2 � (Py � qAy)2 + qAs35 (1.35)et on a 8>>><>>>: @K@Px = _x @K@Py = _y @K@Pt = _t@K@x = � _Px @K@y = � _Py @K@t = � _Pto�u maintenant . signi�e dds .1.2.3 Choix des variables canoniquesHypoth�eses de travail et notationsNous faisons d�esormais les deux hypoth�eses suivantes:{ la courbe de r�ef�erence est plane comme �a la sous section 1.1.1, ce qui signi�e que � (s)=0;on supposera pour �xer les id�ees que l'axe x̂ est horizontal et que l'axe ŷ est vertical(ind�ependant de s).{ le champ e.m. est un champ purement magn�etique et statique d�erivant d'un potentielvecteur ~A: V =0 et ~A= ~A(x; y; s). Avec ces hypoth�eses et en reprenant les relations 1.33et 1.35, on a8>>>><>>>>: Px=qAx + pxPy=qAy + pyK=�(1 + hx) �qP 2t =c2 �m2c2 � (Px � qAx)2 � (Py � qAy)2 + qAs� (1.36)o�u l'on rappelle que px et py d�esignent respectivement l'impulsion horizontale et verticalede la particule.En�n, on consid�ere une particule test �ctive de masse m not�ee P0. On note p0 son impulsionqui correspond �a une �energie E0 = qm2c4 + p20c2 � 
0mc2 et �a une vitesse v0 = p0=(m
0) ��0c. Comme nous le montrerons plus loin (sous{section 1.3.1), la courbe de r�ef�erence C este�ectivement suivie par P0 si une certaine condition est v�eri��ee et moyennant l'hypoth�ese46



que le champ magn�etique ~B soit vertical (c.{�a{d. port�e par ~y) le long de C: ~B(0; 0; s) =B0(s) ~y. Cette condition bien connue s'�ecrit h(s) = B0(s)=(p0q ). Si tel est le cas, le tempsde passage en s de la particule P0 est alors donn�e par t0(s) def= (s � s0)=v0 en supposantque cette derni�ere se situait �a l'abscisse s0 �a l'instant t = 0.Quoiqu'il en soit, prenons pour l'instant ces derni�eres notations (p0, E0, v0 et t0(s)) commede simples d�e�nitions permettant de donner un sens physique au changement de variablescanoniques qui va suivre.Choix des variables canoniques; expression �nale pour l'HamiltonienLes variables utilis�ees pour d�ecrire l'�evolution d'une particule quelconque P1 serontcelles que MAD [13] utilise: x et y restent inchang�es et on pose8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:cPx=Pxp0cPy=Pyp0� =�Pt � E0p0c = E �E0p0cl =�c(t� t0(s))def= �c(t� s� s0v0 ) :� d�esigne donc la di��erence entre l'�energie de P1 et celle de P0 normalis�ee par l'�energiequ'aurait P0 si elle �etait ultra{relativiste. t0(s) �etant le temps de passage en s de P0 (ensupposant que sa trajectoire co��ncide avec C), �l d�esigne donc le retard de P0 par rapport�a P1 (si l� 0 P1 est en avance sur P0). On montre directement que cette transformationest canonique en exhibant un Hamiltonien g qui conjugue (x; cPx), (y;cPy) et (l; �). En e�et,si l'on d�e�nit g(x; y; l;cPx; cPy; �) = Kp0 + ��0 + 1 ; (1.37)la constante 1 �etant rajout�ee a�n d'avoir g(0) = 0, il vient8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>: @g@cPx = 1p0  @K@Px!  dPxd cPx! = @K@Px = _x de même @g@cPy = _y@g@x = 1p0  @K@x ! = � _Pxp0 =� _cPx de même @g@y = � _cPy@g@� = 1p0  @K@Pt!  dPtd � ! + cv0 =�c( _t� 1v0 )= _l@g@l = 1p0  @K@t !  d td l! = _Ptp0c =� _� :47



Ceci montre bien que g conjugue (x; cPx), (y; cPy) et (l; �). A�n de calculer g, on reprenddonc les �equations 1.36 et 1.37. On a(Pt=c)2 �m2c2p20 =  E0p0c + �!2 � m2c2p20 avec 8>>>><>>>>: E0p0c = 
0mc2
0mv0c = 1�0m2c2p20 = m2c2m2
20v20 = 1�20
20 :On en d�eduit donc l'expression �nale de l'Hamiltonien que nous utiliserons dans toute lasuite:g = �(1+hx)264vuut 1�0 + �!2 � 1�20
20 � �cPx �Kx�2 � �cPy �Ky�2 +Ks375+ ��0 +1 (1.38)avec Kx;y;s = qAx;y;sp0 :Relation avec les variables utilis�ees dans TRANSPORT [14]Certains programmes de dynamique de faisceau, comme le programme TRANSPORT[14], utilisent, pour d�ecrire l'�evolution d'une particule quelconque, un jeu de variables quidi��ere de celui pr�esent�e au paragraphe pr�ec�edent. Le principe d'une courbe g�eom�etriquede r�ef�erence reste inchang�ee mais la d�e�nition des six variables dynamiques devient 48>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
xT1=xM1 = xxT2= � def= dx=ds1 + hx (angle que fait la trajectoire de la particuleavec la courbe de r�ef�erence dans le plan (~x;~s))xT3=xM3 = yxT4= ' def= dy=ds1 + hx (angle que fait la trajectoire de la particuleavec la courbe de r�ef�erence dans le plan (~y;~s))xT5=xM5 = lxT6= �p def= p� p0p0 (di��erence relative d'impulsion normalis�ee par p0).On peut �evidemment relier ces deux ensembles de coordonn�ees. Nous donnons ci{apr�eset sans d�emonstration les r�esultats obtenus 5.4. Les labels T et M se r�ef�erent respectivement aux variables utilis�ees dans TRANSPORT et �a cellesutilis�ees dans MAD.5. On se place dans le cas des multipôles parfaits (sol�eno��de exclu) o�u Ax=Ay=0, soit dPx;y=px;y=p0.48



xM1 =xT1 xT1=xM1xM2 = (1 + xT6 )xT2q1 + xT22 + xT42 xT2= xM2q(1=�0 + xM6 )2 � 1=(
20�20)� xM2 2 � xM4 2xM3 =xT3 xT3=xM3xM4 = (1 + xT6 )xT4q1 + xT22 + xT42 xT4= xM4q(1=�0 + xM6 )2 � 1=(
20�20)� xM2 2 � xM4 2xM5 =xT5 xT5=xM5xM6 =q(1 + xT6 )2 + 1=(
20�20)� 1=�0 xT6=q(1=�0 + xM6 )2 � 1=(
20�20)� 1On voit donc que ces deux transformations inverses l'une de l'autre sont, �a l'ordre 1, �egales�a l'identit�e (c.{�a{d. pour tout i; 1� i�6; xTi = xMi + o((xM)2)); on voit de plus que dans lecas ultra{relativiste (�0=1; 
0=+1) on a xM6 =xT6=(p�p0)=p0=(E�E0)=E0. Mis �a partcela, la chose importante �a remarquer est qu'il n'existe aucun Hamiltonien qui conjugueles variables de TRANSPORT (même dans le cas des multipôles parfaits). Voil�a une desraisons pour lesquelles nous avons choisi de travailler avec les variables de MAD plutôtqu'avec celles de TRANSPORT, le formalisme Hamiltonien �etant plus ad�equat pour tousles calculs e�ectu�es au chapitre 2.1.3 Equations du mouvement. Ecriture formelle de lasolution1.3.1 Equations du mouvementOn note X le vecteur 6{dimensionnel (x; cPx; y;cPy; y; l; �) d�e�ni �a la section pr�ec�edente.Les �equations d'Hamilton s'�ecrivent sous forme vectorielle de la fa�con suivante:dXds = J�!rg (1.39)o�u J est la matrice antisym�etrique J = 0BBBBBBBBBBB@ 0 1 0 0 0 0�1 0 0 0 0 00 0 0 1 0 00 0 �1 0 0 00 0 0 0 0 10 0 0 0 �1 01CCCCCCCCCCCA49



et o�u g est l'Hamiltonien d�e�ni par l'�equation 1.38 �a la section pr�ec�edente avec�!rg =  @g@x; @g@cPx ; @g@y ; @g@cPy ; @g@l ; @g@�! :En regardant l'�equation 1.39 puis en remarquant que l'Hamiltonien g ne d�epend pas dela variable canonique l, on tombe directement sur la conservation de la variable �, ce quiest un fait bien connu pour le cas d'une particule charg�ee se d�epla�cant dans un champ pu-rement magn�etique (en n�egligeant �evidemment tous processus non{Hamiltoniens commele rayonnement synchrotronique, les interactions faisceau{faisceau, le refroidissement sto-chastique, etc.).Dans tout ce qui va suivre, on �ecrira l'�equation 1.39 sous la formedXds = F (X; s;�) (1.40)o�u F est la fonction vectorielle J�!rg et o�u � est un jeu de param�etres qui d�esignent formel-lement les fonctions A�m(s) d�e�nies �a la sous{section 1.1.3. Avant d'aller plus loin, il fautinsister sur le fait suivant: si P0 d�esigne la particule �ctive de r�ef�erence introduite pr�ec�e-demment (de masse m, de charge q et d'impulsion p0), alors P0 suit e�ectivement la courbede r�ef�erence C si et seulement si le vecteur X = 0 est solution de l'�equation di��erentielle1.40, donc si et seulement si F (0; s;�) def= J�!rg = 0, soit �!rg = 0 puisque J est inversible.En d'autres termes, le d�eveloppement limit�e de g autour de z�ero dans les variables cano-niques ne doit contenir aucun terme lin�eaire. En reprenant l'expression de l'Hamiltonien g(�equation 1.38) ainsi que celle des potentiels vecteurs en coordonn�ees curvilignes donn�ee �ala sous{section 1.1.3, on aboutit apr�es calcul �a la condition recherch�ee 6:F (0; s;�) = 0, h(s) = A+0 (s)=(p0=q) = By(x = y = 0; s)=(p0=q) : (1.41)1.3.2 O�set �X, matrices R; T; UOn consid�ere alors deux environnements magn�etiques di��erents dans lesquels �evoluentles particules charg�ees: l'un dit de design dans lequel le champ magn�etique est caract�eris�epar un jeu de param�etres �0 qui v�eri�ent la condition 1.41 et l'autre �etant d�e�ni par le jeude param�etres �=�0 + ��. Dans toute la suite, on emploiera le terme g�en�erique \erreur"pour faire r�ef�erence �a la 
uctuation �� qui fait que l'optique r�eelle di��ere quelque peu de6. Comme dans la sous{section 1.1.3, on garde l'hypoth�ese A�0 = '0 = 0 et il en r�esulte au vu du secondparagraphe de 1.1.3, \D�erivation du champ magn�etique", que le champ ~B est dans ce cas purement verticalsur la courbe C et de force �egale �a A+0 (s). 50



l'optique id�eale de design. N�eanmoins, on supposera que la magnitude des erreurs de laligne est relativement faible de sorte que la particule test P0 ainsi que tout autre particuleP1 ayant pour condition initiale un vecteur X0 assez petit aient une trajectoire prochede la courbe C. La d�eviation de ces di��erentes trajectoires par rapport �a C pouvant êtrerepr�esent�ee par une s�erie perturbative enX0 et ��, l'ultime but que l'on se �xe d�es �a pr�esentet qui ne sera atteint qu'�a la �n du chapitre 2 sera alors d'estimer certains des premierscoe�cients de ce d�eveloppement.Pour ce faire, nous devons commencer par quelques d�e�nitions. Pour tout vecteur X0�etablissant les conditions initiales d'une particule quelconque P1 �a l'abscisse curvilignes=0, on noteM(X0; s;�)=X(s) la position de P1 �a l'abscisse s dans l'espace des phases �a6 dimensions; la fonction vectorielleM(X0; s;�) sera d�esign�ee sous le nom de mapping (onse souviendra dans toute la suite que � repr�esente symboliquement les fonctions A�m(s) �apartir desquelles le champ magn�etique est d�e�ni de fa�con univoque). On introduit ensuiteles quatre objets suivants:8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
l'o�set �X, vecteur �a 6 dimensions, donn�e par �Xi(s;�) =Mi(0; s;�)la matrice R, matrice 6�6, donn�ee par Ri;j(s;�) = @Mi@X0j !(X0=0)la matrice T , tenseur 6�6�6, donn�ee par Ti;j;k(s;�) =1=2 @2Mi@X0j@X0k!(X0=0)la matrice U , tenseur 6�6�6�6, donn�ee par Ui;j;k;l(s;�)=1=6 @3Mi@X0j@X0k@X0l!(X0=0):Au vu de ces d�e�nitions, il est clair que le tenseur T est sym�etrique par rapport �a sesdeux derniers indices, de même pour le tenseur U par rapport �a ses trois derniers indices(d'autres relations, dites relations de symplecticit�e, reliant les �el�ements de matrice destenseurs R, T et U seront �etablies �a la sous{section 1.3.4). Cette remarque �etant faite,on voit que la solution de l'�equation 1.40, avec X0 pour condition initiale, s'�ecrit avec desnotations �evidentes 7X(s) def= M(s;X0;�) =�X(s;�) +R(s;�)X0 + T (s;�)(X0;X0)+U(s;�)(X0;X0;X0) + o(X40 ) : (1.42)7.RX0�i def= 6Xj=1Ri;jX0j ; T (X0; X0)�i def= 6Xj=1 6Xk=1Ti;j;kX0jX0k etU (X0; X0; X0)�i def= 6Xj=1 6Xk=1 6Xl=1 Ui;j;k;lX0jX0kX0l : 51



En se restreignant aux particules dont les conditions initiales sont proches de z�ero, onpeut donc supposer que la relation 1.42 est une bonne approximation pour le calcul dumapping M 8. L'objectif devient donc l'obtention des quantit�es �X, R, T et U . Commenous le verrons au chapitre 2, cela n�ecessite la connaissance de la fonction F �a l'ordre 3dans les variables canoniques Xi; 1� i� 6, donc celle de l'Hamiltonien g �a l'ordre 4. Enregardant l'�equation 1.38 qui d�e�nit g, on voit que pour ce fait il est imp�eratif de poss�ederle potentiel vecteur ~A �a l'ordre 4 en (x; y) et c'est exactement ce qui a fait l'objet de lasous{section 1.1.3. Ceci �etant, outre la pr�ecision suppl�ementaire qu'apporte le calcul de lamatrice U , la raison principale qui nous pousse �a tronquer la s�erie 1.42 �a l'ordre 3 et non�a un ordre inf�erieur (ce qui nous aurait ôt�e bien des tracas) n'apparâ�tra clairement quebien plus tard au chapitre 3.Nous �nirons cette sous{section en rappelant que l'Hamiltonien g ainsi donc que la fonc-tion F sont ind�ependants de la variable l. Cette derni�ere remarque impose alors certainesconditions sur les quantit�es (�X;R; T; U):{ d'une part, d'apr�es l'�equation 1.39, on a d�=ds=@g=@l=0 et il vient �X6=T6;m;n=U6;m;n;r=0 pour tous les entiers (m;n; r) compris entre 1 et 6 ainsi que R6;j=�6j; 1�j�6, o�u �6j=1 si j=6 et �6j=0 si j 6=6.{ d'autre part, du fait du d�ecouplage de la variable l, on a aussi Ti;5;m = Ti;m;5 =Ui;5;m;n=Ui;m;5;n=Ui;m;n;5=0 pour tous les entiers (i;m; n) compris entre 1 et 6 ainsique Ri;5=�i5; 1� i�6.On se souviendra surtout de la forme particuli�ere de la matrice R qui, d'apr�es ce quipr�ec�ede, s'�ecrit R = 0BBBBBBBBBBB@ R1;1 R1;2 R1;3 R1;4 0 R1;6R2;1 R2;2 R2;3 R2;4 0 R2;6R3;1 R3;2 R3;3 R3;4 0 R3;6R4;1 R4;2 R4;3 R4;4 0 R4;6R5;1 R5;2 R5;3 R5;4 1 R5;60 0 0 0 0 1 1CCCCCCCCCCCA : (1.43)8. Signalons tout de même que ce d�eveloppement perturbatif n'est en g�en�eral pas su�sant pour un an-neau de stockage dans lequel les particules font un nombre �elev�e de tours (s devient tr�es grand contrairementaux lignes de transport o�u s est born�e). C'est la raison principale pour laquelle le calcul de l'ouverturedynamique d'un anneau (c'est �a dire le domaine D0 maximal de l'espace des phases dont l'image par latransformationM(s) reste born�ee quand s tend vers l'in�ni) est souvent d�elicat.52



1.3.3 Formules de concat�enationComme on peut facilement l'imaginer, le calcul des quantit�es �X, R, T et U se fera pas�a pas (c'est �a dire �el�ement par �el�ement) le long de la ligne optique consid�er�ee. D�esormais,nous devons donc nous interroger sur la concat�enation de mappings. Plus pr�ecis�ement, sil'on connâ�t le mapping M1 pour une section [s0; s1] de la courbe C ainsi que le mappingM2 pour une section [s1; s2] adjacente �a la pr�ec�edente, on se donne pour objectif le calculdu mappingM=M2 �M1 relatif �a la section totale [s0; s2]. En r�esum�e, il s'agit de d�eriverles relations alg�ebriques reliant les quantit�es (�X;R; T; U) (relatives �a M) aux quantit�es(�X1;2; R1;2; T1;2; U1;2) (relatives �aM1;2). En utilisant l'�equation 1.42 pour la section [s0; s1]puis en la r�eit�erant pour la section [s1; s2], on obtient assez rapidement une expression deX(s2) en fonction de X(s0) et des quantit�es (�X1;2; R1;2; T1;2; U1;2); en�n, en regroupantdans cette derni�ere expression les termes de même homog�en�eit�e en X(s0), on tombe surles relations recherch�ees. Tous calculs faits, on a8>>>>>>>><>>>>>>>>: �X = �X2 +R2 �X1 + T2 (�X1; �X1) + o(�X31 )R = R2R1 + 2T2 (�X1; R1) + 3U2 (�X1; �X1; R1) + o(�X31 )T = R2 T1 + T2 (R1; R1) + 2T2 (�X1; T1) + 3U2 (�X1; R1; R1) + o(�X21 )U = R2 U1 + 2 (T2 (R1; T1))sym + U2 (R1; R1; R1) + o(�X1) (1.44)o�u les notations utilis�ees sont expliqu�ees ci{apr�es.{ Si A est un tenseur d'ordre n + 1 et (B1; : : : ; Bn) n tenseurs d'ordre respectif (m1,: : :, mn), alors C=A(B1; : : : ; Bn) est le tenseur d'ordre N=Pnk=1mk � (n� 1) dontl'�el�ement de matrice Ci1;:::;iN est donn�e parCi1;:::;iN = Xj1;:::;jnAi1;j1;:::;jn(B1)j1;i2;:::;im1 : : : (Bn)jn;i(N�mn+2);:::;iN :Par exemple, pour le cas R2 T1, on a n=1; m1=3, soit N=3 et donc(R2 T1)i;j;k = 6Xm=1(R2)i;m(T1)m;j;k :Pour le cas plus compliqu�e T2 (R1; T1), on a n=2; m1=2; m2=3, soit N =4 et parsuite (T2 (R1; T1))i;j;k;l = 6Xm=1 6Xn=1(T2)i;m;n(R1)m;j(T1)n;k;l .53



{ Si A est un tenseur d'ordre n+1, alors Asym est le tenseur d'ordre n+1 sym�etriquepar rapport �a ses n derniers indices et d�e�ni par(Asym)i0;i1;:::;in = 1n! X�2SnAi0;�(i1);:::;�(in)o�u Sn d�esigne le groupe des permutations d'ordre n.Au vu des formules de concat�enation 1.44, le calcul exact des quatre objets (�X;R; T; U)apparâ�t alors impossible puisque ces derniers s'expriment sous la forme d'une s�erie in�niedans l'o�set �X1. A�n de garder une coh�erence dans la math�ematique qui sera d�evelop-p�ee au chapitre 2, on a d�es lors recours �a l'id�ee suivante. Consid�erons un d�eveloppementperturbatif pour ces quatre quantit�es en fonction des erreurs de la ligne ��:8>>>><>>>>: �X1(�) = �X1(�0) + @��X1)�0 ��+ 1=2 @2��X1)�0 ��2 + : : :def= �X(0)1 + �X(1)1 + �X(2)1 + : : :... et cetera.On d�e�nit ainsi neuf nouveaux objets (�X(0)1 ; �X(1)1 ; �X(2)1 ; R(0)1 ; R(1)1 ; R(2)1 ; T (0)1 ; T (1)1 ; U (0)1 ) rela-tifs �a M1 et de la même fa�con on introduit ces mêmes neuf quantit�es pour les mappingsM2 etM. Comme l'optique de design est telle que la condition 1.41 est v�eri��ee, on a d�ej�a�X(0)1 def= �X1(�0) def= M1(X0=0;�0) = 0 = �X(0)2 = �X(0) :Au vu de cette remarque, on peut reformuler les �equations 1.44 en faisant intervenir lesquantit�es ci{dessus d�e�nies; on obtient ainsi de nouvelles relations qui, cette fois, peuventêtre �ecrites de fa�con exacte:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
�X(1)=�X(1)2 +R(0)2 �X(1)1�X(2)=�X(2)2 +R(0)2 �X(2)1 +R(1)2 �X(1)1 + T (0)2 (�X(1)1 ; �X(1)1 )R(0) =R(0)2 R(0)1R(1) =R(1)2 R(0)1 +R(0)2 R(1)1 + 2T (0)2 (�X(1)1 ; R(0)1 )R(2) =R(2)2 R(0)1 +R(1)2 R(1)1 +R(0)2 R(2)1 + 2�T (0)2 (�X(2)1 ; R(0)1 )+T (0)2 (�X(1)1 ; R(1)1 ) + T (1)2 (�X(1)1 ; R(0)1 )�+ 3U (0)2 (�X(1)1 ; �X(1)1 ; R(0)1 )T (0) =R(0)2 T (0)1 + T (0)2 (R(0)1 ; R(0)1 )T (1) =R(1)2 T (0)1 +R(0)2 T (1)1 + 2��T (0)2 (R(0)1 ; R(1)1 )�sym + T (0)2 (�X(1)1 ; T (0)1 )�+T (1)2 (R(0)1 ; R(0)1 ) + 3U (0)2 (�X(1)1 ; R(0)1 ; R(0)1 )U (0) =R(0)2 U (0)1 + 2 �T (0)2 (R(0)1 ; T (0)1 )�sym + U (0)2 (R(0)1 ; R(0)1 ; R(0)1 ) : (1.45)
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Supposons donc que, pour une ligne de focalisation contenant N aimants, on poss�ede pourchaque aimant num�ero i les huit quantit�es (�X(1)i , �X(2)i , R(0)i , R(1)i , R(2)i , T (0)i , T (1)i , U (0)i );en utilisant les relations 1.45 et par concat�enation successive, on peut alors obtenir lesquantit�es (�X(1), �X(2), R(0), R(1), R(2), T (0), T (1), U (0)) relatives au mapping total de laligne. Plus pr�ecis�ement, consid�erons par exemple une erreur �i dans l'aimant num�ero iainsi qu'une erreur �j dans l'aimant num�ero j; supposons que l'on connaisse pour l'aimantnum�ero i les huit quantit�es (R(0)i , T (0)i , U (0)i , @�i�Xi, @2�i�Xi, @�iRi, @2�iRi, @�iTi) et de mêmepour l'aimant num�ero j. Les formules 1.45 donnent alors en bout de ligne les matrices(R;T;U) id�eales, les d�eriv�ees premi�eres et secondes de l'o�set �X et de la matrice R ainsique les d�eriv�ees premi�eres de la matrice T en fonction des erreurs �i et �j.Pour cette raison, nous disons que le choix de calcul des huit quantit�es (�X(1)i , �X(2)i ,R(0)i , R(1)i , R(2)i , T (0)i , T (1)i , U (0)i ) pour chaque type d'aimant (dipôle, quadrupôle, hexapôle,. . . , en consid�erant pour chacun de ces types d'aimants un certain nombre d'erreurs, cf.chapitre 2) est un choix \auto{consistant". Cependant, toujours en regardant les formulesde concat�enation 1.45, on s'aper�coit que le choix bien plus simple du calcul des quatrequantit�es (�X(1)i , R(0)i , R(1)i , T (0)i ) est lui aussi \auto{consistant". En revanche, ce dernierest alors incapable de donner en bout de ligne, entre autres, la quantit�e R(2) qu'il nousfaudra imp�erativement connâ�tre au chapitre 3.1.3.4 Symplecticit�eGroupe symplectiqueOn donne ici quelques notions de symplecticit�e en se limitant au cas r�eel; pour unexpos�e plus d�etaill�e sur ce sujet on pourra, par exemple, se r�ef�erer �a [4]. Soit donc n unentier non nul; on note M2n l'anneau des matrices 2n�2n �a coe�cients r�eels et Sp2n lesous{ensemble des matrices de M2n d�e�ni parSp2n = �M 2 M2n = fM J M = J� 9o�u J est la matrice antisym�etrique 2n�2n suivante:J = 0BBBBBB@ J2 0 : : : 00 J2 . . . ...... . . . . . . 00 : : : 0 J2 1CCCCCCA avec J2 = 0@ 0 1�1 0 1A :9. fM d�esigne la transpos�ee de M . 55



On prouve alors facilement que Sp2n est un sous{groupe multiplicatif du groupe des ma-trices inversibles de M2n appel�e groupe symplectique �a 2n dimensions; on a de plus lestrois propri�et�es suivantes:8M 2 Sp2n fM 2 Sp2n , det(M) = 1 et M�1 = �J fM J :En�n, on prouve ais�ement que J v�eri�e J2=�1=� eJJ .On s'interroge d�esormais sur les g�en�erateurs de Sp2n. Soit M = exp(��) = 1 + �� + � � �un �el�ement de Sp2n proche de l'identit�e; en �ecrivant 10 �=JS et en utilisant la d�e�nitionde Sp2n, il vient e�J + J � = 0 = eS eJ J + J2S = eS � S :La matrice S est donc sym�etrique. En v�eri�ant r�eciproquement que toute matrice de laforme exp(JS), avec S sym�etrique, est dans Sp2n, on a donc l'assertion suivante:Sp2n poss�ede n(n + 1)2 g�en�erateurs qui sont de la forme J S o�u S est sym�etrique.Pour ce qui nous concerne, nous appliquons ce dernier r�esultat au groupe Sp6; en fait, nousne nous int�eressons qu'au sous{groupe G des matrices de Sp6 ayant la forme donn�ee parl'�equation 1.43 11. En cherchant les g�en�erateurs � du groupe G sous la forme � = J S o�u Sest une matrice sym�etrique 6�6, puis en ajoutant �a cela la condition suppl�ementaire impos�eepar la forme particuli�ere des matrices de G, on peut prouver sans di�cult�e que le groupeG poss�ede exactement 15 g�en�erateurs (alors que Sp6 poss�ede 6�7=2=21 g�en�erateurs). Pluspr�ecis�ement, on a le r�esultat suivant: si R est un �el�ement de G voisin de l'identit�e, alors ilexiste une matrice � unique telle queR = exp(�) avec � = 0BBBBBBBBBBB@ �1 �2 �7 �8 0 �11�3 ��1 �9 �10 0 �12��10 �8 �4 �5 0 �13�9 ��7 �6 ��4 0 �14��12 �11 ��14 �13 0 �150 0 0 0 0 0 1CCCCCCCCCCCA : (1.46)10. Ceci est toujours possible car J est inversible et d'inverse J�1=�J .11. On v�eri�e facilement que le sous{ensemble de Sp6 constitu�e des matrices R de la forme0BBBBB@ R1;1 R1;2 R1;3 R1;4 0 R1;6R2;1 R2;2 R2;3 R2;4 0 R2;6R3;1 R3;2 R3;3 R3;4 0 R3;6R4;1 R4;2 R4;3 R4;4 0 R4;6R5;1 R5;2 R5;3 R5;4 1 R5;60 0 0 0 0 1 1CCCCCA est un sous{groupe multiplicatif de Sp6.56



Symplecticit�e du mapping d�e�nissant l'�evolution d'un syst�eme HamiltonienSoit un syst�eme dynamique �a n degr�es de libert�e q1; : : : ; qn. On note z le vecteur 2n{dimensionnel (q1; p1; : : : ; qn; pn) o�u les pi sont comme �a l'accoutum�ee les moments canoni-quement conjugu�es aux coordonn�ees qi; t d�esigne la variable ind�ependante et H(z; t) l'Ha-miltonien du syst�eme. On noteM le mapping d�e�ni par H; de fa�con plus pr�ecise,M(z0; t)est la fonction vectorielle qui, �a l'instant t, donne la position du syst�eme dans l'espace desphases si celui{ci avait �a l'instant initial la position z0. En�n, on appelleM(z0; t) la matriceJacobienne de M en z0 et �a l'instant t:Mi;j(z0; t) =  @Mi@z0j !(z0;t) ; 1 � i � n ; 1 � j � n :Pour toute condition initiale z0 et tout instant t, on d�emontre alors que la matriceM(z0; t)est symplectique (th�eor�eme de Liouville); on dira aussi, de fa�con plus simple, que lemappingM est symplectique (tout en restant bien conscient que la symplecticit�e n'est pas unepropri�et�e du groupe engendr�e par les transformations associ�ees �a l'Hamiltonien H mais ser�ef�ere au groupe engendr�e par les matrices Jacobiennes de ces transformations). Pour cefaire, nous consid�erons la fonction matricielle f suivante:t �! f(t) = fM(z0; t)JM(z0; t) o�u z0 est �x�e.On a 8z0 M(z0; t=0) = z0, soit M(z0; 0) = 1, soit f(0) = J . A�n de d�emontrer le r�esultat�enonc�e, il su�t donc de prouver la nullit�e de la d�eriv�ee de la fonction f par rapport auparam�etre t. Soit (a; b) deux entiers dans f1; : : : ; 2ng, on af 0a;b(t) = @t�@Mc@z0a Jc;d@Md@z0b � 12:En �ecrivant les �equations du mouvement sous la forme matricielle@tM(z0; t) = J�!rH o�u �!rH def= �@z1H; : : : ; @z2nH�(z=M(z0;t);t) ;il vientf 0a;b(t) = Jc;iJc;d @Md@z0b @z0a�@ziH(M(z0; t); t)�+ Jc;dJd;i@Mc@z0a @z0b�@ziH(M(z0; t); t)� ;soit f 0a;b(t) = Jc;iJc;d@Md@z0b @Mj@z0a @2H@zi@zj + Jc;dJd;i@Mc@z0a @Mj@z0b @2H@zi@zj :12. Lorsque dans cette expression et dans toutes celles qui vont suivre, un indice muet est r�ep�et�e deuxfois, ceci signi�e que l'on doit sommer sur ce même indice.57



On note S(z; t) la matrice Hessienne de H (matrice des d�eriv�ees secondes de H par rapport�a z0). D'apr�es ce qui pr�ec�ede, il vientf 0a;b(t) =�fM (z0; t)S(M(z0; t); t) eJJM(z0; t) + fM(z0; t)J2S(M(z0; t); t)M(z0; t)�a;b :Mais J2 = �1 ; eJJ = �J2 = 1, soit f 0 = 0.Relations de symplecticit�eDans ce dernier paragraphe, on se propose d'exhiber les di��erentes contraintes qu'im-pose la symplecticit�e du mappingM sur les six quantit�es R(0), R(1), R(2), T (0), T (1) et U (0)introduites �a la sous{section 1.3.3.On consid�ere de nouveau la fonction vectorielleM(X0; s;�) ainsi que les quatre quantit�es(�X;R; T; U) d�e�nies �a la sous{section 1.3.2. Comme au paragraphe pr�ec�edent, on noteM(X0; s;�) la matrice Jacobienne de M. Pour toute abscisse s, tout vecteur X0 et toutparam�etre �, on a donc par symplecticit�e du mapping MfM(X0; s;�)JM(X0; s;�) = J : (1.47)Si maintenant k; l sont deux entiers dans f1; : : : ; 6g, on d�e�nit les matrices Tk(s;�) etUk;l(s;�) de la fa�con suivante:8>>>>>><>>>>>>: Tk(s;�) def= 12  @M@X0k !(X0=0) = �Ti;j;k(s;�)� 1 � i � 61 � j � 6Uk;l(s;�) def= 16  @2M@X0k@X0l!(X0=0) = �Ui;j;k;l(s;�)� 1 � i � 61 � j � 6 :Les secondes �egalit�es dans ces deux derni�eres �equations viennent de la d�e�nition de lamatrice M en fonction de M ainsi que de celles des tenseurs T et U (sous{section 1.3.2);on remarquera en�n que R(s;�) =M(X0=0; s;�). Ceci �etant dit, en �ecrivant l'�egalit�e 1.47en X0=0, en la d�erivant une premi�ere puis une seconde fois par rapport �a X0, on obtientainsi8>>><>>>: eRJ R = JfTk J R+ eRJ Tk = 0 ; 1 � k � 6gUk;l J R + eRJ Uk;l + 2=3 �fTk J Tl +fTl J Tk� = 0 ; 1 � k � 6 ; 1 � l � 6 : (1.48)Ces derni�eres �egalit�es �etant valables pour un jeu quelconque de param�etres �, on obtient�nalement, par di��erenciation par rapport �a �, les relations dites de symplecticit�e liant les58



six quantit�es R(0), R(1), R(2), T (0), T (1) et U (0). On a pour toute abscisse s et toute \optiquede design �0"8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
gR(0)(s;�0)J R(0)(s;�0) = JgR(1)(s;�0)J R(0)(s;�0) + gR(0)(s;�0)J R(1)(s;�0) = 0gR(2)(s;�0)J R(0)(s;�0) + gR(0)(s;�0)J R(2)(s;�0) + gR(1)(s;�0)J R(1)(s;�0) = 0gT (0)k (s;�0)J R(0)(s;�0) + gR(0)(s;�0)J T (0)k (s;�0) = 0gT (1)k (s;�0)J R(0)(s;�0) + gR(0)(s;�0)J T (1)k (s;�0)+gT (0)k (s;�0)J R(1)(s;�0) + gR(1)(s;�0)J T (0)k (s;�0) = 0gU (0)k;l (s;�0)J R(0)(s;�0) + gR(0)(s;�0)J U (0)k;l (s;�0)+2=3 � gT (0)k (s;�0)J T (0)l (s;�0) + gT (0)l (s;�0)J T (0)k (s;�0)� = 0 :(1.49)On ne donnera pas les relations explicites (c.{�a{d. �el�ement de matrice par �el�ement dematrice) qu'impliquent ces derni�eres �equations car la liste en est longue et sans grandint�erêt pour ce qui nous concernera par la suite. On insistera juste sur le point suivant: sil'on note Q la matrice R(1) (R(0))�1, alors la seconde �egalit�e dans l'�equation 1.49 impliquela relation eQJ + J Q = 0 :D'apr�es le paragraphe \Groupe symplectique" de cette même sous{section, on en d�eduitdonc que Q a la même forme que la matrice � de l'�equation 1.46.
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Chapitre 2Calcul de mappings et traitement deserreurs dans une ligne de focalisation�nale: erreurs de champ,d�eplacements et rotations desaimantsCe chapitre correspond au passage de l'�etape II dont les principaux objectifs ont �et�e�evoqu�es dans l'introduction de ce manuscrit, �a savoir: le calcul en bout de ligne de toutesles d�eriv�ees premi�eres de l'o�set �X et de la matrice R par rapport aux erreurs ainsi quecelui des d�eriv�ees secondes des �el�ements de matrice R11 et R33. Comme nous l'avons vu �ala sous{section 1.3.3, l'�evaluation des quantit�es (�X(1), �X(2), R(0), R(1), R(2), T (0), T (1),U (0)) pour chacun des aimants de la ligne consid�er�ee permet, par concat�enation successive,d'aboutir �a nos �ns. Les di��erentes erreurs susceptibles d'a�ecter un aimant donn�e serontalors s�epar�ees en deux cat�egories bien distinctes puis trait�ees de deux mani�eres compl�ete-ment di��erentes.Nous nous int�eresserons dans un premier temps aux erreurs de champ des di��erents �el�e-ments magn�etiques de la ligne et nous nous restreindrons �a celles ayant un e�et non nulsur les huit quantit�es pr�ec�edemment cit�ees. La m�ethode utilis�ee sera de type di��erentielle,se basant sur un d�eveloppement perturbatif de l'�equation du mouvement. Cette m�ethodesera d�ecrite en d�etail dans la premi�ere section puis appliqu�ee �a l'�etude des 2m{pôles droitsavec erreurs de champ (section 2.2).Dans un second temps (section 2.3), nous nous attacherons �a l'�etude des d�efauts d'ali-61



gnement (erreurs dites g�eom�etriques) de ces aimants. Six param�etres ind�ependants serontalors n�ecessaires pour l'analyse compl�ete de ces d�efauts, �a savoir: trois param�etres d�ecri-vant la translation en bloc de l'�el�ement consid�er�e et trois angles d�e�nissant son orientationdans l'espace Euclidien �a trois dimensions. La m�ethode utilis�ee sera de type purementg�eom�etrique.2.1 Algorithme de calculL'objet de cette section est de fournir un algorithme de calcul pour les di��erentesquantit�es (�X(1); �X(2); R(0); R(1); R(2); T (0); T (1); U (0)) introduites au chapitre pr�ec�edent.2.1.1 Rappels et notationsOn reprend les notations de la section 1.3. L'�equation du mouvement s'�ecrit (cf. 1.40)dXds = F (X; s;�) def= F0(s;�)+F1(s;�)(X)+F2(s;�)(X;X)+F3(s;�)(X;X;X)+� � � (2.1)o�u les quatre quantit�es F0, F1, F2 et F3 (qui sont respectivement un vecteur 6{dimensionnel,une matrice 6�6, un tenseur 6�6�6 sym�etrique par rapport �a ses deux derniers indices etun tenseur 6�6�6�6 sym�etrique par rapport �a ses trois derniers indices) sont d�e�nies par8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>: F0(s;�)�i = Fi(X=0; s;�) = Jim  @g@Xm!(X=0;s;�)F1(s;�)�i;j = @Fi@Xj (X=0; s;�) = Jim  @2g@Xj@Xm!(X=0;s;�)F2(s;�)�i;j;k = 12 @Fi@Xj@Xk (X=0; s;�) = Jim2  @3g@Xj@Xk@Xm!(X=0;s;�)F3(s;�)�i;j;k;l = 16 @Fi@Xj@Xk@Xl (X= 0; s;�) = Jim6  @4g@Xj@Xk@Xl@Xm!(X=0;s;�) :(2.2)Tout comme dans la section 1.3, on consid�ere un d�eveloppement des quantit�es F0; F1; F2et F3 autour d'une optique de design caract�eris�ee par un jeu de param�etres �0 qui v�eri�entla condition 1.41: 8>>>>>>><>>>>>>>: F0(s;�) = F (0)0 (s) + F (1)0 (s) + F (2)0 (s) + � � �F1(s;�) = F (0)1 (s) + F (1)1 (s) + F (2)1 (s) + � � �F2(s;�) = F (0)2 (s) + F (1)2 (s) + � � �F3(s;�) = F (0)3 (s) + � � � (2.3)62



o�u, pour tout i et tout j, F (j)i = 1j! �@Fi@� ��0 ��j :En particulier, on a donc F (0)0 (s) 2:3= F0(s;�0) 2:2= F (X=0; s;�0) 1:41= 0.Ceci �etant dit, on rappelle que l'on �ecrit la solution de 2.1 sous la forme suivante:X(s) = �X(s;�) +R(s;�)(X0) + T (s;�)(X0;X0) + U(s;�)(X0;X0;X0) + � � �avec 8>>>>>>><>>>>>>>: �X(s;�)=�X(1)(s) + �X(2)(s) + � � �R(s;�) =R(0)(s) +R(1)(s) +R(2)(s) + � � �T (s;�) =T (0)(s) + T (1)(s) + � � �U(s;�) =U (0)(s) + � � � : (2.4)En�n, puisque X(0) = X0, les conditions initiales de ces di��erentes quantit�es sont lessuivantes: 8>>>>>>><>>>>>>>: �X(0;�)=0 soit �X(1)(0) = �X(2)(0) = 0R(0;�) =1 soit R(0)(0) = 1 et R(1)(0) = R(2)(0) = 0T (0;�) =0 soit T (0)(0) = T (1)(0) = 0U(0;�) =0 soit U (0)(0) = 0 : (2.5)2.1.2 M�ethodes de calculA l'aide des d�e�nitions de la sous{section pr�ec�edente, nous pouvons alors exhiber leshuit �equations di��erentielles v�eri��ees par les huit objets (�X(1)(s), �X(2)(s),R(0)(s),R(1)(s),R(2)(s), T (0)(s), T (1)(s), U (0)(s)). En e�et, rempla�cons dans l'�equation di��erentielle 2.1 lesquantit�es F0, F1, F2 et F3 par leur d�eveloppement en fonction de l'erreur �� (�equation2.3) et faisons de même pour le vecteur X (d�eveloppement 2.4 en fonction de X0 et ��).Alors, si de part et d'autre de l'�egalit�e 1.40 on identi�e les termes de même homog�en�eit�een (X0; ��), on aboutit aux �equations recherch�ees, les conditions initiales �etant donn�eesquant �a elles par les relations 2.5 1:8>>>><>>>>:�X(1)(0)=0 et d �X(1)d s =F (0)1 �X(1) + F (1)0�X(2)(0)=0 et d �X(2)d s =F (0)1 �X(2) + F (2)0 + F (1)1 �X(1) + F (0)2 (�X(1); �X(1))1. Les notations tensorielles utilis�ees sont celles de la sous{section 1.3.3.63



8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>: R(0)(0) = 1 et dR(0)d s = F (0)1 R(0)R(1)(0) = 0 et dR(1)d s = F (0)1 R(1) + F (1)1 R(0) + 2 F (0)2 (R(0); �X(1))R(2)(0) = 0 et dR(2)d s = F (0)1 R(2) + F (1)1 R(1) + F (2)1 R(0)+2 �F (0)2 (R(1); �X(1)) + F (0)2 (R(0); �X(2))+F (1)2 (R(0); �X(1))�+ 3 F (0)3 (R(0); �X(1); �X(1))8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:T (0)(0)=0 et dT (0)d s =F (0)1 T (0) + F (0)2 (R(0); R(0))T (1)(0)=0 et dT (1)d s =F (0)1 T (1) + F (1)1 T (0) + 2 ��F (0)2 (R(1); R(0))�Sym+F (0)2 (T (0); �X(1))�+ F (1)2 (R(0); R(0))+3 F (0)3 (R(0); R(0); �X(1))8>><>>: U (0)(0) = 0 et dU (0)d s = F (0)1 U (0) + 2 �F (0)2 (R(0); T (0))�Sym+F (0)3 (R(0); R(0); R(0)) : (2.6)On note (Qi; 1� i�7) les sept quantit�es (�X(1); �X(2); R(1); R(2); T (0); T (1); U (0)); d'apr�es les�equations pr�ec�edentes, on voit alors ais�ement que chaque Qi v�eri�e une �equation di��eren-tielle lin�eaire inhomog�ene du premier ordre de la forme8><>: Qi(0) = 0dQid s = F (0)1 Qi +Gi (2.7)o�u Gi est un objet du même type que Qi (vecteur, matrice ou tenseur �a 3 ou 4 indices)qui d�epend des quantit�es F (l)k et (Qj; j < i). Maintenant, si l'on se souvient que la matriceR(0) v�eri�e l'�equation (dR(0)=ds) = F (0)1 R(0) avec R(0)(0) = 1, on montre alors facilementque la solution de l'�equation di��erentielle 2.7 s'�ecrit 2Qi(s) = R(0)(s) Z s0 ds0 �R(0)(s0)��1Gi(s0) : (2.8)2. La matrice R(0)(s) est symplectique pour tout s, donc inversible et d'inverse (cf. sous{section 1.3.4)�R(0)(s)��1 = �J gR(0)(s) J :64



En supposant que l'on connaisse la matrice R(0)(s) pour tout s, on est donc capable,d'apr�es 2.8, de r�esoudre les sept �equations di��erentielles v�eri��ees par les sept quantit�es(�X(1); �X(2); R(1); R(2); T (0); T (1); U (0)) �a condition de proc�eder dans l'ordre pr�ed�e�ni par lasuccession des relations 2.6.2.1.3 Cas d'un Hamiltonien ne pr�esentant aucun terme lin�eairedans les variables canoniquesPla�cons nous ici dans le cas particulier o�u l'Hamiltonien g commence de fa�con direc-tement quadratique dans les variables canoniques; la fonction vectorielle F0 d�e�nie parF0(s;�) def= F (X = 0; s;�) def= �J�!rg�X=0 (�equation 2.2) est alors partout nulle.En reprenant l'�equation du mouvement 2.1 avec F0 = 0,dX=ds = F1(s;�)(X) + F2(s;�)(X;X) + F3(s;�)(X;X;X) + � � � ;puis en se rappelant de l'�ecriture formelle de sa solution sous la forme d'un d�eveloppementdans les conditions initiales X0 (�equation 1.42),X(s) = �X(s;�) +R(s;�)(X0) + T (s;�)(X0;X0) + U(s;�)(X0;X0;X0) + � � � ;on obtient ais�ement les quatre �equations di��erentielles que v�eri�ent les quatre quantit�es �X,R, T , et U , et sans faire appel au d�eveloppement perturbatif en �� invoqu�e pr�ec�edemment.On a d'une part d�X=ds = F1 �X avec �X(0;�) = 0 ; soit �X(s;�) = 0 : (2.9)Lorsque l'Hamiltonien ne contient aucun terme lin�eaire, l'o�set associ�e �a cette dynamiqueest donc le vecteur nul et nous pouvons prouver ais�ement que la r�eciproque est vraie.Munis de cette nouvelle information, nous obtenons �nalement les �equations que v�eri�entles matricesR, T , U et qui sont formellement identiques �a celles relatives aux trois quantit�esR(0), T (0) et U (0) pr�ec�edemment d�e�nies:8>>><>>>: dR=ds = F1 R avec R(0;�) = 1dT=ds = F1 T + F2 (R;R) avec T (0;�) = 0dU=ds = F1 U + 2 �F2(R;T )�Sym + F3(R;R;R) avec U(0;�) = 0 : (2.10)Il faut donc insister sur le fait important suivant: la m�ethode perturbative d�evelopp�ee �a lasous{section pr�ec�edente ne trouve aucune utilit�e lorsque l'Hamiltonien ne contient aucunterme lin�eaire dans les variables canoniques ou, ce qui est �equivalent, lorsque l'o�set �X65



est partout nul. Cette derni�ere remarque �etait en fait sous{jacente d�es l'�ecriture des pre-mi�eres formules de concat�enation du chapitre 1 (�equation 1.44) qui montraient la di�cult�ed'e�ectuer le produit alg�ebrique de deux mappings lorsque l'o�set �X1 associ�e au premierd'entre eux �etait non nul.2.2 Les 2m{pôles parfaits droits2.2.1 Classi�cation des erreurs de champ dans les 2m{pôlesDans cette section, on d�esire appliquer les r�esultats pr�ec�edents aux 2m{pôles parfaitsdroits (1�m� 3) avec erreur de champ 2m{polaire droit et erreurs de champ 2n{polairedroit et tourn�e (n > m). Pratiquement, on est amen�e �a faire les deux hypoth�eses suivantes:{ la courbure h(s) de la courbe de r�ef�erence C est constante par morceau, donc C est unesuite de segments droits et d'arcs de cercle; plus pr�ecis�ement, h=0 pour les �el�ementsoptiques droits (drift, quadrupôle, hexapôle, . . . ) et h6=0 pour les �el�ements optiquesde courbure, c'est �a dire les dipôles.{ lorsque l'on consid�ere un 2(m+1){pôle droit et parfait, le jeu de param�etres �0 carac-t�erisant l'optique de design se limite �a la constante K+m=A+m=(p0=q) (les constantesA+m sont celles qui d�e�nissent les potentiels vecteurs longitudinaux du tableau 1.2);de plus, dans le cas du dipôle droit, on impose K+0 =h (cf. condition 1.41). En�n,le jeu de param�etres �� d�e�nissant les 
uctuations de l'optique r�eelle par rapport �al'optique de design sera le jeu de constantes (�K+m ; �K�n ;m<n).Nous ne consid�ererons donc pas ici de 2(m+ 1){pôles droits poss�edant une l�eg�ere compo-sante 2(m+1){polaire tourn�ee �K�m ou certaines composantes 2(n+1){polaires (�K�n ;n<m)droites ou tourn�ees. En e�et, ce type d'erreur peut être aussi interpr�et�e comme un d�efautd'alignement de l'�el�ement consid�er�e et rentre donc dans la cat�egorie des erreurs dites g�eo-m�etriques trait�ees �a la section 2.3.{ Un 2(m+1){pôles droits poss�edant une petite composante 2(m+1){polaire tourn�ee �K�mpeut être aussi trait�e comme un pur 2(m + 1){pôles de même force K+m mais ayant subiune l�eg�ere rotation autour de son axe propre par un angle � � �1=m�K�m=K+m.{ Un quadrupôle poss�edant une composante dipolaire droite ou tourn�ee �K�0 peut être aussiconsid�er�e comme un pur quadrupôle de même force mais d�ecentr�e horizontalement ou ver-ticalement par une quantit�e �x = � �K+0 =�K+1 ou �y = � �K�0 =�K�1 (ces �equivalences �etantobtenues �a partir d'un calcul simple fait sur les potentiels vecteurs longitudinaux donn�es66



dans le tableau 1.1).{ En revanche, le raisonnement pr�ec�edent se complique quelque peu dans le cas d'un hexa-pôle dont le champmagn�etique poss�ede de petites composantes dipolaires et quadrupolaires�K�0;1. En e�et, si un pur hexapôle est d�eplac�e transversalement d'une quantit�e �x, le champmagn�etique pr�es de l'axe poss�ede, outre sa composante hexapolaire d'origine, et une com-posante quadrupolaire (de force proportionnelle �a �x), et une composante dipolaire (/ �x2)qui est n�ecessairement reli�ee �a la pr�ec�edente. A�n de parvenir aux �equivalences souhait�ees,nous faisons appel �a deux autres param�etres ind�ependants rentrant dans la cat�egorie deserreurs g�eom�etriques: l'angle azimutal � et l'angle d'�el�evation � qui d�ecrivent les rotationsde l'aimant consid�er�e respectivement autour de l'axe vertical et autour de l'axe horizontal,le point d'entr�ee de l'�el�ement restant invariant. Si donc on consid�ere un pur hexapôle droitde force K+2 = B+2 =(p0=q) et poss�edant les d�efauts d'alignement (dx; �; dy; �), le potentielvecteur longitudinal s'�ecrit de la fa�con suivante dans les coordonn�ees spatiales d'origine(cf. Tab. 1.1):As = �B+2 =6 �(x� �x� �s)3 � 3 (x� �x� �s) (y � �y � �s)2� :En int�egrant cette relation le long de l'hexapôle de longueur L puis en se r�ef�erant au tableau1.1, on prouve ais�ement que le potentiel vecteur consid�er�e ici n'est ni plus ni moins que celuicr�e�e par un hexapôle droit de force K+2 , centr�e mais poss�edant des composantes dipolaireset quadrupolaires droites et tourn�ees �K�0;1 dont les forces moyenn�ees sont respectivement�K+0 = K+2 =2��(�x+ �L=2)2 + �2L2=12� � �(�y + �L=2)2 + �2L2=12���K�0 = K+2 �(�x+ �L=2) (�y + �L=2) + ��L2=12��K+1 = �K+2 (�x+ �L=2)�K�1 = �K+2 (�y + �L=2) :{ Ce même type d'argument tombe en d�efaut dans le cas de l'octupôle ou, d'une mani�ereg�en�erale, dans le cas des 2m{pôles, m � 4, poss�edant de petites composantes 2n{polairesdroites et tourn�ees, n < m. N�eanmoins, ces types d'aimants n'�etant �a l'heure actuelle ja-mais utilis�es dans les syst�emes de focalisation �nale, leur �etude sera d�elib�er�ement laiss�eede côt�e dans ce manuscrit.Revenons maintenant �a la suite de notre expos�e. Comme nous le remarquions �a la sous{section 1.1.3, le potentiel vecteur du 2(m + 1){pôle parfait d�e�ni ci{dessus (droit et avecerreurs de champ �K = (�K+m; �K�n ;m<n)) est ind�ependant de l'abscisse s et devient doncpurement longitudinal, soit Kx;y=0 dans l'�equation 1.38 qui d�ecrit l'Hamiltonien �electro-magn�etique g. Par cons�equent, au sein de l'�el�ement optique consid�er�e, g est ind�ependant67



de l'abscisse s et varie lin�eairement avec les d�efauts de champ �K de l'aimant consid�er�e:g(X;K+m; �K) 1:38= �(1+hx)264vuut 1�0 + �!2� 1�20
20 � cPx2 � cPy2 +Ks(x; y;K+m; �K)375+ ��0+1o�u la force Ks def= As=(p0=q) est ind�ependante de l'abscisse s et varie lin�eairement avecles erreurs de champ �K. En ce qui concerne les quantit�es F (j)i introduites �a la sectionpr�ec�edente,F (j)i def= �Kjj!  @jFi@�K!�K=0avec (Fi)k1;:::;ki def= 1i!  @iF@Xk1 : : : @Xki !X=0et F (X;K+m; �K) def= J�!rg ;on obtient donc les deux conditions suivantes:@sF (j)i = 0 ; i�0 ; j�0 et F (j)i = 0 ; i�0 ; j>1 :La premi�ere de ces conditions rend alors possible un calcul analytique de la matrice R(0)(r�esolution d'une �equation lin�eaire du premier ordre �a coe�cients constants). La solutionpour R(0) est en e�et R(0)(s)=exp(F (0)1 s) et tout se r�esume donc �a un calcul d'exponentielde matrice; de plus, par le r�esultat d'un tel calcul, les �el�ements de matrice de R(0) sontde simples combinaisons polynômiales de fonctions trigonom�etriques et hyperboliques eton a donc acc�es, via l'�equation 2.8, �a des expressions analytiques pour les sept quantit�es(�X(1); �X(2); R(1); R(2); T (0); T (1); U (0)) 3.C'est ainsi que nous proc�ederons dans toute la suite de cette section; vu la grosseur descalculs analytiques mis en jeu, nous avons utilis�e le logiciel de math�ematiques formellesMAPLE [15] et pour des raisons �evidentes nous ne donnerons ici que les r�esultats obtenussans jamais d�etailler les calculs.En�n, comme nous l'avions d�ej�a annonc�e �a la sous{section 1.3.2, remarquons que l'algo-rithme de calcul pr�esent�e pr�ec�edemment n�ecessite uniquement la connaissance des quatreobjets F0, F1, F2 et F3: ce sont l�a des quantit�es que nous poss�edons puisque, par latable 1.2, nous avons le potentiel vecteur longitudinal �a l'ordre 4 en (x; y) et donc l'Ha-miltonien g �a l'ordre 4 en X via l'�equation 1.38. Plus pr�ecis�ement, seules les quantit�es(F (1)0 ; F (0)1 ; F (1)1 ; F (0)2 ; F (1)2 ; F (0)3 ) 4 donnent une contribution non nulle dans le calcul dessept objets (�X(1); �X(2); R(1); R(2); T (0); T (1); U (0)). En outre, au vu du tableau 1.2, nous sa-vons que les erreurs de champ 2(n+ 1){polaire du type (�K�n ; n�3) donnent au potentielvecteur longitudinal As et donc �a l'Hamiltonien g des contributions suppl�ementaires du3. Tout ce qui pr�ec�ede s'applique �evidemment aux 2m{pôles tourn�es parfaits avec erreurs de champ.4. Comme nous le remarquions plus haut, on a F (2)0 =F (2)1 =0 pour les 2m{pôles parfaits.68



type �K�n xk yl avec k + l � n + 1 � 4. De tels d�efauts n'in
uent donc nullement sur lesquantit�es (F (1)0 ; F (0)1 ; F (1)1 ; F (0)2 ; F (1)2 ; F (0)3 ). Par cons�equent, nous pouvons �enum�erer d�es �apr�esent le nombre et le type d'erreurs de champ �a prendre en compte pour l'�etude du dipôledroit, du quadrupôle droit et de l'hexapôle droit:{ le dipôle droit: erreur de champ dipolaire droit �K+0 , erreurs de champ quadrupolairedroit et tourn�e �K�1 , erreurs de champ hexapolaire droit et tourn�e �K�2 , soit cinqerreurs de champ au total.{ le quadrupôle droit: erreur de champ quadrupolaire droit �K+1 , erreurs de champhexapolaire droit et tourn�e �K�2 , soit trois erreurs de champ au total.{ l'hexapôle droit: erreur de champ hexapolaire droit �K+2 , soit une seule erreur dechamp.2.2.2 Le dipôle droit �a entr�ee et sortie normales
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’’Fig. 2.1 { Le dipôle �a entr�ee et sortie normalesHamiltonienNous consid�erons ici un dipôle parfait droit, �a entr�ee et sortie normales, encore appel�e S-bend (cf. Fig. 2.1). On note h=1=� la courbure de C pour la section de longueur L compriseentre l'entr�ee et la sortie du dipôle; �=hL repr�esente donc l'angle de d�eviation de la courber�ef�erence entre l'entr�ee et la sortie du S-bend. En�n, K+0 =h, �K+0 ; �K�1 et �K�2 d�esignentrespectivement la force du dipôle, l'erreur de champ dipolaire droit, les erreurs de champ69



quadrupolaire droit et tourn�e et les erreurs de champ hexapolaire droit et tourn�e. Avec cesnotations, l'Hamiltonien du dipôle s'�ecrit (cf. �equation 1.38 et Tab. 1.2)g(X;K+0 ; �K)=�(1 + hx)264vuut 1�0 + �!2 � 1�20
20 � cPx2 � cPy2 +Ks(x; y;K+0 ; �K)375+ ��0 + 1 (2.11)o�u Ks(x; y;K+0 ; �K)=�( h + �K+0 )x+ 12 h ( h + �K+0 )x21 + h x + 12 �K+1 ( y2 � x2 )+16 h �K+1 x3 � 124 h2 �K+1 ( 4x4 � y4 ) + �K�1 x y�16 h �K�1 y3 + 13 h2 �K�1 x y3 � 16 �K+2 (x3 � 3x y2 )+124 h �K+2 (x4 � y4 ) + 16 �K�2 ( 3x2 y � y3 )� 16 h �K�2 x y3 + �(5) :(2.12)On d�e�nit en�n les quatre constantes suivantes:cx = cos( hL ); sx = sin( hL )h ; dx = 1 � cxh2 et J1 = L� sxh2 :O�setsLes seules d�eriv�ees premi�eres et secondes non nulles de l'o�set �X par rapport auxerreurs de champ sont les suivantes:{ la d�eriv�ee premi�ere par rapport �a �K+0@�X@�K+0 =  �dx;�sx; 0; 0; hJ1�0 ; 0! :{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K+0@2�X@2�K+0 = �h d2x ; 0 ; 0 ; 0 ; �2 J1�0 ; 0� :{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K+0 et �K+1@2�X@�K+0 @�K+1 =  dx � 1=2L sxh2 ; sx � L cx2 h2 ; 0 ; 0 ; 3=2 sx � 3=2L cx� L h2 dxh3 �0 ; 0! :{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K+0 et �K�1@2�X@�K+0 @�K�1 =  0 ; 0 ; dx � 1=2L2h2 ; �J1 ; 0 ; 0! :70



Matrices RLa matrice R(0) du dipôle parfait sans erreurs de champ est donn�ee parR(0) = 0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
cx sx 0 0 0 h dx�0�h2 sx cx 0 0 0 h sx�00 0 1 L 0 00 0 0 1 0 0� h sx�0 � h dx�0 0 0 1 � h2 J1�02 + L�02 
020 0 0 0 0 1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA :Les seules d�eriv�ees premi�eres et secondes non nulles de la matriceR par rapport aux erreursde champ sont les suivantes:{ la d�eriv�ee premi�ere par rapport �a �K+0@R@�K+0 = 0BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@ �h s2x �h sx dx 0 0 0 cx dx�0�h sx 0 0 0 0 00 0 0 �h J1 0 00 0 0 0 0 00 dx�0 0 0 0 h J10 0 0 0 0 0
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA :{ la d�eriv�ee premi�ere par rapport �a �K+1@R@�K+1 = 0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

� 1=2L sx L cx � sx2 h2 0 0 0 � dx � 1=2L sx�0 h� sx + L cx2 � 12 L sx 0 0 0 � sx � L cx2 h �00 0 12 L2 16 L3 0 00 0 L 12 L2 0 0sx � L cx2 h �0 dx � 1=2L sx�0 h 0 0 0 3 J1 � Ldx2 �020 0 0 0 0 0
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA :71



{ la d�eriv�ee premi�ere par rapport �a �K�1@R@�K�1 = 0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
0 0 dx J1 0 00 0 sx dx 0 0dx J1 0 0 0 � dx � 1=2L2�0 hsx dx 0 0 0 h J1�00 0 � h J1�0 dx � 1=2L2�0 h 0 00 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA :{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K+0@2R@2�K+0 = 0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
0 2 sx dx 0 0 0 h d2x�00 0 0 0 0 00 0 0 2 J1 0 00 0 0 0 0 0� h s3x�0 cx s2x � 2 dxh �0 0 0 0 s3x�02 � 2 J10 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA :{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K+0 et �K+1@2R@�K+0 @�K+1 =0BBBBBBBBBBBBBB@ s2x + dx(�2 + 3h2Lsx)3h dx (5sx=6 + L=2� Lcx)� J1h 0 0 0 dx(10� 4cx) + 3Lsx(cx � 2)3h2�08h2dxsx=3� sx + Lcx2h h2sxJ1 + 2dx=3� s2x=3h 0 0 0 sxdx � 9cxJ16�00 0 �hJ1L J1(3� h2L2)� Ldx2h 0 00 0 �hJ1 �hJ1L 0 0�dx(6L+ sx) + 9J16�0 9Lsx + dx(cx � 19)6h2�0 0 0 0 Ldx �10 + 3�02�� J1 �9�02 + 31� cx�6h�020 0 0 0 0 0 1CCCCCCCCCCCCCCA :
72



{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K+0 et �K�1@2R@�K+0 @�K�1 =0BBBBBBBBBBBBBB@ 0 0 dx(cx � 2) + Lsx=2h J1(4cx � 13) + Ldx + L2sx4h 0 00 0 � sx � Lcx2h 3Lsx + L2cx � 8dx4h 0 0dx(7cx � 1) + L(L� 4sx)4h dx(21sx � 12L)� 27J112h 0 0 0 dx(9� 7cx)� 8h2LJ1 � L24h2�0h2 (J1 � 3sxdx) 3 s2x=2� dxh 0 0 0 3sxdx � 7J12�00 0 7J1 � Ldx2�0 L2(cx + 8)� 8dx � 5Lsx4h2�0 0 00 0 0 0 0 0 1CCCCCCCCCCCCCCA :{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K+0 et �K+2@2R@�K+0 @�K+2 =0BBBBBBBBBBBBBB@ Lsx=2� dx(2 + cx)=3h2 Ldx � J1(1 + 2cx)6h2 0 0 0 dx(5 + cx)� 3Lsx3h3�04h2dxsx=3� sx + Lcx2h2 dx=3 + h2sxJ1=2� s2x=6h2 0 0 0 sxdx � 3cxJ13h�00 0 dx � L2=2h2 6Ldx � 12J1 � L36h2 0 00 0 �J1 Lsx � dx � L2=2h2 0 0J1 + dx(sx � 3L)=6h�0 3Lsx � dx(cx + 5)6h3�0 0 0 0 5Ldx � J1(cx + 14)6�02h20 0 0 0 0 0 1CCCCCCCCCCCCCCA :{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K+0 et �K�2@2R@�K+0 @�K�2 = 0BBBBBBBBBBBBBB@ 0 0 Lsx=2� dxh2 L2sx � Ldx � 3J14h2 0 00 0 Lcx � sx2h2 Lsx + L2cx � 4dx4h2 0 0dx(cx � 3) + L24h2 sxdx � 3J14h2 0 0 0 dx(7� cx)� 3L24h3�0J1 � sxdx2 � 12 d2x 0 0 0 sxdx � 3J12h�00 0 3J1 � Ldx2h�0 L(3J1 � Ldx)4h�0 0 00 0 0 0 0 0 1CCCCCCCCCCCCCCA :
73



{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K+1@2R@2�K+1 = 0BBBBBBBBBBBBBBB@ L(sx � Lcx)4h2 3sx � 3Lcx � h2L2sx4h4 0 0 0 2dx + L2cx=4� 5Lsx=4h3�0sx � Lcx + h2L2sx4h2 L(sx � Lcx)4h2 0 0 0 3sx � 3Lcx � h2L2sx4h3�00 0 L412 L560 0 00 0 L33 L412 0 03Lcx + h2L2sx � 3sx4h3�0 5Lsx=4� 2dx � L2cx=4h3�0 0 0 0 7Ldx � 15J1 � L2sx4h2�020 0 0 0 0 0
1CCCCCCCCCCCCCCCA :{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K+1 et �K�1@2R@�K+1 @�K�1 =0BBBBBBBBBBBBBBB@ 0 0 L2 + Lsx � 4dx2h2 L3 + 3Ldx � 15J16h2 0 00 0 2Lh2dx � 3sx + 3Lcx2h2 L2 + Lsx � 4dx2h2 0 0L2 + Lsx � 4dx2h2 L3 + 3Ldx � 15J16h2 0 0 0 72dx + h2L4 � 24L2 � 12Lsx24h3�02Lh2dx � 3sx + 3Lcx2h2 L2 + Lsx � 4dx2h2 0 0 0 L3 + 3Ldx � 15J16h�00 0 15J1 � L3 � 3Ldx6h�0 24L2 + 12Lsx � 72dx � h2L424h3�0 0 00 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCA :{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K�1@2R@2�K�1 = 0BBBBBBBBBBBBBB@ 2dx � Lsxh2 3J1 � Ldxh2 0 0 0 L2 + Lsx � 4dxh3�0sx � Lcxh2 2dx � Lsxh2 0 0 0 3J1 � Ldxh�00 0 L2 � 2dxh2 L3 � 6J13h2 0 00 0 2J1 L2 � 2dxh2 0 0Ldx � 3J1h�0 4dx � L2 � Lsxh3�0 0 0 0 5J1 � Ldx � L3=3h2�020 0 0 0 0 0 1CCCCCCCCCCCCCCA :Matrices TOn note T (0) la matrice T du dipôle parfait sans erreurs de champ; on d�esigne parT1, T2, T3, T4 et T5 les d�eriv�ees respectives de T par rapport �a �K+0 , �K+1 , �K�1 , �K+2et �K�2 . On rappelle que les matrices T (0), T1, T2, T3, T4 et T5 sont des tenseurs �a trois74



indices sym�etriques par rapport �a leurs deux derniers indices; leurs �el�ements de matrice(i; j; k; j�k) non nuls sont list�es ci{apr�es.{ Matrice T (0):T (0)1;1;1 = � 12 h3 s2xT (0)1;1;2 = 12 h sx cxT (0)1;1;6 = 12 h2 s2x�0T (0)1;2;2 = 12 h cx dxT (0)1;2;6 = � 12 sx cx�0T (0)1;4;4 = � 12 h dxT (0)1;6;6 = � 12 h �s2x + dx=
02��02T (0)2;2;2 = � 12 h sxT (0)2;4;4 = � 12 h sx
T (0)2;6;6 = � 12 h sx�02 
02T (0)3;1;4 = 12 h sxT (0)3;2;4 = 12 h dxT (0)3;4;6 = � 12 sx�0T (0)5;1;6 = 12 h sx�02 
02T (0)5;2;2 = � 12 sx�0T (0)5;2;6 = 12 h dx�02 
02T (0)5;4;4 = � 12 sx�0T (0)5;6;6 = � 32 sx�03 
02 :{ Matrice T1:T11;1;1 = � 12 h2 s2xT11;1;6 = 12 h s2x�0T11;2;2 = 12 dx � s2xT11;4;4 = � 12 cx dxT11;6;6 = � 12 dx �1 + cx �2� �02���02T13;2;4 = � 12 dx

T15;1;1 = � 12 h3 s3x�0T15;1;2 = 12 h s2x cx�0T15;1;6 = 12 h2 s3x�02T15;2;2 = 12 h s3x�0T15;2;6 = � 12 dx=
02 + cx s2x�02T15;6;6 = � 12 h s3x�03 :75



{ Matrice T2:T21;1;1=�h6 (2s2x + 2dx + 3sxLcx)T21;1;2= h12(3J1 � 6Ls2x � sxdx)T21;1;6=2d2xh2 + 3sxL(2cx � 1)12�0T21;2;2=3Lsx(2cx � 1)� 2dx(2 + cx)12hT21;2;6=6Ls2x � dx(5sx + 3L)12�0T21;3;3=12 hdxT21;4;4=2dx � Lsx4hT21;6;6=dx �10cx � 6�02�+ sx �3L �1 + �02 � 2cx� � 2sx�12h�02T22;1;1=� 13 hsx(1 + 2cx)T22;1;2=� 13 hdx(1 + 2cx)T22;1;6=� h2(5sxdx + 3cxJ1)12�0T22;2;2=� h12 (5sxdx + 3cxJ1)T22;2;6=sx(8sx � 3L) � 4dx12�0T22;3;3=12 hsxT22;4;4=sx � Lcx4hT22;6;6=sx �5� 3�02�+ 3Lcx �1 + �02�� 8sxcx12h�02T23;1;3=12 hLsxT23;1;4=sx(h2L2 � 1) + Lcx4hT23;2;3=12 hLdx

T23;2;4=dx(h2L2 � 2) + Lsx4hT23;3;6=L(L � 2sx)4�0T23;4;6=3Ldx � 9J1 + L3 � 3L2sx12�0T24;1;3=12 hsxT24;1;4=12 hLsxT24;2;3=12 hdxT24;2;4=12 hLdxT24;3;6=h2J12�0T24;4;6=L(L � 2sx)4�0T25;1;1=h2(3J1 � sxdx)12�0T25;1;2=dx(5 + cx)12�0T25;1;6=h �dx �sx + 3L�02�� 3J1 �1 + �02��12�02T25;2;2=dx(3L + sx)12�0T25;2;6=dx �6�02 + h2dx�� 3�02Lsx12�02hT25;3;3=� h2J12�0T25;3;4=� L24�0T25;4;4=3Ldx � 2L3 � 9J112�0T25;6;6=J1 �27�02 � 5� cx�+ dxL �2� 9�02�12�03 :76



{ Matrice T3:T31;1;3=hsx4 (L + 2sx)T31;1;4=h8 �3cxJ1 + sx(dx + L2)�T31;2;3=h4 (3sxdx � cxJ1)T31;2;4=3Lsx � 4cxdx � L2cx8hT31;3;6=4dx � sx(L + 2sx)4�0T31;4;6=dx(3L � 4sx) + J1 � L2sx8�0T32;1;3=h4 (3sx + Lcx)T32;1;4=hL8 (3sx + Lcx)T32;2;3=14 hLsxT32;2;4=3sx � 3Lcx + h2L2sx8hT32;3;6=sx � Lcx4�0T32;4;6=4dx � L2cx � 3Lsx8�0T33;1;1=h8 (7s2x + L2)T33;1;2=h8 (3J1 + 7sxdx)T33;1;6=4Lsx � dx(7cx + 3)� L28�0T33;2;2=dx(5 � 7cx) + L28hT33;2;6=J1(5� 4cx)� 3sxdx8�0T33;3;3=� 14 hL2

T33;3;4= h12 (6J1 � L3)T33;4;4=L2(6� h2L2 � 12dx)24hT33;6;6=dx �3 + 7cx � 4�02�+ L2 �3 + 2�02�� 8Lsx8h�02T34;1;1=h4 (3sxcx + L)T34;1;2=34 h s2xT34;1;6=h2(3sxdx � J1)4�0T34;2;2=h4 (J1 + 3sxdx)T34;2;6=dx(1� 3cx)4�0T34;3;3=� 12 hLT34;3;4=� 14 hL2T34;4;4=� h6 (L3 + 3J1)T34;6;6=h �J1 �3 + 2�02�� 3sxdx�4�02T35;1;3=Lcx � sx4�0T35;1;4=4dx � 5Lsx + L2cx8�0T35;2;3=Lsx � 4dx4�0T35;2;4=J1 + L2sx � 5Ldx8�0T35;3;6=h �Ldx � J1 �3 + 2�02��4�02T35;4;6=5Lsx � 4dx=
02 � 2L2 �1 + �02 + cx=2�8�02h :77



{ Matrice T4:T41;1;1 = � 16 dx � 16 s2xT41;1;2 = � 16 sx dxT41;1;6 = � 112 h (�d2x + 3 sx J1 )�0T41;2;2 = � 16 d2xT41;2;6 = 112 3L cx � 2 sx cx � sxh3 �0T41;3;3 = 12 dxT41;3;4 = 12 J1T41;4;4 = 12 L2 � 2 dxh2T41;6;6 = 16 �4 dx + sx ( 3L� sx )h2 �02T42;1;1 = � 16 sx ( 1 + 2 cx )T42;1;2 = � 16 dx ( 1 + 2 cx )T42;1;6 = � 112 h ( sx dx + 3 cx J1 )�0T42;2;2 = � 13 sx dxT42;2;6 = � 112 2 dx + sx ( 3L � 4 sx )h �0T42;3;3 = 12 sxT42;3;4 = 12 dxT42;4;4 = J1T42;6;6 = 16 �sx dx + 3 cx J1�02T43;1;3 = 12 dxT43;1;4 = 12 Ldx � J1

T43;2;3 = 12 J1T43;2;4 = 12 2 dx � Lsxh2T43;3;6 = 14 L2 � 2 dxh �0T43;4;6 = 112 �6Ldx + 12 J1 + L3h �0T44;1;3 = 12 sxT44;1;4 = 12 Lsx � 12 dxT44;2;3 = 12 dxT44;2;4 = 12 sx � L cxh2T44;3;6 = 12 h J1�0T44;4;6 = 14 2 dx + L2 � 2Lsxh �0T45;1;1 = 112 h ( 3 J1 + sx dx )�0T45;1;2 = 112 h d2x�0T45;1;6 = � 112 J1 ( 5 + cx )� 2Ldx�02T45;2;2 = 112 3 J1 � sx dxh�0T45;2;6 = 112 dx ( 5 + cx ) � 3Lsx�02 h2T45;3;3 = � 12 h J1�0T45;3;4 = 14 2 dx � L2�0 hT45;4;4 = 16 6 J1 � L3�0 hT45;6;6 = 112 J1 ( cx + 14 )� 5Ldx�03 h :78



{ Matrice T5:T51;1;3 = 14 LsxT51;1;4 = 18 L cx � sx + h2 L2 sxh2T51;2;3 = 14 sx � L cxh2T51;2;4 = 18 L ( sx � L cx )h2T51;3;6 = 14 2 dx � Lsxh �0T51;4;6 = 18 Ldx + 3 J1 � L2 sx�0 hT52;1;3 = 14 sx + 14 L cxT52;1;4 = 18 L ( sx + L cx )T52;2;3 = 14 LsxT52;2;4 = 18 sx � L cx + h2 L2 sxh2T52;3;6 = 14 sx � L cxh �0T52;4;6 = � 18 Lsx + L2 cx � 4 dx�0 hT53;1;1 = 18 s2x + 18 L2T53;1;2 = 18 L � sx cxh2T53;1;6 = � 18 dx (�3 + cx ) + L2�0 hT53;2;2 = 18 �s2x + L2h2T53;2;6 = 18 3 J1 � sx dxh �0T53;3;3 = � 14 L2

T53;3;4 = � 112 L3T53;4;4 = � 124 L4T53;6;6 = 18 dx ( cx � 7 ) + 3L2h2 �02T54;1;1 = 14 sx cx + 14 LT54;1;2 = 14 s2xT54;1;6 = � 14 h ( J1 � sx dx )�0T54;2;2 = 14 L � sx cxh2T54;2;6 = 14 h d2x�0T54;3;3 = � 12 LT54;3;4 = � 14 L2T54;4;4 = � 16 L3T54;6;6 = 14 3 J1 � sx dx�02T55;1;3 = 14 L cx � sx�0 hT55;1;4 = 18 4 dx � 3Lsx + L2 cx�0 hT55;2;3 = 14 Lsx � 2 dx�0 hT55;2;4 = 18 �3Ldx + 3 J1 + L2 sx�0 hT55;3;6 = 14 �3 J1 + Ldx�02T55;4;6 = 18 L (�3 J1 + Ldx )�02 :79



Matrice UOn note U (0) la matrice U du dipôle parfait sans erreurs de champ. On rappelle queU (0) est un tenseur �a quatre indices sym�etrique par rapport �a ses trois derniers indices; ondresse ci{dessous la liste des coe�cients U (0)i;j;k;l qui sont non nuls et tels que i�j�k.U (0)1;1;1;6 = 16 h3 s2x�0U (0)1;1;2;2 = � 16 h2 s2xU (0)1;1;2;6 = � 16 h cx sx�0U (0)1;1;4;4 = � 16 h2 s2xU (0)1;1;6;6 = � 16 h2 s2x �3� �02��02U (0)1;2;2;2 = 12 sx cxU (0)1;2;2;6 = 16 h dx�0U (0)1;2;4;4 = 16 sx cxU (0)1;2;6;6 = 16 sx cx �3� �02��02U (0)1;4;4;6 = 16 h ( dx+ s2x )�0U (0)1;6;6;6 = � 12 cx ( cx + 1 )� 2�03 h 
02 + 12 h s2x�03U (0)2;2;2;6 = 16 h sx�0U (0)2;4;4;6 = 16 h sx�0U (0)2;6;6;6 = 12 h sx�03 
02U (0)3;1;4;6 = � 16 h sx�0U (0)3;2;2;4 = 16 sx

U (0)3;2;4;6=� 16 hdx�0U (0)3;4;4;4=12 sxU (0)3;4;6;6=16 sx �3� �02��02U (0)5;1;1;1=� 16 h5 s3x�0U (0)5;1;1;2=16 h3 cx s2x�0U (0)5;1;1;6=16 h4 s3x�02U (0)5;1;2;2=� 16 h sx c2x�0U (0)5;1;2;6=� 16 h2 cx s2x�02U (0)5;1;4;4=� 16 h sx�0U (0)5;1;6;6=� 16 h sx �h2 s2x + 3=
02��03U (0)5;2;2;2=16 c3x � 1h �0U (0)5;2;2;6=16 sx �3� �02 � h2 s2x��02U (0)5;2;4;4=� 16 hdx�0U (0)5;2;6;6=16 h ��3 dx=
02 + cx s2x��03U (0)5;4;4;6=16 sx �3� �02��02U (0)5;6;6;6=12 sx �5� �02��04 
02 + 16 h2 s3x�04 :80



2.2.3 Le quadrupôle droitHamiltonienNous consid�erons un quadrupôle parfait droit de longueur L et de force K+1 ; �K+1 et�K�2 d�esignent respectivement l'erreur de champ quadrupolaire droit et les erreurs de champhexapolaire droit et tourn�e. Avec ces notations, l'Hamiltonien du quadrupôle s'�ecrit (cf.�equation 1.38 et Tab. 1.1)g(X;K+1 ; �K)=�264vuut 1�0 + �!2 � 1�20
20 � cPx2 � cPy2 +Ks(x; y;K+1 ; �K)375+��0 + 1 (2.13)o�u Ks(x; y;K+1 ; �K) = 12 (K+1 + �K+1 ) ( y2 � x2 )� 16 �K+2 (x3 � 3x y2 )+16 �K�2 ( 3x2 y � y3 ) : (2.14)Au vu des deux �equations pr�ec�edentes, on prouve ais�ement que l'Hamiltonien du quadru-pôle commence de fa�con directement quadratique dans la variable X. En se souvenant desr�esultats �enonc�es �a la sous{section 2.1.3 et qui concernent ce cas particulier, ou en remar-quant simplement que le champ magn�etique est nul sur l'axe du quadrupôle (une particulesur cet axe n'est pas d�evi�ee), on prouve ainsi la nullit�e de l'o�set �X.On d�e�nit en�n les douze constantes suivantes:cx=8>><>>: cos�qK+1 L� si K+1 � 0cosh�q�K+1 L� si K+1 � 0 cy=8>><>>:cosh�qK+1 L� si K+1 � 0cos�q�K+1 L� si K+1 � 0sx=8>><>>: sin�qK+1 L� =qK+1 si K+1 � 0sinh�q�K+1 L� =q�K+1 si K+1 � 0 sy=8>><>>: sinh�qK+1 L� =qK+1 si K+1 � 0sin�q�K+1 L� =q�K+1 si K+1 � 0dx = 1� cxK+1 dy = cy � 1K+1I1x = 110 c2y � 3 + 2 cxK+1 2 I1y = 110 c2x � 3 + 2 cyK+1 2I2x = 15 cy sy � sxK+1 I2y = � 15 cx sx � syK+1I3x = 15 2 c2y � cx � 1K+1 I3y = � 15 2 c2x � cy � 1K+1 :81



Matrices RLa matrice R(0) du quadrupôle parfait sans erreurs de champ est donn�ee parR(0) = 0BBBBBBBBBBBBBBBBB@ cx sx 0 0 0 0�K+1 sx cx 0 0 0 00 0 cy sy 0 00 0 K+1 sy cy 0 00 0 0 0 1 L�02 
020 0 0 0 0 1
1CCCCCCCCCCCCCCCCCA :Seules les d�eriv�ees premi�eres et secondes de R par rapport �a �K+1 sont non nulles et on a@R@�K+1 = @R(0)@K+1 = 0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

� 12 Lsx Lcx � sx2K+1 0 0 0 0� sx + Lcx2 � 12 Lsx 0 0 0 00 0 12 Lsy Lcy � sy2K+1 0 00 0 sy + Lcy2 12 Lsy 0 00 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA@2R@2�K+1 = @2R(0)@2K+1 =0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

� L (L cx � sx )4K+1 � L2 sx4K+1 � 34 L cx � sxK+1 2 0 0 0 0� L cx � sx4K+1 + L2 sx4 � L (L cx � sx )4K+1 0 0 0 00 0 L (L cy � sy )4K+1 L2 sy4K+1 � 34 L cy � syK+1 2 0 00 0 L cy � sy4K+1 + L2 sy4 L (L cy � sy )4K+1 0 00 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA :82



Matrices TOn note T (0) la matrice T du quadrupôle parfait sans erreurs de champ. Les coe�cients(T (0)i;j;k; j�k) non nuls sont list�es ci{apr�es.T (0)1;1;6=14 K+1 L sx�0T (0)1;2;6=� 14 sx + L cx�0T (0)2;1;6=� 14 K+1 ( sx � L cx )�0T (0)2;2;6=14 K+1 L sx�0T (0)3;3;6=� 14 K+1 L sy�0T (0)3;4;6=� 14 sy + L cy�0T (0)4;3;6=14 K+1 ( sy � L cy )�0T (0)4;4;6=� 14 K+1 L sy�0
T (0)5;1;1=� 14 K+1 (L� cx sx )�0T (0)5;1;2=14 K+1 s2x�0T (0)5;2;2=� 14 L+ cx sx�0T (0)5;3;3=14 K+1 (L� cy sy )�0T (0)5;3;4=� 14 K+1 s2y�0T (0)5;4;4=� 14 L+ cy sy�0T (0)5;6;6=� 32 L�03 
02 :On note T1, T2 et T3 les d�eriv�ees respectives de la matrice T par rapport aux erreurs dechamp �K+1 , �K+2 et �K�2 .{ Matrice T1 (on a aussi T1= @T (0)@K+1 ):T11;1;6=18 L ( sx + L cx )�0T11;2;6=18 sx ( 1 +K+1 L2 )� L cxK+1 �0T12;1;6=� 18 sx ( 1 +K+1 L2 )� L cx�0T12;2;6=18 L ( sx + L cx )�0T13;3;6=� 18 L ( sy + L cy )�0T13;4;6=18 sy ( 1�K+1 L2 )� L cyK+1 �0T14;3;6=18 sy ( 1�K+1 L2 )� L cy�0

T14;4;6=� 18 L ( sy + L cy )�0T15;1;1=18 cx sx � 3L+ 2L c2x�0T15;1;2=14 L sx cx�0T15;2;2=18 cx sx + L � 2L c2xK+1 �0T15;3;3=� 18 cy sy � 3L+ 2L c2y�0T15;3;4=� 14 L sy cy�0T15;4;4=18 cy sy + L� 2L c2yK+1 �0 :83



{ Matrice T2:T21;1;1=� 16 s2x � 16 dxT21;1;2=� 16 sx dxT21;2;2=� 16 d2xT21;3;3=K+1 I1x + 12 dxT21;3;4=12 I2xT21;4;4=I1xT22;1;1=� 16 sx ( 1 + 2 cx )T22;1;2=� 16 dx ( 1 + 2 cx )T22;2;2=� 13 sx dxT22;3;3=K+1 I2x + 12 sx
T22;3;4=12 I3xT22;4;4=I2xT23;1;3=12 cy I3x �K+1 sy I2xT23;1;4=12 sy I3x � cy I2xT23;2;3=12 cy I2x �K+1 sy I1xT23;2;4=12 sy I2x � cy I1xT24;1;3=12 K+1 ( 2 cy I2x � sy I3x ) + 12 sx cyT24;1;4=K+1 sy I2x � 12 cy I3x + 12 sx syT24;2;3=12 K+1 ( 2 cy I1x � sy I2x ) + 12 dx cyT24;2;4=K+1 sy I1x � 12 cy I2x + 12 dx sy :{ Matrice T3:T31;1;3=12 cx I3y +K+1 sx I2yT31;1;4=12 cx I2y +K+1 sx I1yT31;2;3=12 sx I3y � cx I2yT31;2;4=12 sx I2y � cx I1yT32;1;3=� 12 K+1 ( 2 cx I2y � sx I3y ) + 12 sy cxT32;1;4=� 12 K+1 ( 2 cx I1y � sx I2y ) + 12 dy cxT32;2;3=� 12 cx I3y �K+1 sx I2y + 12 sx syT32;2;4=� 12 cx I2y �K+1 sx I1y + 12 dy sxT33;1;1=�K+1 I1y + 12 dyT33;1;2=12 I2y

T33;2;2=I1yT33;3;3=� 16 s2y � 16 dyT33;3;4=� 16 sy dyT33;4;4=� 16 d2yT34;1;1=�K+1 I2y + 12 syT34;1;2=12 I3yT34;2;2=I2yT34;3;3=� 16 sy ( 1 + 2 cy )T34;3;4=� 16 dy ( 1 + 2 cy )T34;4;4=� 13 sy dy :84



Matrice UU (0) d�esigne la matrice U du quadrupôle parfait sans erreurs de champ. Les coe�cients(U (0)i;j;k;l; j�k� l) non nuls sont list�es ci{apr�es.U (0)1;1;1;1 = � 316 K+1 2 sx (L� cx sx )U (0)1;1;1;2 = 18 K+1 2 s3x + 116 K+1 cx (L� cx sx )U (0)1;1;2;2 = � 116 K+1 sx (L+ 3 cx sx )U (0)1;1;3;3 = 148 K+1 2 ( cx s2y � 3 cy sy sx + 2L sx )U (0)1;1;3;4 = 148 K+1 ( 2 sx � 3 sx c2y + cx sy cy )U (0)1;1;4;4 = 148 K+1 ( cx s2y � 3 cy sy sx � 2L sx )U (0)1;1;6;6 = 124 LK+1 �sx �2 �02 � 5�� L cx��02U (0)1;2;2;2 = 18 sx + 316 cx (L+ cx sx )U (0)1;2;3;3 = 148 K+1 ( 3 cx sy cy + sx c2y � 2L cx � 2 sx )U (0)1;2;3;4 = 148 K+1 sy ( sx cy + 3 cx sy )U (0)1;2;4;4 = 148 sx c2y + 116 cx sy cy + 124 L cx + 124 sxU (0)1;2;6;6 = 112 L cx + sx�02 
02 + 124 5L cx+ sx ( 3� L2K+1 )�02U (0)2;1;1;1 = � 116 K+1 3 s3x + 316 K+1 2 ( sx � L cx )U (0)2;1;1;2 = � 116 K+1 2 sx (L� cx sx )U (0)2;1;2;2 = 18 K+1 sx � 116 K+1 cx (L+ cx sx )U (0)2;1;3;3 = 148 K+1 2 ( sx c2y � cx sy cy � 2 sx + 2L cx )U (0)2;1;3;4 = 148 K+1 2 sy ( sx cy � cx sy )U (0)2;1;4;4 = 148 K+1 ( sx c2y � cx sy cy + 2 sx � 2L cx )85



U (0)2;1;6;6 = 124 K+1 �( sx � L cx ) �3� 2 �02�+K+1 L2 sx��02U (0)2;2;2;2 = � 116 K+1 sx ( 3L+ cx sx )U (0)2;2;3;3 = 148 K+1 2 ( 2L sx � cy sy sx � cx s2y )U (0)2;2;3;4 = � 148 K+1 ( cx sy cy + sx c2y � 2 sx )U (0)2;2;4;4 = � 148 K+1 ( cy sy sx + cx s2y + 2L sx )U (0)2;2;6;6 = 124 LK+1 �sx �2 �02 � 5�� L cx��02U (0)3;1;1;3 = 148 K+1 2 ( cy s2x � 3 cx sx sy + 2L sy )U (0)3;1;1;4 = 148 K+1 (�3 cx cy sx � c2x sy + 2L cy + 2 sy )U (0)3;1;2;3 = � 148 K+1 ( 2 sy � 3 c2x sy + cx cy sx )U (0)3;1;2;4 = � 148 K+1 sx ( cx sy + 3 sx cy )U (0)3;2;2;3 = � 148 K+1 ( cy s2x � 3 cx sx sy � 2L sy )U (0)3;2;2;4 = 148 c2x sy + 116 cx cy sx + 124 L cy + 124 syU (0)3;3;3;3 = � 316 K+1 2 sy (L� cy sy )U (0)3;3;3;4 = 18 K+1 2 s3y � 116 K+1 cy (L� cy sy )U (0)3;3;4;4 = 116 K+1 sy (L+ 3 cy sy )U (0)3;3;6;6 = � 124 LK+1 �sy �2 �02 � 5�� L cy��02U (0)3;4;4;4 = 18 sy + 316 cy (L+ cy sy )U (0)3;4;6;6 = 112 L cy + sy�02 
02 + 124 5L cy + sy ( 3 + L2K+1 )�02U (0)4;1;1;3 = 148 K+1 2 ( c2x sy � cx cy sx � 2 sy + 2L cy )86



U (0)4;1;1;4 = 148 K+1 2 ( 2L sy � cx sx sy � cy s2x )U (0)4;1;2;3 = 148 K+1 2 sx ( cx sy � sx cy )U (0)4;1;2;4 = 148 K+1 ( cx cy sx + c2x sy � 2 sy )U (0)4;2;2;3 = � 148 K+1 ( c2x sy � cx cy sx + 2 sy � 2L cy )U (0)4;2;2;4 = 148 K+1 ( cx sx sy + cy s2x + 2L sy )U (0)4;3;3;3 = 116 K+1 3 s3y + 316 K+1 2 ( sy � L cy )U (0)4;3;3;4 = � 116 K+1 2 sy (L� cy sy )U (0)4;3;4;4 = � 18 K+1 sy + 116 K+1 cy (L+ cy sy )U (0)4;3;6;6 = � 124 K+1 �( sy � L cy ) �3� 2 �02��K+1 L2 sy��02U (0)4;4;4;4 = 116 K+1 sy ( 3L+ cy sy )U (0)4;4;6;6 = � 124 LK+1 �sy �2 �02 � 5�� L cy��02U (0)5;1;1;6 = 124 K+1 �cx sx �2 �02 � 3�+ L �5� 2 �02 � 2 c2x���02U (0)5;1;2;6 = 112 K+1 �s2x ��02 � 2�� L sx cx��02U (0)5;2;2;6 = 124 cx sx ��2 �02 + 5�+ L �5� 2 �02 + 2 c2x��02U (0)5;3;3;6 = � 124 K+1 �cy sy �2 �02 � 3�+ L �5� 2 �02 � 2 c2y���02U (0)5;3;4;6 = � 112 K+1 �s2y ��02 � 2�� L sy cy��02U (0)5;4;4;6 = 124 cy sy ��2 �02 + 5�+ L �5� 2 �02 + 2 c2y��02U (0)5;6;6;6 = 12 L �5� �02��04 
02 : 87



2.2.4 L'hexapôle droitHamiltonienNous consid�erons un hexapôle parfait droit de longueur L et de force K+2 ; �K+2 d�esignel'erreur de champ hexapolaire droit. Avec ces notations, l'Hamiltonien de l'hexapôle s'�ecrit(cf. �equation 1.38 et Tab. 1.1)g(X;K+2 ; �K+2 )=�264vuut 1�0 + �!2 � 1�20
20 � cPx2 � cPy2 +Ks(x; y;K+2 ; �K+2 )375+��0 + 1 (2.15)o�u Ks(x; y;K+2 ; �K+2 ) = � 16 (K+2 + �K+2 ) (x3 � 3x y2 ) : (2.16)Comme pour le quadrupôle, l'o�set relatif au mapping de l'hexapôle est toujours nul. Deplus, on peut remarquer que les quantit�es K+2 et �K+2 n'apparaissent que dans les d�eriv�eestroisi�emes de g par rapport �a (x; y); de ce fait, la fonction matricielle F1(K+2 ; �K+2 ) d�e�niepr�ec�edemment (produit de J par la matrice des d�eriv�ees secondes de g en X = 0) estind�ependante des param�etres K+2 et �K+2 . En�n, puisque l'on est ici dans la situation dela sous{section 2.1.3 (�X = 0), la matrice R de l'hexapôle (avec erreur de champ) v�eri�el'�equation di��erentielle dR=ds = F1R (�equation 2.10); par cons�equent, cette derni�ere estune fonction ind�ependante du champ et de l'erreur de champ (en fait, la matrice R del'hexapôle est identique �a celle d'une section vide de champ (drift) de même longueur, cf.sous{section suivante).Matrice RLa matrice R(0) de l'hexapôle est donn�ee parR(0) = 0BBBBBBBBBBBBBBB@ 1 L 0 0 0 00 1 0 0 0 00 0 1 L 0 00 0 0 1 0 00 0 0 0 1 L�02 
020 0 0 0 0 1
1CCCCCCCCCCCCCCCA :88



Matrices TOn note T (0) la matrice T de l'hexapôle parfait. Les coe�cients (T (0)i;j;k; j�k) non nulssont list�es ci{apr�es.T (0)1;1;1 = � 14 L2K+2T (0)1;1;2 = � 112 L3K+2T (0)1;2;2 = � 124 L4K+2T (0)1;2;6 = � 12 L�0T (0)1;3;3 = 14 L2K+2T (0)1;3;4 = 112 L3K+2T (0)1;4;4 = 124 L4K+2T (0)2;1;1 = � 12 LK+2T (0)2;1;2 = � 14 L2K+2T (0)2;2;2 = � 16 L3K+2T (0)2;3;3 = 12 LK+2T (0)2;3;4 = 14 L2K+2T (0)2;4;4 = 16 L3K+2

T (0)3;1;3 = 14 L2K+2T (0)3;1;4 = 112 L3K+2T (0)3;2;3 = 112 L3K+2T (0)3;2;4 = 124 L4K+2T (0)3;4;6 = � 12 L�0T (0)4;1;3 = 12 LK+2T (0)4;1;4 = 14 L2K+2T (0)4;2;3 = 14 L2K+2T (0)4;2;4 = 16 L3K+2T (0)5;2;2 = � 12 L�0T (0)5;4;4 = � 12 L�0T (0)5;6;6 = � 32 L�03 
02 :On a en�n T1 def= @T@�K+2 = @T (0)@K+2 . On ne donnera pas ici les coe�cients de T1, l'op�erationde d�erivation �etant simple puisque T (0) d�epend lin�eairement de K+2 .Matrice UU (0) d�esigne la matrice U de l'hexapôle parfait. Les coe�cients (U (0)i;j;k;l; j � k� l) nonnuls sont list�es ci{apr�es. 89



U (0)1;1;1;1 = 148 L4K+2 2U (0)1;1;1;2 = 1144 L5K+2 2U (0)1;1;1;6 = 112 L2K+2�0U (0)1;1;2;2 = 1432 L6K+2 2U (0)1;1;2;6 = 118 L3K+2�0U (0)1;1;3;3 = 1144 L4K+2 2U (0)1;1;3;4 = 1240 L5K+2 2U (0)1;1;4;4 = 1720 L6K+2 2U (0)1;2;2;2 = 12 L + 11008 L7K+2 2U (0)1;2;2;6 = 124 L4K+2�0U (0)1;2;3;3 = � 1720 L5K+2 2U (0)1;2;3;4 = 12160 L6K+2 2U (0)1;2;4;4 = 16 L + 13024 L7K+2 2U (0)1;2;6;6 = 16 L �3� �02��02U (0)1;3;3;6 = � 112 L2K+2�0U (0)1;3;4;6 = � 118 L3K+2�0U (0)1;4;4;6 = � 124 L4K+2�0U (0)2;1;1;1 = 112 L3K+2 2

U (0)2;1;1;2 = 5144 L4K+2 2U (0)2;1;2;2 = 172 L5K+2 2U (0)2;1;2;6 = 112 L2K+2�0U (0)2;1;3;3 = 136 L3K+2 2U (0)2;1;3;4 = 148 L4K+2 2U (0)2;1;4;4 = 1120 L5K+2 2U (0)2;2;2;2 = 1144 L6K+2 2U (0)2;2;2;6 = 19 L3K+2�0U (0)2;2;3;3 = � 1144 L4K+2 2U (0)2;2;3;4 = 1360 L5K+2 2U (0)2;2;4;4 = 1432 L6K+2 2U (0)2;3;4;6 = � 112 L2K+2�0U (0)2;4;4;6 = � 19 L3K+2�0U (0)3;1;1;3 = 1144 L4K+2 2U (0)3;1;1;4 = � 1720 L5K+2 2U (0)3;1;2;3 = 1240 L5K+2 2U (0)3;1;2;4 = 12160 L6K+2 2U (0)3;1;3;6 = � 112 L2K+2�090



U (0)3;1;4;6 = � 118 L3K+2�0U (0)3;2;2;3 = 1720 L6K+2 2U (0)3;2;2;4 = 16 L + 13024 L7K+2 2U (0)3;2;3;6 = � 118 L3K+2�0U (0)3;2;4;6 = � 124 L4K+2�0U (0)3;3;3;3 = 148 L4K+2 2U (0)3;3;3;4 = 1144 L5K+2 2U (0)3;3;4;4 = 1432 L6K+2 2U (0)3;4;4;4 = 12 L + 11008 L7K+2 2U (0)3;4;6;6 = 16 L �3� �02��02U (0)4;1;1;3 = 136 L3K+2 2U (0)4;1;1;4 = � 1144 L4K+2 2U (0)4;1;2;3 = 148 L4K+2 2U (0)4;1;2;4 = 1360 L5K+2 2U (0)4;1;4;6 = � 112 L2K+2�0U (0)4;2;2;3 = 1120 L5K+2 2U (0)4;2;2;4 = 1432 L6K+2 2

U (0)4;2;3;6 = � 112 L2K+2�0U (0)4;2;4;6 = � 19 L3K+2�0U (0)4;3;3;3 = 112 L3K+2 2U (0)4;3;3;4 = 5144 L4K+2 2U (0)4;3;4;4 = 172 L5K+2 2U (0)4;4;4;4 = 1144 L6K+2 2U (0)5;1;1;2 = 112 L2K+2�0U (0)5;1;2;2 = 118 L3K+2�0U (0)5;1;3;4 = � 112 L2K+2�0U (0)5;1;4;4 = � 118 L3K+2�0U (0)5;2;2;2 = 124 L4K+2�0U (0)5;2;2;6 = 16 L �3� �02��02U (0)5;2;3;3 = � 112 L2K+2�0U (0)5;2;3;4 = � 118 L3K+2�0U (0)5;2;4;4 = � 124 L4K+2�0U (0)5;4;4;6 = 16 L �3� �02��02U (0)5;6;6;6 = 12 L �5� �02��04 
02 :91



2.2.5 La section droite ou driftOn consid�ere une section vide de champ ou drift de longueur L. L'Hamiltonien danscette section se d�eduit ais�ement des Hamiltoniens 2.11, 2.13 ou 2.15 en faisant Ks=0. Onobtient de la même fa�con les matrices R, T et U du drift 5:{ la matrice R du drift est la même que celle d'un hexapôle de même longueur.{ les coe�cients (Ti;j;k; j�k) non nuls sontT1;2;6 = T3;4;6 = T5;2;2 = T5;4;4 = � L2�0 et T5;6;6 = � 3L2�30 
20 :{ les coe�cients (Ui;j;k;l; j�k� l) non nuls sontU1;2;2;2 = U3;4;4;4 = L6 et U1;2;4;4 = U3;2;2;4 = L6U1;2;6;6 = U3;4;6;6 = U5;2;2;6 = U5;4;4;6 = L6�20 �3� �20�U5;6;6;6 = L2�40 
20 �5� �20� :Evidemment, on peut aussi calculer de mani�ere exacte le mapping d'un drift de longueurL quelconque (dans un drift, la particule suit un mouvement rectiligne uniforme). Avec lesd�e�nitions des variables canoniques (Xi) donn�ees �a la sous{section 1.2.3, on aMdrift(X0;L) = 8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>: x(L) = x0 + dPx0 L=(psp0 )cPx(L) = dPx0y(L) = y0 + dPy0 L=(psp0 )cPy(L) = dPy0�(L) = �l(L) = l0 + L�0  1� (1 + �0 �)=(psp0 )! (2.17)avec 6 psp0 =vuut pp0!2 �dPx02 �dPy02 = s1 + 2 ��0 + �2 �dPx02 �dPy02 : (2.18)Remarque: en utilisant l'�equation 2.17 puis en se rappelant des d�e�nitions des matrices R,T et U �a partir de M (sous{section 1.3.2), on peut retomber facilement sur les r�esultatsdu d�ebut (c.{�a{d. les matrices R, T , U d'un drift de longueur L).5. On peut, par exemple, reprendre les expressions des matrices R(0), T (0), U (0) relatives �a l'hexapôle(sous{section pr�ec�edente) et annuler le param�etre K+2 dans ces mêmes expressions.6. ps=m
 dsdt d�esigne l'impulsion longitudinale de la particule et p son impulsion totale.92



2.3 Erreurs g�eom�etriques: d�eplacements et rotationsdes aimants2.3.1 IntroductionOn consid�ere une section [s0; s1=s0+L] de la courbe de r�ef�erence C. Entre les abscissess0 et s1 se trouve un �el�ement optique rigide que l'on notera E; on impose de plus, en amontet en aval de E, deux espaces vides de champ de longueurs respectives L0 et L1 autorisantde petits d�eplacements de l'aimant E. On d�esigne par M le mapping associ�e au transportdu faisceau �a travers l'�el�ement optique E lorsque celui{ci est dans sa position id�eale; Mest suppos�e connu. Le mapping Mtot pour la section totale [s0 � L0; s1 + L1] s'�ecrit doncMtot=Mdrift(L1) �M �Mdrift(L0) :D�es lors, on suppose que l'aimant E a subi de petits d�eplacements par rapport �a sa positiond'origine. Le mapping M0 relatif au transport du faisceau le long de la section [s0; s1] estalors un objet dont l'interpr�etation devient d�elicate. En e�et, consid�erons par exemple unel�eg�ere rotation de l'aimant E dans le plan horizontal par un angle � positif autour du pointmilieu de sa face d'entr�ee (point Iin sur la �gure 2.2). A l'abscisse s0, toutes les particulesde coordonn�ees horizontales x � 0 sont d�ej�a dans l'aimant alors que celles situ�ees dans ledemi{espace x < 0 ne l'ont pas encore atteint. De ce point de vue, comment d�e�nir M0?A�n d'�eviter ce type de di�cult�e, nous nous int�eressons plutôt au mapping M0tot associ�e �ala section [s0 � L0; s1 + L1] dans laquelle l'aimant E a �et�e d�eplac�e (et qui est mieux d�e�nipourvu que les longueurs L0 et L1 soient assez grandes). Pour ce faire, nous nous basonssur l'�egalit�e pr�ec�edente en �ecrivantM0tot sous la forme suivante:M0tot def= Mdrift(L1) �Me� �Mdrift(L0) : (2.19)Nous introduisons donc de fa�con naturelle le mapping e�ectif Me� correspondant �a untransport �ctif du faisceau le long de la section [s0; s1]. Ce dernier ne doit �evidemment pasd�ependre des deux longueurs arbitraires L0 et L1 mais uniquement dumappingM ainsi quedes d�efauts d'alignement � de l'�el�ement consid�er�e. L'id�ee est alors de rechercherMe� sousla formeMe� =Mout �M�Min o�u Min etMout sont deux transformations des variablescanoniques (aux abscisses respectives s0 et s1) qui ne d�ependent plus des caract�eristiquesmagn�etiques de l'aimant consid�er�e mais uniquement de sa g�eom�etrie intrins�eque (longueurL et rayon de courbure �) et bien sûr de l'erreur � envisag�ee. En reprenant l'�equation 2.19,on obtient donc la d�ecomposition suivante:M0tot =Mdrift(L1) �Mout �M �Min �Mdrift(L0) :93
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Fig. 2.2 { Exemple simple de d�eplacement d'un aimantEn analysant pas �a pas cette derni�ere relation, l'interpr�etation des mappings e�ectifsd'entr�ee et de sortie,Min et Mout, devient alors �evidente.{ En partant de l'abscisse s0�L0 et via un drift de longueur L0, on se ram�ene �a la faced'entr�ee de l'aimant E dans sa position d'origine (abscisse s0).{ D�es lors, il s'agit d'une part de revenir �a la face d'entr�ee de l'�el�ement d�eplac�e (viaun petit drift de longueur Lin, cf. Fig. 2.2) puis, d'autre part, d'e�ectuer une trans-formation des variables canoniques a�n de les adapter au nouveau rep�ere d'entr�ee del'aimant E. Min sera le produit de ces deux transformations.{ Via le mapping M suppos�e connu, on se ram�ene ais�ement �a la face de sortie del'aimant d�eplac�e.{ La d�e�nition de la transformation Mout est alors similaire �a celle de Min: d'abordle changement de variables canoniques de sortie, puis le drift nous ramenant �a l'abs-cisse s1 (face de sortie de l'�el�ement dans sa position d'origine).94
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Fig. 2.3 { Bases locales Bin et Bout{ Par le mapping Mdrift(L1), nous aboutissons �nalement �a l'abscisse s1 + L1.L'�etude se r�esume donc simplement au calcul des transformations Min et Mout et n�e-cessitera trois �etapes successives expos�ees en d�etail �a la sous{section suivante. Dans unpremier temps, nous param�etriserons un d�eplacement quelconque de l'aimant E �a l'aidede six quantit�es ind�ependantes (trois translations et trois rotations) 7 puis nous d�erive-rons les formules de changements de rep�eres associ�ees �a ce d�eplacement. Dans un secondtemps, nous nous attacherons aux transformations canoniques relatives �a ces changementsde coordonn�ees spatiales en entr�ee et en sortie de l'aimant E. Finalement, nous obtiendronsformellement puis analytiquement (sous{section 2.3.3) lesmappingsMin etMout tels qu'ilsont �et�e d�e�nis ci{dessus.2.3.2 M�ethodes de calculChangements de coordonn�ees spatiales en entr�ee et sortie de l'aimant d�eplac�eOn suppose dans un premier temps que l'aimant E est dans sa position id�eale d'origine.On note Bin = (~xin; ~yin;~sin), respectivement Bout = (~xout; ~yout;~sout), la base locale de C �al'abscisse s0, respectivement �a l'abscisse s1 (cf. Fig. 2.3). On d�esigne par Iin et Iout les points7. L'aimant E �etant suppos�e rigide, on ne traitera pas ici des d�efauts intervenant dans la d�e�nitionde sa g�eom�etrie intrins�eque comme par exemple une 
uctuation dy(s) de la position verticale de son axemagn�etique qui d�epend de l'abscisse longitudinale s. On ne s'attachera pas non plus �a des erreurs �L dansla longueur L des aimants consid�er�es, ces derni�eres s'interpr�etant plus volontiers comme un d�efaut dans laforce int�egr�ee de l'aimant qui correspond grossi�erement �a une erreur de champ �K=K=�L=L.95



de la courbe C aux abscisses respectives s0 et s1 et on appelle � l'angle orient�e (~sout;~sin)(� � 0 lorsque la courbe C s'incurve sur sa droite). Rin = (Iin;Bin) et Rout = (Iout;Bout)sont donc les deux rep�eres attach�es respectivement �a la face d'entr�ee et �a la face de sortiede l'aimant E.Dans toute la suite, si B et B0 sont deux bases quelconques de l'espace Euclidien �a troisdimensions et si ~x d�esigne un vecteur quelconque de ce même espace, alors Mat(B0=B)repr�esentera la matrice de passage de B �a B0 et (~x)B sera le triplet donnant les coordonn�eesdu vecteur ~x dans la base B. Avec ces notations et au vu de la �gure 2.3, la matrice dechangement de base Bin ! Bout et les coordonn�ees du vecteur ���!IinIout dans la base Bin sontrespectivement A def= Mat(Bout=Bin) = 0BB@ cos� 0 � sin�0 1 0sin� 0 cos� 1CCA (2.20)et d def= (���!IinIout)Bin = 0BBBBB@ L� (cos� � 1)0L� sin� 1CCCCCA : (2.21)En particulier, lorsque E est un �el�ement optique rectiligne, on a � = 0, soit A = 1 etd=(0 ; 0 ; L).On suppose maintenant que l'�el�ement optique E est d�eplac�e \en bloc" par rapport �a saposition d'origine; avec des notations identiques �a celles qui pr�ec�edent, on d�esigne respec-tivement par R0in et R0out les rep�eres (I 0in;B0in) et (I 0out;B0out) attach�es �a l'�el�ement d�eplac�e 8et, puisque l'aimant E est suppos�e rigide, on aMat(B0out=B0in) = Mat(Bout=Bin) = A et (����!I 0in I 0out)B0in = (����!Iin Iout)Bin = d : (2.22)On param�etrise le d�eplacement de E par quatre transformations successives:� une translation de vecteur dx~xin + dy ~yin + ds~sin. Sous cette transformation, le rep�ereRin , respectivement Rout , donne le rep�ere R1in = (I1in;B1in= Bin) , respectivement R1out =(I1out;B1out=Bout) avec ���!IinI1in = ����!IoutI1out = dx~xin + dy ~yin + ds~sin, d'o�ut def= (���!IinI1in)Bin= 0BB@dxdyds1CCA et (����!IoutI1out)Bout= A�1(����!IoutI1out)Bin= A�1t =0BB@ cos� dx+ sin� dsdy� sin� dx+ cos�ds1CCA:(2.23)8. B0in = (~x0in; ~y0in;~s0in) et B0out = (~x0out; ~y0out;~s0out).96
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s’Fig. 2.4 { D�e�nition des angles param�etrisant la rotation d'un aimantMaintenant, si Zin (respectivement Z1in, Zout et Z1out) d�esigne les coordonn�ees spatiales d'unpoint M quelconque dans le rep�ere Rin (respectivementR1in,Rout et R1out), les changementsde coordonn�ees s'�ecrivent simplement8><>: Zin �! Z1in = Zin � (���!Iin I1in)Bin 2:23= Zin � tZout �! Z1out = Zout � (����!Iout I1out)Bout 2:23= Zout � A�1t : (2.24)De plus, puisque l'aimant est translat�e en bloc, on a aussi(����!I1in I1out)Bin = d : (2.25)� trois rotations successives (qui ne sont pas les rotations d'Euler, cf. Fig. 2.4) laissant lepoint I1in invariant de sorte que ce dernier peut être directement remplac�e par le point I 0indans toutes les relations qui pr�ec�edent:{ une rotation d'angle � (angle azimutal) autour de l'axe orient�e (I 0in;~yin). Sous cetterotation, le rep�ere R1in donne le rep�ere R2in = (I 0in;B2in) avec B2in = (~u; ~yin; ~v) et on a� def= Mat(B2in=Bin) = 0BB@ cos � 0 sin �0 1 0� sin � 0 cos � 1CCA :{ une rotation d'angle � (angle d'�el�evation) autour de l'axe orient�e (I 0in; � ~u) (� � 0correspond �a une �el�evation de la tête de l'aimant). Sous cette seconde rotation, lerep�ere R2in donne le rep�ere R3in = (I 0in;B3in) avec B3in = (~u; ~w;~s0in) et on a� def= Mat(B3in=B2in) = 0BB@ 1 0 00 cos � sin�0 � sin� cos � 1CCA :97



{ une rotation d'angle  (angle de roulement) autour de l'axe orient�e (I 0in;~s0in) (si� = � = 0, cette rotation correspond simplement �a une rotation autour de l'axelongitudinal initial (I 0in;~sin)). Sous cette derni�ere rotation, le rep�ere R3in donne en�nle rep�ere R0in et on a� def= Mat(B0in=B3in) = 0BB@ cos � sin 0sin cos 00 0 1 1CCA :Avec ces notations, il vientMat(B0in=Bin) = Mat(B2in=Bin)Mat(B3in=B2in)Mat(B0in=B3in)= ��	Mat(B0out=Bout) = Mat(Bin=Bout)Mat(B0in=Bin)Mat(B0out=B0in)2:22= A�1��	A : (2.26)On a en�n(����!I1out I 0out)Bout= A�1(����!I1out I 0out)Bin = A�1h(����!I1out I 0in)Bin + (����!I 0in I 0out)Bini2:25= A�1h�d+Mat(B0in=Bin)(����!I 0in I 0out)B0ini2:22;2:26= A�1(�d+��	d) : (2.27)Maintenant, si Z 0in (respectivement Z 0out) d�esigne les coordonn�ees d'un point M quelconquedans le rep�ere R0in (respectivement R0out), les changements de coordonn�ees s'�ecrivent sim-plement 8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>: Z1in �! Z 0in = Mat(Bin=B0in)Z1in2:26= 	�1 ��1��1 Z1inZ1out �! Z 0out = Mat(Bout=B0out) hZ1out � (����!I1out I 0out)Bouti2:26;2:27= A�1	�1 ��1��1AZ1out+(A�1	�1��1��1 d�A�1 d) : (2.28)Ainsi, en combinant les relations 2.24 et 2.28, on obtient �nalement les formules de chan-gements de coordonn�ees relatives aux changements de rep�ere Rin ! R0in et R0out ! Rout:8><>: Z 0in = 	�1 ��1��1 (Zin � t)Zout = A�1 ��	AZ 0out +A�1 (��	d � d+ t) : (2.29)98



Dans toute la suite, on d�esignera par � l'ensemble des six quantit�es (dx; dy; ds; �; �;  ) quiparam�etrisent un d�eplacement quelconque de l'�el�ement optique E.Transformation des variables canoniques �a l'entr�ee et �a la sortie de l'aimantd�eplac�eOn r�e�ecrit les relations 2.29 sous la forme simpli��ee suivante:8><>: Z 0in = Cin Zin +DinZout = CoutZ 0out +Dout (2.30)o�u 8><>:Cin def=	�1��1��1 = Cin(�) et Din def=�	�1��1��1 t = Din(�)Coutdef=A�1 ��	A = Cout(�; L; �) et Doutdef=A�1 (��	d � d + t) = Dout(�; L; �) :On d�esigne par Xin = (xin; dPxin; yin; dPyin ; lin; �in) le vecteur caract�erisant l'�etat physiqued'une particule quelconque �a l'abscisse sin en prenant Rin pour rep�ere de coordonn�eesspatiales. Par le changement de rep�ere Rin ! R0in, on a avec les notations pr�ec�edentes8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
xin ! x0in = Cin1;1 xin + Cin1;2 yin + Cin1;3 sin +Din1dPxin ! dPx0in def= m
p0 dx0indt = Cin1;1 dPxin + Cin1;2 dPyin + Cin1;3 psinp0yin ! y0in = Cin2;1 xin + Cin2;2 yin + Cin2;3 sin +Din2dPyin ! dPy0in def= m
p0 dy0indt = Cin2;1 dPxin + Cin2;2 dPyin + Cin2;3 psinp0lin ! l0in def= �c t� s0inv0 ! = lin + 1�0 (s0in � sin)= lin + 1�0 (Cin3;1 xin + Cin3;2 yin + Cin3;3 sin � sin +Din3)�in ! �0in = �ino�u (cf. 2.18) psinp0 = s1 + 2 �in�0 + �2in � dPxin2 � dPyin 2 :On note alors X 0in ce nouveau vecteur et M0in cette transformation, soitX 0in =M0in�Xin; sin; �� : (2.31)99



De la même fa�con, on d�e�nit la transformation M0out relative au changement de rep�ereR0out ! Rout, ce que l'on �ecrit avec des notations �evidentes 9Xout =M0out�X 0out; s0out; �; L; �� : (2.32)Mappings e�ectifs d'entr�ee et de sortie Min et MoutConsid�erons maintenant une particule quelconque situ�ee �a la face d'entr�ee de l'aimantnon d�eplac�e et caract�eris�ee par le vecteur 6{dimensionnel Xin; faisons{la �evoluer le longd'un drift de longueur Lin de sorte qu'elle rejoigne la face d'entr�ee de l'�el�ement d�eplac�e. Al'issue de ce drift, les coordonn�ees spatiales de la particule dans le rep�ere Rin sont d�e�niespar Zin = 0BBBB@ xinyinsin 1CCCCA = 0BBBB@ (Mdrift)1 (Xin;Lin)(Mdrift)3 (Xin;Lin)Lin 1CCCCAo�u (Mdrift)i (Xin;Lin) d�esigne la i�eme coordonn�ee du vecteur 6{dimensionnelMdrift(Xin;Lin)donn�e par l'�equation 2.17. La longueur Lin est donc telle ques0in = (Z 0in)3 = Cin3;1 (Mdrift)1 (Xin;Lin)+Cin3;2 (Mdrift)3 (Xin;Lin)+Cin3;3 Lin+Din3 = 0 :En reprenant l'expression 2.17 du mapping d'un drift de longueur quelconque, on voitque l'�egalit�e pr�ec�edente est une �equation lin�eaire en la variable Lin dont les coe�cientsd�ependent de Xin et du d�efaut �. On trouve ainsi une expression exacte pour la longueurrecherch�ee, du type Lin = Lin(Xin; �). Ceci �etant dit, on d�e�nit comme suit le mappinge�ectif d'entr�ee de l'aimant tourn�e:Min�Xin; �� =M0in�Mdrift�Xin ; Lin(Xin; �)� ; sin = Lin(Xin; �) ; �� : (2.33)Consid�erons en�n une particule quelconque situ�ee �a la face de sortie de l'aimant d�eplac�eet caract�eris�ee par le vecteur 6{dimensionnel X 0out; dans le rep�ere R0out, la particule a pourcoordonn�ees Z 0out = ((X 0out)1 ; (X 0out)3 ; s0out= 0), ce qui, dans le rep�ere Rout, correspond �aune abscisse longitudinale sout qui vautsout = (Zout)3 = Cout3;1 (X 0out)1 + Cout3;2 (X 0out)3 +Dout3 def= �Lout(X 0out; �; L; �)9.M0out d�epend des quantit�es L et � car la matrice Cout et le vecteur Dout de l'�equation 2.30 end�ependent. 100



o�u Lout s'interpr�ete comme la longueur du drift ramenant la particule sur la face de sortiede l'aimant non d�eplac�e. On d�e�nit alors le mapping e�ectif de sortie de l'aimant tourn�eparMout�X 0out; �; L; �� =Mdrift�M0out�X 0out ; s0out=0 ; �; L; �� ; Lout(X 0out; �; L; �)� : (2.34)Typiquement, il faut comprendre les �equations 2.33 et 2.34 de la fa�con suivante:{ �a l'entr�ee (cf. Fig. 2.2 qui illustre le cas simple dy=�= = 0):En partant d'un point de la face d'entr�ee de l'aimant non d�eplac�e, on se ram�ene, viale drift de longueur Lin, �a la face d'entr�ee de l'aimant d�eplac�e puis, par la transforma-tionM0in (changement des variables canoniques d'entr�ee), on tombe sur les variablescanoniques \adapt�ees" au rep�ere d'entr�ee de l'aimant d�eplac�e.Min est alors la com-binaison de ces deux transformations.{ �a la sortie:En partant d'un point de la face de sortie de l'aimant d�eplac�e, on e�ectue d'abordla transformationM0out (changement des variables canoniques de sortie) qui redonneles variables canoniques \adapt�ees" au rep�ere de sortie de l'aimant non d�eplac�e puis,par le drift de longueur Lout, on se ram�ene �nalement �a la face de sortie de l'aimantnon d�eplac�e.Mout est alors la combinaison de ces deux transformations.Vu de cette mani�ere et comme annonc�e dans l'introduction 2.3.1, il est clair que la trans-formation Mdrift(L1) � Mout �M �Min � Mdrift(L0) correspond exactement au mappingM0tot de la section [s0 � L0; s1 + L1] dans laquelle l'aimant E a �et�e d�eplac�e. Tout revientdonc �a remplacer le mapping M de la section [s0; s1] (sans erreurs g�eom�etriques) par lemapping e�ectifMe� d�e�ni parMe� =Mout �M �Min : (2.35)2.3.3 R�esultats analytiquesComme nous l'avons vu �a la sous{section pr�ec�edente, lesmappingsMin etMout peuventêtre calcul�es de mani�ere exacte mais on tombe alors sur des expressions trop lourdes pourêtre retranscrites ici. De plus, pour ce qui nous concerne, nous n'avons besoin que des seizequantit�es (�X(1)in , �X(2)in , R(0)in , R(1)in , R(2)in , T (0)in , T (1)in , U (0)in ) et (�X(1)out, �X(2)out, R(0)out, R(1)out, R(2)out,T (0)out, T (1)out, U (0)out) associ�ees respectivement �a Min et Mout (cf. sous{sections 1.3.2 et 1.3.3).Encore une fois, tous les calculs ont �et�e e�ectu�es �a l'aide du logiciel MAPLE [15] et nous101



ne fournirons que les r�esultats ainsi obtenus.Avant d'aller plus loin, en remarquant que Min(�=0) =Mout(�=0; L; �) = 1, on a d�ej�a8>>>>>>>><>>>>>>>>: R(0)in = R(0)out = 1T (0)in = T (0)out = 0U (0)in = U (0)out = 0 : (2.36)On d�e�nit alors les quatre constantes suivantes:c� = cos� ; s� = sin� ; L0 = L� s� et L� = L� (1 � c�) :En particulier, quand �=0 (cas du drift, du quadrupôle et de l'hexapôle), on a L0=L etL�=0.Ceci �etant dit, nous �enum�erons ci{dessous les r�esultats obtenus.{ o�set �X(1)in : �X(1)in =��dx ; �� ; �dy ; �� ; � ds�0 ; 0� :{ o�set �X(1)out:�X(1)out =� c�dx+ s�ds+ L0� ; � ; �L� + dy + L0� ; c��� s� ; c�ds�0 � L���0 � s�dx�0 ; 0� :{ o�set �X(2)in :�X(2)in =��dy  ; �� ; dx ; �  ; � dx ��0 � dy ��0 ; 0� :{ o�set �X(2)out:�X(2)out = � s� dx �� c� ds � + s�L� � + 12 L� c� 2 + 12 L� �2 � 12 s�L0 �2 ;s2� � + 12 s� c� 2 � 12 s� c� �2 ;s� c� ds  � c2� ds �� s2� dx + L� c� � �� s�L� �  + s� c� dx � ;0 ; � 12 s� L� 2�0 + L� c� � �0 � 12 L0 �2�0 � 12 c�L0 �2�0 ; 0� :102



{ matrice R(1)in : R(1)in =0BBBBBBBBBBBBBBBB@ 0 ds  0 0 00 0 0  0 � ��0� 0 0 ds 0 00 � 0 0 0 � ��0��0 0 ��0 0 0 ds�02 
020 0 0 0 0 0
1CCCCCCCCCCCCCCCCA :{ matrice R(1)out:R(1)out =0BBBBBBBBBBBBBBBBB@ 0 s�dx� c�ds+ L�� �s��� c� 0 0 00 0 0 �s��� c� 0 ��0s��+ c� 0 0 s�dx� c�ds+ L�� 0 00 s�� + c� 0 0 0 c��� s� �0� ��0 0 s� � c���0 0 0 s�dx� c�ds+ L���02
020 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA :{ matrice R(2)in :R(2)in =0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
�2 �  22 dx � + dy � � � ds  0 00 � �2 +  22 0 0 0 � � �00 �ds  �2 �  22 dx � + dy � 0 00 �� � 0 � �2 +  22 0 �  �00 ds ��0 0 ds ��0 0 dy � + dx ��02 
020 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA :{ matrice R(2)out: 103



R(2)out =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1=2�2 � 1=2 s2� �2 1=2L0 �2 + 1=2 c� L0 �2+ 0 �s2� dx�� s� c� dx 0 0�1=2 c2�  2 � s� c� � +1=2 s� L�  2 � L� c� � +s� c� ds �+ c2� ds �s� L� � �� L� c� �  0 � 1=2 �2 � 1=2 s2� �2 0 �c� � �+ s� �  0 � s� c� �22�0 + s� c�  22�0�1=2 c2�  2 � s� c� � + s2� � �0c� � �� s� �  s2� dx�+ s� c� dx �1=2 c2� � 1=2 s2�� �2 1=2L0 �2 + 1=2 c� L0 �2 0 0�s� c� ds �� c2� ds + �� 1=2c2� + 1=2 s2��  2 +1=2 s� L�  2 � L� c� � +s� L� � �+ L� c� �  �2 s� c� � 0 0 0 � 1=2�2 � 1=2 2 0 0� s� c� �22�0 + s� c�  22�0 � L� �2�0 � s� dx ��0 s� � ��0 + c� �  �0 � s� c� dx��0 + s2� dx �0 0 1=2 L0 �2�02 
02 + 1=2 c� L0 �2�02 
02� c2� � �0 + c� ds ��0 + c2� ds ��0 � s� c� ds �0 +1=2 s� L�  2�02 
02 � c� L� � �02 
02�L� c� � ��0 + s� L� �  �00 0 0 0 0 0
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

: 104



{ matrice T (1)in :T (1)in 1;1;2 = � 12 �T (1)in 1;2;3 = � 12 �T (1)in 1;2;6 = � 12 ds�0T (1)in 2;2;2 = 12 �T (1)in 2;4;4 = 12 �T (1)in 2;6;6 = 12 ��02 
02T (1)in 3;1;4 = � 12 �T (1)in 3;3;4 = � 12 �T (1)in 3;4;6 = � 12 ds�0
T (1)in 4;2;2 = 12 �T (1)in 4;4;4 = 12 �T (1)in 4;6;6 = 12 ��02 
02T (1)in 5;1;6 = � 12 ��02 
02T (1)in 5;2;2 = � 12 ds�0T (1)in 5;3;6 = � 12 ��02 
02T (1)in 5;4;4 = � 12 ds�0T (1)in 5;6;6 = � 32 ds�03 
02 :{ matrice T (1)out:T (1)out1;1;2 = 12 �T (1)out1;2;3 = 12 c� � � 12 s�  T (1)out1;2;6 = c� ds� s� dx� L� �2�0T (1)out2;2;2 = � 12 �T (1)out2;4;4 = � 12 �T (1)out2;6;6 = � 12 ��02 
02T (1)out3;1;4 = 12 �T (1)out3;3;4 = 12 c� � � 12 s�  T (1)out3;4;6 = c� ds� s� dx� L� �2�0

T (1)out4;2;2=� 12 c� �+ 12 s�  T (1)out4;4;4=� 12 c� �+ 12 s�  T (1)out4;6;6=s�  � c� �2�02 
02T (1)out5;1;6=12 ��02 
02T (1)out5;2;2=c� ds� s� dx� L� �2�0T (1)out5;3;6=c� �� s� 2�02 
02T (1)out5;4;4=c� ds� s� dx� L� �2�0T (1)out5;6;6=3 c� ds� s� dx� L� �2�03 
02 :Pour terminer cette sous{section, insistons sur le point suivant: le mapping e�ectifMe� =Mout � M �Min (cf. �equation 2.35) doit être symplectique, ce qui n'impose aucunement105



que Min et Mout le soient aussi. En fait, via MAPLE, on peut v�eri�er la symplecticit�ede chacune des deux transformations Min et Mout 10 et ceci pour une raison que j'ignore.N'ayant pas ici les expressions exactes deMin etMout, nous pourrions tout de même tenterde montrer que les relations 1.49 sont bien v�eri��ees (ces relations ne sont qu'une cons�e-quence de la symplecticit�e). Ceci est fastidieux et sans grand int�erêt; nous remarqueronssimplement que les matrices R(1)in et R(1)out ont la forme requise qu'impose la symplecticit�erespective des mappings Min et Mout (cf. matrice � dans l'�equation 1.46).2.3.4 Mapping e�ectif total de l'aimant d�eplac�eNous reprenons l'�equation 2.35 puis nous appliquons les formules de concat�enation 1.45(sous{section 1.3.3) une premi�ere fois pour le produit M�Min puis une seconde fois pourle produit totalMout �M�Min. Sans oublier les relations 2.36, on obtient en utilisant lesnotations usuelles 11{ pour l'ordre 0 8>>>>>><>>>>>>: R(0)e� = R(0)T (0)e� = T (0)U (0)e� = U (0) : (2.37){ pour l'ordre 18>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: �X(1)e� = �X(1) + �X(1)out +R(0) �X(1)inR(1)e� = R(1) +R(1)outR(0) +R(0)R(1)in + 2T (0)N �X(1)inT (1)e� = T (1)+ 3U (0)N �X(1)in + 2 �T (0)NR(1)in �Sym + R(0) T (1)in +R(1)out T (0) + T (1)out (R(0); R(0)) : (2.38)10. Cette propri�et�e est plus forte que la seule symplecticit�e du mapping Me�.11. Si A est un tenseur �a n+ 1 indices et (B1; � � � ; Bp) p tenseurs (p�n), alorsAN B1N � � �N Bp def= A0B@B1; � � � ; Bp; n� p foisz }| {1; � � � ;1 1CA :106



{ pour l'ordre 28>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>: �X(2)e� = �X(2) + �X(2)out +R(0) �X(2)in +R(1)outR(0) �X(1)in +T (0) (�X(1)in ; �X(1)in ) +R(1)out �X(1) +R(1) �X(1)inR(2)e� = R(2) +R(2)outR(0) +R(1)outR(0)R(1)in +R(0)R(2)in +2T (0)N �X(2)in + 2T (0) (�X(1)in ; R(1)in ) + 3U (0)N �X(1)in N �X(1)in +2R(1)out (T (0)N �X(1)in ) + 2T (1)out (R(0) �X(1)in ; R(0)) +R(1)R(1)in +R(1)outR(1) + 2T (1)N �X(1)in + 2T (1)out (�X(1); R(0)) : (2.39)2.4 ConclusionEn conclusion, si l'on consid�ere une ligne quelconque constitu�ee de drifts et de 2m{pôles(1�m� 3) que l'on suppose droits et parfaits (on ignore l'e�et des champs de fuite), onest alors capable, d'apr�es tout ce qui pr�ec�ede (section 2.2 et sous{section 2.3.3 donnantles formules analytiques relatives au dipôle, au quadrupôle, �a l'hexapôle, �a Min et Mout,formules 1.45 d�ecrivant les r�egles de concat�enation de deux mappings et relations 2.37, 2.38et 2.39), d'obtenir l'ensemble des quantit�es suivantes:{ toutes les d�eriv�ees de l'o�set en bout de ligne du type @�Xtot@��i et @2�Xtot@��i@��j o�u ��i estune erreur quelconque (erreur de champ ou erreur g�eom�etrique) a�ectant l'aimantnum�ero i 12.{ la matrice R(0)tot (matrice R de la ligne id�eale, c.{�a{d. sans erreurs) ainsi que toutesles d�eriv�ees premi�eres et secondes de la matrice Rtot en fonction de l'ensemble deserreurs ��i.{ la matrice T (0)tot (matrice T de la ligne id�eale) ainsi que toutes les d�eriv�ees premi�eresde Ttot en fonction des erreurs ��i.{ la matrice U (0)tot (matrice U de la ligne id�eale).12. On a r�epertori�e onze erreurs dans le dipôle (six erreurs g�eom�etriques et cinq erreurs de champ), neuferreurs dans le quadrupôle (six erreurs g�eom�etriques et trois erreurs de champ) et en�n sept erreurs dansl'hexapôle (six erreurs g�eom�etriques et une erreur de champ).107



Cet objectif a �et�e atteint par l'�ecriture d'un programme FORTRAN qui calcule, entreautres, toutes les quantit�es cit�ees pr�ec�edemment et ceci pour une ligne de transport tout�a fait quelconque. Cependant, la sensibilit�e d'une ligne optique (par rapport aux d�efautsde ses aimants) d�epend �evidemment des caract�eristiques du faisceau qui la traverse. Lesquantit�es physiques qu'il est int�eressant de calculer ne sont donc pas exactement cellesqui ont �et�e d�ecrites auparavant mais ces derni�eres restent bien sûr indispensables pourquanti�er des e�ets du type grossissement de taille faisceau ou perte en luminosit�e. Toutceci fera l'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3Matrice faisceau et luminosit�eCe chapitre r�epond aux objectifs que se �xe l'�etape I. Plus pr�ecis�ement, le but est icide calculer la luminosit�e au point d'interaction comme une fonction des objets �X1;2 etR1;2 def= R(0)1;2 + �R1;2 associ�es aux mappings M1;2 qui d�ecrivent le transport du faisceau lelong des lignes optiques 1 et 2 se faisant face:L def= L0  1 + �L (�X1;2; �R1;2)L0 ! (3.1)o�u L0 d�esigne la luminosit�e obtenue au point de collision lorsque les deux lignes faisceaune pr�esentent aucun d�efaut (luminosit�e nominale). Dans le cas id�eal o�u les deux paquetsde particules sont identiques, in�niment courts (�z = 0) et de distribution Gaussienne,la luminosit�e int�egr�ee sur toute la dur�ee de la collision (suppos�ee frontale) poss�ede uneexpression d�ej�a bien connue: L0(��x; ��y; �z=0) = N24���x��yo�u N est le nombre de particules dans chacun des deux paquets et o�u ��x et ��y d�esignentrespectivement leur taille horizontale et verticale. Il s'agit ici de g�en�eraliser cette derni�ererelation au cas de deux faisceaux d'extension temporelle non nulle et de distribution six{dimensionnelle compl�etement quelconque au point d'interaction 1.Nous commencerons donc par nous int�eresser �a une premi�ere quantit�e qui est la matricefaisceau (matrice de covariance associ�ee �a la distribution du faisceau �a une abscisse sdonn�ee) et, moyennant certaines hypoth�eses, nous �etudierons ses 
uctuations en fonctiondes erreurs �R qui apparaissent dans la matrice de transfert de la ligne consid�er�ee lorsque1. Nous garderons n�eanmoins l'hypoth�ese que la distribution des deux faisceaux reste Gaussienne aupoint de collision. 109



celle{ci pr�esente des d�efauts (section 3.1). Cette �etude pr�eliminaire mettra en �evidenceles associations directes existant entre les �el�ements de matrice �Rij et les couplages rij(�el�ements non diagonaux de la matrice faisceau) g�en�er�es au point de collision; elle permettra�egalement d'�etablir et d'interpr�eter les relations liant les coe�cients �Rij et les 
uctuationsde tailles faisceau transverses ���x;y au point d'interaction.Utilisant les notions et les r�esultats expos�es dans la premi�ere section et apr�es quelquespr�eliminaires, nous d�eriverons ensuite l'expression de la fonction �L (�X1;2; �R1;2) introduitedans l'�equation 3.1 et fournirons les coe�cients relatifs �a son d�eveloppement de Taylor �al'ordre 2 dans les variables �X1;2 et �R1;2 (section 3.2).Finalement, nous rappellerons en section 3.3 quels sont les di��erents crit�eres courammentutilis�es pour le calcul des tol�erances d'une ligne optique donn�ee; puis, en se basant surdeux exemples simples d�ecrivant la distribution statistique des d�efauts dans la ligne, nousmontrerons que l'estimation de ces tol�erances devient possible par la concat�enation des�etapes I et II et peut être rendue syst�ematique ind�ependamment du type des erreursconsid�er�ees.3.1 Matrice faisceau3.1.1 D�e�nitions et g�en�eralit�esOn consid�ere une ligne optique quelconque d�e�nie par une succession d'�el�ements ma-gn�etiques droits (dipôles, quadrupôles et hexapôles) qui s'organisent autour d'une courbede r�ef�erence plane que l'on note C. Comme �a la sous{section 1.2.3, C est suppos�ee êtreconstitu�ee d'une suite d'arcs de cercle (au niveau des dipôles) et de segments droits (auniveau des drifts, quadrupôles et hexapôles). On param�etrise la courbe C par une abscissecurviligne s, de sorte que s = 0 en d�ebut de ligne et s = s� en bout de ligne, c.{�a{d. aupoint d'interaction (IP).Distribution de particulesLa ligne est parcourue par un faisceau de particules charg�ees, de distribution initiale�0(X) = �(X; s = 0)o�u le vecteur 6{dimensionnel X est d�e�ni au d�ebut de la sous{section 1.3.1. On consid�eremaintenant une abscisse s1 quelconque le long de la ligne ainsi que deux domaines in�-nit�esimaux de l'espace des phases, D0 et D1, de point moyen et de volume �el�ementaire110



respectifs (X0, dX0) et (X1, dX1). On suppose que le domaine D1 est l'image de D0 parle mapping M(0!s1). Par conservation du nombre de particules, on a avec des notations�evidentes dN0(X0) def= �0(X0) dX0 = dN1(X1) def= �(X1; s1) dX1 : (3.2)Mais le coe�cient de dilatation  dX1dX0! n'est rien d'autre que la valeur absolue du Jacobiende la transformation X !M(X; 0!s1) au point X0. En n�egligeant une fois de plus tousles processus non{Hamiltoniens, ce coe�cient est donc �egal �a l'unit�e par symplecticit�e (cf.sous{section 1.3.4) et �nalement, en utilisant l'�equation pr�ec�edente, on obtient�(X; s) = �0 �M�1(X; s)� (3.3)quelque soit l'abscisse s le long de la courbe C et la position X dans l'espace des phases6{dimensionnel.O�set et matrice faisceauDans toute la suite, siQ d�esigne une quantit�e quelconque relative au faisceau, on noterahQi(s) sa valeur moyenne sur la distribution de particules �a l'abscisse s, soithQi(s) = 1Ne Z Q(X) �(X; s) dXo�u Ne est le nombre total de particules dans la distribution �0. Aussi, en utilisant l'�equation3.3 ainsi que la symplecticit�e des mappings consid�er�es, on obtienthQi(s) = hQ �M(s)i(0) (3.4)o�u, par abus de langage, M(s) d�esigne la transformation X !M(X; 0! s).A n'importe quelle abscisse s le long de la ligne, on d�e�nit alors la matrice faisceau �(s)comme �etant la matrice de covariance du vecteurX sur la distribution �(X; s) (se reporterpar exemple �a la r�ef�erence [14]), soit�(s) = DX fXE(s)� hXi(s) hfXi(s) = �hXiXji(s)� hXii(s) hXji(s)� 1 �i� 61 �j� 6 (3.5)o�u fX repr�esente le vecteur ligne, transpos�ee du vecteur colonne X.En�n, le vecteur hXi(s) est souvent retenu comme �etant l'o�set du faisceau �a l'abscisse s, �ane pas confondre avec la quantit�e �X(s) portant la même appellation (pour une raison quenous verrons ult�erieurement) mais d�esignant l'image du point X=0 par la transformationM(s). 111



Cas d'un transport lin�eaireOn s'int�eresse ici au cas particulier o�u le transport du faisceau est lin�eaire. Plus pr�eci-s�ement, ceci signi�e que l'on suppose que le mapping M(s) s'�ecritM(s)(X) def= M(s;X) = �X(s) +R(s)X : (3.6)En comparant avec l'�equation 1.42, cela revient �a omettre les termes T (X;X) et U(X;X;X)ainsi que tous ceux d'ordre sup�erieur. Cependant, nous devons rester bien conscients dufait qu'une telle approximation n'est valable que dans le cas o�u la distribution initiale,�0(X), reste tr�es piqu�ee autour de z�ero. On se r�ef�erera alors �a la sous{section 3.1.3 pour laquanti�cation de ces e�ets dits d'aberrations et que l'on n�eglige ici (aberrations chroma-tiques cr�e�ees pour la plupart par les termes Tij6 non nuls de la matrice T , et aberrationsg�eom�etriques).Ceci �etant dit, en utilisant la relation pr�ec�edente ainsi que les �equations 3.4 et 3.5, onobtient dans ce cas bien pr�ecis8><>: hXi(s) = �X(s) + R(s) hXi(0)�(s) = R(s)�(0) eR(s) : (3.7)D'apr�es la premi�ere de ces deux relations, les vecteurs hXi(s) et �X(s) sont donc �egauxlorsque le faisceau est centr�e sur l'axe en d�ebut de ligne (c.{�a{d. hXi(0) = 0), d'o�u la mêmeappellation souvent utilis�ee pour ces deux quantit�es.3.1.2 Interpr�etation des erreurs dans la matrice R en terme decoe�cients de couplage dans la matrice faisceauHypoth�eses de travail et notationsOn d�esigne par R0 la matrice R(0)(s�) relative �a la ligne id�eale et par �0 la matricefaisceau �a l'entr�ee de la ligne. Dans toute la suite de cette section, on supposera que lamatrice ��0 def= R0�0 eR0 est une matrice diagonale (qui n'est ni plus ni moins que la matricefaisceau au point de collision calcul�ee dans le cadre de l'approximation lin�eaire):��0 def= Diag ���2x0 ; ��2x00 ; ��2y0 ; ��2y00 ; ��2z0 ; ��2�0 � (3.8)o�u ��x0, ��y0 , ��x00, ��y00, ��z0 def= �z et ���0 def= �� repr�esentent respectivement la taille faisceauhorizontale et verticale, la divergence faisceau horizontale et verticale, la longueur du fais-ceau et sa dispersion en �energie au point d'interaction (valeurs RMS) et dans le cas de laligne id�eale. On d�e�nit �egalement les cinq quantit�es suivantes:112



8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: le rapport d'aspect �a l'IP : Rasp = ��x0��y0 :les fonctions � horiz. et vert. �a l'IP: ��x = ��x0��x00 ��y = ��y0��y00 :les rapports longueur du paquetsur fonctions � �a l'IP : Ax = �z ��x00��x0 = �z��x Ay = �z ��y00��y0 = �z��y : (3.9)On note en�n R def= (1 + �Q)R0 la matrice de transfert de la ligne r�eelle (c.{�a{d. avecerreurs). Comme R et R0 appartiennent toutes deux au sous{groupe G de Sp6 d�e�ni �a lasous{section 1.3.4, il en est donc de même pour la matrice 1+�Q = RR�10 . Par cons�equent,si l'on reprend la relation 1.46, on obtient�Q = exp(�)� 1 = �+ �22 + : : : avec � = 0BBBBBBBB@ �1 �2 �7 �8 0 �11�3 ��1 �9 �10 0 �12��10 �8 �4 �5 0 �13�9 ��7 �6 ��4 0 �14��12 �11 ��14 �13 0 �150 0 0 0 0 0 1CCCCCCCCA ;soit8><>: �Q11= �1 + 12 ��21+�2�3��7�10+�8�9�+ �(�3) �Q33= �4 + 12 ��24+�5�6��7�10+�8�9�+ �(�3)�Q22=��1 + 12 ��21+�2�3��7�10+�8�9�+ �(�3) �Q44=��4 + 12 ��24+�5�6��7�10+�8�9�+ �(�3)( �Q12=�2 + �(�3) �Q34=�5 + �(�3)�Q21=�3 + �(�3) �Q43=�6 + �(�3)8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:�Q13= �7 + 12 (�1�7+�2�9 + �4�7+�6�8) + �(�3) �Q42= ��7 + 12 (�1�7+�2�9 + �4�7+�6�8) + �(�3)�Q14= �8 + 12 (�1�8+�2�10��4�8+�5�7) + �(�3) �Q32= �8 � 12 (�1�8+�2�10��4�8+�5�7) + �(�3)�Q23= �9 � 12 (�1�9��3�7��4�9��6�10) + �(�3) �Q41= �9 + 12 (�1�9��3�7��4�9��6�10) + �(�3)�Q24=�10 � 12 (�1�10��3�8+�4�10��5�9) + �(�3) �Q31=��10 � 12 (�1�10��3�8+�4�10��5�9) + �(�3)8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:�Q16= �11+12 (�1�11+�2�12+�7�13+�8�14)+�(�3) �Q52= �11� 12 (�1�11+�2�12+�7�13+�8�14)+�(�3)�Q26=�12� 12 (�1�12��3�11��9�13��10�14)+�(�3) �Q51=��12� 12 (�1�12��3�11��9�13��10�14)+�(�3)�Q36=�13+ 12 (�4�13+�5�14+�8�12��10�11)+�(�3) �Q54= �13� 12 (�4�13+�5�14+�8�12��10�11)+�(�3)�Q46=�14 � 12 (�4�14��6�13+�7�12��9�11)+�(�3) �Q53= ��14� 12 (�4�14��6�13+�7�12��9�11)+�(�3)�Q56 = �15+�(�3)( �Q15 = �Q25 = �Q35 = �Q45 = �Q55 = �Q65 = 0�Q61 = �Q62 = �Q63 = �Q64 = �Q65 = �Q66 = 0 : (3.10)113



Coe�cients de couplage et grossissements des tailles faisceau au point de col-lisionLe chapitre 2 a �et�e consacr�e �a l'�etude d'une ligne optique quelconque pr�esentant certainsd�efauts pour ce qui est de la position et du champ magn�etique des di��erents aimants qui laconstituent. L'e�et de ces d�efauts a alors �et�e analys�e en terme de 
uctuations de certainesquantit�es relatives au mappingM qui d�e�nit le transport d'un faisceau quelconque le longde la ligne consid�er�ee, �a savoir l'o�set �X ainsi que les matrices R, T et U . En particulier,selon le type d'erreur envisag�ee, certains coe�cients de la matrice �Q def= RR�10 �1 prennentdes valeurs non nulles dont l'e�et sur le faisceau au point d'interaction d�epend �evidemmentdes caract�eristiques qu'il avait �a l'entr�ee de la ligne (matrice faisceau initiale �0) ainsi quedes sp�eci�cations de la ligne id�eale (matrice R0).A�n d'analyser quantitativement ces e�ets, nous nous pla�cons sous l'hypoth�ese faite auparagraphe pr�ec�edent (matrice ��0 def= R0�0 eR0 diagonale) puis nous consid�erons une ligneoptique non id�eale pour laquelle la matrice �Q est donn�ee et dont les coe�cients v�eri�entles relations 3.10. Nous d�e�nissons alors la matrice suivante:�� = R�0 eR = RR�10 ��0 eR�10 eR = �1+ �Q���0 �1+g�Q� : (3.11)Dans le cas d'un transport lin�eaire, ��0 (resp. ��) repr�esente donc la matrice faisceau aupoint d'interaction apr�es transport le long de la ligne id�eale (resp. le long de la ligne avecerreurs g�eom�etriques et erreurs de champ). Cependant, on admet que la disposition desdi��erents �el�ements optiques le long de la ligne est telle que l'e�et des aberrations sur ladistribution du faisceau au point d'interaction a pu être minimis�e (se r�ef�erer au chapitre 4pour le cas de la ligne de focalisation �nale de TESLA). En d'autres termes, ceci signi�eque le faisceau se transporte globalement de fa�con lin�eaire de l'entr�ee de la ligne jusqu'aupoint d'interaction de sorte que les matrices ��0 ou �� d�e�nissent e�ectivement les matricesfaisceau au point de collision pour les cas de la ligne id�eale ou de la ligne avec d�efauts.Ceci �etant dit, on obtient donc�� = ��0 + ��� avec ��� = �Q��0 + ��0g�Q+ �Q��0g�Q : (3.12)En utilisant l'�equation pr�ec�edente, les d�e�nitions 3.8 et 3.9 ainsi que les relations 3.10, onest donc capable d'�evaluer les 
uctuations de la matrice faisceau au point d'interaction �al'ordre 1 en �Q ou en �. 114



� Fluctuations des tailles transverses et de la divergence angulaire du faisceau:8>>>><>>>>:���x��x0 =q1+���11=��2x0 �1=�Q11+�(2)=�1+�(2) ���x0��x00 =q1+���22=��2x00 �1=��Q11+�(2)=��1+�(2)���y��y0 =q1+���33=��2y0 �1=�Q33+�(2)=�4+�(2) ���y0��y00 =q1+���44=��2y00 �1=��Q33+�(2)=��4+�(2) :� Couplages (x�x0) et (y�y0):8>>>><>>>>: r�xpxdef= ��12p��11p��22= ���12(��x0 + ���x)(��x00 + ���x0)=�Q12��x + ��x�Q21 + �(2)= �2��x + ��x�3 + �(2)r�ypydef= ��34p��33p��44= ���34(��y0 + ���y)(��y00 + ���y0) =�Q34��y + ��y�Q43 + �(2)= �5��y + ��y�6 + �(2) :Ces deux coe�cients de couplage s'interpr�etent en terme de d�erive du n�ud de la fonction �au point d'interaction, ou waist{shift (se reporter par exemple �a la r�ef�erence [16] pour ce quiest de la th�eorie des fonctions �). En e�et, dans le design de la ligne id�eale, le point de colli-sion correspond �a un minimum des fonctions �x et �y (a�n d'obtenir des tailles transversesde faisceau aussi petites que possible), soit ��x;y = �minx;y et n��x def= ��12 = 0 ; ��y def= ��34 = 0o.D�es lors, lorsque les param�etres de Twiss ��x et ��y prennent des valeurs non nulles, lesminima des fonctions �x et �y se retrouvent d�ecal�es par rapport au point d'interaction.Attachons{nous par exemple au waist{shift horizontal not�e �z�x. Pour ce faire, on d�esignepar Dx la matrice R du drift de longueur �z�x et par ��x la sous{matrice 2�2 de �� :Dx = 0@ 1 �z�x0 1 1A et ��x = 0@ ��11 ��12��21 ��22 1A :La fonction �x pr�esente donc un n�ud �a l'abscisse s�+�z�x si et seulement si la matriceDx ��xgDx est diagonale, soit �z�x = ���12=��22 = �q��11=��22 r�xpx � ���x r�xpx, d'o�u8>>><>>>: �z�x��x =� r�xpx + �(2)=� �Q12��x � ��x�Q21 + �(2)=� �2��x � ��x�3 + �(2)�z�y��y =� r�ypy + �(2)=� �Q34��y � ��y�Q43 + �(2)=� �5��y � ��y�6 + �(2) :� Couplages (x�y):8>>><>>>: r�xy def= ��13p��11p��33= �Q13Rasp +Rasp �Q31 + �(2) = �7Rasp �Rasp �10 + �(2)r�pxpydef= ��24p��22p��44=��y��x Rasp �Q42 + ��x��y �Q24Rasp + �(2)=� ��y��x Rasp �7 + ��x��y �10Rasp + �(2)115



8>>><>>>: r�xpydef= ��14p��11p��44= �Q14Rasp ��y + Rasp ��y �Q41 + �(2)= �8Rasp ��y + Rasp ��y �9 + �(2)r�ypxdef= ��23p��22p��33=Rasp��x �Q32 + ��xRasp �Q23 + �(2)= Rasp��x �8 + ��xRasp �9 + �(2) :� Couplages des plans (x�x0) et (y�y0) avec le plan (z��):8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>: r�x� def= ��16p��11p��66= ����x0 �Q16+�(2)= ����x0 �11+�(2) r�y� = ����y0 �Q36+�(2)= ����y0 �13+�(2)r�px� def= ��26p��22p��66=�� ��x��x0 �Q26+�(2)= �� ��x��x0 �12+�(2) r�py� =�� ��y��y0 �Q46+�(2)=�� ��y��y0 �14+�(2)r�xDt def= ��15p��11p��55= ��x0�z �Q15+�(2)=� ��x0�z �12+�(2) r�yDt = ��y0�z �Q35+�(2)=� ��y0�z �14+�(2)r�pxDtdef= ��25p��22p��55= ��x0��x �z �Q25+�(2)= ��x0��x �z �11+�(2) r�pyDt= ��y0��y �z �Q45+�(2)= ��y0��y �z �13+�(2) :Les �el�ements de matrice �Q16, �Q26, �Q36, �Q46 sont commun�ement appel�es dispersionhorizontale, dispersion angulaire horizontale, dispersion verticale et dispersion angulaireverticale; ils sont not�es respectivement D�x, D�px , D�y et D�py .� Couplage (z��): r�Dt� = ���z �Q56 + �(2) = ���z �15 + �(2) :En conclusion, les couples (�2; �3) et (�5; �6) engendrent respectivement un waist{shifthorizontal et un waist{shift vertical, les couples (�7; �10) et (�8; �9) sont �a l'origine descouplages respectifs [ (x�y); (px�py) ] et [ (x�py); (y�px) ]; en�n, les coe�cients de couplage(rx�; rpxDt), (rpx�; rxDt), (ry�; rpyDt), (rpy�; ryDt) et rDt� sont engendr�es respectivement parles termes dispersifs �11, �12, �13, �14 et �15. Les angles �1 et �4, quant �a eux, sont responsablesdes 
uctuations �a l'ordre 1 des tailles transverses du faisceau au point d'interaction et c'estpr�ecis�ement ces deux quantit�es qu'il faut �a tout prix contrôler. Par exemple, pour ce quiconcerne les 
uctuations de la taille faisceau horizontale, on a en reprenant les calculspr�ec�edents ���x��x0 = �1 + �(2) =Xi  @�1@�i !�i=0��i + �(2)o�u �i est un nom g�en�erique choisi pour d�esigner les d�efauts de la ligne. En cons�equence,si l'on suppose que ces d�efauts poss�edent une moyenne statistique nulle sur l'ensemble descon�gurations possibles de la ligne, on a avec des notations �evidentes*���x��x0 +con�gurationsde la ligne = �(2)116



et on est donc dans l'incapacit�e de d�eriver quelque tol�erance que ce soit sur la magnitudedes erreurs de la ligne. Par cons�equent, le calcul des quantit�es ���x=��x0 et ���y=��y0 doit êtrepouss�e au moins jusqu'�a l'ordre 2 en fonction des coe�cients de la matrice �Q (ou de lamatrice �). Ainsi, en utilisant compl�etement la relation 3.12, on obtient8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:���x��x0 =q1 + ���11=��2x0 � 1= �Q11+12� �Q212��2x + �Q213R2asp + �Q214R2asp ��2y + �2���2x0 �Q216�+ ���Q3����y��y0 =q1 + ���33=��2y0 � 1= �Q33+12� �Q234��2y + R2asp �Q231 + R2asp��2x �Q232 + �2���2y0 �Q236�+ ���Q3� :|{z}e�ets duwaist{shift |{z}e�ets ducouplage (x�y) |{z}e�ets descouplages(x�py) ou (y�px) |{z}e�etsdispersifs (3.13)Un calcul �a l'ordre 2 des tailles faisceau transverses au point d'interaction n�ecessite doncimp�erativement la connaissance des termes �Q11 et �Q33 �a ce même ordre dans les erreursde la ligne. Les d�eveloppements e�ectu�es au chapitre pr�ec�edent, en particulier le calculde la matrice R �a l'ordre 2 dans les d�efauts de la ligne, se justi�ent donc compl�etement.Ainsi, comme annonc�e �a la sous{section 1.3.3, un calcul �a l'ordre 1 aurait �et�e bien plussimple mais insu�sant pour l'objectif que l'on se �xe ici, c'est �a dire pour l'obtention d'und�eveloppement des quantit�es ���x=��x0 et ���y=��y0 �a l'ordre 2 dans les erreurs de la ligne.3.1.3 E�ets des aberrationsPour �nir, on s'int�eresse ici �a l'e�et des aberrations sur les moments d'ordre 1 et 2 dela distribution du faisceau au point d'interaction, moments contenus dans les quantit�eshXi� def= hXi(s�) et �� def= DXfXE(s�) � hXi�hfXi�. Par souci de simpli�cation, on supposedans un premier temps que la distribution initiale �0 est sym�etrique par rapport au pointX = 0 de sorte que le faisceau est centr�e �a l'entr�ee de la ligne ((hXi(0) = 0) et que lesmoments d'ordre impair sur la distribution �0 sont tous nuls. En utilisant l'�equation 3.4ainsi que les notations du chapitre 1 d�e�nissant les quantit�es �X�, R�, T � et U� �a partirdu mapping M(s�) (�equation 1.42, sous{section 1.3.2), on a8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>: hXii� = hMi(X ; s�)i(0)= �X�i + T �ikl hXkXli(0) + �(4)��ij = hMi(X ; s�)Mj(X ; s�)i(0)� hXii� hXji�= R�ikR�jl hXkXli(0) + T �iklT �jmn�hXkXlXmXni(0)� hXkXli(0) hXmXni(0)�+�R�ikU�jlmn + R�jkU�ilmn� hXkXlXmXni(0) + �(6) (3.14)117



o�u l'on somme sur les indices muets r�ep�et�es deux fois. Les moments d'ordre 2 apparaissantdans cette expression sont alors simplement donn�es par les �el�ements de matrice de �0,hXkXli(0) = �0kl ;puisque le faisceau est suppos�e centr�e sur l'axe �a l'entr�ee de la ligne. Dans le but d'�evaluerles moments d'ordre 4, nous faisons l'hypoth�ese suppl�ementaire que la distribution �0 estGaussienne de sorte quehXkXlXmXni(0) = �0kl �0mn + �0km �0ln + �0kn �0lm :Ainsi, en utilisant �egalement la sym�etrie des matrices T et U , respectivement par rapport�a leurs deux et trois derniers indices, on obtient �nalement8>><>>: hXii� = �X�i + T �ikl�0kl + � ��20���ij = R�ik R�jl�0kl + �2T �ikm T �jln + 3 �R�ikU�jlmn +R�jkU�ilmn���0kl �0mn + � ��30� :(3.15)Comme attendu, on note au passage que le terme R�ik R�jl �0kl dans la seconde relationn'est ni plus ni moins que le coe�cient (i; j) de la matrice R� �0 eR�, c.{�a{d. de la matricefaisceau au point d'interaction calcul�ee en n�egligeant l'e�et des aberrations (�equation 3.11).En�n, pour ce qui est de la ligne id�eale, les deux relations pr�ec�edentes se simpli�ent (�X� =0) et on a8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>: (4X)aberi def= hXii�q��0ii = T0ikl �0klqR0im R0in �0mn + � ��3=20 �(4�)aberij def= ��ij � ��0ijq��0iiq��0jj= 2T0ikm T0jln + 3 �R0ik U0jlmn + R0jk U0ilmn�qR0ip R0iq R0jr R0js �0pq �0rs �0kl �0mn + � ��20� (3.16)o�u T0 def= T (0)(s�) et U0 def= U (0)(s�).Le probl�eme qui se pose d�esormais est de comparer ces e�ets �a ceux qui sont engendr�es parles d�efauts de la ligne. La comparaison d�epend �evidemment des caract�eristiques de la ligneid�eale et de celle du faisceau (plus la distribution 6{dimensionnelle du faisceau est piqu�eeautour de z�ero, plus l'e�et des aberrations devient petit pour une ligne optique donn�ee ou,plus pr�ecis�ement, l'e�et des aberrations est nul �a �emittance nulle). Le traitement du casg�en�eral est donc ardu et nous nous restreignons ici �a la situation relative aux param�etresfaisceau de TESLA et �a sa ligne de focalisation �nale (chapitre 4). Pour ce faire, nous118



tenons le raisonnement expos�e ci{apr�es. L'estimation des tol�erances sur les di��erents typesd'erreurs de la ligne sera faite en imposant �a certaines quantit�es relatives au faisceaude 
uctuer en de�c�a de 2% (voir section 3.3). Ces quantit�es seront typiquement soit lestailles faisceau transverses au point d'interaction calcul�ees �a partir de l'hypoth�ese d'untransport lin�eaire (cf. �equation 3.13), soit la luminosit�e g�eom�etrique (cf. sous{section 3.2.2).Maintenant, si l'�evaluation num�erique des quantit�es (4X)aberi et (4�)aberij (relations 3.16)donne des valeurs en de�c�a du pour{cent, on pourra a�rmer �a posteriori que les aberrationsont une in
uence quasi nulle sur un calcul de tol�erances e�ectu�e dans l'hypoth�ese d'untransport lin�eaire. Ceci sera parfaitement v�eri��e au prochain chapitre: l'ordre de grandeurde l'e�et des aberrations sera estim�e �a \quelques 10�4" pour ce qui concerne la lignede focalisation �nale de TESLA, ligne dans laquelle les aberrations chromatiques ont �et�eannul�ees �a l'ordre 2 �a l'aide d'hexapôles (annulation des coe�cients T0126 et T0346 qui sonten g�en�eral les plus dangereux) et o�u les aberrations g�eom�etriques sont �egalement nulles ausecond ordre (les paires d'hexapôles �etant s�epar�ees les unes des autres par des avances dephases exactement �egales �a � [16]).3.2 Luminosit�eA la section pr�ec�edente, nous avons tent�e d'analyser les erreurs de la ligne par leursin
uences sur deux quantit�es concernant le faisceau au point d'interaction, �a savoir saposition moyenne hXi� et la matrice faisceau ��. Dans cette nouvelle section, nous nousint�eresserons �a une troisi�eme quantit�e: la luminosit�e au point de collision.3.2.1 Pr�eliminairesLe probl�eme qui se pose ici est de d�e�nir la luminosit�e lors de la collision de deuxfaisceaux poss�edant une distribution quelconque au point d'interaction. Dans un r�ef�erentieldonn�e, le taux d'interaction entre deux paquets monocin�etiques de particules, de vecteurvitesse respectif ~v1 et ~v2 et de distribution �1 (~x; t) et �2 (~x; t), est d�ej�a bien connu [17] etdonn�e par d2NdV dt = � �1 (~x; t) �2 (~x; t) "(~v1 � ~v2)2 � (~v1 ^ ~v2)2c2 # 12 def= � dLdV (3.17)o�u � est la section e�cace de collision (invariante de Lorentz [17]), o�u dV repr�esentel'�el�ement de volume o�u l'interaction a lieu et o�u L d�esigne la luminosit�e. La luminosit�e, L,119



int�egr�ee sur tout le volume et toute la dur�ee de l'interaction est alors d�e�nie parL def= N� = 1c Z dx �1(x) �2(x) "(~v1 � ~v2)2 � (~v1 ^ ~v2)2c2 # 12 o�u x def= (ct; ~x) : (3.18)On se propose ici, d'une part de red�eriver l'�equation 3.17, d'autre part de g�en�eraliser larelation 3.18 au cas de deux paquets non monocin�etiques au point d'interaction.On consid�ere donc deux paquets de particules de densit�e de charge �1;2(x) et de densit�e decourant ~|1;2(x) donn�ees par�1;2(x) =Xi1;2 ��~x� ~xi1;2(t)� def= Xi1;2 �i1;2(x) et ~|1;2(x) =Xi1;2 ��~x� ~xi1;2(t)� ~vi1;2(t)o�u ~xi1;2(t) et ~vi1;2(t) sont respectivement les trajectoires et les vitesses des particules i1 eti2 des faisceaux 1 et 2 dans le r�ef�erentiel R du laboratoire (r�ef�erentiel du centre de massedes deux faisceaux). Nous supposons en outre que le domaine d'interaction est situ�e dansune r�egion o�u les vitesses des particules ne 
uctuent pas en fonction du temps (drift) etnous d�e�nissons comme suit les distributions g�en�eralis�ees vitesse{position des faisceaux 1et 2: e�1;2 (~x;~v; t) def= Xi1;2 �i1;2(x) ��~v � ~vi1;2� =Xi1;2 ��~x� ~xi1;2(t)� ��~v � ~vi1;2� : (3.19)En�n, on note J1;2 les deux quadrivecteurs de Lorentz associ�es aux distributions �1;2 etdonn�es parJ1;2(x) def= [ �1;2(x) c ; ~|1;2(x) ] =Xi1;2 Ji1;2 o�u Ji1;2 def= h�i1;2 c ; �i1;2 ~vi1;2i :Les quantit�es (Ji1 :Ji2)2 � J2i1J2i2 sont donc des scalaires de Lorentz qui, �evalu�es dans ler�ef�erentiel R, donnent(Ji1:Ji2)2 � J2i1J2i2 = �2i1 �2i2 c2 "(~vi1 � ~vi2)2 � (~vi1 ^ ~vi2)2c2 # : (3.20)Au point x = (ct; ~x) dans le r�ef�erentielR, on note d4Pi1i2(x) la probabilit�e que les particulesi1 et i2, de vitesse respective ~vi1 et ~vi2, interagissent dans le volume dx = cdtd3~x. On seplace dans le r�ef�erentiel R0 o�u la particule i2 est au repos. On d�esigne par ~v0i1 le vecteurvitesse de la particule i1 dans R0. Dans ce r�ef�erentiel, on obtient avec un raisonnementusuel d4Pi1i2(x) = d4P 0i1i2(x0) = � (~pi1; ~pi2) �0i1(x0) �0i2(x0) jj~v0i1jj d3~x0dt0120



o�u x0 = (ct0; ~x0) est le point transform�e de x dans le changement de rep�ere R ! R0, o�u�0i1;2(x0)c d�esigne la premi�ere coordonn�ee du quadrivecteur J0i1;2(x0), transform�ee de Lorentzde Ji1;2(x) dans ce changement de rep�ere, et o�u � (~pi1 ; ~pi2) repr�esente la section e�cace decollision de deux particules de type 1 et 2, avec pour conditions initiales les impulsionsrespectives ~pi1 et ~pi2 dans le r�ef�erentiel du laboratoire (on rappelle que � est invariante deLorentz). Mais,8>>>>>>>><>>>>>>>>: d3~x0dt0 = d3~xdt�0i1(x0) �0i2(x0) jj~v0i1jj = 1c��J0i1:J0i2�2 � J02i1J02i2� 12(x0) = 1c h(Ji1:Ji2)2 � J2i1J2i2i 12(x)= �i1 �i2 "(~vi1 � ~vi2)2 � (~vi1 ^ ~vi2)2c2 # 12d'o�u l'�equation 3.17.On fait d�es lors les deux hypoth�eses suivantes.� � (~pi1 ; ~pi2) = � = Cst: la section e�cace de collision reste constante sur la plage devariation des conditions initiales d'impulsion des particules de type 1 et 2. Ceci est �evi-demment faux dans le cas g�en�eral; une telle a�rmation suppose donc que les distributionsg�en�eralis�ees e�1;2 soient tr�es piqu�ees autour de leur valeur moyenne lors de la collision. Ceciest bien v�eri��e du point de vue de la physique des machines puisque l'un de ses objectifspremiers est de minimiser la dispersion en �energie du faisceau tout au long du linac (� 10�3pour TESLA avant la collision) ainsi que sa divergence angulaire au point d'interaction(� 30�rad pour TESLA). Toutefois, la dispersion en �energie cr�e�ee par beamstrahlung (c.{�a{d. par le rayonnement synchrotron dû �a l'interaction avec le champ �electromagn�etiquecoh�erent du faisceau oppos�e au cours de la collision) est de l'ordre de 1 { 1.5 % (valeurRMS) pour les collisionneurs en dessous de 500 GeV. Cet e�et limite donc de fa�con cons�e-quente la d�e�nition pr�ecise des param�etres des faisceaux au point de collision et pose unprobl�eme d�elicat pour la mesure des largeurs en �energie des r�esonances attendues, en par-ticulier pour l'�etude de la physique du Top au seuil de production e+e� �! tt (mont�ee dela section e�cace et estimation de sa masse �a 100 MeV pr�es [22]).� Les probabilit�es d4Pi1i2(x) sont ind�ependantes, ce qui signi�e en d'autres termes que lenombre total d'interactions entre les paquets 1 et 2 est �egal �aN =Xi1i2 Z d4Pi1i2(x) def= Xi1i2 Pi1i2 : (3.21)Cependant, il est clair que lorsqu'une particule i1 du faisceau 1 interagit successivementavec plusieurs particules du faisceau 2, disons deux particules i2 et i3, les quantit�es d4Pi1i2121



et d4Pi1i3 ne peuvent plus s'additionner pour donner la probabilit�e totale d'interaction de i1avec le paquet 2. Quoiqu'il en soit, les probabilit�es relatives �a ce type d'�ev�enement restentn�egligeables par rapport aux quantit�es Pi1i2 (�equation 3.21), en tout cas pour ce qui estdes processus \int�eressants" au point de collision, les sections e�caces rencontr�ees �etanttr�es faibles.En reprenant les deux hypoth�eses pr�ec�edentes ainsi que la d�e�nition 3.19 des distributionsg�en�eralis�ees vitesse{position, on obtient donc, pour un processus donn�e, le nombre totald'interactions entre les faisceaux 1 et 2:N = � Xi1i2 Z d4Pi1i2(x) = 1c Z dx0B@Xi1i2 �i1(x) �i2(x) "(~vi1 � ~vi2)2 � (~vi1 ^ ~vi2)2c2 # 121CA= � Z dt d3~x d3~v1 d3~v2 8><>:e�1 (~x;~v1; t) e�2 (~x;~v2; t) "(~v1 � ~v2)2 � (~v1 ^ ~v2)2c2 # 129>=>;d'o�uL = N� = Z dtd3~xd3~v1d3~v28><>:e�1 (~x;~v1; t) e�2 (~x;~v2; t) "(~v1 � ~v2)2 � (~v1 ^ ~v2)2c2 # 129>=>; (3.22)qui est une extension de la formule 3.18 au cas d'une collision de deux paquets de particulesnon monocin�etiques.3.2.2 La luminosit�e g�eom�etriqueCette sous{section a pour but d'introduire ce qu'il est commun�ement appel�e la lu-minosit�e g�eom�etrique, c'est �a dire la quantit�e L d�e�nie pr�ec�edemment mais calcul�ee enignorant l'e�et dit de disruption des deux faisceaux au point de collision (pinch e�ect).Apr�es avoir �emis un certain nombre d'hypoth�eses (faisceaux Gaussiens ultra{relativistes,collision frontale, transport lin�eaire), nous d�eriverons une expression analytique pour laluminosit�e g�eom�etrique et, pour ce faire, nous nous inspirerons grandement du contenu dela r�ef�erence [18].Hypoth�eses de travailNous commen�cons ici par �emettre un certain nombre d'hypoth�eses concernant les fais-ceaux 1 et 2 ainsi que leur transport le long des lignes optiques consid�er�ees.� On suppose dans un premier temps que les deux faisceaux sont ultra{relativistes, soit122



y

x

       Point de collision

y

s

x

y

1

1

1

2

s2

x2

Nα/2
α/2

s

N1
2Fig. 3.1 { Repr�esentation sch�ematique du point de collision(~v1 � ~v2)2 � (~v1 ^ ~v2)2c2 = v21 + v22 � 2v1v2 cos�12 � 1c2 v21v22 sin2 �12= 1c2 ��c2 � ~v1:~v2�2 � �c2 � v21� �c2 � v22�� = 1c2 �c2 � ~v1:~v2�2 � c2
21 
22� 1c2 �c2 � ~v1:~v2�2 (3.23)o�u �12 d�e�nit l'angle orient�e entre les vecteurs ~v1 et ~v2 et o�u les quantit�es 
1 et 
2 repr�e-sentent les facteurs relativistes associ�es respectivement aux particules 1 et 2. En d�esignantpar X1 et X2 les vecteurs 6{dimensionnels param�etrisant les positions respectives des par-ticules de type 1 et 2 dans l'espace des phases et en s'appuyant sur la �gure 3.1, on a avecdes notations �evidentes~v1:~v2 = 0BB@ vx1 cos�=2� vs1 sin�=2vy1vx1 sin�=2 + vs1 cos�=2 1CCA � 0BB@ �vx2 cos�=2� vs2 sin�=2vy2vx2 sin �=2� vs2 cos�=2 1CCA= p20m2
1
2 0BBBB@ (X1)2 cos�=2� ps1p0 sin�=2(X1)4(X1)2 sin �=2 + ps1p0 cos�=2 1CCCCA � 0BBBB@ � (X2)2 cos�=2� ps2p0 sin�=2(X2)4(X2)2 sin�=2� ps2p0 cos�=2 1CCCCAo�u ps1;2=p0 2.18= q1 + 2 (X1;2)6 =�0 + (X1;2)26 � (X1;2)22 � (X1;2)24 et p0=(m
1;2) = p0c2=E =c1=�0 + (X1;2)6 . Pour des particules ultra{relativistes (�0 = 1), en n�egligeant la dispersionen �energie du faisceau au point d'interaction ((X1;2)6 � 0) et en se pla�cant dans l'hypoth�ese123



paraxiale ((X1;2)2 � 0 et (X1;2)4 � 0), on obtient ainsi1� ~v1:~v2c2 = 1 + cos� : (3.24)� On suppose ensuite que la collision est frontale comme c'est le cas pour TESLA (� = 0).En utilisant les �equations 3.23 et 3.24, l'expression de la luminosit�e (�equation 3.22) sesimpli�e et on a L = 2 Z cdt d3~x d3~v1 d3~v2 e�1 (~x;~v1; t) e�2 (~x;~v2; t)= 2(2�)4 Z d3~� d! I1 �!; ~�� I�2 �!; ~�� (3.25)o�u In �!; ~�� = Z cdt d3~x d3~v e�n(~x;~v; t) e�i!ct ei~�:~x = Z cdt d3~x �n(~x; t) e�i!ct ei~�:~x; n=1; 2 ;(3.26)sont les fonctions g�en�eratrices des distributions �1;2 (c.{�a{d. leur transform�ee de Fourier).Il s'agit d�es lors de repasser �a la param�etrisation canonique utilis�ee jusqu'�a pr�esent (c.{�a{d.de passer des variables (~x;~v; t) aux variables (X; s) et des distributions e�1;2 aux distribu-tions �01;2(X1;2) d�e�nies au d�ebut de ce chapitre). Pour ce faire, on �ecrit simplement{ cdt d3~x d3~v e�1 (~x;~v; t) = ds1 d6X1 �1(X1; s1) 3:3= ds1 d6X1 �01�M�11 (X1; s1)�. On aX15 = Dt1 def= s1 � ct et s = s1 � s�, soit e�i!ct ei~�:~x = e�i!s� ei(�3�!)(s1�s�) eie�X1, o�u e�est le vecteur ligne 6{dimensionnel (�1 ; 0 ; �2 ; 0 ; ! ; 0).{ cdt d3~x d3~v e�2 (~x;~v; t) = ds2 d6X2 �2(X2; s2) 3:3= ds2 d6X2 �02�M�12 (X2; s2)�. On aX25 = Dt2 def= s2 � ct et, d'apr�es la �gure 3.1, s = s� � s2 et x2 = �x, soite�i!ct ei~�:~x = e�i!s� ei(�3+!)(s��s2) eie�PxX2, o�u Px est l'op�erateur de parit�e x $ �xdont la matrice est donn�ee par 0BBBBB@ �1 0 0 0 0 00 �1 0 0 0 00 0 1 0 0 00 0 0 1 0 00 0 0 0 1 00 0 0 0 0 1 1CCCCCA.Par cons�equent, il vient8>>><>>>: I1 = e�i!s� Z ds1 d6X1 �ei(�3�!)(s1�s�) eie�X1 �01�M�11 (X1; s1)��I2 = e�i!s� Z ds2 d6X2 �ei(�3+!)(s��s2) eie�PxX2 �02�M�12 (X2; s2)�� : (3.27)� En�n, on fait l'hypoth�ese que les distributions initiales �01;2 sont Gaussiennes, soit�0n(Xn) = Nn(2�)3 det 12 �0n exp��12 �fXn � fX0n���10n (Xn �X0n)� ; n = 1; 2 ; (3.28)124



et l'on se place une fois de plus dans le cadre de l'approximation lin�eaire pour les mappingsM1;2, soit M1;2(X1;2; s1;2) def= �X1;2(s1;2) +R1;2(s1;2)X1;2 :En cons�equence, si l'on suppose que la r�egion d'interaction est situ�ee dans un espace videde champ (drift), on aMn(Xn; sn) =Mdrift�s� ! sn� �M�n (Xn) = Dzn (RnXn + �Xn) ; n = 1; 2 (3.29)o�u �X1;2 def= �X1;2(s�), R1;2 def= R1;2(s�) et o�u Dz1;2 d�esigne la matrice R du drift de longueurz1;2=s1;2�s� (cf. sous{section 2.2.5):Dz = 0BBBBBBBBBBB@ 1 z 0 0 0 00 1 0 0 0 00 0 1 z 0 00 0 0 1 0 00 0 0 0 1 00 0 0 0 0 1 1CCCCCCCCCCCA : (3.30)Formule analytique exacte pour la \luminosit�e g�eom�etrique"L'�equation pr�ec�edente 3.29 a suppos�e implicitement l'absence d'interaction lors de lacollision des deux faisceaux, ce qui est loin d'être le cas dans la r�ealit�e (se reporter parexemple �a la r�ef�erence [19] pour une pr�esentation d�etaill�ee des probl�emes d'interactionfaisceau{faisceau). Cependant, �a partir de cette hypoth�ese purement acad�emique, nousd�e�nissons ce qu'il est commun�ement appel�e la luminosit�e g�eom�etrique.Nous commen�cons par calculer la quantit�e I1 donn�ee par l'�equation 3.27. En e�ectuant leschangements de variables z1=s1�s� et X1!M1(X1; s1) 3:29= Dz1 (R1X1+�X1), il vient d�ej�aI1 = e�i!s� Z dz1 d6X1 hei(�3�!)z1 exp �ie��Dz1 (R1X1 + �X1)�� �01(X1)i :On utilise ensuite la formule classique d'int�egration suivante: si �G(X) est une mesureGaussienne n{dimensionnelle de moyenne X0 et de matrice de covariance �0 et si Y estun vecteur n{dimensionnel quelconque, on aZ dnX exp�i eY X� �G(X) = exp �i eY X0� exp��12 eY �0Y � : (3.31)Par cons�equent, on obtient �nalementI1 = N1 e�i!s� Z 1�1 dz1 �ei(�3�!)z1 exp �ie�Dz1 �X�1� exp�� 12 e�Dz1 ��1 fDz1 ���125



o�u les quantit�es �X�1 def= R1X01 + �X1 et ��1 def= R1�01 fR1 repr�esentent respectivement laposition moyenne du faisceau et la matrice faisceau au point d'interaction calcul�ees dansl'hypoth�ese d'un transport lin�eaire. Par une d�emarche rigoureusement identique, on d�eriveune expression similaire pour I2:I2 = N2 e�i!s� Z 1�1 dz2 �e�i(�3+!)z2 exp �ie�Dz2 �X�2� exp�� 12 e�Dz2 ��2 fDz2 ���o�u �X�2 def= Px(R2X02 + �X2) et ��2 def= PxR2�02 fR2Px. Par convention, on red�e�nit lesquantit�es X02 , �02, �X2 et R2 par rapport au rep�ere spatial (IP; x̂; ŷ; ŝ) (cf. Fig. 3.1), soitX02 ! PxX02, �02 ! Px�02Px, �X2 ! Px �X2 et R2 ! PxR2Px. En utilisant le fait queP2x = 1 et Px = ePx, on obtient donc, comme pour le faisceau 1, �X�2 = R2X02 + �X2 et��2 = R2�02 fR2.Ceci �etant dit, on d�esigne par P l'op�erateur de projection sur le plan (x; y;Dt) 2 et par ~� levecteur tri{dimensionnel e� eP = (�1 ; �2 ; !). A l'aide de ces nouvelles notations, on v�eri�eais�ement que les int�egrales I1 et I2 se r�e�ecrivent de la fa�con suivantes:I1;2 = N1;2 e�i!s�Z 1�1dz1;2�e(�i�3�i!)z1;2 exp�i~�:hPDz1;2�X�1;2i� exp��12~�:hPDz1;2��1;2 eDz1;2 ePi:~��� :En reprenant la relation 3.25 exprimant la luminosit�e L �a partir de ces deux quantit�es,l'int�egration sur la variable �3 donne imm�ediatement le facteur 2� �(z1 + z2), d'o�uL = N1N24�3 Z dz d3~� exp �i~�: ~Az� exp�� 12 ~�:�z:~��o�u ~Az est le vecteur P (Dz �X�1 �D�z �X�2) � 2 zẑ (avec ẑ def= [0; 0; 1]) et o�u �z d�esigne lamatrice 3�3 sym�etrique positive P hDz��1fDz +D�z��2fD�zi eP. Finalement, l'int�egration sur~� se fait analytiquement �a partir de la formule d'int�egration 3.31 et on obtient la formulesuivante pour la luminosit�e g�eom�etrique:L = 2N1N2(2�) 32 Z 1�1 exp�� 12 ~Az:��1z : ~Az�det 12 �z dz (3.32)avec 8>>>>>>>><>>>>>>>>: ~Az = P (Dz �X�1 �D�z �X�2 )� 2 zẑ�X�n = RnX0n + �Xn ; n = 1; 2�z = P hDz ��1 fDz +D�z ��2 fD�zi eP��n = Rn �0n eRn ; n = 1; 2 : (3.33)2.P = 0B@ 1 0 0 0 0 00 0 1 0 0 00 0 0 0 1 0 1CA. 126



3.2.3 D�eveloppement de Taylor de la luminosit�e �a l'ordre 2 dansles coe�cients de la matrice R et de l'o�set �XCadre de travail et notationsOutre les hypoth�eses faites au d�ebut de la sous{section pr�ec�edente qui ont permis ded�e�nir la luminosit�e g�eom�etrique et de d�eriver son expression �nale 3.33, nous ajoutons lesquelques contraintes suivantes:{ les deux faisceaux sont centr�es sur l'axe �a l'entr�ee de leur ligne respective, X01 =X02 = 0 dans l'�equation 3.28, soit �X�n = �Xn ; n = 1; 2, o�u l'on rappelle que lesquantit�es �X�n et �Xn d�esignent respectivement la position moyenne du faisceau n aupoint d'interaction et l'image du point X = 0 par le mapping Mn(0! s�).{ les matrices faisceau �01 et �02 �a l'entr�ee de la ligne sont identiques, toutes deux�egales �a la même matrice faisceau �0.{ les matrices R relatives au transport le long des lignes id�eales 1 et 2 sont toutes deux�egales �a la matrice R0. Si, comme pr�ec�edemment, on �ecrit Rn def= (1 + �Qn)R0 def=exp�nR0 ; n = 1; 2 ; on obtient en reprenant l'�equation 3.33�z = P hDz exp(�1)��0 exp( e�1)fDz +D�z exp(�2)��0 exp( e�2)fD�zi eP (3.34)o�u ��0 est la matrice faisceau id�eale au point d'interaction donn�ee par l'�egalit�e 3.8.En r�esum�e, on consid�ere donc la luminosit�e g�eom�etrique comme une certaine fonction desvariables �X1;2 et �1;2.Luminosit�e relative �a la ligne id�ealeEn reprenant les �equations 3.33 et 3.34, on a pour le cas de la ligne id�eale~Az = �2zẑ et �z = 2 0BBB@ ��2x0 + z2 ��2x00 0 00 ��2y0 + z2 ��2y00 00 0 �2z 1CCCAd'o�u l'on obtient, apr�es quelques manipulations sur l'�equation 3.32,L(0) = HA(Ax; Ay)L0 avec 8>>>>><>>>>>:HA(Ax; Ay) def= 1p� Z 1�1 e�u2 duq(1 +A2x u2)(1 +A2y u2)L0 def= N1N24� ��x0 ��y0 (3.35)127



o�u les coe�cients Ax;y sont d�e�nis dans les relations 3.9. La luminosit�e g�eom�etrique id�ealeL(0) est donc le produit de la quantit�e bien connue L0 par le facteur de r�eduction HA(hour{glass e�ect).D�eriv�ees premi�eres et secondes de la luminosit�e g�eom�etrique en fonction descoe�cients de la matrice R et de l'o�set �XOn d�esire dans ce dernier paragraphe �etudier les 
uctuations de la fonction L(�X1;2;�1;2)autour de sa valeur nominale L(0). Ainsi, en comparaison avec ce qui a �et�e fait �a la sectionpr�ec�edente concernant les tailles faisceau transverses au point d'interaction, on d�evelopperacette fonction jusqu'�a l'ordre 2 dans les quantit�es �X1;2 et �1;2. Une fois de plus, les calculsrencontr�es sont fastidieux et on a fait appel au logiciel de calculs formels MAPLE [15]. Lesr�esultats obtenus sont r�esum�es ci{apr�es.Nous commen�cons d'abord par quelques notations et d�e�nitions.{ Pour un triplet quelconque d'entiers (i; j; k), on note fijk(Ax; Ay) le coe�cientfijk(Ax; Ay) def= 14p� Z 1�1 e�u2 u2k du(1 +A2x u2) i2 (1 +A2y u2) j2 :En particulier, on a fijk(Ax; Ay) � fijk(0; 0)= (2k)!22k+2k! (soit fij0(0; 0)=1=4, fij1(0; 0)=1=8, fij2(0; 0)=3=16; : : :).{ On note 8>>><>>>: �x def= �X11 � �X21 = �x1 � �x2 �y def= �X13 � �X23 = �y1 � �y2�px def= �X12 + �X22 = � bPx1 + � bPx2 �py def= �X14 + �X24 = � bPy1 + � bPy2�Dt def= �X15 � �X25 = �Dt1 � �Dt2de sorte que le vecteur ~Az de l'�equation 3.33 est donn�e par ~Az = 0BB@ �x+ z�px�y + z�py�Dt � 2z 1CCA.{ On pose ��i = �1i � �2i pour tous les entiers i compris entre 1 et 15.{ En�n on d�e�nit les quantit�es suivantes:X�1 def= 0@ ��1��4 1AX�2 def= 0@ ��7��10 1A (couplages (x�y) et (px�py))X�3 def= 0@ ��8��9 1A (couplages (x�py) et (y�px))128



X+4 def= 0BBBBB@�+2�+3�+5�+6 1CCCCCA ; X�4 def= 0BBBBBBBB@ ��2��3��5��6�Dt1CCCCCCCCA (waist{shifts et di��erencede longueur de chemin)X�5 def= 0@��11�x1A ; X�6 def= 0@��13�y1A ; X+7 def= 0BB@�+11�+13�+151CCA (o�sets, dispersionset couplage (Dt��))X+5 def= 0@�+12�px1A ; X+6 def= 0@�+14�py1A ; X�7 def= 0BB@��12��14��151CCA (o�sets et dispersions angulaires,couplage (Dt��)).Tous calculs faits, on obtient pour le d�eveloppement �a l'ordre 2 de la fonction L(�X1;2;�1;2)�LL(0) = 1HA  L:X+1 + 12 7Xi=1 hfX+i A+i X+i + fX�i A�i X�i i! + �(3) (3.36)o�u L est le vecteur ligne �2 �f310 �A2x f311 ; f130 �A2y f131� et o�u les quantit�es (A�i ; i =1 : : : 7) sont les matrices sym�etriques d�e�nies ci{apr�es 3:A+1 = 0@ f110 � 12A2x f511 f330 � �A2x +A2y� f331 +A2xA2y f332f330 � �A2x + A2y� f331 +A2xA2y f332 f110 � 12A2y f151 1AA�1 = � 2 0@ f110 00 f110 1AA+2 = � f331 0@ A2x (2 + R2) + A2y=R2 � �A2x (1 +R2) + A2y (1 + 1=R2)�� �A2x (1 + R2) +A2y (1 + 1=R2)� A2xR2 + A2y (2 + 1=R2) 1AA�2 = � 0@ A2xR2 f131 + f310=R2 �f110�f110 R2 f130 + A2y=R2 f311 1AA+3 = � 0@ 1=�2z �A2xR2 f130 + A2y=R2 f310� f110f110 �2z �R2 f131 + f311=R2� 1A3. A�n de simpli�er les notations, on a pos�e ici �x def= ��x0 et �y def= ��y0 .129



A�3 = � 0@ 1=�2z ��A2xR2 +A2y=R2� f330 � 2A2xA2yf331� f330 � �A2xR2 + A2y=R2� f331 + A2xA2yf332f330 � �A2xR2 +A2y=R2� f331 +A2xA2yf332 �2z ��A2xR2 + A2y=R2� f332 � 2f331� 1AA+4 = � 0BBBBBBBB@ (Ax=�z)2 f310 f110=2 0 0f110=2 �2z f311 0 00 0 (Ay=�z)2 f130 f110=20 0 f110=2 �2z f131 1CCCCCCCCAA�4 =0BBBBBBBB@(Ax=�z)2 �3A2xf511�f310� 3A2xf511�f110=2 (AxAy=�z)2 f331 A2xf331 �2 (Ax=�z)2 f3113A2xf511�f110=2 �2z (3f511�f311) A2yf331 �2zf331 �2f311(AxAy=�z)2 f331 A2yf331 (Ay=�z)2 �3A2yf151�f130� 3A2yf151�f110=2 �2 (Ay=�z)2 f131A2xf331 �2zf331 3A2yf151�f110=2 �2z (3f151�f131) �2f131�2 (Ax=�z)2 f311 �2f311 �2 (Ay=�z)2 f131 �2f131 2=�2z (2f111�f110)1CCCCCCCCAA+5 = � 0@ (���z=�x)2 f311 + (�xAx=�z)2 (f311 � 2 f312) �2 f311�2 f311 2 (�z=�x)2 f311 1AA�5 = � 0@ (��=�x)2 f310 + ��xAx=�2z�2 (f310 � 2 f311) 2 (Ax=�z)2 f3112 (Ax=�z)2 f311 2 f310=�2x 1AA+6 = � 0@ (���z=�y)2 f131 + (�yAy=�z)2 (f131 � 2 f132) �2 f131�2 f131 2 (�z=�y)2 f131 1AA�6 = � 0@ (��=�y)2 f130 + ��yAy=�2z�2 (f130 � 2 f131) 2 (Ay=�z)2 f1312 (Ay=�z)2 f131 2 f130=�2y 1AA+7 = � 0BBBBBBBBB@ 24 (��=�x)2 f310+��xAx=�2z�2 (f110 � 2f111) 35 0 00 24 (��=�y)2 f130+��yAy=�2z�2 (f110 � 2f111) 35 00 0 (��=�z)2 (f110 � 2f111) 1CCCCCCCCCA130



A�7 = � 0BBBBBBBB@ " (���z=�x)2 f311+(�x=�z)2 (f110 � 2f111) # 0 00 " (���z=�y)2 f131+(�y=�z)2 (f110 � 2f111) # 00 0 (��=�z)2 (f110 � 2f111) 1CCCCCCCCA :Pour �nir, nous remarquons dans l'�equation 3.36 l'existence du terme lin�eaire L:X+1 =L1�+1 + L2�+4 . Un calcul des mappings �a l'ordre 2 dans les erreurs de la ligne (chapitre 2)se justi�e donc �a nouveau ici et pour la même raison que celle qui avait �et�e invoqu�ee �a lasection pr�ec�edente concernant les tailles faisceau transverses au point d'interaction.3.3 Les di��erents crit�eres utilis�es pour le calcul detol�erancesEn notant �Q l'une des trois quantit�es ���x=��x0 , ���y=��y0 ou �L=L(0), nous pouvonsr�esumer les di��erents r�esultats obtenus dans ce chapitre de la fa�con suivante.� Par les relations 3.13 ou 3.36, �Q poss�ede un d�eveloppement connu �a l'ordre 2 dansles coe�cients des vecteurs �X1;2 et des matrices �Q1;2 (reli�ees aux matrices �1;2 par lesrelations 3.10).� En utilisant le chapitre pr�ec�edent (cf. conclusion 2.4), on est capable de calculer aupoint d'interaction les d�eriv�ees premi�eres et secondes de ces coe�cients par rapport auxdi��erents types d'erreurs envisag�ees dans les aimants de la ligne, lesquelles seront not�ees �ijo�u les su�xes i et j d�esigneront respectivement le num�ero de l'aimant consid�er�e et le typede d�efaut qui lui est associ�e (j=1 � � � 11 pour les dipôles, j =1 � � � 9 pour les quadrupôleset j=1 � � � 7 pour les hexapôles, cf. sous{section 2.2.1).Par cons�equent, en combinant les deux assertions pr�ec�edentes, on poss�ede pour la quantit�e�Q un d�eveloppement jusqu'�a l'ordre 2 dans les erreurs de la ligne que l'on �ecrit formelle-ment de la mani�ere suivante:�Q =Xij a(1)ij ��ij + 12 Xi1j;i2j a(2)i1ji2j ��i1j��i2j + �(��3) (3.37)et nous pouvons d�es lors calculer les tol�erances de la ligne relatives aux d�efauts d'alignementde ses composantes et aux erreurs de champ dans ses aimants. Avant cela, cependant, ils'agit de sp�eci�er un mod�ele statistique capable de d�ecrire ces erreurs par leurs corr�elationsspatiales et, si besoin est, par leurs corr�elations temporelles. Dans ce rapport, nous neconsid�ererons que les deux situations simples expos�ees ci{apr�es.131



3.3.1 Cas d'un d�efaut isol�ePremi�erement, nous �etudions ici la situation o�u la ligne ne poss�ede qu'un seul d�efaut,��ij , relatif �a l'aimant num�ero i et au type d'erreur num�ero j (ce cas d'�ecole permettant ene�et une quanti�cation imm�ediate de la sensibilit�e des aimants par rapport aux di��erentstypes d'erreurs envisag�ees). La tol�erance sur l'erreur consid�er�ee est alors donn�ee en impo-sant �a la quantit�e �Q de 
uctuer en de�c�a de 2%, soit, en utilisant la relation formelle 3.37,���� a(1)ij ��ij + 12 a(2)ijij ��2ij ���� � 2% : (3.38)En r�esolvant num�eriquement ce type d'�equation au prochain chapitre, il apparâ�tra quele coe�cient a(1)ij (venant de la partie lin�eaire des expressions 3.13 ou 3.36) n'aura eng�en�eral aucune in
uence sur les tol�erances associ�ees aux �el�ements les plus sensibles de laligne TESLA (comme par exemple les quadrupôles des deux derniers doublets). Ainsi, lasolution de 3.38 sera en g�en�eral donn�ee par��maxij = 0:2=r���a(2)ijij ��� = 0:2 �����@2�Q@�2ij ������1=2 :3.3.2 Cas d'une distribution des erreurs sans corr�elations et demoyenne nulleLa seconde situation consid�er�ee ici sera celle d'une distribution statistique des d�efautscentr�ee autour de z�ero et dont la matrice de covariance est purement diagonale (absence decorr�elations). En outre, on supposera que pour n'importe quel aimant i de la ligne, dipôle(bend), quadrupôle ou hexapôle (sextupole) et pour n'importe quelle erreur de type j,��ij def= �(B;Q;S)j . En utilisant la relation 3.37, on a donch�Qi = 12 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: 11Xj=1 24XiBj a(2)2iBjiBj35 �(B)2j| {z }contribution desdipôles + 9Xj=124XiQj a(2)2iQjiQj35 �(Q)2j| {z }contribution desquadrupôles + 7Xj=1 24XiSj a(2)2iSjiSj35 �(S)2j| {z }contribution deshexapôles 9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;def 4= �2% 8><>: 11Xj=10@ �(B)j��maxBj 1A2 + 9Xj=10@ �(Q)j��maxQj 1A2 + 7Xj=10@ �(S)j��maxSj 1A29>=>; (3.39)4. Le signe + (resp. {) se rapporte au cas o�u la quantit�e �Q d�esigne le grossissement des tailles faisceautransverses (resp. la perte en luminosit�e) au point d'interaction.132



o�u les quantit�es ��maxBj , ��maxQj et ��maxSj quanti�eront les tol�erances sur les d�efauts de type jassoci�es respectivement aux dipôles, quadrupôles et hexapôles.Ceci �etant dit, si l'on consid�ere un mod�ele statistique quelconque d�ecrivant la distributiondes erreurs de la ligne (plus pr�ecis�ement, si l'on se donne les premiers et seconds momentsde cette distribution, D��ijE et D��i1j1��i2j2E), il est clair, au vu de l'�equation 3.37, que leformalisme d�evelopp�e jusqu'�a pr�esent reste compl�etement adapt�e. Aussi a{t{il �et�e utilis�er�ecemment pour �etudier l'e�et des corr�elations \longue{distance" (ground motion) dans lesyst�eme de focalisation �nale de TESLA [20].En�n, avant de clore ce chapitre, il nous faut tout de même faire la remarque suivante.Comme nous l'avions pr�ecis�e pr�ec�edemment, �Q se r�ef�ere aux 
uctuations relatives destailles faisceau transverses ou �a celles de la luminosit�e g�eom�etrique au point d'interaction,c'est �a dire �a des quantit�es calcul�ees dans le cadre de l'approximation lin�eaire. L'argumentpour cela a �et�e l'in
uence n�egligeable des aberrations (dans le cas de TESLA) sur lestailles et o�sets du faisceau au point de collision apr�es un transport le long de la lignesans d�efauts. Maintenant, si l'on suppose que l'un des hexapôles de la ligne est sujet�a une erreur de champ �K+2 , l'e�et est nul sur l'o�set du faisceau en bout de ligne etsur la matrice R(0) de la ligne id�eale mais ne l'est pas sur la matrice T . En particulier,on a T126 = T (0)126 + �@T=@K+2 � �K+2 = �@T=@K+2 � �K+2 6= 0 et de même T346 6= 0. Dansce cas bien pr�ecis, les aberrations chromatiques peuvent donc reprendre une in
uencenon n�egligeable sur le comportement transverse du faisceau au point d'interaction. Bienque la m�ethode d�evelopp�ee ici permette le calcul des d�eriv�ees premi�eres de la matrice Tpar rapport aux erreurs de la ligne, il est clair, au vu de l'�equation 3.14, que ceci resteinsu�sant: a�n d'obtenir de fa�con rigoureuse les d�eriv�ees secondes des tailles faisceau aupoint d'interaction, par exemple par rapport aux erreurs de champ hexapolaire �K�2 , ilnous faut connâ�tre les objets du type @2U=@2K�2 , ce qui est faisable en th�eorie mais nouspousserait tr�es loin dans le calcul des non{lin�earit�es de la ligne. En r�esum�e, le formalismeactuel ne permet en aucun cas d'estimer les tol�erances relatives aux harmoniques 2m{polaires (m � 3) des composantes de la ligne et, selon mon opinion, seule une m�ethodeclassique de tracking reste capable de r�esoudre proprement et simplement ce probl�eme.En conclusion, nous n'envisagerons dans le prochain chapitre que neuf d�efauts possiblesdans les dipôles (six erreurs g�eom�etriques et trois erreurs de champ �K+0 et �K�1 ), septd�efauts dans les quadrupôles (six erreurs g�eom�etriques et une erreur de champ �K+1 ) et sixd�efauts dans les hexapôles (erreurs g�eom�etriques).133





Chapitre 4Application �a la ligne de focalisation�nale (FFS) du collisionneur lin�eaireTESLA: calculs de tol�erancesUn programme FORTRAN interfac�e avec le logiciel graphique PAW [21] a �et�e �ecritdans le but d'utiliser le formalisme pr�ec�edemment d�evelopp�e aux calculs des tol�erances dela ligne de focalisation �nale de TESLA. Les r�esultats ainsi obtenus seront pr�esent�es dansla seconde section de ce chapitre mais nous commencerons ici par une description d�etaill�eede la ligne elle{même se rapportant aux param�etres actuels du faisceau TESLA 250 GeV.4.1 Les param�etres et le syst�eme de focalisation �nalede TESLA4.1.1 IntroductionLes param�etres du faisceau TESLA au point d'interaction sont r�epertori�es dans letableau 4.1 [22]. La ligne de transfert destin�ee au transport du faisceau de la �n du linacjusqu'au point de collision (beam delivery system ou BDS) se compose de cinq modulesdistincts dont les fonctions principales sont d�ecrites bri�evement ci{apr�es [22]:{ une section d'adaptation (Linac Matching Section ou LMS) compos�ee de six qua-drupôles succ�edant au dernier quadrupôle du linac et dont le rôle essentiel est depouvoir moduler �a souhait les caract�eristiques transverses du faisceau au niveau descollimateurs localis�es en aval. 135



Energie [GeV] E0 =250Emittance normalis�ee horizontale [radm] 
�x =14 10�6Taille faisceau horizontale (RMS) [nm] ��x0 =845Divergence angulaire horizontale (RMS) [�rad] ��x00 =34Fonction � horizontale [mm] �x =25Emittance normalis�ee verticale [radm] 
�y =25 10�8Taille faisceau verticale (RMS) [nm] ��y0 =19Divergence angulaire verticale (RMS) [�rad] ��y00 =27Fonction � verticale [mm] �y =0:7Rapport d'aspect Rasp =44:47Longueur du paquet (RMS) [mm] �z =0:7Dispersion en �energie (RMS) [%] �� =0:1Nombre de particules par paquet Ne =3:6 1010Nombre de paquets par train Nb =1130Fr�equence de r�ep�etition [Hz] frep =5Luminosit�e g�eom�etrique nominale [cm�2s�1] L0 = frepNbN24� ��x0 ��y0 = 3:6 1033Facteur de r�eduction HA HA =0:86 (Ax = 0:03; Ay = 0:99)Luminosit�e g�eom�etrique [cm�2s�1] L(0) =HA L0 = 3:1 1033Tab. 4.1 { Param�etres faisceau au point d'interaction{ une section de collimation (Collimation Section ou CS) constitu�ee de quatre r�egionsdistinctes au centre desquelles (forts � et forte dispersion horizontale) est dispos�eeune paire de collimateurs interceptant dans les deux plans transverses les particulesde mauvaise �energie et de grande amplitude. Les deux derniers collimateurs sont enquadrature de phase (dans les deux plans transverses) avec le point d'interaction etdonc en phase avec le dernier doublet. De ce fait, leur fonction premi�ere est d'intercep-ter les particules susceptibles de poss�eder une grande amplitude transverse au niveaudes deux derniers quadrupôles et donc d'engendrer un fort rayonnement synchrotroninondant le d�etecteur. Les deux premiers collimateurs, quant �a eux, sont dispos�es enphase par rapport au point d'interaction. Sont donc �ecart�ees les particules de fortedivergence angulaire au niveau du dernier doublet, c'est �a dire celles qui sont le plussensibles aux aberrations chromatiques g�en�er�ees en aval de la section de collimation.136



{ une station de mesure et de correction (Tuning and Diagnostic Section ou TDS) qui,comme son nom l'indique, est d�esign�ee pour la mesure des �emittances transverses etla minimisation des couplages (x{y). La correction de ces couplages s'e�ectue dansun premier sous{module contenant quatre quadrupôles tourn�es (Skew QuadrupoleCorrection Section ou SQSC), localis�es �a des avances de phases judicieusement choi-sies et pouvant ainsi moduler de fa�con orthogonale les quatre coe�cients de couplage(x{y) de la matrice faisceau. Ces derniers s'annulent alors th�eoriquement lorsquel'�emittance verticale du faisceau est minimale; celle{ci est mesur�ee en aval �a l'aide dequatre wire scanners agenc�es r�eguli�erement le long de trois mailles FODO et demie,d'avance de phase 45� et de p�eriode 11 m (Emittance Measurement Section ou EMS).{ une seconde section d'adaptation (Beta Matching Section ou BMS) contenant septquadrupôles; ces derniers fournissent un nombre su�sant de param�etres de libert�epour ce qui est de l'adaptation du faisceau �a l'entr�ee du syst�eme de focalisation �nale(quatre conditions) et du choix de l'avance de phase dans les deux plans transversesentre les collimateurs et le point d'interaction.{ le syst�eme de focalisation �nale (�nal focus system ou FFS) compos�e de deux sous{modules: une section de correction chromatique (Chromatic Correction Section ouCCS) et un t�elescope (Final Transformer ou FT). La FFS sera d�ecrite de fa�cond�etaill�ee dans la prochaine sous{section, son rôle essentiel �etant la d�emagni�cationdu faisceau par un facteur 15�50.L [m] s [m] �x [m] �y [m] �x [2��rad] �y [2��rad]depuis l'IP depuis l'IPLMS 17:3 0:0 163:390 54:656 9:077 6:211CS 389:5 17:3 13:081 7:244 8:625 6:125TDS 183:4 406:8 13:081 7:244 5:125 4:625BMS 31:5 590:2 21:258 9:713 3:107 2:879CCS 331:4 621:7 5:614 1:766 2:500 2:500FT 142:5 953:1 5:614 1:766 0:500 0:500IP 1095:6 0:025 0:0007 0:000 0:000Tab. 4.2 { Longueur, fonctions � et avances de phases �a l'entr�ee des di��erents modulesconstituant la BDS 137



Les principales caract�eristiques de la BDS sont list�ees dans le tableau 4.2. La d�emagni�ca-tion totale du faisceau de la sortie du linac (maille FODO 60�, de p�eriode 94.5 m) jusqu'aupoint d'interaction est 81�279, obtenue en grande partie par le syst�eme de focalisation�nale d�ecrit ci-apr�es.4.1.2 Description d�etaill�ee de la BMS et de la FFSBMSType de Nom de L [m] K1 [m�2]l'�el�ement l'�el�ementDrift DB0 0:3Quadrupôle QBF1 1:2 0:096813Drift DB1 3:75Quadrupôle QBD1 1:2 �0:106993Drift DB1 3:75Quadrupôle QBF2 1:2 0:081993Drift DB1 3:75
Quadrupôle QBD2 1:2 �0:127817Drift DB1 3:75Quadrupôle QBF3 1:2 0:218132Drift DB1 3:75Quadrupôle QBD3 1:2 �0:214178Drift DB1 3:75Quadrupôle QBF4 1:2 0:151212Drift DB0 0:3Tab. 4.3 { Force et agencement des quadrupôles dans la BMS [23]La BMS est une ligne de transfert relativement courte (31.5 m) constitu�ee de septquadrupôles (voir Tab. 4.3). D'une part, elle permet d'ajuster dans une plage de valeursrelativement vaste les fonctions ��x et ��y au point de collision tout en annulant les para-m�etres de Twiss �x et �y (couplages (x� x0) et (y � y0)) �a l'entr�ee de la FFS (et donc �al'IP puisque la FFS se comporte id�ealement comme un pur t�elescope dans les deux planstransverses); d'autre part, le rôle de la BMS est �egalement d'optimiser le choix des avancesde phases, 4�x et 4�y, entre la sortie de la section de collimation et le point d'inter-action. L'�evolution des fonctions � le long de cette ligne dans un fonctionnement normalde la machine (tailles faisceau 845 nm � 19 nm au centre du d�etecteur) est montr�ee en�gure 4.1. Les avances de phases correspondantes sont alors �x � 219� et �y � 137�, cequi permet aux collimateurs de la CS d'avoir les avances de phases requises par rapportau point d'interaction (c.{�a{d. m� ou (2n + 1)�=2).138



Fig. 4.1 { Evolution des fonctions � dans la BMSCCSLa CCS est une ligne longue d'environ 330 m, de matrice R �egale �a l'identit�e et dontla fonction premi�ere est de minimiser la forte chromaticit�e engendr�ee par les deux derniersquadrupôles du t�elescope �nal (termes T126 et T346). Le principe de correction chromatiquepar un entrelacement de dipôles et d'hexapôles est �evidemment d�ej�a bien connu [16] etnous n'en rappellerons que les aspects principaux. Qualitativement, il s'agit de g�en�erer,par l'insertion de dipôles droits, des r�egions fortement dispersives au sein desquelles sontdispos�es des hexapôles. Si l'on consid�ere l'un de ces hexapôles de force int�egr�ee g2 et situ�edans une r�egion o�u la dispersion horizontale prend la valeur dx, toute particule d'impulsionnon nominale, P = P0 � (1 + �), voit, en le traversant, un champ quadrupolaire de forceint�egr�ee approximativement �egale �a g1 = g2 dx �; mais la focalisation que subit cette mêmeparticule au niveau de l'un des quadrupôles du t�elescope �nal (et surtout au niveau dudernier doublet) 
uctue �egalement en fonction de son �energie, (g(�) = g(0)=(1+ �) o�u g(0)est la force int�egr�ee que voit la particule de r�ef�erence au niveau du quadrupôle consid�er�e).Via une optimisation de la force des hexapôles, il devient alors possible de minimiser lasomme de ces deux e�ets. 139
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Fig. 4.2 { Repr�esentation sch�ematique d'une cellule 180� de la CCSHRevenons maintenant �a la description d�etaill�ee de la ligne CCS. Son design est identique �acelui du Final Focus Test Beam (FFTB) op�erant au SLAC [24]. Elle se compose de deux r�e-gions distinctes, CCSH et CCSV, qui corrigent de fa�con quasi ind�ependante la chromaticit�ehorizontale et la chromaticit�e verticale engendr�ees par le dernier doublet du t�elescope �nal.L'une et l'autre de ces r�egions comptent deux cellules d'avance de phase 180�. Chacune deces quatre cellules abritent deux dipôles (�a entr�ee et sortie normales) dispos�es sym�etrique-ment par rapport au quadrupôle central (la dispersion horizontale est ainsi nulle aux deuxextr�emit�es de la CCSH et de la CCSV) ainsi qu'une paire d'hexapôles de part et d'autrede ce même quadrupôle (cf. Fig. 4.2). Par cons�equent, les paires d'hexapôles sont s�epar�eesles unes des autres par une avance de phase �egale �a � de sorte qu'elles n'engendrent au-cune aberration g�eom�etrique suppl�ementaire dans la matrice T totale de la ligne (voir parexemple Ref. [16] pour une d�emonstration de ce r�esultat). En�n, du fait de l'inversion despolarit�es des dipôles dans CCSH et CCSV (cf. Tab. 4.4), la CCS enti�ere est en forme de\S" avec deux angles de d�e
exion oppos�es de l'ordre de 3 mrad g�en�er�es chacun par quatredipôles de longueur 19.5 m et de champ 32.7 mT. Le rayonnement synchrotron le long deces huit dipôles n'induit alors qu'une in�me augmentation de la dispersion en �energie dufaisceau; de même, la perte relative en �energie entre deux paires d'hexapôles cons�ecutivesreste elle aussi tr�es faible, estim�ee en dessous de 2�10�5 [22].140



Type de Nom de K0L [rad];l'�el�ement l'�el�ement L [m] K1 [m�2]ouK2 [m�3]Quadrupôle QFFH 0:500 0:069411Drift DRBQ 0:100Dipôle BFH 19:511 7:667 10�4Drift DRBQ 0:100Quadrupôle QFDM 1:000 �0:069411Drift DFH 18:411Hexapôle SFH 1:200 8:617250Drift DRQS 0:100Quadrupôle QFFM 1:000 0:069411Drift DRQS 0:100Hexapôle SFH 1:200 8:617250Drift DFH 18:411Quadrupôle QFDM 1:000 �0:069411Drift DRBQ 0:100Dipôle BFH 19:511 7:667 10�4Drift DRBQ 0:100Quadrupôle QFFH 0:500 0:069411

Type de Nom de K0L [rad];l'�el�ement l'�el�ement L [m] K1 [m�2]ouK2 [m�3]Quadrupôle QFDV 0:500 �0:069411Drift DRBQ 0:100Dipôle BFV 19:511 7:667 10�4Drift DRBQ 0:100Quadrupôle QFFW 1:000 0:069411Drift DFV 18:411Hexapôle SFV 1:200 39:972583Drift DRQS 0:100Quadrupôle QFDW 1:000 �0:069411Drift DRQS 0:100Hexapôle SFV 1:200 39:972583Drift DFV 18:411Quadrupôle QFFW 1:000 0:069411Drift DRBQ 0:100Dipôle BFV 19:511 7:667 10�4Drift DRBQ 0:100Quadrupôle QFDV 0:500 �0:069411Tab. 4.4 { Force et agencement des aimants dans une cellule 180� des lignes CCSH etCCSV [23]FTLa ligne FT est un syst�eme purement t�elescopique d'une longueur approximative de140 m. Compos�e de deux doublets de quadrupôles, distants d'environ 130 m (cf. Tab. 4.5),ce dernier r�eduit les tailles transverses du faisceau par un facteur 15 horizontalement et50 verticalement. A�n d'achever une telle d�emagni�cation, le dernier doublet du t�elescopecontient deux \quadrupôles supras" de 48 mm de diam�etre interne [22] pouvant atteindredes gradients de l'ordre de 250 T/m, soit K1 � 0:3m�2 �a 250 GeV.L'�evolution des fonctions �x, �y, Dx (dispersion horizontale), �x et �y le long de la ligne(CCS{FT) est montr�ee aux �gures 4.3 et 4.4.141



Fig. 4.3 { Evolution des fonctions � et de la dispersion horizontale dans la FFS

Fig. 4.4 { Evolution des fonctions �x et �y dans la FFS142



Type de Nom de L [m] K1 [m�2]l'�el�ement l'�el�ementDrift DF1 0:7500Quadrupôle QFF1 0:5000 0:089911Drift DF2 3:6454Quadrupôle QFD1 0:5000 �0:091602Drift DF3 130:6110Quadrupôle QFF2 1:2543 0:299791Drift DFD 0:3500Quadrupôle QFD2 1:9054 �0:299791Drift DFIP 3:0000Tab. 4.5 { Force et agencement des quadrupôles dans le t�elescope �nal [23]4.1.3 AberrationsComme nous l'avons pr�ecis�e �a la sous{section pr�ec�edente, la forte chromaticit�e engen-dr�ee par les deux quadrupôles du dernier doublet est corrig�ee en amont par les quatrepaires d'hexapôles de la CCS dont la force est �x�ee par la condition T0126 = T0346 = 0. Ilsubsiste bien sûr des aberrations chromatiques d'ordre sup�erieur (entre autres les termesU0ijk6) susceptibles d'induire �a leur tour un grossissement des tailles transverses du fais-ceau au point de collision 1 (cf. relations 3.16). Cependant, comme nous allons le voir, lacondition d'achromaticit�e au deuxi�eme ordre est su�sante pour la FFS de TESLA, comptetenu d'une dispersion en �energie du faisceau relativement faible.Dans ce but, nous illustrons en �gure 4.5 la d�ependance en �energie des fonctions � au pointd'interaction et relative �a la ligne (BMS{FFS) 2. Cette derni�ere d�etermine l'acceptance en�energie du syst�eme; comme annonc�e pr�ec�edemment, elle apparâ�t plus que su�sante com-par�ee �a la dispersion totale en �energie du train de paquets estim�ee �a moins de 0.2% �al'entr�ee de la BMS. De plus, les hexapôles de la CCS n'engendrent pas d'aberrations g�eo-m�etriques au deuxi�eme ordre puisqu'ils viennent par paires cons�ecutives s�epar�ees les unesdes autres par une avance de phase de 180� [16]. Cependant, d'autres aberrations sub-sistent �evidemment au troisi�eme ordre (matrice U) et au{del�a. Leurs e�ets sur les tailles1. Ces aberrations ont �et�e identi��ees comme venant principalement des termes U01266 et U03466 [25].2. En consid�erant la BDS enti�ere, on obtient pour les fonctions �x(�) et �y(�) des courbes quasi iden-tiques �a celles donn�ees en �gure 4.5 [22]. 143



Fig. 4.5 { Acceptance en �energie de la ligne (BMS{FFS)transverses du faisceau au point d'interaction ont �et�e quanti��es en utilisant les relations3.16 du chapitre pr�ec�edent. Les valeurs num�eriques ainsi obtenues sont alors8>>>>>><>>>>>>:  ���x��x0 !aber = � 0:4% ���y��y0 !aber = 0:3%qui sont d'un ordre �equivalent �a celles estim�ees par un pur tracking. L'e�et est donc tout�a fait n�egligeable 3.3. Pour une raison tr�es simple qui apparâ�tra �a la section suivante, ces deux valeurs num�eriques pro-viennent d'un calcul e�ectu�e sur la ligne (BMS{FFS) et non pas sur la BDS enti�ere.144



4.2 Tol�erancesLes d�efauts d'alignement ainsi que les erreurs de champ dans les aimants localis�esen amont de la BMS seront facilement d�etectables et corrig�es dans la TDS (Tuning andDiagnostic Section). En revanche, les erreurs apparaissant en aval de la BMS seront plusdi�ciles �a mesurer et leurs e�ets seront plus d�elicats �a minimiser par les moniteurs detaille faisceau moins pr�ecis et moins nombreux �equipant le point d'interaction et la sortiede la CCS. Toute cette derni�ere partie sera donc consacr�ee �a des calculs de tol�erances neconcernant plus que les aimants de la ligne (BMS{FFS).Il est clair cependant qu'il existe �egalement certaines tol�erances concernant la pr�ecision aveclaquelle s'op�erent les corrections au niveau de la TDS. Celles{ci peuvent alors s'exprimeren terme de tol�erances sur les conditions initiales de la distribution du faisceau au d�ebutde la BMS:{ la d�eviation 6{dimensionnelle �X0 du faisceau �a l'entr�ee de la ligne (BMS{FFS) quiengendre un o�set �X� = R0 �X0 au point de collision (R0 d�esignant, comme auchapitre 3, la matrice R associ�ee �a la ligne id�eale).{ la 
uctuation ��0 de la matrice faisceau initiale �0 qui, transport�ee jusqu'au pointd'interaction, g�en�ere des couplages non nuls: ��� = R0 ��0 eR0.En reprenant la formule 3.32 donnant l'expression de la luminosit�e g�eom�etrique, on pourraitalors calculer facilement ses d�eriv�ees premi�eres et secondes en fonction des quantit�es �X01;2et ��01;2 (associ�ees aux faisceaux 1 et 2) et, de la même fa�con qu'�a la section 3.3, en d�eduireles tol�erances recherch�ees.N�eanmoins, nous avons pr�ef�er�e insister ici sur les tol�erances relatives aux d�efauts de laligne (BMS{FFS) et nous avons gard�e l'hypoth�ese d'un faisceau id�eal �a l'entr�ee de cetteligne (c.{�a{d. �X0 = 0 et ��0 = 0).4.2.1 Classi�cation des erreurs par leurs e�ets sur l'o�set �X etsur la matrice ROn consid�ere ici les e�ets isol�es de d�efauts d'alignement et d'erreurs de champ de chaqueaimant de la ligne (BMS{FFS). Les d�eriv�ees premi�eres de l'o�set �X et de la matrice Rau point d'interaction ont alors �et�e calcul�ees pour tous les types d'erreurs consid�er�es auchapitre 2, c'est �a dire les six erreurs g�eom�etriques des dipôles, quadrupôles et hexapôles,les trois erreurs de champ dans les dipôles (erreurs de champ dans la composante dipolaireainsi que dans les deux composantes quadrupolaires, la composante droite et la composante145



tourn�ee) et l'erreur de champ quadrupolaire dans les quadrupôles de la ligne. Ces r�esultatssont alors pr�esent�es dans les six s�eries d'histogrammes d�ecrits ci{apr�es, �gures 4.6 �a 4.11.D�eplacements transversesUn d�eplacement horizontal des dipôles et quadrupôles ou un d�eplacement vertical desquadrupôles 4 cr�ee, respectivement, au premier ordre dans l'erreur consid�er�ee{ une d�eviation horizontale ou verticale de la position du faisceau au point d'interaction.{ une d�eviation angulaire horizontale ou verticale du faisceau au point d'interaction.{ une dispersion horizontale ou verticale au point d'interaction.{ une dispersion angulaire horizontale ou verticale au point d'interaction.{ une erreur de champ quadrupolaire droit ou tourn�e g�en�er�ee au niveau des hexapôlesde la ligne au sein desquels la trajectoire centrale a �et�e d�evi�ee. Puisque ces derniersviennent par paires cons�ecutives s�epar�ees par une matrice de transfert �egale �a �1,l'e�et est nul au premier ordre pour tous les aimants (quadrupôles ou dipôles) localis�esen dehors des deux paires d'hexapôles de la CCSH ou en dehors de celles de la CCSV.Pour tous les autres aimants, l'erreur de champ quadrupolaire droit cr�ee un waist{shift horizontal et vertical au point d'interaction alors que l'erreur de champ dansla composante quadrupolaire tourn�ee engendre un couplage (x�y) dans la matricefaisceau en bout de ligne.Le d�eplacement horizontal ou vertical d'un hexapôle n'in
ue pas au premier ordre surl'o�set du faisceau au point d'interaction mais il engendre{ une dispersion horizontale ou verticale au point d'interaction.{ une dispersion angulaire horizontale ou verticale au point d'interaction.{ une erreur de champ quadrupolaire droit ou tourn�e dont les e�ets sur la matricefaisceau au point d'interaction sont similaires �a ceux �evoqu�es pr�ec�edemment.La �gure 4.6 montre alors les e�ets des d�eplacements horizontaux xmag et verticaux ymagdes aimants de la ligne (ou xBQ et yBQ, pour dipôles et quadrupôles, lorsque le d�eplacementtransverse des hexapôles n'a aucun e�et au premier ordre) sur l'o�set 4{dimensionnel (�x�,4. On suppose ici une parfaite homog�en�eit�e verticale du champ dans les dipôles, de sorte qu'un d�epla-cement vertical de ces derniers n'a aucune incidence sur le faisceau.146



�p�x, �y�, �p�y), sur la dispersion 4{dimensionnelle (D�x, D�px , D�y , D�py), sur le waist{shifthorizontal et vertical (z�x, z�y) ainsi que sur les trois coe�cients de couplage (r�xy, r�xpy , r�ypx),tous calcul�es au point d'interaction. Pour exemple, le premier histogramme de la �gure4.6 donne la valeur absolue des coe�cients ai (barres noires) et bi (barres blanches) quiinterviennent dans le d�eveloppement au premier ordre des quantit�es �x� et �y� en fonctiondes d�eplacements transverses des dipôles et quadrupôles de la ligne:8>>>>><>>>>>: �x���x = Xi2BQ ai xi��x�y���y = Xi2BQ bi yi��y :Comme dans la formule pr�ec�edente, les d�eplacements transverses des aimants seront tou-jours mis �a l'�echelle des tailles faisceau au point d'interaction. Les d�eriv�ees premi�eres del'o�set �X et de la matrice faisceau �� ont �et�e, quant �a elles, divis�ees par des facteurs ad�e-quats qui tiennent compte de l'importance relative de ces quantit�es sur le grossissementde taille faisceau ou sur la diminution de la luminosit�e au point de collision (voir Eq. 3.13et Eq. 3.36 au chapitre pr�ec�edent). Cette normalisation d�e�nie ci{apr�es sera alors adopt�eepour tous les histogrammes apparaissant dans les �gures 4.6 �a 4.11:{ ��x (resp. ��y) pour �x� (resp. �y�): premier histogramme en Fig. 4.6.{ ��x=�z (resp. ��y=�z) pour �p�x (resp. �p�y): second histogramme en Fig. 4.6.{ ��x=�� (resp. ��y=��) pour D�x (resp. D�y): troisi�eme histogramme en Fig. 4.6.{ ��x= (�z��) (resp. ��y= (�z��)) pourD�px (resp.D�py): quatri�emehistogramme en Fig. 4.6.{ ��x (resp. ��y) pour z�x (resp. z�y): cinqui�eme histogramme en Fig. 4.6.{ l'unit�e pour les trois coe�cients de couplage (x�y): sixi�eme histogramme en Fig. 4.6.Rotations transversesPar rotations transverses, nous entendons la rotation � autour de l'axe vertical et larotation � autour de l'axe horizontal (cf. chapitre 2). Leurs e�ets sur le faisceau au pointd'interaction sont alors rigoureusement identiques et d'une intensit�e similaire �a ceux g�en�er�espar les d�eplacements transverses des aimants pour la raison simple suivante. En e�et, avecnos conventions, les rotations � et � d'un �el�ement quelconque de la ligne correspondent�a des d�eplacements transverses moyens de son axe magn�etique donn�es respectivement par147



dx = � L=2 et dy = �L=2 o�u L est la longueur de l'aimant consid�er�e; si ces rotations avaient�et�e d�e�nies autour du point central de l'aimant, les d�eplacements correspondants dx et dyauraient �et�e nuls. Ainsi, mis �a part les dipôles de la CCS qui font une vingtaine de m�etres,on s'attend �a des tol�erances du même ordre de grandeur sur le d�eplacement horizontal dx(resp. vertical dy) et l'angle azimutal � (resp. l'angle d'�el�evation �) de chacun des autresaimants (avec la correspondance 1 m $ 1 rad).Les valeurs absolues des quantit�es list�ees au paragraphe pr�ec�edent (paragraphe \D�eplace-ments transverses") sont alors illustr�ees en �gure 4.7. Les angles sont en radians.Int�eressons{nous par exemple �a l'e�et d'une rotation d'angle � du dernier quadrupôleQFD2 sur la d�eviation d'orbite verticale du faisceau au point de collision. Au vu du pre-mier histogramme de la �gure 4.7, on a ��y�=��y� � 108�, soit ��y�=��y� � 2 �dy=��y� enutilisant la correspondance �L=2$ dy �evoqu�ee pr�ec�edemment et sachant que ��y = 19 nm(cf. Tab. 4.1) et que la longueur du dernier quadrupôle fait approximativement 2 m (cf.Tab. 4.5). Maintenant, si l'on observe le premier histogramme de la �gure 4.6, on retrouveimm�ediatement ce r�esultat!D�eplacements longitudinauxLe d�eplacement longitudinal d'un hexapôle n'a �evidemment aucune incidence sur l'or-bite du faisceau ni sur la matrice faisceau calcul�ee dans l'approximation lin�eaire puisquesa matrice de transfert reste �egale �a l'identit�e. En revanche, s'il s'agit d'un dipôle ou d'unquadrupôle, un tel d�eplacement engendre au premier ordre{ une d�eviation horizontale de la position et de l'angle du faisceau au point d'interactionsi l'aimant consid�er�e est un dipôle.{ une dispersion horizontale au point d'interaction pour les dipôles et quadrupôles dela CCS (r�egion dispersive).{ un waist{shift horizontal et vertical pour tous les dipôles et quadrupôles de la ligne.L'e�et des d�eplacements longitudinaux zBQ des dipôles et quadrupôles de la ligne (ou zB,pour les dipôles uniquement) sur les quantit�es �x�, �y�, D�x, D�px , z�x et z�y est alors montr�een Fig. 4.8. Ces d�eplacements sont normalis�es �a la longueur �z du faisceau.Rotations autour de l'axe longitudinalCe type de rotation se rapporte �a la rotation d'angle 	 du chapitre 2. Comme pr�ec�e-demment, cette derni�ere n'a aucun e�et sur les hexapôles de la ligne (pour ce qui est de148



l'optique lin�eaire). Lorsqu'il s'agit de dipôles ou de quadrupôles, les e�ets engendr�es sontles suivants:{ une d�eviation verticale de la position et de l'angle du faisceau au point d'interactionpour la rotation 	B d'un dipôle.{ une dispersion verticale au point d'interaction pour la rotation 	BQ d'un des dipôlesou quadrupôles de la CCS (r�egion dispersive).{ un couplage (x�y) au point d'interaction pour tous les dipôles et quadrupôles de laligne.Ces e�ets sont illustr�es en �gure 4.9. Les angles 	B et 	BQ sont en radians.Erreurs de champLes e�ets des erreurs de champ dans les dipôles et quadrupôles de la ligne (�kBQ=kBQou �hB=hB pour les dipôles uniquement) sur le faisceau au point d'interaction sont illustr�esen �gure 4.10. Ils sont rigoureusement du même type que ceux g�en�er�es par un d�eplacementlongitudinal de ces aimants 5.En�n, le dernier type d'erreur consid�er�e ici est celui des harmoniques quadrupolaires dansle champ des dipôles. Les e�ets engendr�es sont les suivants:{ une dispersion horizontale (resp. verticale) au point d'interaction pour une erreur dechamp quadrupolaire droit k+1 (resp. tourn�e k�1 ) des dipôles de la ligne.{ un waist{shift horizontal et vertical (resp. un couplage (x�y)) au point d'interactionpour une erreur k+1 (resp. k�1 ).En �gure 4.11, les erreurs k+1 et k�1 sont normalis�ees par le carr�e de la courbure des di��erentsdipôles de la ligne, h2B = 1=�2B. D'apr�es nos conventions (cf. Tab. 1.2), elles sont reli�ees auxcoe�cients multipolaires usuels, b2 et a2, parb2 = r0 k+1 �B et a2 = �r0 k�1 �Bo�u r0 est le rayon de r�ef�erence auquel s'e�ectue la mesure de l'harmonique consid�er�ee (voirpar exemple Ref. [26] pour la d�e�nition des coe�cients multipolaires an et bn).5. Le d�eplacement longitudinal ds d'un aimant quelconque de la ligne peut aussi s'interpr�eter commeune erreur de champ localis�ee en entr�ee et en sortie de l'�el�ement consid�er�e.149
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4.2.2 ExemplesL'objectif de cette sous{section est de valider par une m�ethode directe certains desr�esultats remarquables observ�es sur la s�erie d'histogrammes pr�ec�edents.Sensibilit�e des quantit�es �x� et �p�x par rapport aux d�eplacements longitudinauxdes dipôles de la CCSDans un premier temps, tâchons de comprendre pourquoi le d�eplacement longitudinalds d'un des dipôles de la CCS cr�ee une d�eviation d'orbite horizontale du faisceau au pointde collision qui ne d�epend pas du dipôle consid�er�e (voir les deux derniers histogrammes dela �gure 4.8): j�x�j��x � 0:042 jdsj�z et j�p�xj(��x=�z) � 2:310�4 jdsj�z : (4.1)Remarquons tout d'abord que ces dipôles sont de même longueur, L�20m, et que leur forcerespective sont deux �a deux identiques en valeur absolue (cf. Tab. 4.4), ���7:7 10�4 radselon qu'il s'agit des dipôles de la CCSH ou de ceux de la CCSV. Ainsi, les quantit�es s�,c�, �X(1)in et �X(1)out d�e�nies �a la sous{section 2.3.3 valent respectivements� def= sin� � � = �7:7 10�4 , c� def= cos� � 1 ;�X(1)in = ( 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; �ds=�0 ; 0 ) et �X(1)out = ( s� ds ; 0 ; 0 ; 0 ; c� ds=�0 ; 0 ) :En reprenant la section 2.3 traitant des erreurs g�eom�etriques, l'o�set �X �a la sortie de l'undes dipôles consid�er�es vaut donc, au premier ordre dans le d�efaut ds,�X = �X(1)out +R(0)bend �X(1)in � �( j�j ds ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ) :Il s'agit maintenant de transporter la quantit�e �X jusqu'au point d'interaction mais com-men�cons par introduire quelques notations et par faire les quelques approximations sui-vantes.� Tout d'abord, on n�eglige la focalisation du faisceau au niveau des dipôles (leur force �etantrelativement faible, ils agissent comme de simples drifts sur le mouvement transverse desparticules) et l'on se place dans l'approximation\lentille mince" pour les quadrupôles de laCCS.� On note BFHi ; i = 1 : : : 4 ; (resp. BFVi ; i = 1 : : : 4 ) le i�eme dipôle de la CCSH (resp.de la CCSV). On d�esigne par CELLHi ; i = 1 : : : 4 ; (resp. par CELLVi ; i = 1 : : : 4 ;) lai�eme maille FODO de la CCSH (resp. de la CCSV) d'avance de phase � = �x = �y = 90�156



et de longueur 2LF avec LF � 21 m (cf. Tab. 4.4). Si g est la force int�egr�ee d'un demi{quadrupôle de la CCS (avec la convention g > 0), alors gLF = sin(�=2) = p2=2 avecg � 0:035 (cf. Tab. 4.4). Les matrices R associ�ees �a chacune de ces mailles et projet�eesdans le plan (x�x0) sont donc, avec des notations �evidentes,8>>>>>><>>>>>>:Rh def= RCELLHi =  1 0�g 1 !  1 LF0 1 !  1 02g 1 !  1 LF0 1 !  1 0�g 1 ! =  0 �h�1=�h 0 !Rv def= RCELLVi =  1 0g 1 !  1 LF0 1 !  1 0�2g 1 !  1 LF0 1 !  1 0g 1 ! =  0 �v�1=�v 0 !o�u �h;v = 2LF (1� gLF ) = 2LF (1�p2=2). On note au passage que R2H = R2V = �1.� La matrice R relative au t�elescope �nal et projet�ee dans le plan (x�x0) est not�ee RFT etest donn�ee par RFT =  �1=mx 00 �mx !o�u mx = 15 est la d�emagni�cation horizontale du faisceau.� On d�esigne en�n par Rhi (resp. par Rvi) la matrice de transfert projet�ee dans le plan(x�x0) de la sortie du dipôle BFHi (resp. BFVi) jusqu'au point de collision.En utilisant les notations pr�ec�edentes et en s'inspirant de la �gure Fig. 4.2, il vientRh1 =RFT R4v R3h  1 0�g 1 !  1 LF0 1 !  1 02g 1 !=RFT R4v R4h   1 LF0 1 !  1 0�g 1 !!�1 =  �1=mx LF =mx�g mx �(1� gLF )mx !Rh2 =RFT R4v R2h  1 0�g 1! =  1=mx 0�g mx mx !Rh3 =�Rh1 et Rh4 = �Rh2 en utilisant R2h = �1puis, en changeant g en �g, on a imm�ediatementRv1 = �1=mx LF =mxgmx �(1 + gLF )mx !Rv2 = 1=mx 0gmx mx !Rv3 =�Rv1 et Rv4 = �Rv2 en utilisant R2v = �1 :157



Les coe�cients de matrice (Rhi)11 et (Rvi)11 sont donc deux �a deux �egaux en valeur absolueet il en est de même pour les coe�cients (Rhi)21 et (Rvi)21 :j(Rhi)11j = j(Rvi)11j = 1=mx et j(Rhi)21j = j(Rvi)21j = g mx ; 1 � i � 4 :Ainsi, ind�ependamment du dipôle consid�er�e dans la CCS et d'apr�es tout ce qui pr�ec�ede, ilvient8>>>><>>>>: j�x�j��x = j�j�zmx ��x jdsj�z = 7:7 10�4 � 0:7 10�315 � 845 10�9 jdsj�z � 0:043 jdsj�zj�p�xj(��x=�z) = j�j g mx �2z��x jdsj�z = 7:7 10�4 � 0:035 � 15 � 0:72 10�6845 10�9 jdsj�z � 2:3510�4 jdsj�z ;�a comparer avec les relations 4.1 issues d'une lecture directe de la �gure 4.8 !En�n, par des raisonnements analogues, nous pourrions comprendre pourquoi tous lesdipôles de la CCS ont la même sensibilit�e aux erreurs de champ (resp. aux erreurs d'angle ) en terme de d�eviation d'orbite horizontale (resp. verticale) du faisceau au point decollision (voir les deux derniers histogrammes des �gures 4.9 et 4.10).Sensibilit�e �elev�ee du quadrupôle central de la CCSV par rapport �a un d�epla-cement vertical dyInt�eressons{nous maintenant au couplage (y� x0) �etonnamment �elev�e, g�en�er�e au pointde collision par un d�eplacement vertical dy du quadrupôle QFDW central de la CCSV (voirle dernier histogramme de la Fig. 4.6):���ryp�x ��� � 0:018 jdyj��y : (4.2)Comme annonc�e �a la sous{section 4.2.1, ce couplage provient d'une erreur de champ qua-drupolaire tourn�e �K�1 engendr�ee au niveau des deux hexapôles SFV qui lui succ�edent etau sein desquels la trajectoire centrale a �et�e d�evi�ee d'une quantit�e �ys; rappelons �egalementque cet e�et est quasi inexistant pour tous les aimants situ�es en dehors des deux pairesd'hexapôles de la CCSH ou en dehors de celles de la CCSV. De plus, les hexapôles SFVayant une force int�egr�ee �egale �a K2 Ls � 48 m�2 presque cinq fois sup�erieure �a celle leshexapôles SFH de la CCSH (cf. Tab. 4.4), on comprend que le quadrupôle central de laCCSH soit bien moins sensible (en terme de couplage (y � x) g�en�er�e �a l'IP) et on a�g� = 2K2 Ls �ys (4.3)o�u �g� est la force de l'erreur de champ �K�1 int�egr�ee sur la longueur des deux hexapôlesSFV consid�er�es; �a l'avenir, ces derniers seront suppos�es in�niment minces et superpos�es au158



dernier quadrupôle QFDW de la CCSV.Tâchons maintenant de quanti�er la d�eviation d'orbite verticale �ys au niveau des deuxhexapôles SFV. Le quadrupôle central y{focalisant QFDW poss�ede une force int�egr�ee 2 g �0:07 m�2 (cf. Tab. 4.4); �a sa sortie, le faisceau subit donc une d�eviation angulaire verticale�y0 = 2 g dy ; en�n, puisque celui{ci est en quadrature de phase par rapport aux deuxhexapôles consid�er�es, l'o�set �ys est maximal au niveau de ces derniers et on a�ys = R34 �y0 = 2R34 g dy (4.4)o�u R34 est le coe�cient (3,4) de la matrice R entre la sortie du quadrupôle central QFDWet l'entr�ee du quadrupôle QFDW qui lui succ�ede:R34 =   1 LF0 1 !  1 02g 1 !  1 LF0 1 !!12 = 2LF (1 + g LF ) = 2LF (1 +p2=2) : (4.5)Au passage, comme les deux quadrupôles QFFW (situ�es imm�ediatement de part et d'autredu quadrupôle central QFDW) ont des avances de phase �y � 90 � 45� par rapport �a lapaire d'hexapôles consid�er�ee, on comprend bien pourquoi ceux{ci sont moins sensibles auxd�eplacements verticaux en terme de couplages (x�y) (consulter une fois de plus le dernierhistogramme de la �gure 4.6).Ceci �etant dit, en regroupant les �egalit�es 4.3, 4.4 et 4.5, tout se r�esume donc �a l'analyse d'uneerreur de champ quadrupolaire tourn�e �g� localis�ee dans le dernier quadrupôle QFDW dela CCSV avec �g� = 8 (1 +p2=2) g K2 Ls LF dy : (4.6)Si maintenant R0 (resp. R0+�R) d�esigne la matrice R relative �a la ligne sans erreurs (resp.avec l'erreur �g�) et projet�ee dans l'espace (x; x0; y; y0), alors on a�Q def= �RR�10 = R> 0BBB@ 0 0 0 00 0 �g� 00 0 0 0�g� 0 0 0 1CCCAR�1>o�u R> est la matriceR projet�ee dans l'espace (x; x0; y; y0), de la sortie du dernier quadrupôleQFDW de la CCSV jusqu'au point de collision:R> = �0BBB@ 1=mx 0 0 00 mx 0 00 0 1=my 00 0 0 my 1CCCA 0BBB@ 1 0 0 0g 1 0 00 0 1 00 0 �g 1 1CCCA 0BBB@ 1 LF 0 00 1 0 00 0 1 LF0 0 0 1 1CCCA 0BBB@ 1 0 0 0�2 g 1 0 00 0 1 00 0 2 g 1 1CCCA 0BBB@ 1 LF 0 00 1 0 00 0 1 LF0 0 0 1 1CCCA ;159



soit R> = 0BBB@ (p2� 1)=mx LF (p2� 2)=mx 0 0gmx (1 +p2) 0 0 00 0 �(p2 + 1)=my �LF (p2 + 2)=my0 0 gmy (p2� 1) 0 1CCCA :Tous calculs faits, on obtient �nalement�Q = 0BBB@ 0 0 0 �80 0 0 00 �8 0 00 0 0 0 1CCCA avec �8 def= � 2L2F �g�mxmy :En reprenant l'expression du coe�cient de couplage r�ypx en fonction des coe�cients de lamatrice �Q (cf. sous{section 3.1.2), il vient �nalementr�ypx = Rasp �8��x = � 16 (1 +p2=2) g L3F K2 Ls ��x��xmxmy dy��ysoit ���r�ypx ��� � 0:019 jdyj��y ;�a comparer avec la relation 4.2 issue d'une lecture directe de la �gure 4.6!Revenons maintenant �a la suite de notre expos�e, �a savoir l'estimation des tol�erances de laligne (BMS{FFS).4.2.3 Cas d'un d�efaut isol�eLes �gures 4.12 �a 4.19 donnent les tol�erances des aimants de la ligne (BMS{FFS)relatives aux di��erents types d'erreurs envisag�ees pr�ec�edemment. La situation �etudi�ee iciest similaire �a celle de la sous{section 3.3.1 et le calcul des tol�erances se fait �a partir del'un des quatre crit�eres suivants:1. Max �j���x=��xj ; j���y=��y j� � 2%.2. j�L=L0j � 2% apr�es une hypoth�etique correction �a la fois de l'angle et de la d�eviationdu faisceau au point d'interaction.3. j�L=L0j � 2% apr�es une correction de la d�eviation du faisceau au point d'interaction.4. j�L=L0j � 2% sans aucune correction.Les tol�erances obtenues �a partir des crit�eres 2, 3 et 4 deviennent �evidemment de plus enplus serr�ees. Les crit�eres 1 et 2 sont quant �a eux quasi �equivalents et donnent, commeattendu, des r�esultats tout �a fait comparables, sauf cas particuliers; en e�et, le premier se160



base sur un contrôle des 
uctuations des tailles faisceau au point d'interaction alors que lesecond concerne une diminution de la luminosit�e due uniquement aux erreurs engendr�eesdans la matrice faisceau (waist{shift, couplage (x�y) et dispersion, la d�eviation d'orbite�etant mise �a z�ero). Le crit�ere de perte de luminosit�e de 2 % est �evidemment arbitraireet critiquable, pouvant conduire �a un pessimisme exag�er�e. Dans la pratique, il est vraique l'on s'attend �a maximiser la luminosit�e au mieux �a 10 ou 20% pr�es. Cependant, vule nombre �elev�e d'erreurs mises en jeu, celui{ci reste couramment utilis�e pour imposer latol�erance associ�ee �a un d�efaut unique s�electionn�e dans la ligne.Dans la seconde s�erie d'histogrammes donn�es ci{apr�es, nous avons d�ecid�e de montrer l'in-verse des r�esultats ainsi obtenus de sorte que les barres les plus hautes correspondent auxtol�erances les plus serr�ees. Sans trop analyser en d�etail chacune de ces �gures et mis �apart les deux quadrupôles du dernier doublet qui, comme pr�evu, sont les plus sensibles auxerreurs de la ligne, on remarque en particulier{ une sensibilit�e �elev�ee des dipôles de la CCS �a l'�egard des erreurs de champ (resp.des erreurs d'angle 	) constat�ee en �gure 4.18 (resp. en �gure 4.17) et due �a la fortedispersion horizontale (resp. verticale) et au waist{shift (resp. au couplage (x�y))qu'ils sont susceptibles de g�en�erer �a l'IP (voir respectivement les �gures 4.10 et 4.9).{ une tol�erance serr�ee de l'ordre de quelques dixi�emes de microns pour l'alignementvertical du quadrupôle central QFDW de la CCSV (Fig. 4.13 et 4.16) due au fortcouplage (y�x0) qu'il peut engendrer au point d'interaction (cf. Fig. 4.6, Fig. 4.7 etsous{section 4.2.2).{ en moyenne, plus d'un ordre de grandeur d'�ecart entre les tol�erances relatives �al'alignement horizontal (Fig. 4.12 et 4.15) et celles relatives �a l'alignement verticaldes aimants (Fig. 4.13 et 4.16).
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Critère: Max(|δσx
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Erreur de champ quadrupolaire droit

Critère: |δL/L0| ≤ 2%
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4.2.4 Cas d'une distribution statistique des d�efauts sans corr�e-lationsNous envisageons ici la situation o�u les d�efauts de la ligne (BMS{FFS) sont distribu�esde fa�con totalement d�ecorr�el�ee (cf. sous-section 3.3.2). On note �ij le second moment del'erreur de type j a�ect�ee �a l'aimant num�ero i. En outre, on suppose que la quantit�e �ijne d�epend pas de l'aimant consid�er�e: �ij def= �(mag)j quelque soit i. Dans ce mod�ele, la perteen luminosit�e au point d'interaction peut être param�etris�ee par 6h�L=L0i = �2%�(  �(mag)x52 nm!2 +  �(mag)y3 nm !2 +  �(mag)s235�m!2 +0@ �(mag)�76 nrad1A2 + 0@�(mag)�3 nrad1A2 + 0@�(mag)	6�rad1A2 +0B@ �(mag)�kk3:2 10�51CA2 + 0BBB@ �B�k+1h2B5: 1041CCCA2 + 0BB@�B�k-1h2B104 1CCA2) (4.7)ou h�L=L0i = �2%�(  �(mag)x319 nm!2 +  �(mag)y35 nm!2 +  �(mag)s1:4mm!2 +0@ �(mag)�612 nrad1A2 + 0@ �(mag)�69 nrad1A2 + 0@ �(mag)	12�rad1A2 +0B@ �(mag)�kk6:7 10�51CA2 + 0BBB@ �B�k+1h2B5: 1041CCCA2 + 0BB@�B�k-1h2B104 1CCA2) (4.8)en incluant ou pas la contribution du dernier doublet. En�n, apr�es correction de la d�eviationdu faisceau au point d'interaction, on a (dernier doublet inclus)h�L=L0i = �2%� (  �(mag)x558 nm!2 +  �(mag)y203 nm!2 +  �(mag)s238�m!2 +0@�(mag)�1�rad1A2 + 0@ �(mag)�443 nrad1A2 + 0@�(mag)	7�rad1A2 +0B@ �(mag)�kk3:3 10�51CA2 + 0BBB@ �B�k+1h2B5: 1041CCCA2 + 0BB@�B�k-1h2B104 1CCA2) : (4.9)6. Dans la situation pr�esente, on suppose que l'une des deux lignes est sans d�efauts. Dans le cas contraire,les tol�erances que l'on obtient ici doivent être divis�ees par le facteur p2.170



Si, maintenant, on ne s'int�eresse qu'aux d�efauts d'alignement transverse des aimants dela ligne, il est clair qu'en l'absence de correction la perte en luminosit�e reste compl�etementdomin�ee par les vibrations verticales du dernier doublet (comparaison entre les relations 4.7et 4.8). N�eanmoins, cette contribution disparâ�t si la d�eviation relative des deux faisceauxau point de collision peut être mesur�ee puis corrig�ee de fa�con syst�ematique (comparaisonentre les relations 4.7 et 4.9). Dans ce cas, la perte en luminosit�e ne d�epend plus quedu grossissement des tailles faisceau transverses au point de collision auquel se gre�e unel�eg�ere contribution venant de l'angle de croisement vertical des deux faisceaux.
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ConclusionLe principal objectif de ce travail �etait d'�elaborer une m�ethode de calcul tr�es g�en�eralepermettant l'analyse d�etaill�ee et syst�ematique de la sensibilit�e d'une ligne optique quel-conque �a l'�egard de di��erents types de d�efauts envisag�es (erreurs de champ et d�efautsd'alignement des aimants) puis de l'appliquer �a l'�etude de la ligne de focalisation �nale(FFS) de TESLA. Ce but a �et�e atteint.Les calculs formels aboutissant aux r�esultats analytiques donn�es dans ce m�emoire 7 ainsique l'�ecriture du programme FFSER2 utilisant cette nouvelle m�ethode et g�en�erant les s�e-ries d'histogrammes du chapitre 4 ont repr�esent�e une part importante du travail e�ectu�e;cependant, j'ai pr�ef�er�e insister ici sur la mise en forme de la m�ethode elle{même. Cettederni�ere a �et�e incorpor�ee dans le programme FFADA [27] �ecrit en vue d'aider �a la conceptionet �a l'analyse des syst�emes de focalisation �nale des futurs collisionneurs lin�eaires. Elle a�et�e utilis�ee pour l'estimation des tol�erances des aimants de la FFS de TESLA [22] et deSBLC [22] ainsi que pour recalculer la sensibilit�e aux erreurs du SLC avec ses param�etresde faisceau actuel [28]. De plus, les r�esultats obtenus avec FFSER2 ont toujours �et�e parfai-tement concordants avec d'autres provenant des nombreux trackings e�ectu�es sur la FFSde TESLA.Insistons �egalement sur le fait que seule une partie des r�esultats obtenus par FFSER2 estactuellement exploit�ee pour quanti�er l'e�et des erreurs sur les caract�eristiques transversesdu faisceau au point d'interaction (IP). Seules les d�eriv�ees premi�eres de l'o�set �X et dela matrice R par rapport aux d�efauts de la ligne ainsi que certaines d�eriv�ees secondes des�el�ements de matriceR11 et R33 sont utilis�ees pour d�ecrire les 
uctuations de tailles faisceauou de luminosit�e �a l'IP. Les d�eriv�ees secondes des autres coe�cients de matrice R et les7. Certains de ces r�esultats (comme les d�eriv�ees de matrices R et T par rapport aux harmoniquesquadrupolaires et hexapolaires tourn�ees ou comme les matrices U des dipôles, quadrupôles et hexapôlesavec un choix de coordonn�ees symplectiques) �etaient �a l'heure actuelle et �a ma connaissance inexistantsdans la litt�erature. 173



d�eriv�ees premi�eres de matrice T par rapport aux erreurs restent quant �a elles inexploit�eespour l'instant. De plus, nous n'avons consid�er�e dans ce m�emoire que deux cas particulierspour ce qui est de la loi de distribution statistique des erreurs le long de la ligne: le casdu \d�efaut isol�e" et le cas d'une distribution de moyenne nulle et sans corr�elations. N�ean-moins, comme nous le remarquions au chapitre 3, la m�ethode reste compl�etement adapt�ee�a l'�etude de tout autre type de distribution plus r�ealiste, avec ou sans corr�elations (se re-porter par exemple �a la r�ef�erence [20] utilisant cet algorithme de calcul pour une estimationdu temps caract�eristique de la d�egradation de la FFS de TESLA due au ground motion).En�n, �a l'oppos�e des m�ethodes conventionnelles de tracking, cette approche o�re in-contestablement les deux avantages suivants: sa rapidit�e d'ex�ecution (FFSER2 prend moinsde cinq minutes pour parcourir l'ensemble de la (BMS{FFS) qui compte une cinquantained'�el�ements) et surtout la possibilit�e d'une analyse syst�ematique et synth�etique de la sensi-bilit�e d'une ligne de transfert quelconque �a l'�egard d'un nombre �elev�e de d�efauts dans sesaimants.
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RESUMEDans le cadre de l'�etude des syst�emes de focalisation �nale pour les futurs collisionneurslin�eaires e+ e�, une nouvelle m�ethode d'analyse a �et�e mise au point dans le but de quanti�erles tol�erances d'une ligne optique donn�ee �a l'�egard des d�efauts d'alignement et des erreursde champ de ses aimants. Utilisant un syst�eme de coordonn�ees symplectiques identique �acelui de MAD, le mapping associ�e au transport du faisceau le long de la ligne consid�er�eeest calcul�e jusqu'au troisi�eme ordre dans les non{lin�earit�es de l'�equation du mouvement(Hamiltonien tronqu�e �a l'ordre 4). La d�eviation d'orbite du faisceau ainsi que la matriceR sont d�evelopp�ees �a l'ordre 2 dans les di��erents d�efauts de la ligne, ce qui inclut ainsi lese�ets crois�es g�en�er�es par deux erreurs distinctes localis�ees dans deux aimants di��erents; lamatrice T (ordre 2), quant �a elle, est calcul�ee jusqu'au premier ordre dans les erreurs etla matrice U (ordre 3) associ�ee �a la ligne id�eale (sans d�efauts) est �egalement reproduite.Toutes les sources d'erreurs pouvant a�ecter lemapping d'un �el�ement optique donn�e jusqu'�asa matrice T ont �et�e prises en compte, �a savoir: les d�efauts d'alignement de l'aimantconsid�er�e param�etris�es par six quantit�es ainsi que les erreurs de champ droit et tourn�ejusqu'�a l'harmonique hexapolaire dans les dipôles, quadrupôles et hexapôles de la ligne.Pour son application sp�eci�que aux syst�emes de focalisation �nale, l'algorithme de calculenvisag�e ici inclut ensuite l'estimation des tol�erances de la ligne, estimation bas�ee surle grossissement des tailles transverses du faisceau ou sur la perte en luminosit�e au pointd'interaction. Cette m�ethode a alors donn�e lieu �a l'�ecriture du programme FFSER2 interfac�eavec le logiciel graphique PAW et permettant d'illustrer �a l'aide de nombreux histogrammesl'e�et des erreurs sur le faisceau au point de collision et les tol�erances qui leur sont associ�ees.L'application �a la ligne de focalisation �nale de TESLA est expos�ee en dernier chapitre.MOTS CLESOptique de faisceau |Mapping| O�set �X, matricesR, T et U |Aberrations | Erreursd'alignement et erreurs de champ | Luminosit�e | Tol�erances | Syst�emes de focalisation�nale


