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Introduction

Du fait du rayonnement synchrotronique, les collisionneurs circulaires e* e~ de haute
énergie sont actuellement limités dans la course aux énergies de plus de 100 GeV. Une
particule chargée dont la course est infléchie par un champ magnétique émet en effet
un rayonnement électromagnétique dont la puissance est proportionnelle a son énergie
a la puissance quatre et inversement proportionnelle au carré du rayon de courbure de
sa trajectoire. A I’heure actuelle, la plus grande de ces machines est le LEP opérant au
CERN; d’une circonférence de 27 km, elle amene les deux faisceaux a une énergie proche
de la centaine de GeV (85 GeV actuellement pour le LEP II, avec 'espoir d’atteindre les
100 GeV par faisceau).

L’un des buts des collisionneurs dans un futur proche est de porter les deux faisceaux a une
énergie comprise entre 250 et 500 GeV afin de poursuivre I'idée du modele Standard par une
étude détaillée des propriétés physiques du quark Top (masse, processus de désintégration,
etc.) et éventuellement par la découverte du boson de Higgs. L’existence du Top a été
confirmée tout récemment par son observation directe faite au Tevatron (collisionneur pp),
sa masse étant estimée aux alentours de 175 GeV: m; = 174 + 6 GeV [1]. Le principal

t e~ passe par le processus

mécanisme de production du quark Top dans une collision e
d’annihilation (canal s) [2]

ete” LZ> it .
Le seuil de production de paires t se situe donc au—dela des 350 GeV et 'extrapolation du
LEP a une telle énergie, en gardant la méme puissance rayonnée, donnerait une machine
dont la circonférence dépasserait 250 km. D’un point de vue économique, il est clair que
cette voie est inacceptable.
Une alternative permettant d’atteindre les énergies désirées et utilisant des machines de
taille relativement raisonnable se base alors sur le principe d’un collisionneur linéaire: a
I’aide de deux accélérateurs linéaires se faisant face, les deux faisceaux sont amenés jusqu’a
leur point de collision (IP) puis éliminés ou recyclés.

L’autre défi des collisionneurs et e~ de haute énergie est ’obtention d’une luminosité élevée
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~2 57! pour linvestigation d’événements

au point de collision de 'ordre de 10*3-10%* cm
tres rares. Par définition, le nombre N d’événements observés par unité de temps pour un

processus donné est lié a la luminosité L par la relation

N=ocL
ou o est la section efficace de collision du mécanisme considéré. Prenons alors pour exemple
la production de paires ¢ par le processus cité précédemment pour lequel la section
efficace atteint son maximum aux alentours de \/s~380 GeV (pour m; = 175 GeV),

? [2], puis décroit typiquement en 1/s au-dela (comme c’est en gé-

Omaz~1 pb=10"*%cm
néral le cas pour tous les processus d’annihilation lepton—antilepton ou quark-antiquark).
Pour une énergie de F.,, =+/s=500 GeV dans le référentiel du centre de masse des deux

* e~ et pour une luminosité de 'ordre de 10%* em™ s™! (soit entre un et deux

faisceaux e
ordres de grandeur au—dessus des valeurs de luminosité actuellement obtenues par LEP 11),

le nombre de paires ¢¢ produites par heure de fonctionnement de la machine serait donc

2
N ~ 107 (%) x 10 x 3600 ~ 2 paires ¢ par heure,

ce qui est peu!
La luminosité est par conséquent le parametre important permettant d’évaluer la perfor-
mance d'un collisionneur. Cette derniere dépend principalement des trois quantités sui-

vantes:

— la fréquence f,., de répétition des collisions.
— le nombre de particules N, interagissant par collision.

— la surface transverse des deux faisceaux o0, lors de leur collision.

Les deux premiers sont ’atout majeur des machines circulaires. En revanche, il n’est pas
possible d’y focaliser trop fortement les deux faisceaux au point d’interaction en raison
d’effets d’instabilité faisceau-faisceau qui peuvent conduire a leur perte. Le dernier de
ces trois parametres est quant a lui le point fort des accélérateurs linéaires: puisque les
faisceaux sont éliminés apres collision, il devient possible d’opérer dans un régime ou leur

taille respective est extrémement petite (située dans I’échelle nanométrique).

Le projet TESLA est I'un des cing projets® de collisionneurs linéaires étudiés actuelle-

ment dans le monde. L’option supraconductrice défendue dans TESLA et qui repose sur

1. avec les projets d’accélérateurs a cavités en cuivre de diverses longueurs d’onde: CLIC au CERN,

JLC au Japon, NLC a SLAC et SBLC en Allemagne
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Iexistence d’'un gradient accélérateur de 25 MV /m dans les cavités apporte par rapport

aux projets de collisionneurs en cuivre les atouts majeurs suivants:
— la plus grande longueur d’onde HF: fy = 1.3 GHz.

— le meilleur rendement puissance faisceau sur puissance électrique totale de 'ordre de

20%.

— le plus grand cycle utile égal a 0.5% (produit de la fréquence de répétition par la

longueur de I'impulsion HF).

La grande longueur d’onde HF permet de réduire la dispersion en énergie du faisceau (due
aux champs de sillage longitudinaux et a la variation de I'amplitude HF le long du paquet)
ainsi que les champs de sillage transverses qui dégradent son émittance, tout en accélérant
des paquets cinq a sept fois plus longs que dans les projets en cuivre. D’autre part, la
combinaison des deux derniers avantages rend possible 'accélération d’une plus grande
intensité de faisceau répartie sur un grand nombre de paquets largement séparés en temps;
du coup, la luminosité requise au point de collision peut étre obtenue avec des tailles de
faisceau au moins dix fois plus grandes que celles envisagées dans les projets en cuivre. Les
valeurs des émittances transverses et des tolérances d’alignement sont ainsi grandement

relachées.

L’objet de cette these a été 'analyse de la ligne de focalisation finale (FFS) permettant
de transporter le faisceau TESLA de la sortie du linac d’accélération jusqu’a son point de
collision avec les caractéristiques transverses qu’imposent les valeurs de luminosité désirées.
Plus précisément, le but poursuivi durant toute cette étude a été le calcul des tolérances
relatives aux défauts d’alignement et aux erreurs de champ des aimants de la FFS, calcul
basé essentiellement sur le controle des fluctuations de luminosité au point de collision.
Comme nous allons le voir, la spécification de ces tolérances devient cruciale lorsqu’il
s’agit de définir les performances de la machine en terme de luminosité. En effet, prenons
I’exemple simple du calcul de la tolérance dy sur I'alignement vertical du dernier doublet
de la FFS. Ce dernier se comporte quasiment comme une lentille focalisante dans les deux
plans transverses, donc en particulier comme un systeme optique parallel-to—point dont
le point focal image est par construction le point d’interaction. Ainsi, lorsque les deux
derniers quadrupoles sont déplacés en bloc d’une quantité dy, ’orbite verticale du faisceau
au point de collision se retrouve décentrée de facon identique, dy* ~ dy, et la perte relative
en luminosité est approximativement égale a 5y*2/(4052) (pour de petits déplacements) ou

o désigne la taille verticale du faisceau a I'IP (cf. chapitre 3). En imposant une limitation
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de n% sur la diminution relative de luminosité, on dérive donc aisément la tolérance sur
I’alignement transverse du dernier doublet. En fixant n = 2 comme c’est habituellement
l'usage et dans le cas de TESLA ou o = 19 nm, il vient immédiatement dy ~ 5 nm.
Du point de vue de la stabilité associée aux vibrations verticales du dernier doublet, le
probleme a résoudre apparait d’ores et déja extréemement délicat et n’est évidemment pas
spécifique au projet TESLA; le méme calcul donnerait des tolérances comprises entre 1 et
20 nm pour les autres projets en cuivre. Une premiere étude s’impose néanmoins avant
de s’attaquer a 1’élaboration de schémas de correction adéquats permettant entre autres
de contréler la déviation d’orbite du faisceau au point d’interaction. Cette étude consiste
d’une part en un inventaire systématique de tous les défauts pouvant affecter les aimants
de la ligne considérée et dégradant le faisceau au point de collision en terme de perte en
luminosité et, d’autre part, en la spécification des tolérances qui leur sont associées. C’est
précisément dans ce cadre que se situe notre travail.

Intuitivement et au vu de 'exemple simple donné précédemment, on pourrait penser que,
due a un défaut quelconque de¢ dans la ligne, la fluctuation de luminosité dL est toujours
négative c’est a dire, en d’autres termes, que toutes les dérivées premieres de la luminosité
par rapport aux erreurs de la ligne, dL./d¢;, sont nulles et que la matrice de ses dérivées
secondes est définie négative. Ces deux dernieres affirmations sont vraies lorsque 1’on se
restreint a des défauts engendrant une déviation de 'orbite du faisceau mais n’influant
pas sur ses tailles transverses au point de collision (via des fluctuations dans la matrice
de transfert de la ligne considérée). En revanche, celles—ci tombent en défaut dans le cas
contraire. En effet, imaginons par exemple une certaine combinaison d’erreurs de champ
dans les quatre quadrupoles du télescope final de la FFS dont le seul effet est d’augmenter
(par chance!) la démagnification verticale de la ligne par un facteur 1 4+ ém,/m,. La taille
verticale du faisceau o se retrouve réduite par ce méme facteur au point d’interaction et
la Tuminosité augmente car inversement proportionnelle a 7.

Les complications surgissent donc tres rapidement lorsqu’il s’agit de généraliser a tous
les aimants de la ligne le calcul simple de tolérance effectué précédemment et lorsque
I’on envisage différents types d’erreurs pour chacun de ces aimants. Si 'on désigne ces
défauts par ¢; et si 'on note L(¢;) la fonction décrivant les fluctuations de la luminosité
au point de collision, on se fixe ici pour but non pas le calcul analytique complet de cette
derniere fonction (qui serait trop ambitieux compte tenu du nombre de parametres de

liberté) mais tout au plus le calcul de toutes ses dérivées premieres et secondes, (8L/8q)

et (82L/aqaq). Deux étapes successives et quasi indépendantes seront nécessaires pour
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atteindre cet objectif.

— Etape I: considérons un systeme de focalisation finale quelconque présentant certains
défauts; notons 6X la déviation d’orbite six—dimensionnelle du faisceau engendrée au
point d’interaction (offset) et 0R (matrice 6 x 6) la fluctuation de la matrice de trans-
fert de la ligne considérée. La luminosité calculée dans ’approximation linéaire au
point de collision (luminosité géométrique) est une certaine fonction de ces deux quan-
tités qui sera dérivée completement au chapitre 3. Comme annoncé précédemment,
un développement de Taylor a 'ordre 2 de cette derniere fonction montre 1’existence
d’un terme linéaire non nul faisant intervenir les éléments de matrice dRy; = 6(1/my)
et dRs3 = §(1/m,) (liés respectivement aux dimensions horizontales et verticales x

et y). La premiere étape sera alors le calcul des quantités suivantes: (8L/85RH733),

(0°L/06X,08X;),(0°L/96R; ;008 ) et (0°L/08X:6Ry).

— Etape II: la seconde étape par laquelle nous avons désiré commencer notre manuscrit
est quant a elle beaucoup plus fastidieuse. Dans un premier temps, elle consiste a
répertorier tous les défauts ¢; de la ligne susceptibles de contribuer aux fluctuations

0X et 0R. Dans un second temps, elle se fixe pour objectif le calcul de toutes les

dérivées du type (85)(/862'), (85]%/862') et (8251’:311733/862'86]‘).

En résumé, si 'on veut estimer les fluctuations de luminosité a un ordre au moins égal a 2
dans les erreurs de la ligne, on est inévitablement amené a calculer non seulement la totalité
des dérivées premieres de 1'offset 6X et de la matrice R par rapport aux différents défauts
envisagés mais aussi toutes les dérivées secondes des éléments de matrice Ry; et Rs3 en
fonction de ces mémes défauts. Cette derniere tache extrémement délicate est précisément
la raison profonde ayant inspiré I’ensemble des développements mathématiques présentés
dans ce mémoire.

Ainsi, bien qu’initialement motivé par le projet TESLA, ce travail a d’abord été consacré
a I’élaboration d’une méthode d’analyse completement générale des lignes de transport de
haute énergie puis a ’écriture d’'un code de calcul pouvant s’intégrer non seulement aux
autres projets de collisionneurs linéaires (pour ce qui est de I’estimation des tolérances de
leur systeme de focalisation finale) mais aussi a I’étude des défauts d’une ligne de transfert

quelconque. Ce mémoire s’organise en quatre chapitres.

Nous fagonnerons dans le premier chapitre les outils mathématiques nécessaires aux
objectifs que se fixe ’étape II. Nous commencerons dans un premier temps par rappeler

quelques notions de base de magnétostatique (section 1) et de mécanique Hamiltonienne
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(section 2) afin d’établir les formules relatives au potentiel vecteur du 2m—pdle et de dériver
I’Hamiltonien d’une particule chargée traversant un champ magnétique quelconque. Nous
introduirons ensuite la notion de mapping (section 3) (c’est a dire la loi de transformation
associée au transport du faisceau le long d’une ligne optique donnée) et définirons les
quantités mathématiques adéquates qui permettent son calcul a 'ordre 3 dans les non—
linéarités de I’équation du mouvement: offset 60X, matrice R, matrice T et matrice U qui
sont une extension au troisieme ordre du formalisme matriciel introduit par K. Brown
a la fin des années soixante [3]. D’autres méthodes ont été proposées plus récemment
pour un calcul a des ordres élevés des mappings régissant la dynamique d’un systeme
donné. Ainsi, a la fin des années soixante—dix, Dragt amenait 1'idée d’utiliser la théorie des
transformations de Lie pour la physique des accélérateurs [4] et, dans les années quatre-
vingts, Forest et Berz innovaient une théorie basée sur I'algebre différentielle (DA) pour
Iappliquer aux machines circulaires [5]. Cependant, apres avoir opté dans un premier temps
pour le formalisme des algebres de Lie, je me suis rapidement heurté a des difficultés
majeures. Fn effet, la théorie des algebres de Lie est certes tres efficace et surtout tres
élégante pour 1’étude d’un systeme dynamique non linéaire régi par un Hamiltonien H
commencant de maniere quadratique dans les variables canoniques utilisées. Le mapping
associé a cette dynamique est alors simplement donné par la transformation de Lie M =
exp (¢ :H:) [4] (dans le cas ou ’'Hamiltonien est indépendant du temps ¢). En revanche,
lorsque ’'Hamiltonien contient un terme linéaire (comme cela arrive par exemple lorsqu’il
s’agit d’étudier la dynamique du faisceau dans un quadrupdle décentré ou le long d’un
dipdle avec un défaut de champ), 'obtention des mappings n’est pas impossible mais devient
extrémement délicate [6]. Dans un méme ordre d’idée, la concaténation (produit algébrique)
de deux mappings associés a deux Hamiltoniens possédant chacun un terme linéaire dans les
coordonnées canoniques est elle aussi fastidieuse [7]. Aussi suis—je revenu a un formalisme
matriciel qui, de surcroit, permet un calcul bien plus direct de certaines quantités physiques
relatives au faisceau lui-méme: ces quantités seront typiquement soit les tailles transverses

du faisceau , soit la luminosité au point de collision.

Ayant assimilé les développements mathématiques du premier chapitre et admettant au
préalable les résultats concernant 1’étape I et annoncés précédemment, nous poursuivrons
au chapitre 2 les objectifs que se fixe I’étape II. Utilisant un systeme de coordonnées
symplectiques, nous établirons une méthode de type perturbative (section 1) permettant
de résoudre les équations du mouvement a un ordre de non-linéarité arbitrairement élevé
et nous donnerons les formules analytiques ainsi obtenues et relatives a I’offset 6X (ordre 0)
et aux matrices R (ordre 1), T' (ordre 2) et U (ordre 3) du dipdle, du quadrupole et de
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I’hexapodle qui sont les composants optiques classiquement utilisés dans les systemes de
focalisation finale. De plus, nous affinerons cette méthode afin de quantifier 'effet des
erreurs de champ et d’alignement de 1’élément considéré sur les trois premieres des quatre
quantités précédemment citées. Seules les sources d’erreurs pouvant affecter le mapping
d’un aimant donné jusqu’a sa matrice 1" seront alors prises en compte, a savoir: les six
erreurs (dites géométriques, section 3) paramétrisant ses défauts d’alignement par rapport
a une position idéale (c.—a—d. trois parametres décrivant la translation en bloc de 1’élément
et trois angles définissant son orientation dans I’espace Euclidien a trois dimensions) ainsi
que les erreurs de champ droit et tourné jusqu’a ’harmonique hexapolaire dans les dipodles,

quadrupoles et hexapoles de la ligne (section 2).

Au chapitre 3, nous établirons les formules analytiques décrivant les fluctuations de
la matrice faisceau et de la luminosité géométrique au point de collision en fonction des
quantités 60X et SR (étape I). Nous justifierons alors completement les choix de calculs
envisagés jusqu’a présent (c’est a dire la troncature a l'ordre 3 de la série perturbative
définissant le mapping d'un élément optique donné et la restriction que nous faisons sur le

type d’erreurs a considérer).

Enfin, dans le dernier chapitre (chapitre 4), nous appliquerons les résultats précédem-
ment obtenus au cas particulier de la ligne de focalisation finale de TESLA. Apres une
description détaillée de cette derniere, nous calculerons les tolérances associées aux défauts
d’alignement et aux erreurs de champ de ses différents éléments, ceci en imposant a la
luminosité ou aux tailles transverses du faisceau au point d’interaction des fluctuations

relatives inférieures a 2%.

21






Chapitre 1

Magnétostatique et mécanique

Hamiltonienne

1.1 Magnétostatique

1.1.1 Equations de la magnétostatique
Généralités

On considere un champ magnétique statique B dans le vide. 1l vérifie les équations de

Maxwell suivantes:

divB = 0 (1.1)
oth = 0. (1.2)

L’équation 1.1 implique que B dérive d’un potentiel vecteur A:

B =1otA. (1.3)
.. . L7 . 1. . ﬁ — 7
En choisissant la jauge de Coulomb divA = 0 puis en utilisant le fait que rot(rotA) =
—, - —
graé(divA)— A A, on obtient les équations vérifiées par A:
divA = 0 (1.4)
- o —
NA = 0. (1.5)
A est donc défini au gradient d’une fonction harmonique pres: si A est solution de 1.4 et

1.5 et si f est une fonction scalaire vérifiant Af = 0 alors A+ graéf est aussi solution.

L’équation 1.2 implique que B dérive d'un potentiel scalaire ®:

B = grad® . (1.6)
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En utilisant la relation 1.1, on obtient I’équation vérifiée par ¢ (équation de Laplace):
N =0 . (1.7)

On se propose dans la suite de cette section d’obtenir, a partir des équations 1.4 et 1.5,
des expressions exactes ou “approchées” pour le potentiel vecteur A. Cest au potentiel
vecteur et non au champ magnétique que 'on s’intéresse car tous les calculs d’optique du
chapitre 2 se baseront sur un formalisme Hamiltonien qui sera développé a la section 1.2.

On distinguera deux cas:

— le cas “rectangulaire” ou ’on recherche la forme du potentiel vecteur en coordonnées
cylindriques. Apres avoir décomposé le champ A en modes multipolaires, nous dé-
riverons finalement 'expression la plus générale que prend chacun de ces modes en
coordonnées cartésiennes, laquelle sera représentée par une double série infinie dans

les coordonnées transverses (x,y) (sous—section 1.1.2).

— le cas “curviligne” ou I'on considere un systeme de coordonnées curvilignes (x,y, s)
défini par une courbe de référence C qui est plane et de courbure h(s) non nulle
(Fig. 1.2). Comme nous le verrons a la sous—section 1.1.3, ce cas n’est pas exactement
soluble et I'on se contentera d’obtenir le développement limité du potentiel vecteur

.
A jusqu’a 'ordre 4 dans les coordonnées transverses (z,y).

Ce dernier cas est digne d’intérét dans la mesure ou la majeure partie des lignes op-
tiques qu’il s’agit d’étudier sont courbes et possedent un plan de symétrie magnétique
qui, par convention, sera désigné sous le nom de plan horizontal. Les systemes de focali-
sation finale n’en sont qu’un exemple parmi d’autres, constitués d’éléments magnétiques
rectilignes (quadrupdles, hexapoles, . ..) mais aussi de dipoles qui sont des composants op-
tiques de courbure dans le sens ou ils infléchissent la trajectoire des particules chargées
qui les traversent. Il est donc indispensable d’avoir une expression pour A dans ce systeme
de coordonnées curvilignes. Le cas “rectangulaire”, quant a lui, apparait donc purement
académique puisqu’il peut aisément se déduire du cas “curviligne” en faisant h(s) = 0.
Cependant, celui—ci n’est pas sans intérét, d’une part parce qu’il est exactement soluble et

d’autre part parce que la notion de 2m-pdle y apparait de facon naturelle.

Description succincte de la méthode en coordonnées rectangulaires

La décomposition d’un champ magnétique B en modes multipolaires B,, est déja large-

ment répandue dans la littérature (se reporter par exemple a la référence [8, p. M1-M21]).
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Fic. 1.1 = Coordonnées rectangulaires

L’expression A, des potentiels vecteurs associés 'est beaucoup moins a ma connaissance
sauf bien str dans le cas des multipoles parfaits ou le champ magnétique est invariant par
translation selon I'axe § (absence de champ de fuite) et pour lequel le champ A devient
purement longitudinal. Pour cette raison, nous exposerons ci—apres la méthode de réso-
lution des équations 1.4 et 1.5 vérifiées par le potentiel A dans le cas général (avec ou
sans champ de fuite), d’abord succinctement dans ce paragraphe puis completement a la
sous—section 1.1.2.

Pour des raisons de commodité de calcul, nous nous placons en coordonnées cylindriques

(cf. Fig. 1.1) et nous posons

—

A(r,0,s) = A (r,0,s)ud, + Ag(r, 0, s)ts + As(r,0,5)5 .

La nullité de la divergence de %_l), équation 1.4, s’écrit en coordonnées cylindriques

A,

7

1
+ 0, A, + —0gAg + 0,A, =0 . (18)
T

La nullité du Laplacien vectoriel de %_l), équation 1.5, donne en coordonnées cylindriques

A A

2 . 1 1 2 7
AA—=0pAg—— = PA+-0,A+=0;A+0IA,—=0As—— = 0
r2 r2 r r2 r2 r2
2 A 1 1 2 A
ANAgt =0 A, ==L = PA=0, At = RAAP At =0y A—— = 0 (1.9)
r r r r r r
1 1
AA, = 0PAA-0 A+ 0;A+I2A, = 0.
r r

Les équations différentielles aux dérivées partielles {1.8,1.9} étant linéaires, nous com-
mencerons par effectuer un développement du champ A en modes multipolaires puis nous

considérerons la transformée de Fourier de chacun de ces modes par rapport a s:

A= > %Ym(r,s) exp(tm @) avec ffm(r,g) — /°° Ak /Ym(r,k) o—iks

m=—00
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T = x9X+y©y+T.(9

S: abscisse curviligne

p(s)=1/h(s):
-7 rayon de courbure

Fic. 1.2 — Coordonnées curvilignes

Utilisant les relations 1.8 et 1.9, nous tomberons alors facilement sur le systeme d’équa-
tions différentielles (par rapport a r) que vérifient les composantes de chacun des vecteurs
f_l)m(r, k). Nous dériverons ainsi les expressions analytiques relatives a ces dernieres quan-
tités puis, apres quelques manipulations algébriques, nous obtiendrons finalement la forme

générale de chacune des composantes multipolaires A,,(r, s).

Ceci fera l'objet de la sous—section 1.1.2.

Description succincte de la méthode en coordonnées curvilignes

On considere une courbe plane 74(s) d’abscisse curviligne s et de courbure h(s). On

note (Z,y,3) le triedre de Serret—Frenet a ’abscisse s (cf. Fig. 1.2). On a les relations

cinématiques standards?!

J T 0 h(s) T
sl V= 0 0 0 Y
g —h(s) 0 0 g

Un vecteur quelconque 7 de I'espace Euclidien est paramétrisé de la fagon suivante:
dry

ds

—

F=ro(s)+a(s)¥+ y(s)y avec =3.

1. Par convention, on prend la courbure h positive (respectivement négative) lorsque la courbe C s’in-

curve vers la droite (respectivement vers la gauche) dans le plan orienté par le vecteur fixe ¥.
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L’élément de longueur dans ce systeme de coordonnées est donc

%
dr = dr? + dyy + (1 + h(s)x) ds s

d:ef hl du1 ﬁl + hg dUQ ﬁg + h3 dU3 ﬁg .

On considere maintenant un systeme quelconque de coordonnées curvilignes orthonormales
(w1, uz, us) dans lequel I’élément de longueur s’écrit CZ“: hiduq iy + ha dug tis + hs dus tis ou
les h; sont des fonctions des coordonnées. Si ® est une fonction scalaire des coordonnées
curvilignes (ug, uz, us) et si A est un champ de vecteur dépendant de ces coordonnées, les
expressions pour gr?i@, D, divA et tot A sont les suivantes:

~P - h1h12h3 2 ail (h;:g gj)l)
divd = hlhlthZ ail(hzthl)
(totA), = h21h3 [aiw(thS)—a%g(thQ)]

ou le signe >~ sans indice signifie sommation sur les permutations par cycle des suffixes
(1,2,3); par ces mémes permutations on obtient (HJ)Q et (H/Y)g

On adaptera alors aisément ces dernieres expressions au systeme de coordonnées consi-
déré ici. Cependant, 'expression du Laplacien vectoriel (Via“ﬂ rol — @ div”) devenant
compliquée, le calcul du potentiel vecteur A ne se fera pas en résolvant directement les
équations 1.4 et 1.5 comme dans le cas rectangulaire. On commencera par chercher le po-
tentiel magnétique @ sous la forme d’une série dans les coordonnées transverses (x,y) puis
on dérivera les coefficients de cette série jusqu’au degré 4 en (x,y). Pour ce faire, on utili-
sera I’équation de Laplace vérifiée par ® qui, dans le systeme de coordonnées curvilignes

considéré ici, s’écrit

1 1 1
AN =0=———0,|(1+h P 2P A | =0 .
0 Hh(s)xa [(1+1(s)2)0,0] + 020 + Hh(s)xa [Hh(s)xa ] 0
(1.10)
Dans un second temps, on calculera le champ magnétique Ba partir de I’équation 1.6:
- 1
B = gradd = RO Q)+ ——(0,9) 5. 1.11

Le calcul du potentiel ® ayant été poussé jusqu’a 'ordre 4 dans les coordonnées transverses,

le champ B ne sera connu quant a lui qu’a l'ordre 3 en (x,y). Finalement, a partir des
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équations 1.4 et 1.5, on exhibera une solution pour le potentiel vecteur A caractérisant son

comportement jusqu’a 'ordre 4 dans les coordonnées transverses:

1
ayAs—masAy
ol = B = L oAz — — (1 4 ha)Ay]
9, A, — 9, A,
divA = = (1 4+ ha)A, A, 4+ ——0:A; .
iv 0 1—|—h:1;a[( + ha)Az]+0, y+1+hxa

Tout ceci fera 'objet de la sous—section 1.1.3. Enfin, insistons sur le fait que ce choix de

troncature n’est pas arbitraire: il s’expliquera plus loin a la section 1.3.

1.1.2 Magnétostatique en coordonnées rectangulaires
Développement en modes multipolaires

Le potentiel vecteur A se décompose de fagon unique en deux champs de vecteurs:

— 'un symétrique par rapport au plan horizontal (xOs) (qui, par construction, corres-
pond au plan de symétrie de "accélérateur) et que 1’on note %_1)"'; on parlera dans ce

cas de composante droite.

— lautre antisymétrique par rapport au plan horizontal et que ’on note %_1)_; on parlera

dans ce cas de composante tournée.

Ona A= AT + A~ et on décompose At et A= de la fagon suivante:

Af(r,0,s) = f: Al = Z (/ dkaf, (r k)e ) cos mb
m=0 m=0

AZ(r,0,s) = iA;m: i ( h dka,, (r k)e st) sin mé
m=1 m=1 >

Af(r,0,s) = i Af = i ( Tk ag o, (r,k) e_lks) sin mé
m=1 m=1 B

Ag(r,0,s) = i Ay = i ( - dkay, (r, k) e_““) cos mb
m=0 m=0 >

Af(r,0,s) = i Al = i ( Tk af,(rk)e st) cos mb
m=0 m=0 >



(r,0,s) Z AL, = (/OO dkaz,, (r k) e_“”) sinmé .
m=1 e

Pour un entier naturel m > 1, on parlera de composante 2m—polaire. Le cas m = 0, quant
a lui, est quelque peu particulier dans le sens ou seules les composantes a;,':o, a:—,o et agyg
sont véritablement définies; il sera traité a la fin de cette sous—section.
L’équation 1.8 donne pour tout m > 1

at m
4 By, £ —ag,, —ikal, =0 . (1.13)

r rm r Om

L’équation 1.9 donne pour tout m > 1

2+ m? 2,4+ —2m £ L.+

ar rm—l_ aa —k*a rm:F r2 a@m r_2ar,m =0

2 2 2mok Lo (1.14)
m?2 m

a a@m—l_ 67’ €m_ 2 _k a@m:F r2 Cl r_2a€,m =0

pour ce qui est des composantes transverses du champ A. Enfin, concernant sa composante
longitudinale, on a pour tout m > 1

2

0%a* a L (1.15)

rs,m ra s,m r s,m

On pose alors
SE(r k) = (a,(r, k) + af,(r k) /2
(k) = (af,(rk) = af, (k) /2

Le systeme d’équations 1.14 se découple par ce changement de fonctions et on obtient

m>1.

9 -

rlg?smE 4 orgsmE — (k2r2+(m:|:1)2) smE =0
r2026mE 4 10,6 — (K24 (mF 1)2)8mE = 0

m>1.

9 -

On rappelle que I’équation différentielle r?y” +ry’ — (r* + m?)y = 0 (ott m est un nombre
complexe quelconque) possede deux solutions linéairement indépendantes, I, et K, (voir
par exemple [9, p. 374-378]), qui sont les deux fonctions de Bessel modifiées d’ordre m.
Pour m entier naturel positif, seule la fonction [, est réguliere en 0. On a donc d’apres ce
qui précede

Smi(r,k) = Si(k)]mil(kr)

m

, soit

§"E(r k) = §E(k) Lz (kr)
a:m(r,k) = sE(k) g1 (kr)+6E (k) Lz (kr)
af (r k) = sE(k) e (kr)—0E (k)71 (k)

a,m m

,m> 1. (1.16)
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Pour ce qui est de la composante longitudinale a?:m, I’équation 1.15 donne directement
af, (r k) = at (k)L (kr) . (1.17)

Enfin, en utilisant la nullité de la divergence de %_l), on obtient une relation liant les trois

fonctions s (k),d% (k) et af (k):
sE(k) + 0 (k) = iaE (k) pour tout m > 1 (1.18)

ou, pour dériver cette égalité, on a utilisé I'indépendance linéaire des fonctions 1,,, I,,11 et

I,,_1, ainsi que la relation de récurrence [9, p. 376]

m=1
[;nzl:l(kr) = I, (kr) ¥ T matt (kr) . (1.19)

En reprenant les expressions 1.16 et 1.17, en utilisant 1’égalité 1.18 ainsi que la relation de

récurrence évoquée ci-dessus, on obtient finalement

at, (r,k) + 11 (kr) LRI (kr)
af,, (rk) | = ba(k) | Luw(kr) |+ cn(k)| Fim/rl,(kr) (1.20)
aim(r, k) Fi 1 (kr) kL, (kr)
0 (k)
ou bE(k)=sE(k)—E(k) et E(k)=—2i/k ) ,m>1 .

D’apres ’équation précédente, chaque composante 2m-—polaire droite ou tournée possede
donc deux degrés de liberté représentés par les deux fonctions bE (k) et ¢ (k). Cepen-
dant, comme nous le verrons au paragraphe suivant, le potentiel vecteur correspondant au

parametre de liberté ¢ (k) est de rotationnel nul et ne possede donc aucun sens physique.

Champ magnétique et force multipolaire

On écrit un développement pour B similaire a celui écrit pour A. Puisque B est un
pseudo-vecteur, la composante symétrique B* du champ magnétique dérivant du potentiel

AT est antisymétrique par rapport au plan horizontal et inversement pour B~

(r,0,s) Z B, =" (/Oo dkbf, (r, k) e_“”) sin mé
m=1 >

o0

B (r,0,s) Z B, (/OO dkb,,, (r, k) e_““) cos mb
:o e
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BF(r,0,s) = ZB fj(/ dk bt )Cosm0
2\ [

(1,0, 5) ZBM_ (/ dk b7, (r, k) _st)smm@

+(r,0, 5) ZB (/ dk b, )smme

BI(r,0.5) = ZB Z(/ dk bz, )cosme.

On utilise ’équation 1.3 que 1’on écrit en coordonnées cylindriques:

1/7“89145 - 65149
é = HJ = asAr - arAs
L/rd.(rAg)—1/r0sA

Il vient pour tout m et tout k&

+ _

br,m - +- asm—l_lka@m

+ _
b@,m — —1 kar,m - a Cl

+ 1+ + m .+
bs,m - ;aﬁ,m + ara@,m + r arm .

En utilisant les relations 1.20 ainsi que la formule de récurrence reliant les [, (équation

1.19), on obtient finalement

ot (r, k) ikI (Kkr)
b;m(r, k) | = (an(k) — (ﬁ(k)) +im/rl,(kr) ) (1.21)
b?:m(r, k) kL, (kr)

On voit donc que le champ magnétique ne dépend plus des fonctions ¢ (k) introduites
au paragraphe précédent. La raison en est simple: en effet, dans I’équation 1.20, la partie
proportionnelle a la fonction ¢£ (k) correspond & un champ de vecteur A)Tin de rotationnel et
de divergence nuls, donc a un champ de vecteur égal au gradient d’une fonction harmonique;
ce degré de liberté supplémentaire témoigne ainsi de l'invariance de jauge évoquée au début
de la sous-section 1.1.1. Des lors, on posera donc ¢t (k) = 0 et ceci sans oter aucune
généralité a la physique du probleme.

On définit la force du 2m-podle comme suit (cette définition peu classique sera justifiée un
peu plus loin):

BE_ (s) = 2%/_0:0 dk bE (k) k™ =™ > 1 (1.22)
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En utilisant la définition 1.22, I’équation 1.21 ainsi que le développement en série des
fonctions I, ([9, p- 375] ),
%] 2/4

L Z

— m—l—q)

Y

on obtient les composantes 2m—polaires droites et tournées du champ magnétique (m > 1):

= + 2q _ sin m#
B* .0,5)= 1)9 m prt2e-1gE (29
50,09 q§O< P ) 3
0
BE (r,0,s)=+ | ———Te N C R CO TN 1.23
6,m 7“ S Z 4qq m_l_q) ( m—l) (S) sinm@ ( )
ad 1 sin mé
B* 7(97 — 1)¢ rmt2a Bi (2g+1)
s,m(r S) qZ:;)( ) 4q (m_l_q) ( m—l) (S) cos me

ot (BE)@ désigne la dérivée ¢ ®™¢ de la fonction BE. On voit donc que les fonctions BE(s)
(m > 0) définissent la solution la plus générale décrivant les composantes (2m + 1)—polaires
droites et tournées d’un champ magnétique statique (leur valeur respective étant fixée par
les conditions aux limites).

Enfin, pour plus de généralité dans l'exposé, on peut donner facilement les potentiels
scalaires ®% dont dérivent les champs gi écrits ci-dessus; on a pour chaque composante

2m-polaire droite ou tournée

CI)Tin(r, f,s) = Z(—l)q

=0 4ag!(m + q)!

,m>1. (1.24)

cos mb

ke rrt2(BE 29 () { sin mé

En effet, on vérifie aisément qu’en prenant le gradient de 1’égalité 1.24 (écrit en coordonnées
cylindriques) on retombe bien sur I'équation 1.23 (la nullité du Laplacien du potentiel
scalaire ®% vient immédiatement de la nullité de la divergence du champ B)i) En utilisant

le fait que pour tout entier m on a

m{ cos mb { Rz +1y)™
.

sin mo - S(x+iy)”

et en supposant que les fonctions BE ne dépendent pas de s (absence de champ de fuite),
on retrouve les définitions usuelles relatives a la force et au potentiel magnétique scalaire

d’un 2m-pole droit ou tourné:

B:I: o s \m
OF (2,y) = —2 SEHIY™ - on Ta définition 1.22.
mt | Rz +iy)”
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Forme analytique finale pour le potentiel vecteur en coordonnées cylindriques

ou cartésiennes

De la méme facon que pour le champ é, en utilisant 1’équation 1.20, la définition 1.22

ainsi que la décomposition en série des fonctions [,,, on a pour tout m > 1

prt2atl cos mb
A (1.0, s)=%1/2 BE_ )t
r,m(rv S / Z m_l_ 1 n q) ( m—l) (S) sinm
m+2g—1 : 0
AE(r,0,5)=1/2 " BE | )a+D) S 1.25
(r,0,5)=1/ Z 4qq m+1+q)( met1) (s) o (1.25)
rmt2e cos mb
Ai 0, BE (29
(0,81 L) i B o

et finalement, en écrivant
A;Em = A:m cosf — A;Em sinf et A;m = A:m sin f + A;Em cos b,

.
on obtient 'expression des composantes 2m-—polaires du champ A en coordonnées carté-

siennes:
)=y M) o wi_mqw{ig;1;;;:11
Aimw,y,s):%;( 1y fmiﬂq) (B2 ,)tr4)(s) {;EH;Z (1.26)
() =7 S g () {2213;:

En particulier, en I’absence de champ de fuite, on a A = A;tm = 0; on retrouve ainsi la

définition usuelle du potentiel vecteur d’un 2m-—pole droit ou tourné:

m! Sz +iy)™

A’Tj;(x?y) = A;t,m(xvy)‘;: +

Cas m = 0, le solénoide

Dans le cas particulier m = 0, on rappelle que seules les composantes (a,',':o, aj—,o) et ag,
du potentiel vecteur sont véritablement définies et associées respectivement aux compo-
santes b, et (b; 0 b;o) du champ magnétique. En suivant exactement la méme démarche

que précédemment, on aboutit pour le mode monopolaire “+” et “-7 a
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T(k) I (kr . .
" f( ) Li(kr) ) - boo=0 = B(-l;n:O) =0
ago(r, k)= ag (k) Io(kr)

b o(r, k)=t kag (k) I (kr
a;o(rak) = ag (k) I1(kr) = ( & (r, k) (k) Li(kr) )

bso(r, k)= kag (k) Io(kr)

La premiere de ces deux équations vient du fait qu’un champ de vecteur B invariant par
rotation autour d’un axe 8, azimutal et de rotationnel nul, est partout nul dans un espace
“sans trou” (il suffit de calculer la circulation de B le long d’un cercle d’axe § et d’utiliser
le théoreme de Stokes).

Concernant la composante monopolaire tournée du potentiel vecteur, on introduit comme

précédemment la fonction suivante:

B-,(s) = / dk az (k) ke
En utilisant la décomposition en série de la fonction [ ainsi que la définition du potentiel
vecteur azimutal Ay en fonction de la composante ag, on obtient rapidement

L& (—1)ar2att

def [°° - —iks
Ag:/_oo dk azo(r, k) e=i* 25;

T )

A==y U(z,y,s)

1 & (—
soit Ay=z2U(x,y,s) avec Ulz,y,s —Z @ty ) (B:l)(zq)(s) .
h 0 2.5 q+1)

Avant d’aller plus loin, on insistera en particulier sur le fait que la fonction BZ;(s) n’est ni

plus ni moins que le champ magnétique longitudinal sur 'axe. En effet, on a
By = 0,A,—0,A; =2U+ (20, +y0,) U, soit Bs(x =0,y =0,s) =2U(0,0,s) = BZ;(s) .

Cette situation est bien représentée par le cas particulier du solénoide. En effet, un solénoide
de longueur L et de rayon rg, contenant N spires parcourues par un courant d’intensité I,
engendre dans la région 0 < r < rg un potentiel vecteur azimutal Ay défini par [8, p. S1§]

Ag(r,s) = M - dk sin(kL/2) K (kro) I (kr) cos ks
wlL 0 k

ou K est la fonction de Bessel modifiée d’ordre 1 irréguliere a 1’origine. Ainsi, avec les

notations précédentes, ceci correspond a

poNIrg sin(kL/2) Ky (kro)
L k '

ag (k) =
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La fonction BZ;(s) que I'on note désormais By, est alors donnée par

B / Tk ag (k) ket = &LITO / T dk sin(kL/2) Ky (k) e
—00 m —00
,uoNITO oo . . -
= dk [sin(k(L/2 + 5)) + sin(k(L/2 — 5))| K1 (kro) .

L 0

NI

0 b _
En utilisant la formule d’intégration ([11, p. 731]), / da Ky(ax) sin(bx)= 2—7T (a2 + bz) ,
a
on obtient finalement ’

B ,uoNI

L/2— L/2 +
Buals) = Bufe = 0.y = 0,5) = 223 s LR

VL2 =s)2 402 J(L/2 4 5) 412

et ’on retrouve ainsi I’expression analytique du champ magnétique longitudinal sur 1’axe

du solénoide.

Pour finir, on remarque en particulier que, contrairement aux (2m)-poles, le potentiel
vecteur reste purement transverse en l’absence de champ de fuite: A, = —Boy/2 # 0 et
A, = Box/2 # 0 ou By = ponl est le champ magnétique créé par un solénoide infiniment

long, parcouru par un courant d’intensité [ et contenant n spires par unité de longueur.

Tableau récapitulatif: potentiel vecteur et champ magnétique du solénoide et
du 2(m + 1)-poéle (0 < m < 3)

On donne a la page suivante (Tab. 1.1) les formules analytiques relatives au potentiel
vecteur et au champ magnétique du solénoide et du 2(m + 1)—pdle (0 < m < 3). On a
tronqué les séries qui définissent ces quantités a l'ordre 3 en (z,y) pour le champ B et a
I’ordre 4 pour le champ %_l); ce que 'on a écrit symboliquement “+0(4)” pour B et “+o(5)”
pour A.

1.1.3 Magnétostatique en coordonnées curvilignes
Potentiel scalaire tronqué a ’ordre 4 dans les coordonnées transverses

On commence ici par calculer le potentiel scalaire magnétique ® vérifiant 1’équation de
Laplace 1.7. Puisque ® est un pseudo-scalaire, la composante symétrique ®* du potentiel
scalaire (associée a la composante symétrique B* du champ magnétique) est antisymétrique

par rapport au plan horizontal y = 0 et inversement pour ®~. On pose donc
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As = =Bio1/2y + By, /16 y(2* + y*) + 0(5) By = =Bl /2@ + By /16 w(x” + y?) + o(4)
solénoide | Ay = Bsor/2x — B /16 x(x? + y*) + o(5) By = =B /2y + B, /16 y(z* + y*) + o(4)
A; =0 By = Bso1 — B /4 (22 4+ y*) + o(4)
2(m+1) droit ou
pole tourné
m=20 Ay = B[4 (x® — y?) — B /48 (x* — y*) + 0(5) Bp = —Bi"/4xy + o(4)
dipole Ay = B /22y — BY'" /24 zy(2? + y*) + o(5) By = Bf — B{"/8 (2% + 3y?) + o(4)
droit Ay = =BF =+ B /8 z(2 + y*) + o(5) By = By — B /8 y(x? 4+ y?) + o(4)
m=20 Ay = =By /2zy + By [24 zy(2? + y?) + o(H) By = By — By"/8 (327 + y*) + o(4)
dipole Ay = By /4 (x? — y*) — By /48 (z* — y*) + o(5) By, = —By"/4zy + o(4)
tourné As = By y— By /8y(x? + y?) + o(5) By = By x — By /8 x(2% + y?) + o(4)
m=1 Ay = B /12 (23 — 32y?) + o(5) By = Bf y— B /12 (32%y + y3) + o(4)
quadrupole | A, = B /12 (3z%y — v®) + o(5) By = Bf = — B} /12 (23 + 3zy?) + o(4)
droit Ay = BF /2 (y? — 2% + B /24 (2* — y*) + 0(5) B, = B zy + o(4)
m=1 Ay = =BT /12 (32%y — ) + o(5) By = By x — B /623 + o(4)
quadrupole | A, = By/12 (2® — 3zy*) + o(5) By = =BT y+ B /6y* + o(4)
tourné Ay = By zy — B{" /12 zy(2? + y?) + o(5) Bs = B /2 (2% — y*) + o(4)
m =2 Ay = B /48 (2* — 622y + y*) + o(5) B, = B xy+ o(4)
hexapole | A, = Bf' /12 (2%y — zy®) + o(5) By = B /2 (2% — y*) + o(4)
droit Ay = —BF /6 (22 — 3zy?) + o(5) By = B /6 (32%y — y®) + 0(4)
m =2 Ay = =B3' /12 (23y — zy®) + o(5) By = B3 /2 (22 — y*) + o(4)
hexapole | A, = B5'/48 (z* — 62%y* + y*) + o(5) By, = —B5 zy+ o(4)
tourné Ay = B5 /6 (32%y — v®) + o(5) By = B3 /6 (2% — 3zy?) + o(4)
m =3 Az = o(5) B, = BT /6 (32%y — y®) 4 o(4)
octupéle | A, = o(5) By = Bf /6 (2% — 3zy?) + o(4)
droit Ay = —BF /24 (z* — 622y + y*) + o(5) B; = o(4)
m=3 Az = o(5) By = B3 /6 (23 — 32y?) + o(4)
octupéle | A, = o(5) By = —B3 /6 (3z%y — y*) + o(4)
tourné A = B3 /6 (23y — 2y®) + o(5) B; = o(4)

TAB. 1.1 — Potentiel vecteur et champ magnétique du solénoide et du 2(m + 1)—pole en

coordonnées cartésiennes

36




By s) = 3 Gura(e, )y (2K 4 1)
®=dT + & avec k:oo (1.27)
O (x,y,s) = ZCI)%(:L',S) ka/(Zk)! )
k=0

[’équation de Laplace (écrite dans les coordonnées curvilignes considérées ici, équation
1.10) impose une relation de récurrence reliant les fonctions ®(x,s). On a pour tout k

entier

Oy, s) = —m [agg(u +h(s)z) D) + 0, (m as)] Op(z,s) .  (1.28)

Ainsi, toutes les fonctions ®q;, (k> 1) et ®opyq (K > 1) se déduisent respectivement de
g et de ®4. On développe donc les deux fonctions ®g(x, s) et ®q(x, s) en série entiere par

rapport a x:

Bo(r.s) = 3o An(s) ™ /(m 4 1) + gols)
" (1.29)
Qy(x,s) = Z_:OA;(S)xm/m!.

Avant d’aller plus loin, nous devons insister sur les deux points suivants.

— Comme dans le cas rectangulaire, on voit que le champ B qui dérive directement
du potentiel ® peut étre défini a partir de deux suites de fonctions qui sont ici
les suites (Al (8))men et (o, (A (3))men). Ces dernieres dépendent uniquement des

caractéristiques du champ magnétique sur I'axe 5. On a en effet

¢ B, =0.® = B.(x,y=0,5) = 0.Po(2, ) et donc A7, (s) = (9] Bz) (r=y=0,5) -
o B,=0,0= By(z,y=0,5) = ®y(z,s) et donc Al (s) = (00" By)(z=y=0,s) -
e B, =0,2/(1+ha)= Bs(x =y =0,s) = py(s) .
— Le cas rectangulaire n’est que le cas particulier du cas curviligne ot I'on a fixé h(s)=0.
On doit donc pouvoir relier la suite (Bgol, (BE)men) définie a la sous-section 1.1.2 &

la suite (¢o, (AL )en). En utilisant les trois égalités écrites ci-dessus ainsi que le

tableau 1.1, on obtient aisément les relations recherchées:
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¢ =Bsol
Ad=BF Ay =By
Af =B Ay =By — B,/2
AT=BFf — Bf"/4 A;=B; —3/4B;"
AT=B — Bf"/2 A;=B; —B;" + 3/8 B/,

. et cetera.

On voit donc que les fonctions de s, (AL ),.en et (BE),.en, sont égales deux & deux

si et seulement si elles sont indépendantes de s.

Cette derniere remarque étant faite et par comparaison avec le cas rectangulaire, nous
continuerons cependant a parler ici de composante 2(m + 1)-polaire droite (respectivement
tournée) pour la partie du champ magnétique B+ (respectivement é‘) engendrée par le
coefficient At dans le développement de ®; (respectivement A dans ®).

Le but de ce paragraphe est alors de calculer le potentiel ® jusqu’a l'ordre 4 dans les
coordonnées transverses (x,y). En reprenant les équations 1.27 et 1.29, on voit qu’il nous
suffit simplement de calculer @5, ®5 et &4 respectivement aux ordres 2, 1 et 0 en (x,y).

En utilisant la relation de récurrence 1.28, on tombe facilement sur les développements
recherchés:
Py=(—py —h Ay — A7) + (Wep + 2hep + h* A7 — AF" —h AT — A7) 2+
(—=3hh'p) — 3h2py —h3 Ay + WAy’ +2h A" + h2 AT — 1/2 A7~
h/2 A7 —1/2A3) 2% + o(a?)
Py=(—Af" —h AT — AD) +
(WAL + 2h A" + W2 A — AT —h AT — AT) 2 + o(2?)
®,=(5hh'pf + 4h*py + @i + h* Ay —2h Ag" + h" A5 + 2 A7"—
h*A7 +2h A7 + A3) +o(z) .

Dérivation du champ magnétique

.
On calcule ici le champ magnétique B a l'ordre 3 dans les coordonnées transverses

(z,y). On a
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Bf=y 0,9,4+y°/6 0,95 + 0(4)
B,.= 0, P =

B+: (I)l —|—y2/2 (I)g + 0(4)
B= 9 ={ "

B, =y Po4y°/6 Py + o(4)

Bf=(1 —haz+h%2?) 9,0, + y*/6 993 + o(4)
B;=0;® /(1 + ha)= B;y=(1 —hz + h%z?* — h*2%) 9,90 +
(1 —ha)y?/20:P2 + o(4) .

Le champ B est alors donné par
BY=[1/6 (WAS + 20 AF") ] + [Afy + (W2AT — A7) 2/6] +
[A;:ch - hA;yS/G} + [A;J{/G (3z%y — y?’)} + o(4)

Bi=[A$ — AT"y?/2 + (WAL + 2h AT") oy? /2] +
[Afe — hAfy?/2 + (R2AF — AP ey?/2] +
[Af (22 = y?)/2 — b Af /2] + [AL /6 (2® — 3oy?)] + o(4)
Br=[A$'y — h A wy + W2 AL "2y — ATy /6] +
[Atey — h A%y — (WAF + b AF) /6] +
AT /6 (322 — y™)] + o(4) .

Pour ce qui est du champ magnétique é‘, tous les termes engendrés par g et A, seront
omis volontairement dans les résultats qui vont suivre. En effet, le coefficient Ay (respecti-
vement ¢g) engendre un champ magnétique porté par & (respectivement par §) en a=y=0
alors que ce dernier est purement vertical (c.—a—d. porté par ¢) pour tous les éléments
optiques classiquement utilisés dans les lignes de transport hormis le solénoide (c.—a—d. le

dipdle droit, le quadrupole et 1'hexapole). Tous calculs faits, on obtient
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=[ ATz —h AT Y22 + (202 AT — A7) 2y /2] +
(A7 (2% — y?)/2 = h ATay? /2] + [ A7 /6 (2 — 3y?)| + o(4)

=[—ATy —h ATay + (2h2A7 — A7) a2y /2 + (AT — h2AT) /6] +
[—Asay —h A a%y/2 + h A7y /3] + [ A5 /6 (y° — 32%y)] + o(4)

T=[AT (1 —ha)a?/2 — ATP/2 - W AT 2y /2) +
[A7/6(2® = Bay?)] + o(4) .

Dérivation du potentiel vecteur

Nous avons obtenu au paragraphe précédent un développement jusqu’a 'ordre 3 en
(x,y) pour les champs B et é‘, tout en séparant soigneusement chaque composante 2m—
polaire droite ou tournée engendrée par chacun des coefficients AT, AT, AL et AL 1l reste
donc a dériver les potentiels vecteurs %_1)1", Aét, %_lét et %_l)ff associés respectivement a ces quatre
coefficients. Dans ce but, nous écrivons pour chacun d’eux un développement a ’ordre 4
en (x,y) le plus général possible et nous utilisons ’équation 1.12, sous—section 1.1.1, afin
d’identifier les coefficients de ce développement:

A)i:%_l)ic—l—[lét—l—ggt—l—gf—l—...avec 1< <4,

_,

BE

K3

||
,\-FL ”M”*

4

Z O_é)i]‘k l’j yk + 0(5)
k=1

A’:I:

Tous calculs faits, on obtient

— pour le dipéle droit (cas relatif au coefficient AF)

AT 1= AT (@ — y?) /4 — AT"(32" + 62%y? — Hy*) /192 —
(1/6 WA +7/12h AT 2® + h A 2y? /2 +
(5/12h W AF 4+ 5/8h2 A"y a* —1/16h2 AL'y* + o(5)

AT =AY 2y /2 — A" (23y + 3ay®) /48 — h ALy /12 +

Yy, 17
h2 AL 23y /3 — h2 Al 2y /4 + o(5)
Af=—Af(x —ha?/2(1 —haz 4+ h%?) + A7"(2®/12 4+ 2y?/4) —
(1/24 0" A +3/16 W A" + 11/48h AT") 2t — h AF"2%y% /4 +
(1/48 WAL+ 1/16 h AF") y* + o(5) .
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— pour le quadrupéle droit (cas relatif au coefficient A7)

AL ,=AT (2% = 32y?) /12 — (5/48h AF" + 1 /2410 AT) (2 — y*) + o(5)
Al =AT(32%y — y?) /12 — h AT (42%y — 32y°) /12 + o(5)
Aby=Af (y* — 2%)/2 +h A} 23/6 — h2 A} (42t — y*) /24 +

A" (2t 4 622y — 3y*) /48 + o(5) .

— pour le quadrupdle tourné (cas relatif au coefficient A7)

AT, =— AT 322y — v7)/12 +5/12h AT "2%y + 1/6W AT 2y + of5)
Ay ,=AT (2% = 32y*) /12 —h AT (2* — y*) /48 + o(5)
A,=AT zy —h AT y°/6 + W2 AT 2y°/3 +

AT (2%y — 32y?) /12 + o(5) .

— pour I'hexapdle droit (cas relatif au coefficient A7)
AT = AL (2 — 62%y? + y*) /48 + o(5)
Af = A 2%y — 2?12 + of5)
Afy=—Af (2% = 32y%)/6 —h (2" —y")/24) +0(5) .
— pour I'hexapole tourné (cas relatif au coefficient A3 )
Azs=Ay (xy® — 2%y) /12 + o(5)
AZa= AT — 675" 1 y")/18 + of5)
A=Ay ((3:1;2y —y°)/6 — h:z;y3/6) +o(5) .
— pour Poctupdle droit (cas relatif au coefficient A7)
A;—A:A;—A = 0(5)
A:4:—A§' (2t — 62%y* + y*)/24 + o(5) .
— pour l'octupdle tourné (cas relatif au coefficient A7)

{A;A:A;A = 0(5)
AT =A3 (2%y —2y°) /6 + o(5) .

41



m =10
dipole A, = At [—z +ha?/2(1 —hz + h%*z?)] + o(5)
droit

m =1
quadrupole | A, = Af [(y? — 2?)/2 + ha?/6 —h%(4at — y*)/24] + o(5)
droit
m =1
quadrupole | A, = A7 [2y —hy?/6 +h?2y°/3] + o(5)

tourné

m =2
hexapole | Ay = AF [—(2® — 32y?)/6 +h(a? —y*)/24] + o(5)
droit

m =2
hexapole | A, = A;

tourné

[(B2%y —y®)/6 —hay’/6] + o(5)

0o

m =3
octupdle | A, = — AT (21 — 62%y? + y*)/24 + o(5)
droit

m =3
octupdle | Ay = A3 (z%y — 24*)/6 + o(5)

tourné

TAB. 1.2 — Potentiel vecteur longitudinal du 2(m + 1)-pdle parfait

Multipoles “parfaits”

Comme dans le cas rectangulaire, on voit que le potentiel vecteur devient purement
longitudinal lorsque les fonctions A ne dépendent pas de s (avec ici la condition supplé-
mentaire que h ne dépend pas non plus de s): on parlera dans ce cas de multipdles parfaits.
Le tableau 1.2 récapitule les résultats relatifs aux potentiels vecteurs longitudinaux (A;I—,m-l—lv
0<m<3)et (A;,,41,1<m<3) que l'on obtient dans cette situation®; on peut alors re-
marquer qu’en annulant h et en substituant les constantes B aux constantes A%, on

retombe comme prévu sur les résultats de la sous—section 1.1.2 (cf. Tab. 1.1).

2. L’expression des potentiels vecteurs droits At en coordonnées curvilignes est déja existante dans la
:

ne lest pas.

littérature (voir par exemple Ref. [10]); & ma connaissance, celle des potentiels tournés A7,
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1.2 Hamiltonien d’une particule chargée soumise a un

champ électromagnétique

1.2.1 Lagrangien et Hamiltonien en coordonnées curvilignes

Courbe de référence

On reprend la figure 1.2 de la section précédente; on considere donc une courbe géo-
métrique de référence notée C, paramétrisée par un vecteur rp(s) ot s désigne une abscisse
curviligne. Pour plus de généralités dans 1’exposé, on supposera pour l'instant que cette
courbe n’est plus plane comme elle I’était a la section 1.1. Si h(s) et 7(s) désignent res-
pectivement la courbure et la torsion de la courbe C a ’abscisse curviligne s et si ’on note

(7,9, 5) le triedre de Serret—Frenet & 1’abscisse s, on a”

J T 0 —7(s) h(s) 7
e I 7(s) 0 0 y (1.30)
5 —h(s) 0 0 s

On considere une particule chargée quelconque de masse m et de charge q. On paramétrise

la position 7(t) de cette particule par trois fonctions (), y(?) et s(t) comme suit:
r(t) =ro(s(t)) + x()@(s(t)) + y()y(s(t)) . (1.31)

En dérivant la relation 1.31 par rapport a t et en utilisant 1’équation 1.30, on obtient donc

I’expression suivante pour la vitesse v de la particule:
— dF R . . — . . —
v:%:(l—l—hx)ss—l—(x—l—yrs)x—l—(y—:z;TS)y (1.32)

ou . signifie dérivée par rapport au temps ¢.

Lagrangien électromagnétique et Hamiltonien

On suppose que cette particule se déplace dans un champ (E, é) dérivant du potentiel

électromagnétique (V, %Y) avec

B =1olA A=A (x,y,s, )+ Ay(z,y, 8, )7+ As(z,y,s,1)8
E=-0A- graév V=V(z,y,s,t1).
52%7?0 : tangente a la trajectoire.
3 f:—cgs—r;”/ | d;!;u [| : normale & la trajectoire, h =|| d;!;u [l .
Y=§NZ¥ : binormale , 7 = det(%, d;;;u’ d;s’z” )/h? .

43



Le Lagrangien de cette particule est [12]

2

>

ou v = #2/02 et ou U est donnée par I'équation 1.32. On peut donc calculer par les

méthodes usuelles les moments (P, P,, Ps) associés aux coordonnées (x,y,s). On a

—

P, = 0L/0t = mc*/y? dv/05? 0v*/0t + qO(0.A)/dz

P, = 0L/8y = mc*/y? 0v/052 9520y + qd(T.A)/dy , soit
P, = 0L/05 = mc/y2 9v/052 952)05 + qI(T.A)]Ds
P, = qA,+m~y(&+yrs)

P, = qA,+m~y(y—a7$) (1.33)
P, = (14+ha) (m’y(l—l—hx)é—l—qu) +yr P, —ath, .

L’Hamiltonien est alors défini par

H(z,y.s, P, P, Pyit) = Poi + Py + Poé — L =

P —yrP, P,
et £ (Pmad )t + (B —qap 4+ (Bmirbterh
14+ ha

et on note que la racine carrée dans cette derniere expression est, comme il se doit, I’énergie
relativiste de la particule de masse m et d’'impulsion p=m~v: K = /m?c* + p2c? .

2
— qAS) +qV (1.34)

1.2.2 Changement de variable indépendante
Préliminaires

Soit un systeme a n degrés de liberté (qi, ..., ¢,) avec (P, ..., P,) pour moments conju-
gués; si ¢ désigne la variable indépendante et H(qy,...,qn, P1,..., P,;t) ’'Hamiltonien ré-

gissant la dynamique de ce systeme, les équations d’Hamilton s’écrivent

Vi, 1<:<n
dP,/dt = —9H/dq
et dH/dt = OH /Ot .

On suppose que la dérivée partielle de H par rapport a l'un des P; est non nulle pour un
certain domaine de ’espace des phases et pour un certain intervalle de temps T; pour fixer

les idées, on suppose par exemple

oH

a—Pl:%?AO-
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t — qu1(t) est donc une bijection de 'intervalle T dans ¢;(T) et il vient

2<1<n.

Y

{ dg:/dgy=(dg;/dt) (At /dq1) = (IH/OP;) (9H/OP) !
AP Jdqi=(dP; /dt) (dt/dg,)=—(OH/Dg;) (OH/OP,) !

On rajoute a cela le doublet (¢, P;) ou P Y etona

dt/dg, =(0H/oP)~!
AP, Jdgi=—(dH/dt) (FH/OP)™" = —(9H/9t) (OH/OP,) " .

On a P, = —H(q, P;t) avec OH/OP # 0; donc, en invoquant le théoreme des fonc-
tions implicites, il existe une fonction K définie sur un certain domaine des coordonnées

(t,q2s s qn, Pry Pay ..y Poyqr) telle que
P :_K(t7q27'"7qn7Pt7P27---7Pn;QI) .

On montre alors que K est le nouvel Hamiltonien du systeme; plus précisément, il s’agit
de démontrer que ce dernier conjugue t et Py, (¢;,2<i<n)et (P;,2<i<n) avec ¢; pour

nouvelle variable indépendante. On a en effet

oH oH " (OH oH oH

def o | (OHN (OHN\T O\ [(OH\
anac= (39 (5) o (55) (55) o

=2
OHN [ OH\ " oM\
(5) (97) a1 (67) ap, |

=2

soit

_|_

On obtient donc

oo [ OKIOR) = @MfOR) OH/IP) = dg/da,

IS (0K ag) = (0M)0q) (0H/OP) = — dPJdg
t (OKJOP) = (9HjOP)" = di/dq
‘ (0K J01) = (OH/01) (OH/OP)™" = — dPy/dgs .

Par conséquent, via le changement de variable indépendante t — ¢, le nouvel Hamiltonien
du systeme devient —P; et t se transforme en une variable canonique avec P, = —H pour

moment conjugué.
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Hamiltonien électromagnétique avec s pour variable indépendante

On suppose dans le cas qui nous préoccupe que OH/IP; #0. D’apres ce qui précede
et ’égalité 1.34, on en déduit donc le nouvel Hamiltonien K qui, avec s pour variable

indépendante, conjugue x et P, y et P,, t et P,=—H:

IC(J?,y,t,Px,Py,Pt;S): — P :—yTPx+$TPy

2 (1.35)
~(1+ha) / (FEE) e — (P~ ad)t = (P~ a4,
C
ok . ok . Ok
o ap, ap, 7 op ~
ok p K _p K
dx dy ot

ou maintenant . signifie —.
s

1.2.3 Choix des variables canoniques
Hypotheéses de travail et notations

Nous faisons désormais les deux hypotheses suivantes:
— la courbe de référence est plane comme a la sous section 1.1.1, ce qui signifie que 7(s) =0;
on supposera pour fixer les idées que ’axe & est horizontal et que 'axe y est vertical
(indépendant de s).
— le champ e.m. est un champ purement magnétique et statique dérivant d’un potentiel
vecteur A: V=0 et A= %Y(:L', y,s). Avec ces hypotheses et en reprenant les relations 1.33
et 1.35, on a

Py=q Ay + py (1.36)
K:—(l + ha) [\/P,?/c2 —m?2c? — (P, — qA;)? — (P, — qAy)? + qA;

ou l'on rappelle que p, et p, désignent respectivement 'impulsion horizontale et verticale
de la particule.

Enfin, on considere une particule test fictive de masse m notée P0. On note py son impulsion
qui correspond & une énergie Ey = {/mZ2ct + pic? = yomc? et & une vitesse vy = po/(myo) =
foc. Comme nous le montrerons plus loin (sous—section 1.3.1), la courbe de référence C est

effectivement suivie par P0 si une certaine condition est vérifiée et moyennant I’hypothese
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que le champ magnétique B soit vertical (c.—a—d. porté par y) le long de C: E(0,0,S) =
Bo(s)y. Cette condition bien connue s’écrit h(s) = BO(S)/(%O). Si tel est le cas, le temps
de passage en s de la particule PO est alors donné par to(s) def (s — s0)/vo en supposant
que cette derniere se situait a ’abscisse sg a I'instant ¢ = 0.

Quoiqu’il en soit, prenons pour I'instant ces dernieres notations (po, Fo, vg et to(s)) comme
de simples définitions permettant de donner un sens physique au changement de variables

canoniques qui va suivre.

Choix des variables canoniques; expression finale pour I’Hamiltonien

Les variables utilisées pour décrire ’évolution d’une particule quelconque P1 seront

celles que MAD [13] utilise: z et y restent inchangés et on pose

P,
P=-2

Po
P
P="t

Po
s_—h—E _E-E

B Poc B Poc
| =—c(t — to(s)) % —¢(t — 229y .
Vo

0 désigne donc la différence entre 1’énergie de P1 et celle de PO normalisée par 1’énergie
qu’aurait PO si elle était ultra—relativiste. ¢o(s) étant le temps de passage en s de PO (en
supposant que sa trajectoire coincide avec C), —[ désigne donc le retard de PO par rapport
a P1 (si {>0 P1 est en avance sur P0). On montre directement que cette transformation
est canonique en exhibant un Hamiltonien ¢ qui conjugue (z, ]/3;), (y, ]/3;) et ({,0). En effet,

si I'on définit
P K s

gz, y,l,P;, P, 0) = —+ —+1, (1.37)
Po 0
la constante 1 étant rajoutée afin d’avoir ¢(0) = 0, il vient
99 _ i(@IC) (%) = or - _ & de méme 99 _,
dg 1 (0K P, = =
— = — B = _— = —Px d & —_— = —P
9 o (8:1;) o e méme 79 ;
— =— == | == —=—c(t——)= 1
85 Po (apt) ( d5 ) + Vo C( UO)
dg _ L (0K\ (dt\  _ B _
ol po \ Ot dl B PoC B '




Ceci montre bien que ¢ conjugue (z, ]/3;), (y,]/D;) et (1,40). Afin de calculer g, on reprend
donc les équations 1.36 et 1.37. On a

2 B w1
(P;/c)* — m*c? _( Eo m?2c? Poc YoM UgC o
5 =|—4+4] — S— avec 5 o 5 5
e PoC e m°ct mc B 1
I mygvg 388

On en déduit donc 'expression finale de ’'Hamiltonien que nous utiliserons dans toute la

suite:

1 ? 1 — N2 — N2 . )
g=—(1+ha) J(@M) —ﬁgvg—(Px—ngg) — (P, - K,) + K, Tt (1.38)

7 qu’7y75
avec Wy s = —— .
Po

Relation avec les variables utilisées dans TRANSPORT [14]

Certains programmes de dynamique de faisceau, comme le programme TRANSPORT
[14], utilisent, pour décrire I’évolution d’une particule quelconque, un jeu de variables qui
differe de celui présenté au paragraphe précédent. Le principe d’une courbe géométrique

de référence reste inchangée mais la définition des six variables dynamiques devient*

ri=z)" = x
o dx/ds ) ) ) .
zy="0 def 1 -I-/h (angle que fait la trajectoire de la particule
x
avec la courbe de référence dans le plan (7, 5))
ry=ry =y
o dy/d . ) : .
ri= def ] i/hs (angle que fait la trajectoire de la particule
x
avec la courbe de référence dans le plan (v, 3))
ri=xy = [
T_§ def P — Po s . , . .
re=10, = (différence relative d’impulsion normalisée par po).
Po

On peut évidemment relier ces deux ensembles de coordonnées. Nous donnons ci—apres

et sans démonstration les résultats obtenus?®.

4. Les labels T et M se réféerent respectivement aux variables utilisées dans TRANSPORT et & celles
utilisées dans MAD.

5. On se place dans le cas des multipoles parfaits (solénoide exclu) o A, =A, =0, soit Fx:/ =Pa.y/Po-
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xY =] ‘ xi =}
NS 700 o

L+ apt g VB4 )2 = 1/(355) — oy - a2
ey =3 ‘ ri=xy
e (Lt od)e] e 2

L eg? e V(W ot )2 = 1/(4363) — a2 — o
ry=uxi ‘ g =ay
2= (L4 22)? + 1/ (3383) = 1/fo | b=/ (1/fo + 2¥)? — 1/(1363) — 1

On voit donc que ces deux transformations inverses I'une de 'autre sont, a I'ordre 1, égales
a l'identité (c.—a—d. pour tout i,1<i<6, a7 = z¥ + o((z™)?)); on voit de plus que dans le
cas ultra-relativiste (o=1, yo=400) on a a2y =3 =(p—po)/po=(F — Ey)/ Fo. Mis a part
cela, la chose importante a remarquer est qu’il n’existe aucun Hamiltonien qui conjugue
les variables de TRANSPORT (méme dans le cas des multipoles parfaits). Voila une des
raisons pour lesquelles nous avons choisi de travailler avec les variables de MAD plutot
qu’avec celles de TRANSPORT, le formalisme Hamiltonien étant plus adéquat pour tous

les calculs effectués au chapitre 2.

1.3 Equations du mouvement. Ecriture formelle de la

solution

1.3.1 Equations du mouvement

On note X le vecteur 6-dimensionnel (z, ]/3;, Y, ]/3;, y,l,8) défini a la section précédente.

Les équations d’Hamilton s’écrivent sous forme vectorielle de la facon suivante:

dX
&= Vg (1.39)
ds
0O 1 0 0 0 O
-1 0 0 0 0 O
. . . S 0O 0 0 1 0 O
ou J est la matrice antisymétrique J =
0 0 -1 0 0 O
0 0 0 0 0 1
0O 0 0 0 -1 0
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et ou ¢ est I’'Hamiltonien défini par 1’équation 1.38 a la section précédente avec

o :(09 dg dg 0g Og 09)

En regardant 1’équation 1.39 puis en remarquant que ’Hamiltonien g ne dépend pas de
la variable canonique [, on tombe directement sur la conservation de la variable §, ce qui
est un fait bien connu pour le cas d’une particule chargée se déplacant dans un champ pu-
rement magnétique (en négligeant évidemment tous processus non-Hamiltoniens comme
le rayonnement synchrotronique, les interactions faisceau-faisceau, le refroidissement sto-
chastique, etc.).

Dans tout ce qui va suivre, on écrira I’équation 1.39 sous la forme

dX
= F(X;s5 ) 1.4
dS ( 787 ) ( 0)

ou F' est la fonction vectorielle Jﬁg et ou A est un jeu de parametres qui désignent formel-
lement les fonctions AZ(s) définies a la sous-section 1.1.3. Avant d’aller plus loin, il faut
insister sur le fait suivant: si PO désigne la particule fictive de référence introduite précé-
demment (de masse m, de charge q et d’impulsion py), alors PO suit effectivement la courbe
de référence C si et seulement si le vecteur X = 0 est solution de I’équation différentielle
1.40, donc si et seulement si F'(0;s; ) aef Jﬁg = 0, soit ﬁg = 0 puisque J est inversible.
En d’autres termes, le développement limité de ¢ autour de zéro dans les variables cano-
niques ne doit contenir aucun terme linéaire. En reprenant ’expression de I’Hamiltonien ¢
(équation 1.38) ainsi que celle des potentiels vecteurs en coordonnées curvilignes donnée a

la sous-section 1.1.3, on aboutit apres calcul a la condition recherchée®:

F(0;5:0) =0 < h(s) = Af(s)/(po/a) = By(x =y = 0,5)/(po/q) - (1.41)

1.3.2 Offset )X, matrices R, T, U

On considere alors deux environnements magnétiques différents dans lesquels évoluent
les particules chargées: 'un dit de design dans lequel le champ magnétique est caractérisé
par un jeu de parametres Ao qui vérifient la condition 1.41 et 'autre étant défini par le jeu
de parametres A= Ay 4+ 0A. Dans toute la suite, on emploiera le terme générique “erreur”

pour faire référence a la fluctuation oA qui fait que I'optique réelle differe quelque peu de

6. Comme dans la sous—section 1.1.3, on garde ’hypothese A; = ¢o = 0 et il en résulte au vu du second
paragraphe de 1.1.3, “Dérivation du champ magnétique”, que le champ B est dans ce cas purement vertical

sur la courbe C et de force égale & A (s).
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I'optique idéale de design. Néanmoins, on supposera que la magnitude des erreurs de la
ligne est relativement faible de sorte que la particule test PO ainsi que tout autre particule
P1 ayant pour condition initiale un vecteur Xy assez petit aient une trajectoire proche
de la courbe C. La déviation de ces différentes trajectoires par rapport a C pouvant étre
représentée par une série perturbative en Xy et oA, I'ultime but que ’on se fixe des a présent
et qui ne sera atteint qu’a la fin du chapitre 2 sera alors d’estimer certains des premiers
coefficients de ce développement.

Pour ce faire, nous devons commencer par quelques définitions. Pour tout vecteur X
établissant les conditions initiales d’une particule quelconque P1 a l’abscisse curviligne
s=0, on note M(Xo; s; A)=X(s) la position de P1 a I’abscisse s dans I'espace des phases a
6 dimensions; la fonction vectorielle M(Xo; s; A) sera désignée sous le nom de mapping (on
se souviendra dans toute la suite que A représente symboliquement les fonctions AL (s) a
partir desquelles le champ magnétique est défini de facon univoque). On introduit ensuite

les quatre objets suivants:

Poffset 6 X, vecteur a 6 dimensions, donné par §X;(s; A) =M,;(0;s; X)

IM;
la matrice R, matrice 6 x6, donnée par R i(s;0) = (a)/\;{ )
05 /(Xo=0)

9*M;
la matrice T, tenseur 6 x 6 x 6, donnée par Tik(s;X)=1/2 (W/;Xok)(%:o)

PM;
la matrice U/, t 66 x 6 %6, donné s oa(s: \)=1/6 .
a matrice U, tenseur 6 x 6 x 6 x 6, donnée par U; ;ri(s;A)=1/ (aXoj X 0N, )(XO:O)

Au vu de ces définitions, il est clair que le tenseur T' est symétrique par rapport a ses
deux derniers indices, de méme pour le tenseur U par rapport a ses trois derniers indices
(d’autres relations, dites relations de symplecticité, reliant les éléments de matrice des
tenseurs R, T et U seront établies a la sous—section 1.3.4). Cette remarque étant faite,
on voit que la solution de 1’équation 1.40, avec X, pour condition initiale, s’écrit avec des

notations évidentes”

X(s) % M(s;: X0 A) =6X (53 0) + R(s:0) Xo + T(s3\)(Xo, Xo)

(1.42)
+U (55 A)(Xo, Xo, Xo) + o(X7)
def o def o o
T.RX0), S Y Ri;jXo,, T(X0,X0)), = > > Ti;rXo,Xo, et
j=1 j=1lk=1

def
U(XOa XOa X0)>Z =

6
Z Z Ui jk1X0; Xo, Xo, -

6
=1k=11=1

J
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En se restreignant aux particules dont les conditions initiales sont proches de zéro, on
peut donc supposer que la relation 1.42 est une bonne approximation pour le calcul du
mapping M?3. L’objectif devient donc I'obtention des quantités 6X, R, T et U. Comme
nous le verrons au chapitre 2, cela nécessite la connaissance de la fonction F' a l'ordre 3
dans les variables canoniques X;, 1 <1 <6, donc celle de I’'Hamiltonien g a 1’ordre 4. En
regardant 1’équation 1.38 qui définit g, on voit que pour ce fait il est impératif de posséder
le potentiel vecteur A & lordre 4 en (x,y) et c'est exactement ce qui a fait 'objet de la
sous—section 1.1.3. Ceci étant, outre la précision supplémentaire qu’apporte le calcul de la
matrice U, la raison principale qui nous pousse a tronquer la série 1.42 a 'ordre 3 et non
a un ordre inférieur (ce qui nous aurait 6té bien des tracas) n’apparaitra clairement que
bien plus tard au chapitre 3.

Nous finirons cette sous—section en rappelant que I’Hamiltonien ¢ ainsi donc que la fonc-
tion F' sont indépendants de la variable [. Cette derniere remarque impose alors certaines
conditions sur les quantités (6.X, R,T,U):

— d’une part, d’apres ’équation 1.39, on a dé/ds=0g/Il=0 et il vient § X¢="Tq ., =
Us m.nr =0 pour tous les entiers (m,n,r) compris entre 1 et 6 ainsi que Rg j =dg;, 1 <
J<6,0u dgj=1si 7=06 et dg; =0 si 77#6.

— d’autre part, du fait du découplage de la variable [, on a aussi 15, = Tins =
Ui smn=Uimsn=Uimns=0 pour tous les entiers (i,m,n) compris entre 1 et 6 ainsi
que R;5=20d;5, 1 <1<6.

On se souviendra surtout de la forme particuliere de la matrice R qui, d’apres ce qui

précede, s’écrit

Ripn Rip Rizg Riqa 0 Rig
Rayr Roy Raoz Rag 0 Rayg
R— Rs1 Rsz Rsz Rsq 0 Rsg ‘ (1.43)
Riy Riz Riz Riqa 0 Rag
Rsi Rsy Rsz Rsa 1 Rsg
0 0 0 0 0 1

8. Signalons tout de méme que ce développement perturbatif n’est en général pas suffisant pour un an-
neau de stockage dans lequel les particules font un nombre élevé de tours (s devient trés grand contrairement
aux lignes de transport ol s est borné). C’est la raison principale pour laquelle le calcul de 'ouverture
dynamique d’un anneau (c’est a dire le domaine Dy maximal de Iespace des phases dont I'image par la

transformation M(s) reste bornée quand s tend vers I'infini) est souvent délicat.
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1.3.3 Formules de concaténation

Comme on peut facilement I'imaginer, le calcul des quantités 6 X, R, T et U se fera pas
a pas (c’est a dire élément par élément) le long de la ligne optique considérée. Désormais,
nous devons donc nous interroger sur la concaténation de mappings. Plus précisément, si
I'on connait le mapping M; pour une section [sg, $1] de la courbe C ainsi que le mapping
M, pour une section [sy, s3] adjacente a la précédente, on se donne pour objectif le calcul
du mapping M = Mso M relatif a la section totale [sg, $3]. En résumé, il s’agit de dériver
les relations algébriques reliant les quantités (6.X, R, T,U) (relatives a M) aux quantités
(6X12, R12,T12,U;9) (relatives a My o). En utilisant I’équation 1.42 pour la section [sq, $1]
puis en la réitérant pour la section [s1, s3], on obtient assez rapidement une expression de
X(s2) en fonction de X(sg) et des quantités (6.Xy 2, Ry 2,712, U12); enfin, en regroupant
dans cette derniere expression les termes de méme homogénéité en X(sg), on tombe sur

les relations recherchées. Tous calculs faits, on a

(SX == (SXQ‘I—RQ (SX1—|—T2 ((SXl,(SXl)—FO((SXf))
= RQ R1—|—2T2 (5X1,Rl)+3UQ ((SXl,(SXl,Rl)—FO((SXf)

T = RyTi+ T (R, R)+2T (68X, Th) +3Uz (68X, Ry, Ry) + 0(6X7) (1449
= RoUi +2(T3(Bi,Th))g,,, + Uz (Ri, By, RBi) + 0(0.X1)
ou les notations utilisées sont expliquées ci—apres.
— Si A est un tenseur d’ordre n + 1 et (By,..., B,) n tenseurs d’ordre respectif (my,

my,), alors C=A(By,..., B,) est le tenseur d’ordre N=3}_, my — (n —1) dont

I’élément de matrice C; est donné par

1yt N

CihwiN = Z Ailvjlvmvjn(Bl)j17i27~~~7im1 (B )Jm YN —mp42)retN

j17~~~7jn
Par exemple, pour le cas Ry Ty, on a n=1, my=3, soit N =3 et donc

6

(R2 Tl)i,j,k = 2(32)2m(TI) m,gk

m=1

Pour le cas plus compliqué Ty (Rq,T1), on a n=2, my =2, my =3, soit N =4 et par

suite

6 6
u,, ZZT2Zmanm](T1)nk1-

m=1n=1

(TZ (Rlv Tl



— 51 A est un tenseur d’ordre n + 1, alors Ag,,, est le tenseur d’ordre n + 1 symétrique

par rapport a ses n derniers indices et déﬁni par

(Asl/m)imﬁ ~~~~~ in Z Azo (31)see0y0 (i)

CTESn

ou 5, désigne le groupe des permutations d’ordre n.

Au vu des formules de concaténation 1.44, le calcul exact des quatre objets (6.X, R, T,U)
apparait alors impossible puisque ces derniers s’expriment sous la forme d’une série infinie
dans loffset §X;. Afin de garder une cohérence dans la mathématique qui sera dévelop-
pée au chapitre 2, on a des lors recours a 1’idée suivante. Considérons un développement

perturbatif pour ces quatre quantités en fonction des erreurs de la ligne oA:

(SXl()\) - (SXl()\()) —|— a/\(SXl)/\O (S)\ —|— 1/2 8%5)(1)% 5)\2 —|—
def

Lsx @ 4 oxM 4 5xP

et cetera.

On définit ainsi neuf nouveaux objets (5X1(0), 5X1(1), 5X1(2), R(lo), R(ll), R(12), TI(O), Tl(l), Ul(o)) rela-
tifs a M et de la méme facon on introduit ces mémes neuf quantités pour les mappings

My et M. Comme l'optique de design est telle que la condition 1.41 est vérifiée, on a déja
(SX d_ef (SXl()\()) déf Ml(X():O, )\0) - 0 - (SXQ(O) - (SX(O)

Au vu de cette remarque, on peut reformuler les équations 1.44 en faisant intervenir les
quantités ci—dessus définies; on obtient ainsi de nouvelles relations qui, cette fois, peuvent
étre écrites de facon exacte
SXW=sxM 4+ RO s x0
SXP=5XxP + RO sx® 4 RV x4 700 (6xM s xM)
R =Ry R
R =R R + R RV + 21 (5)(1 ) R
RO =R R 4+ RY R + +2 (10 (ox, 7Y)+
1.45
O (6xV RY) + 1 (X, R ) +303” (6x{V 6 x{V, RY) (149)
T(0) :R( )T( )_I_T( )(R( )73(10))
1O < L) (1), 1)
(R, RO + 30 (5x, R, R)
vO =R U+ 2 (1 (B, 1)+ 0 (RO R, RY)

54



Supposons donc que, pour une ligne de focalisation contenant N aimants, on possede pour
chaque aimant numéro ¢ les huit quantités (5XZ»(1), 5XZ»(2), R(O), R(»l), R@), T»(O), T»(l), U»(O));

en utilisant les relations 1.45 et par concaténation successive, on peut alors obtenir les
quantités (6X M), §X@ RO RO RE TO 7O 7O relatives au mapping total de la
ligne. Plus précisément, considérons par exemple une erreur ¢; dans 'aimant numéro :
ainsi qu’une erreur ¢; dans 'aimant numéro 7; supposons que 1’on connaisse pour ’aimant
numéro ¢ les huit quantités (REO), TZ»(O), UZ»(O), 0e,0X;, 020X;, 0, R;, 02 Ry, 0., T;) et de méme
pour 'aimant numéro j. Les formules 1.45 donnent alors en bout de ligne les matrices
(R,T,U) idéales, les dérivées premieres et secondes de 1'offset 6. X et de la matrice R ainsi
que les dérivées premieres de la matrice T' en fonction des erreurs ¢; et ¢;.

(2)

Pour cette raison, nous disons que le choix de calcul des huit quantités (5XZ»(1), X7,

REO), Rﬁ”, R£2), TZ»(O), Ti(l), UZ»(O)) pour chaque type d’aimant (dipole, quadrupole, hexapole,

.., en considérant pour chacun de ces types d’aimants un certain nombre d’erreurs, cf.
chapitre 2) est un choix “auto—consistant”. Cependant, toujours en regardant les formules
de concaténation 1.45, on s’apercoit que le choix bien plus simple du calcul des quatre
quantités (5XZ»(1), REO), Rﬁ”, TZ»(O)) est lui aussi “auto—consistant”. En revanche, ce dernier
est alors incapable de donner en bout de ligne, entre autres, la quantité R qu’il nous

faudra impérativement connaitre au chapitre 3.

1.3.4 Symplecticité
Groupe symplectique

On donne ici quelques notions de symplecticité en se limitant au cas réel; pour un
exposé plus détaillé sur ce sujet on pourra, par exemple, se référer a [4]. Soit donc n un
entier non nul; on note My, I'anneau des matrices 2n x 2n a coefficients réels et Sp,,, le

sous—ensemble des matrices de M, défini par
Sp,. = {M € Mo, | M .J M = J} 0

ou J est la matrice antisymétrique 2n x 2n suivante:

Jy 0 ... 0
IR 1
J = 0 % avec Jy = 0
| —10
0 ... 0 J

9. M désigne la transposée de M.
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On prouve alors facilement que Sp,, est un sous—groupe multiplicatif du groupe des ma-
trices inversibles de M, appelé groupe symplectique a 2n dimensions; on a de plus les

trois propriétés suivantes:

VM € Sp,, M € Sp,, ,det(M)=1et M~ =—JM.J.

Enfin, on prouve aisément que J vérifie J?=—-1=—JJ.
On s’interroge désormais sur les générateurs de Sp,,,. Soit M = exp(e©®) =14+ €0 + ---
un élément de Sp,, proche de I'identité; en écrivant!® ©@ =.JS et en utilisant la définition
de Sp,,,, il vient

OJ+JO=0=SJJ+J°8=5-5.

La matrice S est donc symétrique. En vérifiant réciproquement que toute matrice de la
forme exp(JS5), avec S symétrique, est dans Sp,,,, on a donc 'assertion suivante:

n(n+1)

Sp,,, possede générateurs qui sont de la forme J S ou S est symétrique.

Pour ce qui nous concerne, nous appliquons ce dernier résultat au groupe Spg; en fait, nous
ne nous intéressons qu’au sous—groupe (' des matrices de Spg ayant la forme donnée par
I’équation 1.43'!. En cherchant les générateurs © du groupe G sous la forme © = J S ot S
est une matrice symétrique 6x6, puis en ajoutant a cela la condition supplémentaire imposée
par la forme particuliere des matrices de (G, on peut prouver sans difficulté que le groupe
(i possede exactement 15 générateurs (alors que Spg possede 6x7/2=21 générateurs). Plus
précisément, on a le résultat suivant: si i est un élément de G voisin de I'identité, alors il

existe une matrice @ unique telle que

61 t2 t7 fs 0 0
s —0; 09 610 0 04
R =exp(0) avec O = o b B 850 s (1.46)
g —0; 6 —04 0 614
—012 01y —014 O3 0 Og5
0 0 0 0 0 0

10. Ceci est toujours possible car J est inversible et d’inverse J ! =—J.
11. On vérifie facilement que le sous—ensemble de Spg constitué des matrices R de la forme
Rigp Rip Rias Riga 0 Rig

Ryy1 Rap Rzaz Rzs 0 Rag
R R R R 0 R .. R
81 8.2 5.8 5.4 5.6 est un sous—groupe multiplicatif de Spg.
Ryn Rap Rgz Ryg 0 Rgg
Rsy1 Rso Rsas Rssa 1 Rsg
0 0 0 0 0 1
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Symplecticité du mapping définissant 1’évolution d’un systéme Hamiltonien

Soit un systeme dynamique a n degrés de liberté ¢y,...,q,. On note z le vecteur 2n—
dimensionnel (¢, p1,. .., Gn, pn) ou les p; sont comme a ’accoutumée les moments canoni-
quement conjugués aux coordonnées ¢;; t désigne la variable indépendante et H(z;¢) 'Ha-
miltonien du systeme. On note M le mapping défini par H; de facon plus précise, M(zo; 1)
est la fonction vectorielle qui, a I'instant ¢, donne la position du systeme dans 'espace des
phases si celui—ci avait a I'instant initial la position zo. Enfin, on appelle M (zo, ) la matrice

Jacobienne de M en zg et a 'instant ¢:

Mi,j(Zoat)Z(aa/\:i) ,1<i<n,1<;5<n.
(20t)

Z
J

Pour toute condition initiale zo et tout instant ¢, on démontre alors que la matrice M (zo, )
est symplectique (théoreme de Liouville); on dira aussi, de fagon plus simple, que le mapping
M est symplectique (tout en restant bien conscient que la symplecticité n’est pas une
propriété du groupe engendré par les transformations associées a I’'Hamiltonien H mais se
réfere au groupe engendré par les matrices Jacobiennes de ces transformations). Pour ce

faire, nous considérons la fonction matricielle f suivante:
t— f(t) = M(Zo;t)JM(Zo;t) ou zg est fixé.

On a Vzg M(z0;t=0) = z, soit M(z0;0) = 1, soit f(0) = J. Afin de démontrer le résultat
énoncé, il suffit donc de prouver la nullité de la dérivée de la fonction f par rapport au

parametre t. Soit (a,b) deux entiers dans {1,...,2n}, on a

IM.  OM |,
fab() at(ao ‘]Cvd aZOb) :

En écrivant les équations du mouvement sous la forme matricielle

Y

DM (z0:1) = JVH ot VH (6217{, . ,8%7{)
(Z:M(Zo;t);t)

il vient
oM, 0 IOM, 9
Fialt) = Teidea 5t (0 MM 05 0:0)) + Teaas - (0, MMz 1)51))
0z 20, <04 0z 204 R0
woit OM, OM.: PH DM, OM; M
foolt) = Jeidog—m—t o s

920, Dz, 020z, alaiy 820, 0210z,

12. Lorsque dans cette expression et dans toutes celles qui vont suivre, un indice muet est répété deux

fois, ceci signifie que 'on doit sommer sur ce méme indice.
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On note S(z;1) la matrice Hessienne de H (matrice des dérivées secondes de H par rapport

a zp). D’apres ce qui précede, il vient

a

20 = (T (205 )8 (M (205 0 0T M (25.0) + W (20072 (M(z05 )3 ) M (2051 )

a,b

Mais J2 = —1, JJ = —J2 =1, soit f' = 0.

Relations de symplecticité

Dans ce dernier paragraphe, on se propose d’exhiber les différentes contraintes qu’im-
pose la symplecticité du mapping M sur les six quantités R©, R R 7O 70) et {7(©)
introduites a la sous—section 1.3.3.

On considere de nouveau la fonction vectorielle M(Xy; s; A) ainsi que les quatre quantités
(6X,R,T,U) définies a la sous—section 1.3.2. Comme au paragraphe précédent, on note
M(Xo;s;A) la matrice Jacobienne de M. Pour toute abscisse s, tout vecteur Xy et tout

parametre A, on a donc par symplecticité du mapping M

M(Xo;8;0) IM(Xo;8,0) = J . (1.47)

Si maintenant k,! sont deux entiers dans {1,...,6}, on définit les matrices Ty(s; ) et

Uki(s; M) de la fagon suivante:

Ok (Xo=0) 1<j<e
L[ M
Uk,l(s; )‘) d:ef - (7) = (Uz, ‘,k,l(s; )‘))
6 \0X0,0X0/ (x,0) ] 1555

Les secondes égalités dans ces deux dernieres équations viennent de la définition de la
matrice M en fonction de M ainsi que de celles des tenseurs T et U (sous—section 1.3.2);
on remarquera enfin que R(s; A) = M(Xo=0;s; ). Ceci étant dit, en écrivant 1’égalité 1.47
en Xo=0, en la dérivant une premiere puis une seconde fois par rapport a Xy, on obtient
ainsi
RJR =J
T.JR+RJT), =0,1<k<6 (1.48)
Ut JR+RJ Uy +2/3 (T J T+ T JT) =0,1<k<6,1<1<6.

Ces dernieres égalités étant valables pour un jeu quelconque de parametres A, on obtient

finalement, par différenciation par rapport a A, les relations dites de symplecticité liant les
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six quantités R, RD R 7O 70 et (©), On a pour toute abscisse s et toute “optique
de design X\g”

]%(VO)(S;)\O)JR(O)(S;)\O) =J

RM(s500) J RO (83 00) + RO (55 00) J RV (53 o) =0

R (55 00) J RO (85 00) 4+ RO (55 00) J R (53 00) + RV (55 00) J RV (53 00) = 0
T,go)(s; Xo) J RO (s;00) + ]%(VO)(S; Ao) JT;O)(S; Ao) =0

T,gl)(s; Ao) J R(O)(S; o) + ]%(VO)(S; Ao) JT,gl)(s; o)+

10951 ). B0 (55 o) + B0 (55 20) T3 =0

Uf)(s: M) J RO (s M) + RO (51 20) J U (51 M)+

2/3 (1" (51 20) J T\ (5 00) + T\ (55 00) J T{" (53 Xo)) 0.
(1.49)

On ne donnera pas les relations explicites (c.—a—d. élément de matrice par élément de

matrice) qu'impliquent ces dernieres équations car la liste en est longue et sans grand
intérét pour ce qui nous concernera par la suite. On insistera juste sur le point suivant: si
’'on note @ la matrice R (R(O))_l, alors la seconde égalité dans I’équation 1.49 implique

la relation

QJ+JQ=0.

D’apres le paragraphe “Groupe symplectique” de cette méme sous—section, on en déduit

donc que ) a la méme forme que la matrice © de 1’équation 1.46.
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Chapitre 2

Calcul de mappings et traitement des
erreurs dans une ligne de focalisation
finale: erreurs de champ,
déplacements et rotations des

aimants

Ce chapitre correspond au passage de 1’étape II dont les principaux objectifs ont été

évoqués dans l'introduction de ce manuscrit, a savoir: le calcul en bout de ligne de toutes
les dérivées premieres de 'offset 6X et de la matrice R par rapport aux erreurs ainsi que
celul des dérivées secondes des éléments de matrice B;; et Rss. Comme nous ’avons vu a
la sous-section 1.3.3, I'évaluation des quantités (6 X, §X@ RO RO R 7O 71
U®)) pour chacun des aimants de la ligne considérée permet, par concaténation successive,
d’aboutir & nos fins. Les différentes erreurs susceptibles d’affecter un aimant donné seront
alors séparées en deux catégories bien distinctes puis traitées de deux manieres complete-
ment différentes.
Nous nous intéresserons dans un premier temps aux erreurs de champ des différents élé-
ments magnétiques de la ligne et nous nous restreindrons a celles ayant un effet non nul
sur les huit quantités précédemment citées. La méthode utilisée sera de type différentielle,
se basant sur un développement perturbatif de 1’équation du mouvement. Cette méthode
sera décrite en détail dans la premiere section puis appliquée a 1’étude des 2m-pdles droits
avec erreurs de champ (section 2.2).

Dans un second temps (section 2.3), nous nous attacherons a 1’étude des défauts d’ali-
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gnement (erreurs dites géométriques) de ces aimants. Six parametres indépendants seront
alors nécessaires pour 'analyse complete de ces défauts, a savoir: trois parametres décri-
vant la translation en bloc de 1’élément considéré et trois angles définissant son orientation
dans l'espace Euclidien a trois dimensions. La méthode utilisée sera de type purement

géométrique.

2.1 Algorithme de calcul

L’objet de cette section est de fournir un algorithme de calcul pour les différentes

quantités (XM, §X @) RO RM) R2) 7O 71 7)) introduites au chapitre précédent.

2.1.1 Rappels et notations

On reprend les notations de la section 1.3. L’équation du mouvement s’écrit (cf. 1.40)

ix
ds

ot les quatre quantités Fy, F1, Iy et F5 (qui sont respectivement un vecteur 6-dimensionnel,

= F(X:5:0) & Fols; V) Fu(ss V(X)) 4 Fals: V(X X )+ Fs(s; V(X X, X )+ (2.1)

une matrice 6x6, un tenseur 6 x6x6 symétrique par rapport a ses deux derniers indices et

un tenseur 6xX6x6x6 symétrique par rapport a ses trois derniers indices) sont définies par

dg
Fo(s; )‘))i = HlX =052 = (8)(77;) (X=0355\)
Fi(s; )‘))m = g)]?] (X=0;5:4) = Jin (aX?Tng) (X=0;s:))
. . 3
Fa(s; )\))m}k = % %(X =0;5:4) - J;m (aXﬁjXﬁ) (X=0;5;))
Fs(s; )‘))m,k,l - %%O{: Oisd) = ‘%ﬂ (aXiaXa’;qX’aXm)(Xﬂ;sﬂ) |

(2.2)
Tout comme dans la section 1.3, on considere un développement des quantités Fo, Fi, Fy
et I3 autour d’une optique de design caractérisée par un jeu de parametres A\g qui vérifient
la condition 1.41:

Fols;A) = FOs)+ FV(s) + F&(s) +

Fi(s;\) = FO>s)+ FO(s) + FO(s) +

Fisid) = FO) 4 FO(s) 4 2
Fy(s;A) = F3"(s) +-




; 1 ,OF;
ou, pour tout ¢ et tout 7, F9 = ﬁ (6)\

7
2.2 1.41

En particulier, on a donc Féo)(s) L Fo(s; o) = F(X=0;s;A) = 0.

Ceci étant dit, on rappelle que 'on écrit la solution de 2.1 sous la forme suivante:

)A SN

X(s) = dX(s50) 4+ R(s; M) (Xo) + T(s; M) (Xo, Xo) + U(s; M) (Xo, Xo, Xo) + - -+
X (55 0)=0XW(s) + XA (s) + - -

T(s;0) =TO(s) + TW(s) 4 - -

U(s; A) :U(O)(S) 4.

Enfin, puisque X(0) = Xy, les conditions initiales de ces différentes quantités sont les

avec

suivantes:

§X(0;0)=0 soit XM (0)=35X2(0)=0
R(0; ) =1 soit R©)(0)
T(0;)) =0 soit T©(0) = TW(0) =0
U0;)) =0 soit U©(0)

2.1.2 Méthodes de calcul

(2.5)

A Taide des définitions de la sous—section précédente, nous pouvons alors exhiber les
huit équations différentielles vérifiées par les huit objets (§X(V(s), sX @) (s), RO (s), R (s),
R (s), TO(s), TW(s), U (s)). En effet, remplagons dans Iéquation différentielle 2.1 les
quantités Fy, Fy, Fy et F3 par leur développement en fonction de I'erreur oA (équation
2.3) et faisons de méme pour le vecteur X (développement 2.4 en fonction de Xy et dA).
Alors, si de part et d’autre de I’égalité 1.40 on identifie les termes de méme homogénéité
en (Xo,0A), on aboutit aux équations recherchées, les conditions initiales étant données

quant & elles par les relations 2.51:

dsxm
SXM(0)=0 et =r95xW 4 FY
S
@rmq o DX 0 @) L @ L W) L Oy (1) sy
FX®(0)=0 et _FO5x ) L p® 4L phsym) 4 p0sxm 5xm)
S

1. Les notations tensorielles utilisées sont celles de la sous—section 1.3.3.
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RO =1 ot T oo
d RM
RM(0) =0 et = FORY 4+ FMRO) 42 pO(RO) §x(1)
R®(0) =0 et dff) = POR® 4 pMRO 4 pP RO 4
2 (FORO,5X0) + FO(RO, 6X )+
FORO, X)) 43 FO(RO, 60, 5X0)
d7T©
T(0)=0 et —- =FOT70 4 (RO RO)
dTW
TO(0)=0 et ——= Oy 4 pI7O 49 ((F§0>(R<1>,R<0>))Sym+
F2<0>(T<0>,5x<1>)) + FY(RO, RO)+
3 FO(RO), RO sx )
UO(0) = 0 et d;f;o) — FOUO 12 (FP(RO,TO)) "

FO(RO), RO RO)
On note (Q;, 1 <i<7) les sept quantités (§ XM, § X2 R RA) 7O 7() 7O, d*apres les

équations précédentes, on voit alors aisément que chaque (); vérifie une équation différen-

tielle linéaire inhomogene du premier ordre de la forme

{Qi(()) = 0

dQ:
e (o)
ds

(2.7)

ou (; est un objet du méme type que @); (vecteur, matrice ou tenseur a 3 ou 4 indices)
qui dépend des quantités F,gl) et (), j <1). Maintenant, si I'on se souvient que la matrice
R©) vérifie I"équation (dR©) /ds) = FI(O)R(O) avec R((0) =1, on montre alors facilement

que la solution de I’équation différentielle 2.7 s’écrit?

Qi(s) = RO(s) /0 " (RO) TG (2.8)

2. La matrice R(O)(s) est symplectique pour tout s, donc inversible et d’inverse (cf. sous—section 1.3.4)

(RO (s)) ™" = —J RO)(s) J .
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En supposant que I'on connaisse la matrice R(®(s) pour tout s, on est donc capable,

apres 2.8, de resoudre les sept équations diflerentielles verifiees par les sept quantites
Labres 2.8, de résoudre 1 , . diff 1l rifid 1 "
(sXW 5X @) pM, R 7O T 7)) & condition de procéder dans I'ordre prédéfini par la

succession des relations 2.6.

2.1.3 Cas d’un Hamiltonien ne présentant aucun terme linéaire
dans les variables canoniques

Placgons nous ici dans le cas particulier ou I’Hamiltonien ¢ commence de facon direc-

tement quadratique dans les variables canoniques; la fonction vectorielle Fy définie par
def def
Fo(s;0) = F(X =058 0) = (‘]ﬁg)xzo

En reprenant ’équation du mouvement 2.1 avec Fy = 0,

équation 2.2) est alors partout nulle.
q p

dX/ds = Fi(s;)(X) + Fo(s; V(X X)) + Fa(s; )X, X, X)) + -1

puis en se rappelant de I’écriture formelle de sa solution sous la forme d’un développement

dans les conditions initiales Xy (équation 1.42),
X(5) = 6X (55 1) B33 \(Xo) + (55 \(Xo, Xo) + U3 M) (X, Xo, Xo) 4+

on obtient aisément les quatre équations différentielles que vérifient les quatre quantités 6 X,
R, T, et U, et sans faire appel au développement perturbatif en o\ invoqué précédemment.

On a d’une part
doX/ds = Fy 6X avec 6X(0; ) =0, soit dX(s;A) =0 (2.9)

Lorsque I’Hamiltonien ne contient aucun terme linéaire, 1’offset associé a cette dynamique
est donc le vecteur nul et nous pouvons prouver aisément que la réciproque est vraie.
Munis de cette nouvelle information, nous obtenons finalement les équations que vérifient

les matrices R, T', U et qui sont formellement identiques a celles relatives aux trois quantités
RO TO ot U© précédemment définies:

dR/ds = Fi R avec R(0;A) =1
dl'/ds = F1 T+ F,(R,R) avec T(0;A) =0 (2.10)
dUfds = FyU+2 (Fa(RT)) + Fs(R, B R) avec U(0;\) =0

ym

Il faut donc insister sur le fait important suivant: la méthode perturbative développée a la
sous—section précédente ne trouve aucune utilité lorsque I’Hamiltonien ne contient aucun

terme linéaire dans les variables canoniques ou, ce qui est équivalent, lorsque I'offset 6 X
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est partout nul. Cette derniere remarque était en fait sous—jacente des 1’écriture des pre-
mieres formules de concaténation du chapitre 1 (équation 1.44) qui montraient la difficulté
d’effectuer le produit algébrique de deux mappings lorsque 1’offset § X1 associé au premier

d’entre eux était non nul.

2.2 Les 2m—poles parfaits droits

2.2.1 Classification des erreurs de champ dans les 2m—poles

Dans cette section, on désire appliquer les résultats précédents aux 2m-poles parfaits
droits (1 <m <3) avec erreur de champ 2m-polaire droit et erreurs de champ 2n—polaire

droit et tourné (n > m). Pratiquement, on est amené a faire les deux hypotheses suivantes:

— la courbure h(s) de la courbe de référence C est constante par morceau, donc C est une
suite de segments droits et d’arcs de cercle; plus précisément, h=0 pour les éléments
optiques droits (drift, quadrupole, hexapole, ...) et h£0 pour les éléments optiques

de courbure, c’est a dire les dipoles.

— lorsque 'on considere un 2(m+1)-pdle droit et parfait, le jeu de parametres Ag carac-
térisant I'optique de design se limite a la constante Kt = At /(po/q) (les constantes
At sont celles qui définissent les potentiels vecteurs longitudinaux du tableau 1.2);
de plus, dans le cas du dipdle droit, on impose K =h (cf. condition 1.41). Enfin,
le jeu de parametres oA définissant les fluctuations de I'optique réelle par rapport a

'optique de design sera le jeu de constantes (6K ; SKE m<n).

Nous ne considérerons donc pas ici de 2(m + 1)-pdles droits possédant une légere compo-
sante 2(m+1)-polaire tournée JK . ou certaines composantes 2(n+1)-polaires (6K, n <m)
droites ou tournées. En effet, ce type d’erreur peut étre aussi interprété comme un défaut
d’alignement de 1’élément considéré et rentre donc dans la catégorie des erreurs dites géo-
métriques traitées a la section 2.3.

— Un 2(m + 1)—poles droits possédant une petite composante 2(m + 1)—polaire tournée 6K,
peut étre aussi traité comme un pur 2(m + 1)-poles de méme force K} mais ayant subi

une légere rotation autour de son axe propre par un angle 6t ~ —1/mdK /K.

— Un quadrupdéle possédant une composante dipolaire droite ou tournée SKE peut étre aussi
considéré comme un pur quadrupole de méme force mais décentré horizontalement ou ver-
ticalement par une quantité sz = — SK¢§ /SK{ ou §y = — 6K /6K (ces équivalences étant

obtenues a partir d’un calcul simple fait sur les potentiels vecteurs longitudinaux donnés
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dans le tableau 1.1).

— En revanche, le raisonnement précédent se complique quelque peu dans le cas d’un hexa-
pole dont le champ magnétique possede de petites composantes dipolaires et quadrupolaires
5](5%1. En effet, si un pur hexapole est déplacé transversalement d’une quantité éx, le champ
magnétique pres de ['axe possede, outre sa composante hexapolaire d’origine, et une com-
posante quadrupolaire (de force proportionnelle & dx), et une composante dipolaire (o< dz?)
qui est nécessairement reliée a la précédente. Afin de parvenir aux équivalences souhaitées,
nous faisons appel a deux autres parametres indépendants rentrant dans la catégorie des
erreurs géométriques: I’angle azimutal § et ’angle d’élévation ¢ qui décrivent les rotations
de I'aimant considéré respectivement autour de ’axe vertical et autour de ’axe horizontal,
le point d’entrée de 1’élément restant invariant. Si donc on considere un pur hexapole droit
de force K = BF /(po/q) et possédant les défauts d’alignement (dz, 0, dy, ¢), le potentiel
vecteur longitudinal s’écrit de la facon suivante dans les coordonnées spatiales d’origine

(cf. Tab. 1.1):
A, = —Bf/6 ((:1:—5:1;—05)3—3(:1:—5:1;—05)(y—5y—¢3)2) .

En intégrant cette relation le long de ’hexapole de longueur L puis en se référant au tableau
1.1, on prouve aisément que le potentiel vecteur considéré ici n’est ni plus ni moins que celui
créé par un hexapole droit de force Kb, centré mais possédant des composantes dipolaires

et quadrupolaires droites et tournées 5[(5571 dont les forces moyennées sont respectivement

K = Kj/2 (((51; +0L/2)" +0°12/12) — ((6y + 6L/2)" + ¢2L2/12))

0Ky = K5 ((62+0L/2) 3y + ¢L/2) + 06L*/12)
SK{ = —KJ(dz+0L/2)
Ky = —Kj (by+¢L/2) .

— Ce méme type d’argument tombe en défaut dans le cas de l'octupodle ou, d’une maniere
générale, dans le cas des 2m—pdles, m > 4, possédant de petites composantes 2n—polaires
droites et tournées, n < m. Néanmoins, ces types d’aimants n’étant a I’heure actuelle ja-
mais utilisés dans les systemes de focalisation finale, leur étude sera délibérément laissée

de coté dans ce manuscrit.

Revenons maintenant a la suite de notre exposé. Comme nous le remarquions a la sous—
section 1.1.3, le potentiel vecteur du 2(m + 1)—pdle parfait défini ci—dessus (droit et avec
erreurs de champ 6K = (6K ;K% m <n)) est indépendant de I'abscisse s et devient donc
purement longitudinal, soit K, , =0 dans I’équation 1.38 qui décrit I'Hamiltonien électro-

magnétique g. Par conséquent, au sein de I’élément optique considéré, g est indépendant
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de I'abscisse s et varie linéairement avec les défauts de champ dK de 'aimant considéré:

1 S R S 5
KT 0K) = —(1+ha — 4+ ——=— — x2—P2—|—KS z,y; K, 6K) | +—+1
G(X; K* 6K) '2° —(14h B — 3 +
Bo B Bo
ot la force K, % As/(po/q) est indépendante de 'abscisse s et varie linéairement avec

les erreurs de champ 0K. En ce qui concerne les quantités Fi(j) introduites a la section

précédente,
L) def OR7 i F el (Y7 ) o F(X: KT 6K) Y
i i\ oK SKZOMC( I = 71\ G0 0% M (X5 K3 OK) 9>

on obtient donc les deux conditions suivantes:
Y =0,i>0,j>0et FY =0,i>0,j>1.

La premiere de ces conditions rend alors possible un calcul analytique de la matrice R(®)
(résolution d’une équation linéaire du premier ordre a coefficients constants). La solution
pour R est en effet R()(s) :exp(Fl(O) s) et tout se résume donc a un calcul d’exponentiel
de matrice; de plus, par le résultat d’un tel calcul, les éléments de matrice de R(®) sont
de simples combinaisons polynémiales de fonctions trigonométriques et hyperboliques et
on a donc acces, via ’équation 2.8, a des expressions analytiques pour les sept quantités
(5)((1)7 §X@ W R 7O 70) U(O)) 3

(C’est ainsi que nous procéderons dans toute la suite de cette section; vu la grosseur des
calculs analytiques mis en jeu, nous avons utilisé le logiciel de mathématiques formelles
MAPLE [15] et pour des raisons évidentes nous ne donnerons ici que les résultats obtenus
sans jamais détailler les calculs.

Enfin, comme nous "avions déja annoncé a la sous—section 1.3.2, remarquons que 1’algo-
rithme de calcul présenté précédemment nécessite uniquement la connaissance des quatre
objets Fy, Fi, Fy et F3: ce sont la des quantités que nous possédons puisque, par la
table 1.2, nous avons le potentiel vecteur longitudinal a ’ordre 4 en (x,y) et donc I’'Ha-
miltonien g a 'ordre 4 en X via ’équation 1.38. Plus précisément, seules les quantités
(5, HY, R, Y
sept objets (§XM), §X ) R RE) 7O 7() 7(0) En outre, au vu du tableau 1.2, nous sa-

vons que les erreurs de champ 2(n + 1)-polaire du type (6K, n>3) donnent au potentiel

, ,Fz(l),F?fO))4 donnent une contribution non nulle dans le calcul des

vecteur longitudinal A; et donc a "'Hamiltonien ¢ des contributions supplémentaires du

3. Tout ce qui précede s’applique évidemment aux 2m-—poles tournés parfaits avec erreurs de champ.

4. Comme nous le remarquions plus haut, on a FO(Z) :Fl(z) =0 pour les 2m—poles parfaits.
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type SKEz*y! avec k+1 > n+ 1 > 4. De tels défauts n’influent donc nullement sur les
quantités (Fél),Fl(O),Fl(l),FQ(O),FQ(I),FZ)EO)). Par conséquent, nous pouvons énumérer des a
présent le nombre et le type d’erreurs de champ a prendre en compte pour 1’étude du dipdle

droit, du quadrupdle droit et de ’hexapdle droit:

— le dipéle droit: erreur de champ dipolaire droit 6K, erreurs de champ quadrupolaire
droit et tourné 6K, erreurs de champ hexapolaire droit et tourné dKI, soit cing

erreurs de champ au total.

— le quadrupdle droit: erreur de champ quadrupolaire droit 6K, erreurs de champ

hexapolaire droit et tourné 6K, soit trois erreurs de champ au total.

— T’hexapole droit: erreur de champ hexapolaire droit 6K, soit une seule erreur de

champ.

2.2.2 Le dipéle droit a entrée et sortie normales

L angle de
el deviation

1/h: rayonde courbure

0: centre de courbure

Fic. 2.1 = Le dipole a entrée et sortie normales

Hamiltonien

Nous considérons ici un dipdle parfait droit, a entrée et sortie normales, encore appelé S-
bend (cf. Fig. 2.1). On note h=1/p la courbure de C pour la section de longueur L comprise
entre ’entrée et la sortie du dipole; a=h[L représente donc I'angle de déviation de la courbe
référence entre entrée et la sortie du S-bend. Enfin, K& =h, 6K, 6K et SKE désignent

respectivement la force du dipdle, 'erreur de champ dipolaire droit, les erreurs de champ
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quadrupolaire droit et tourné et les erreurs de champ hexapolaire droit et tourné. Avec ces

notations, I’Hamiltonien du dipdle s’écrit (cf. équation 1.38 et Tab. 1.2)

1 S R S
G(X; K, 0K)=—(1 + hz) t—+g — =P = P+ K2, y; K, 0K)
Bo Bavo (2.11)

S
Bo
lh(h—l—(ﬂ(&")xz

ot Ky(w,y; K¢, 0K )=—(h + 6Ky )z + 2  1+hg

1
‘|‘§5K1+(y2—$2)‘|‘
1 1
gh(S[le—FQfS—ﬂhzél(l—l—(lll'él—y4)‘|‘(s[(1_$y—

1 1 1
6h5[x’fy3+§h25]&’1_:1;y3—65[(;(:1?3—351?y2)‘|‘

1 1 1
ﬂh(ﬂx’z‘"(:p‘l—y‘l)—l—65](2_(3:1;2y—y3)— 6h5]&’2_xy3—|—o(5) :

(2.12)
On définit enfin les quatre constantes suivantes:
in(h L 1—¢, L—s,
¢, =cos(h L), 390:%7 d, = zc et JIZTS‘

Offsets

Les seules dérivées premieres et secondes non nulles de 1'offset 6 X par rapport aux

erreurs de champ sont les suivantes:

— la dérivée premiere par rapport a K

06X h J;
A+ _dl’v T Pmy Ve Yy T oy .

— la dérivée seconde par rapport a 0K

35X
0 :(hdi,o,o,o,—Qgi,o).

8251(8— 0
— la dérivée seconde par rapport a 6K et oK
90X  (d,—1/2Ls, s,—Le, 0.0 3/25, —3/2Lc, — Lh*d, 0
DSKFOSK| h? Too2nr T h? By ’ '

— la dérivée seconde par rapport a 0K et SK;

90X 0 B—1/2L% oo
ISKFasKy — \ Rz b
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Matrices R

La matrice R du dipole parfait sans erreurs de champ est donnée par

0 0 0 hd,
Cy Sz
Bo
hs
~h%*s, ¢ 0 0 0 ad
Bo
0 0 1 L 0 0
RO —
0 0 01 0 0
hs, hd, h* J, L
— — 00 1 — +
50 50 502 502’702
0 0 0 0 0 1

Les seules dérivées premieres et secondes non nulles de la matrice R par rapport aux erreurs

de champ sont les suivantes:

— la dérivée premiere par rapport a K

l’dl’
“hs? —hs,d, 0 0 0 ©
Bo
—hs, 0 0 0 0 0
oR 0 0 0 —hJ, 0 0
OO 0 0 0 0 0 0
d
0 = 0 0 0 hJ
5o !
0 0 0 0 0 0

Lec,— s, dw—l/QLSl,
—1/2 1L s, —— 0 0o o -2 ‘-—""%
/2Ls 217 Boh
sy + Lc, 1 sy — Lcg,
_ —ZLs, I T
. S Ls 0 0 0 T
0 0 1L2 1L?’ 0 0
8—]%: 2 6
DK 1
0 0 L =L? 0 0
Sg —Ley dy—1/2Ls, 0 0 0 3J,—Ld,
2h By Boh 2 Bo*
0 0 0 0 0 0
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— la dérivée premiere par rapport a 0K

OR
00K

— la dérivée seconde par

R
026KS

0 0 d Jy
0 0 Sg; dl’
d, Ji 0 0
Sz dy 0 0
_ 2
o o M d-12L
Bo Boh
0 0 0 0
rapport & 6K
0 28, d, 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
hs?  c,s2—2d, 0
Bo h 3o
0 0 0

— la dérivée seconde par rapport a 6K et oK

o

72

0’R
DSKF 0K
52 +da(—243h%Lsy) dy (55:/6+ L2 — Leg) — i 0 0
3h h
8hdysy/3 — sp + Lew  h2syJ) + 2d5 /3 — s2/3 0 0
2h h
J1(3—-h212) — ILd
0 0 oz 2 ) z
2h
0 0 —hJ; —hJ, L
—dz (6L + 55) + 901 9Lsgz + do(ce — 19) o o
600 6h? g
0 0 0 0

dy, —1/2 L*
Poh

hJy
fo

h d?
fo

dz(10 — 4cz) + 3Lsg(ca

_2)

3h% g,

Spdy — 9czJy

600
0

0

. Lds (10 + 3502) -7 (9502 +31— cm)

6h03y2
0




— la dérivée seconde par rapport a 0K et SK;

PR
OSKTOSKT

0

deo(ce — 2)+ Lsz /2 Ji(4cx — 13) + Ldy + L%s, o

do(7ce — 1) + L(L — 4s;) do(21sy — 12L) — 27J;

4h

h
E(Jl b 3S$dm)

0

0

0 0
h 4h
o sz — Lea 3Lsy + L?cy — 8dy o o
2h 4h
0 0 0 de (9 — Tey) — 8h2LJ; — L2
12h 4h2 3,
g2a/2=ds 0 0 o Sudi=Th
h 260
o 7J1 — Ldg L%(cz +8) — 8dy — 5Lsy o
200 4h? By
0 0 0 0 0

— la dérivée seconde par rapport a 6K et K

0°R
DSKFOSK S
Lsz/2 —de(2 4 ¢c2)/3 Ld; — Ji(1+4 2¢z) o o dz(5+ cz) — 3Lsg
h? 6h? 3h3 3
4hPdy s, /3 — 54 + Loy d$/3—|—h2st1/2—si/6 o o spdy — 3czJ1
2h? h? 3hg,
de — L?/2 6Ldy —12J; — L®
0 0 T / =t 0 0
h 6h
Lsy —dy — L2/2
0 0 -5 er/ 0 0
h
J1 +de(sz —3L)/6 3Lsg — do(ce +5) o o o 5Ldy — Ji(co + 14)
hgo 6h® 53g 680%h?
0 0 0 0 0 0
— la dérivée seconde par rapport a 0K et K5
o o Lsg /2 —dy L2sy — Ldy — 3J; o o
h? 4h?
0 o Ley — sy Lsy + L2cy — 4d,, 0 0
2h? 4h?
2R de(ce —3)+ L? szdy — 33 o do(7 — ¢z ) — 3L2
— = 4h? 4h? 4h® s
-t - 0
85[&0 85[&2 Ji — szds 1 2 0 0 spdy — 3J1
2 2 * 2hgBo
3J; — -
o 1= Lde L3 = Lds) o
2hgBo 4h3o
0 0 0 0 0 0
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— la dérivée seconde par rapport a 0K

— la dérivée seconde par rapport a oK

L? + Lsy — 4dy

2dy — Lsy  3J1 — Ldg
0
h? h?
sy — Leg 2dg — Lsg
h? h? 0
2 _
0’R 0 0 L7 - 2ds
e h?
0?0K{
0 0 271
Ldy —3J, 4dy — L2 — Lsg 0
hfo h? 8y
0 0 0

Matrices T'

h? 8o
0 3J1 — Lda
h3o
L? —6J;
0 0
3h?
L? —2d
Lo 0
h2
5J1 — Ld, — L?
0o i lLde—L7/3
h? 3,2
0 0 0

L(sy — Leg) 35y — 3Lcy —h2L%s, N s L?cy/4—5Ls./4
4h? 4h* h® 3
sz — Lep +h2L%s, L(sg — Leg) o o o 3sy — 3Lcy — h2L2s,
4h? 4h? 4h® 3y
2 L* L’
0*R . 0 0 7 @ 0 0
625[X71+ LS L4
0 0 — o0 0
3 12
3Lcy 4+ h?L2s; — 38y 5Lsy/4— 2d; — LPcy /4 o o TLdy — 150y — LPsy
4h® 3o h*go 4h? 3,2
0 0 0 00 0
— la dérivée seconde par rapport a 5[(1‘" et OK|
0°R
DSKFOSK |
L2 4+ Ls, —4d L3 4+ 3Ld; — 15J
0 0 s 52 k2 o4 Shde = 15 : ! 0 0
2h 6h
0 0 2Lh%*d, — 3s¢ + 3Lcy L2 4 Lsy — 4d, 0 0
2h? 2h?
1?4+ Lsy —4d, L® +3Ldy — 151 0 0 0 72dy + h?L% — 2412 — 12Ls,
2h2 6h? 24h? 3y
2Lh?*d, — 354 + 3Lcy L2 4 Lsy — 4dy 0 0 0 L? +3Ld; — 151
2h? 2h? 6h/g
0 0 15J; — L?® —3Ld, 24L% 4+ 12Ls, — 72d, — h?L*4 0 0
6h/5, 24h® 3y
0 0 0 0 0 0

On note T© la matrice 7' du dipdle parfait sans erreurs de champ; on désigne par
T1, T2, T3, T4 et T5 les dérivées respectives de T par rapport a oK, K, 6K, 0K
et 8K5 . On rappelle que les matrices T, T'1, T2, T3, T4 et T'5 sont des tenseurs & trois
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indices symétriques par rapport a leurs deux derniers indices; leurs éléments de matrice

(1,7, k; 7<k) non nuls sont listés ci—apres.

— Matrice T(9);

1 1 hs
T(O) - _ - h3 8920 T(O) _ z
L1 5 266 2 57
0 1 o 1
Tl(’l)’2 ) hsy ez T?E,I)A -2 h s
2 .2 1
0, = b= ), = shd,
[ES) 2 ﬁo 2
0 1 O 1 s,
Tl(’Q)’Z -2 h ez do T346 = — 2 Gy
T(o) _ 1 s, ¢y 0 l h s,
1,26 — 2 Bo 5,1,6 2 502 702
0 1 o 1 s,
T1(’4)’4 - 72 bd, T550 = - 2 Gy
O _Lh(s4d/v’) 79 - L hd
hee 2 Bo? o 2 Bo” v0?
1s
o _ _1 O _ 15
Tz,z,z = - 5 hs, 5,4,4 2 Bo
3 s
o _ _1 T = 2
2,44 — 5 h s, 5,6,6 5 ﬁ03 702
— Matrice T'1:
1 _ 1h%s
Tll,l,l = - 5 h2 83’ T157171 = 5 ﬁo
1 hs? 1 hs2e,
= =z T1 = =
Tlii6 = 3 o 5,1,2 3 o
1 1 h%g?
1 = 3 dx — s? T1 = = L
1,2,2 5 Se 5,1,6 2 7
1 1hs?
Tliya = —scpdy T1 = -z
9 5,2,2 3 o
1 dy (1—|—cx (2—ﬁ02)) 1 d./v0? + ¢y 52
— — — T15 26 = _— =
Tliee = 5 2, 5 7
! ! 2 ﬁo ﬁo
1 1 hs’
11 = S dy T15,6,6 = —— x
3,2,4 5 2 5o’
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— Matrice T'2:

h
T21,1,1=—6(28§ +2dy + 3syLey)

h
T21’1’2:E(3J1 — 6L8% — Sxdx)

2d2h* + 35, L(2¢, — 1)
120
3Ls;(2¢, — 1) — 2d; (2 + ¢y)
12h
6Ls2 — dy(5sy + 3L)
120

1211 6=

T2 30=

T2 36=

1
T217373:§ hdx

2d, — Ls,
4h
dy (10c, — 680%) + 55 (3L (14 Bo” — 2¢5) — 25,)

T2 44=

T2y 66— T2h,

1

T227171:— g th(l + 261;)
1

T227172:— g hdx(l + 261;)

h? (5spdy + 3czJ1)
126,

h
T227272:— E (5Sxdx + 3CxJ1)

1291 ,6=—

$p(8sy —3L) — 4d,

1299 6= 125
0

T22,3,3=% hs;
Sg — Leg
4h
Sz (5 — 3502) + 3Lc, (1 + 502) — 85z,
12hp,2

129 4 4=

129 66=

1
T237173:§ hLSx

sp(h*L? = 1) + Le,
4h

1231 4=

1
T225=5hLd,

76

1234,6=
1241 3=

T241,4=

1
T24,2,3=§

T2424=

125 2,6=

125 34=
125 44=

125 6,6=

3Ldy — 9Jy + L — 3L%s,
123

1
—hs,
2

1
5 hLSx

hd,

1
—hld,
2

L(L — 2s;)
450
h*(3J) — s,dy)
1254
de(5+ cz)
1254

_h(de (se +3LB30%) —3J1 (14 Bo?))

126,
dy (3L + s5)

120
dy (680 + h*d,) — 380°Ls,
123,%h

400
3Ld, — 213 — 9],
1253,
Ji (2780 =5 —¢p) +de L (2 - 9607)
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— Matrice T'3:

h
hs, —_ _ 73
T317173: i (L +28x) T337374 12 (6‘]1 L )
2 27192
h _LP(6—h"L? —12d,)
T31,1,4=§ (3ch1 + 5.(dy + LZ)) T'33.4,4= 510
dy (34 Tc, —480%) + L? (34 260%) — 8Ls,
T317273:%(35xdx —ceJ1) T336,6— (547 Po )8?1—5 5 (3+25°) ®
0
_ _ 2 h
T31,2,4= e 4¢;xhdx e T3411=7 Bsecs + L)
4d, — s, (L + 2s, _§ 9
T3y 36— 4(50 ) T34,1,2—4 hsZ
2
dy(3L —4s,) + J1 — L?s, T3 _h"(Bsedy — J1)
T3y 46— 870 41,6 —450
h h
T32,173:Z (35@‘ + ch) T34’2’2:Z (Jl =+ 3Sxdx)
hL d.(1—3c,
T32,1,4:? (35x + ch) T347276I%
1 1
139 33=—hLs, T3433=— —hL
14 4 2
3sy — 3Lcy + h2L2%s, T3y 5 4=— thZ
T35 24— <h 3, ]
h
T327376:% T347474:— 6 (LS + 3J1)
0
2
s, . _Ads = LPc, = 3Ls, T30 s e (J1 (3+280°) — 35.ds)
2,4,6= 350 6, 1502
h _Leg — 54
T3311=5 (753 + 17) T3s1e=—5—
h Ad, —5Ls, + L¥c,
T33,1,2:§ (3J1 + 7Sxdx) T357174I Sﬁo
4Lsy — dp(Tey +3) — L _ Lsy —4d,
T35, 5= : - ) T35 0= =
— 2 Ji+ L?s, —5Ld,
T337272:dx(5 ;;x) + L T357274I 1 860
_J1(5 — 4ey) — 3spdy _h(Ld, — J1 (3426°))
T33,2,6= T35,36= 3
850 46,
2
T3333=—1hL2 T3 :5Lsx—4dx/702—2L2 (14 80" +¢z/2)
3, 7 5,4,6 S5.7h .
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— Matrice T'4:

T41 11

IR

T4 12

IR

T4 16

IR

T4y 29

14

T4 26

14

T41 33

1

T4y 34

1

T4 44

)

T4 6,6

IS

T4511

IR

T4 19

IR

T45 16

IR

T45 99

14

T45 96

14

T4533

1

T493 4

1

T49 44

)

T4 6,6

IS

T431 3

IR

T431 4

IR

1 h(=d+3s, 1)
12 Bo

L
6 °

1 3Lcy — 28, ¢ — Sz

12 b o

N | —
= &

I~
v
|

[N}

=

h? -
—4dy+s; (3L —5;)

S = N = N

W
(14+2¢;)

|

|
o
8

1
1 h(seds+3cd1)

12 Bo
1

— — s, dy
3

1 2dy +5, (3L —4sy)

12 h 3o
1

Z s,
1
Zd,
2
J1

—Spde+ 3¢y Jy
Bo’
dy

1
6
1
2
1
—Ld,—J
9 1

78

T439 3

14

T439 4

14

T43 36

1

T43 46

)

T4413

IR

T441.4

IR

T449 3

14

T449 4

14

T4436

1

T44 46

)

T4511

IR

T451,2

IR

T45 16

IR

T45 99

14

T45 96

14

T4533

1

T4534

1

T45 44

)

T45 6,6

IS

S~

2d, — L s,
12
L? —2d,
h 3o
—6Ld, +12J, + L3
h 3o

Bl N~ N

|-

o [N}
8

~
o
8
|
N | —
.
8

.
]

sy — Lcg
12
h Jy
Bo
2d, +L> —2Ls,
h 3o
h(3J1+s,d;)
Bo

B = N = N = N = N = N = =

|- 2l
=
)

H
S~

(b4cp)—2Ldy

| =

— | I

I -
o

Bo®

1 3J1—s,d,

2 hf

1 dp(54c¢y)—3Ls,
12 602}12

6 Boh
1 (e +14)-5Ld,
12 o> b '




— Matrice T'5:

T51,13

IR

151,14

IR

151,23

14

151,24

14

T51 3,6

1

151,46

)

159,13

IR

159,14

IR

159,23

14

159,94

14

15236

1

159,46

)

153,11

IR

T53,1,2

IR

T53,1,6

IR

153,22

14

153,26

14

15333

1

1
- L s,
4

1 Ley—ss+h?L%s,
it >
sy — Lcg
h2
L(sy—Ley)
h2
2d, — L s,
h 3o
Ld,+3J,—L%s,
Boh

o

5

+
=~ =

~

)

Bl

L(syg+Ley)

L s,

sy —Ley +h?L2%s,

B = 0ol = o= = o = 0o = o

1 Lsg~+ L%cy —4d,

8 Goh
1 1
gsi—i—ng
1L —s.¢,
8 h?
ld,(-3+¢)+L?
8 8o h
—s2 4+ L2
12
3J1 — sy dy
h 3o

1
—_ 2
4

1
8
1
8

79

153,34

153,44

)

T53,6,6

IS

TH411

IR

154,12

IR

154,16

IR

154,22

14

154,26

14

15433

1

15434

1

154,44

)

154,66

IS

155,13

IR

155,14

IR

155,23

14

155,24

14

15536

1

155,46

)

1
12
1

S
24

dy(co—T)+31L°
h2602
1

L3

e e e
)
5
)
5
+
o |
h

Bo’
Le, — s,

Boh
4d, —3Ls, + L% ¢,

Boh

Ls, —2d,

Boh
—3Ld,+3J1+L%s,

Boh
~3.Jy + Ld,
B’
L(=3Ji 4 Ld,)
Bo” '

o I e N N I N e e T N R



Matrice U

On note U la matrice U du dipdle parfait sans erreurs de champ. On rappelle que

U est un tenseur a quatre indices symétrique par rapport a ses trois derniers indices; on

dresse ci—dessous la liste des coefficients Ui(,(y)‘,)k,l qui sont non nuls et tels que 1 < j7<k.

o 1 hd,
3,246 %
U(o) _ 1 h3 8920 0
L6 = o ©) —l .
©) L, 34,4475 Sz
= —h*s
1,1,2,2 z B
6 (0 _1% (3 50")
(0) _ 1 heg s, 3,4,6,67 ¢ ﬁ02
o 6 fo (0) 1 h°s?
1 __ - z
U1(701)7474 _ = h? 2 5,1,1,1 6 B
3
2 o , (o 1 h” ¢, 8920
(0) 1 h Sz (3 — Bo ) 51127 ¢ 3o
U1,1,6,6 = - 6 3 3 Lt
1 ’ 5(01) 16— % 8290
0 ? bl bl
1(,2),2,2 = 5 Sz Cx 6 o ,
L hd o _ 1hse
0 T L ]
U1(,2,2,6 = 6 o 6 2@0 ,
o 1 h* ¢, s
1 Z
U1(,02),4,4 = 6 Sg Co 5,1,2,6 6 502
0 _ lhs;
2
g o _ L (3 ?) PTG By
1,266 — 3
° o (0) 1 hse (h2 s+ 3/702)
2 —__ -
(0 Lh(d:+s;) 5166~ ¢ 3
U1,4,4,6 = 6 3o : Bo
o le, -1
ley(e,+1)—2 1 hs? U, =—
U1(06)6 6 — 5 = (e 3+ ) + 5 S:f P26 by
(0) 1hs, U(o) _1 Sg (3= 0" —h Sx)
U2,2,2,6 = 6 3o 5,2,267 ¢ 502
1hd
© _ Llhs ( _ 1hd,
U2,4,4,6 5 5,2,4,4 6 5o
p© - L hs o _1h (=3de/v0" + ¢ 57)
2,6,6,6 9 503 702 526,67 g ﬁ03
0 1 hs, a2
Ulas = 5%, po Lo (30
2y Ey 6 ﬁo
(0) _ l
Pozaa = g o 15 (5-0°) 1n2s
5( 6)6 6= 5 + - L,
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2.2.3 Le quadrupole droit
Hamiltonien

Nous considérons un quadrupole parfait droit de longueur L et de force Ki'; 6K et
SKF désignent respectivement I’erreur de champ quadrupolaire droit et les erreurs de champ

hexapolaire droit et tourné. Avec ces notations, I’'Hamiltonien du quadrupole s’écrit (cf.
équation 1.38 et Tab. 1.1)

1 S| o~
(X K, 0K )=— J (— + 5) — =P, =P, 4 K(x,y; Ki . 6K) | +
Bo 3576 (2.13)
d +1
Bo
1
on Ky(z,y; Ki,0K) = = (K +0K)(y? —2?) — 6 SKF (23 —3xy?)+
(2.14)

— | =

65[(2_(3:1;2y—y3) :
Au vu des deux équations précédentes, on prouve aisément que I’Hamiltonien du quadru-
pole commence de facon directement quadratique dans la variable X. En se souvenant des
résultats énoncés a la sous—section 2.1.3 et qui concernent ce cas particulier, ou en remar-
quant simplement que le champ magnétique est nul sur I’axe du quadrupéle (une particule
sur cet axe n’est pas déviée), on prouve ainsi la nullité de I’offset 6 X.

On définit enfin les douze constantes suivantes:

cos ( K L) si Ki" >0 cosh (\/K L) si K
Cp = cy:
cosh ( -K L) si Ki" <0 cos ( —I(i"L) si I
sin ( Kf’L) VK s K> 0 sinh (\/A L) VKT st Kf>0
Sy = Sy=
sinh ( —K1+L)/ ~K{ si Kf<o sin ( Kf’L) /\/—Kf’ si K <0
N oy —1
KRS YRS
j 1c§—3—|—20x [ 1 c2-3+2¢,
T K YT K
le,s,—s 1lecys,—s
L, =-%% "% oo Llessa—sy
75 Kf 2 5 Ki
1202—01,—1 1202—cy—1
[31’:—%4_ I3y = — - —F T
5 K 5 Ky
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Matrices R

La matrice R® du quadrupéle parfait sans erreurs de champ est donnée par

Cx Sy 0 0 0 0
~Kfs, ¢ 0 0 0 0
0 0 ¢y Sy 0 0
RY = 0 0 Kis, ¢, 0 0
0 0 0 0 1 L
Bo* ~0?

0 0 0 0 0 1

Seules les dérivées premieres et secondes de R par rapport a 6K sont non nulles et on a

L, Les = s 0 0 00
g e SR
Sy + L ey 1
— ——Ls, 0 0 0 0
2 9 "°
1 Le, —
orR RO 0 0 ~Ls, —L_ g g
= = 2 2 K
JSK{ 0K o+ Le )
0 0 e gl 000
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
*’R  O*RO
02K 02Kt
L(Lecy —sy) L% s, 3 Ley—s,p
4K} 4K 4 K ’ ’ 0o
Leg—sy  LZ%s, L(Ley—sy)
CAK] 4 Y ’ ’ oo
0 0 L(Lecy—sy) Lzsy_§Lcy—sy 0
4K 4KF 4 K2
Ley — sy Lzsy L(Lecy—sy)
0 0 AKT 1 AKT 00
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
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Matrices T'

On note T Ja matrice T' du quadrupéle parfait sans erreurs de champ. Les coefficients

(T»(O) J <k) non nuls sont listés ci—apres.

irjik
T(o) _1 I(f’LSw
L1167y Bo T(O) 1 Kil— (L —cys5)
1s,+Le, 51,1= " 7
T1(02)6:_ -z T ! o
14 4 ﬁO T(O) _1 I(il— Si
© _ LE{(sp—Le) PRI By
21,6 4 ﬁO T(O) _ 1 L + ¢z Sy
o 1Kt N
A B 70 _ LK (L—cysy)
(0) L Ky Ls, ! Bo
3,36= " 1 9
4 ﬁo T(O) . 1 I(I Sy
© _ 1 sy+ Ly 5347 4 3o
3,4,6 4 ﬁO © 1 I+ cy 5y
(0) _1 I(I (Sy — L Cy) 5,44 4 ﬁo
4,3,6 4 ﬁO T(O) o § I
o _ 1K Ls, 200 2 80”102
4,4.6 1 B

On note T'1, T2 et T3 les dérivées respectives de la matrice T' par rapport aux erreurs de
champ 0K, 8K et 6K .

M T T oT
— Matrice T'1 (on a aussi T'1= :
( 8[{1+)
1 L(sy+ L) 1 L(sy+ Ley)
Tl g=n 222 T 2C) Tlygge— — By T2
11,673 o 4,4,6 3 o
sy (1+K{L?)~ Le, lepsy—3L+2Lc2
71 S T1 =— z
126=3 Ki" 5o 51173 %o
s, (1+K{L*)~ Le, 71 ot Lsaco
T1y16=— 3 5o 51,257 Bo
1 L(sy+ Lec, lepsy+L—2Lc
Tly26=2 —(S +Le) Tl520=1 +
H 8 ﬁo 8 K1 ﬁO
1 L(sy+Ley) 1e,8,—3L+2L¢
Tlzze=— - L Y Tlemame = U7Y Y
3,3,6 3 o 5,3,3 3 o
Tlyeet (1KLY — Loy Tlsg e - 2500
TR K{ Bo 4 o
1 1-KfL?)-L leysy+L—2Lc2
Tl436=2 S ( 1 ) % Tls44== v = Y.
8 ﬁO & I(I ﬁo
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— Matrice T'2:

1 1
T2 0= 5 53— g d,

1
Thap==gsede

1
T2y 5 0=— G d?

1
T21 35=Kf Iy + ) de

1
T217374:§ Iy
121 44=11,

1

1291 1=— G = (14 2¢c;)
1

1291 9=— G de (14 2¢;)
1

T2502=— 350 dy

y 1
129 33=K Is; + 35

— Matrice T'3:

1
T31,1,3=§ cp I3y + Kf’ sg Doy

1
T31,1,4=§ cp Loy + K1t sy Iy

1
T31,2,3=§ Sz I3y — ¢z 1oy

1
T31,2,4=§ Sgp Ioy — cp Iy

1 1
T327173:_ 5 AII— (261, IZy — Sz ISy ) + 5 Sy Cg

Lo 1
T327174:_ 5 [Xf— (261‘ Ily — Sz IZy ) + 5 dy Cyp

1 - 1
T32,273:— 5 Cg ISy - [\1 Se IZy =+ 5 Sy Sy

1 - 1
T32,274:— 56@' IZy _[\1 Sy Ily =+ §dy Sy

. 1
T337171:—A/I|_ Ily + 5 dy

T337172:§ 2y
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1
T227374:§ I3y
129 44=1Is,

1
T23,1,3:§ ey I3y — K1 sy Iny

T23,1,4=§ Sy I3z — ¢y Ioz

1
T23,2,3:§ ey Loy — K1t sy Iy

1
T23,2,4=§ Sy log — ¢y Iz

Lo 1
T 5 (20, T 5y s ) 4 ey
+ 1 1

T247174:A/1 Sy Iy — 5 Cy I, + 5 Sg Sy
R 1
T2472,3:§ K7 (QCy Lg — sy Iog ) + 3 dz ¢y

1 1
T247274:A/7II— sy l1o — 9 ey Iy + 3 dy sy .

T33,2,2=114

1 1
1I'3333=— R 57— 5 dy

1
T3334=— G5y dy

L s
T3344=— G d

. 1
T347171:—Rf— Ioy + 3 Sy

T347172:§ 3y

T34,22=1s
1

T3433=— Gy (1+2¢y)
1

T3434=— 6 dy (14 2¢y)

1
T3444=— 35 dy .



Matrice U

U désigne la matrice U du quadrupéle parfait sans erreurs de champ. Les coefficients

(U.(S?M; J <k<I) non nuls sont listés ci—apres.

K3

0 3
U1(,1),1,1 = _Ekf—zsx(l/_cxsx)
79 _ 1[""2 3, 14
1112 = K Psi 4+ —K{co(L—cpss)
1Lty 8 16
1
U1(,01),2,2 = - EKf— Se (L+3cps,)
79 _ 1 K+2 2
1133 = g 46 (CxSy—Scysysx—kQle,)
1
0 .
Uilsa = KT (250 =3suciteasycy)
U9y = K (ers?=3 2L
R T Cyp Sy — O Cy Sy Sp — gl,)
©) | LEF (50 (206% =5) = Ley)
U1,1,6,6 = ﬂ 3
Bo
1
U1(,02),2,2 = g% + % e (L+cpsy)
(0) 1 ~+ 2
U1727373 = EKI (3Cx5ycy‘|‘5xcy—2[/cw—25w)
0 1
U1(72)7374 = E[&f’sy(sxcy—k;%cl,sy)
0 1 1 1 1
(0) 1 Lep+s, 1 5Lcg+s,(3-L2K{)
U1,2,6,6 = 5272 ﬂ 5
ﬁo P)/O ﬁo
0 1 3
Uz(,l),l,l = —Efﬁf’38§+ﬁfﬁf2(sx—ch)
0 1
U2(71)7172 = - E Kil—z Sz (L — Cy 51’)
U(O) — EI(—I—S —iI(—I—C (L—|—CS )
2,1,2,2 g I o — g M Go v Sz
0, _ 1 K+2 2
2133 T g %) (chy—cwsycy—Qsl,—l—Qch)
1
0 .
Usisa = 5 K sy (seey —casy)
1.
U2<701>7474 = —K{(soc—cosycy+2s,—2Lc,)

48
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| KT ((se=Len) (3—200%) + K L2s,.)

21 Bo?
1
—EKfsx(SL—I—cwsw)
L oto 2
EKI (2L s; —cysysy —cp5y)
1
—El(f'(cxsycy—l—sxcz—st)
1
—El(f'(cysysx—l—cxsZ—l—Qst)
| LEF (50 (280 =5) = Ley)
2 B’
1

EKf’Q(cys%—Sstxsy—l—QLsy)

1
EK;’(—Scwcysx—cisy—l—QLcy—l—st)

1
—El(f'(st—Sc%sy—l—cwcysx)

L
—Elﬁfsx(cwsy—l—Ssxcy)

1
— — K (cys2 —3cps,8,—2Ls,)

48

1, +1 +1L +1
— C, S — CpCy Sy + — L c — S8
48 ¥V 16 MY 24 7Y 247

3
—Elﬁfzsy(L—cysy)

1 1
—Kf’sz—EKf’cy(L—cysy)

3 y
Lo+
EKI sy (L+3¢ysy)
| LEY (sy (266 =5) — Ley)
21 o2
1 3
§3y+ﬁcy(L+0ySy)
1 Ley+ sy 1 5Lcy—|—sy(3—|—L2Kf')
12 502702 24 502

1
E[(f'z(cisy—cxcysx—st—l—QLcy)

86



E[&'TQ(QLSy—stwsy—cysi)

1
E[(f'zsx(cxsy—sxcy)

1.
E[&f’(cxcysx—l—cisy—st)

1
—EKf(cisy—cwcysx—l—st—QLcy)

1
E[&'f’(cxsxsy—l—cysi—l—QLsy)

1 3
— K{3s)+ — K{? (s, — Lcy)

16 16

1
_Ekf—zsy(L_CySy)

S R
—glﬁl sy—l—ﬁlﬁl cy (L4 cysy)

1 KT ((sy=Ley) (3-2007) — K L2s,)

21 Bo?
L
—6[(i|'sy(3L—|—cysy)

| LET (s, (286 =5) = Ley)

21 o’
| KT (ense (2002 =3)+ 1 (5-24%-2¢2))
21 5’
1 I(i" (3920 (ﬁ02 — 2) — Ls, cl,)
12 B’
1 erse (<2602 +5) + L (5- 24 +2¢2)
24 o’
1 KT (eysy (2807 =3) + L (5-28% —2¢2))
21 5’
1 Kf (512/ (ﬁ02 - 2) —Ls, cy)
12 B’
1 oeysy (=287 +5) + L (5-208% +2¢2)
21 2

1L (- )
2 504702 '
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2.2.4 L’hexapole droit

Hamiltonien

Nous considérons un hexapole parfait droit de longueur L et de force K ; K désigne
I’erreur de champ hexapolaire droit. Avec ces notations, I’Hamiltonien de ’hexapole s’écrit
(cf. équation 1.38 et Tab. 1.1)

1 S R
G(X; Ky, 6K )=~ \l (ﬁ_ + 5) N sz - Py2 + Wy(,y; K, 0K )|+
0

070 (2.15)
g +1
Bo
1
ou Ky(z,y; K, 0K)) = — 6 (Kf +0KF)(2°=329%) . (2.16)

Comme pour le quadrupdle, 'offset relatif au mapping de ’hexapole est toujours nul. De
plus, on peut remarquer que les quantités K et 6K, n’apparaissent que dans les dérivées
troisiemes de ¢ par rapport a (z,y); de ce fait, la fonction matricielle Fy (K, SK) définie
précédemment (produit de J par la matrice des dérivées secondes de g en X = 0) est
indépendante des parametres K et 6K . Enfin, puisque I'on est ici dans la situation de
la sous—section 2.1.3 (6X = 0), la matrice R de I’hexapodle (avec erreur de champ) vérifie
I’équation différentielle dR/ds = Fy R (équation 2.10); par conséquent, cette derniere est
une fonction indépendante du champ et de I'erreur de champ (en fait, la matrice R de
I’hexapdle est identique & celle d’une section vide de champ (drift) de méme longueur, cf.

sous—section suivante).

Matrice R

La matrice R de I’hexapdle est donnée par

1L 000 0
01000 0
001 L0 0

=10 0010 o
00001 —

50’702
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Matrices T'

©) |

On note T'® la matrice T' de ’hexapdle parfait. Les coefficients (17 7 <k) non nuls

sont listés ci—apres.

1 .
T = — LK) i |
1 T, = TG
9, = - 5 L KT o Lo
Y, = ——L'Ky |
149 24 T(O) _ _ L3 [7-|—
LI 823 = Ty 2
T(O) - _ -
1,2,6 2 60 T?EOQ)4 — i L4 [(2—|—
1 o 24
T(O) - _I?K7%
1,3,3 1 i\ Té?(ﬁ _ L
T(O) — i L3 [,_|_ o 2 ﬁO
1,3,4 2 1
12 7. — —LKf
T(O) _ 1 IA KT o 2
144 = 5y 2 (0) 1 2 4
) Tifa = ZL K
Y, = —SLK{ ) |
1 T, = KT
I, = — LK © .
) Tiga = EL Ky
T(O) - __I3K%
22,2 G 2 T5(02)2 _ 1L
1, = LK o
h ? T5((21)4 = T 5a
T(O) _ ELQ K+ o 2 By
234 = 3 2 3 7
1 T5(7%)76 = - 5 3 2
Ty = gL'KS fo™0

or oT©)
0 fin 71 & — .
Ha e 90K 9Ky

de dérivation étant simple puisque T° dépend linéairement de K.

On ne donnera pas ici les coefficients de T'1, l'opération

Matrice U

U désigne la matrice U de I'hexapdle parfait. Les coefficients (U»(S?M; J <k<l)non

K3

nuls sont listés ci—apres.
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i L4 ]’+2
48

LLE) [’+2
144

1 LK
12 G
LLG [’+2
432

1 LK
18 fo

L L4 ]’+2
144

L L5 [’+2
240

L6 [’+2
720
1 1
.y + _L7 [’-I-Z
2 1008
1 L*KS
24 [

1
_ _L5 [’+2
720

L6[’+2
2160
1L—|—LL7[’+2
6 3024
1L (35"

6 B
1 L2K§
12 B
1 IPK§
18 B
1 I*K5
24 B
R e
12

ilfl ]’+2
144

1

_L5 [’+2
72

1 LK
12 G
LLS [’+2
36

i[/l ]’+2
48

L L5 [’+2
120

L6 ]’+2
144
1 L3 Ky
9 Bo

___1__L4[’+2
144

LLE) [’+2
360

L6 ]’+2
432

1 LK}

12 G

1 IP K}

9 fo

L L4 ]’+2
144

1
_ _L5 [’+2
720

L5 ]’+2
240

1 L6 [’-I-Z
2160

1 LPKS

12 By




1 LPKS
18 fo

1
- L6 [/’-I-2
720

1
6 3024
1 IPK;
18 G
1 LK
24 G

1 L* K2
48 2

L
144 2

L pogp
432 2

___}__L4](+2
144 2

L opagse
48 2

L g
360 2
1 L2KY

12 By

L s gy
120 2

L pogp
432 2

1
L4 — L7 Kj?

1 L2K§
12 G

1 L? K3
9 B

L L3 K2
12 2

apyes
144 2

71—2L5 Ki?
Eyy K32
144
1 L?KS
12 G
1 LK
18 G
1 LK}
12 B
1 LP K}
18 G
1 LYK
24 [y
L (3-5)
B’
1 LK
12 G
1 LP K
18 G
1 LYK

24 fBo
1L (35"
3o
L (5- 5%

Bo' vo?

[=2 N

(=2l

[N



2.2.5 La section droite ou drift

On considere une section vide de champ ou drift de longueur L. L”Hamiltonien dans
cette section se déduit aisément des Hamiltoniens 2.11, 2.13 ou 2.15 en faisant A;=0. On

obtient de la méme facon les matrices R, T' et U du drift®:

— la matrice R du drift est la méme que celle d’un hexapole de méme longueur.

— les coefficients (75 x; 7 <k) non nuls sont

3L
T126 T346 T522 T544:——€tT,:—7-
2 Bo 25873
— les coefficients (U, ;x5 J <k <!) non nuls sont
L
Ur22=Uss44= 5 et Uigua=Usz24= 5
L 2
Urpee = Usaee = Us226 = Usg46= 62(3—50)
0

L
T S (5-82) .

Evidemment, on peut aussi calculer de maniere exacte le mapping d’un drift de longueur

Us 66 =

L quelconque (dans un drift, la particule suit un mouvement rectiligne uniforme). Avec les

définitions des variables canoniques (X;) données a la sous—section 1.2.3, on a

w(L) = wo+ PooL/(2)
. o Po
Pi(L) = Pu
y(L) = yo+ﬁ;L/<jj—;>
Myl Xo: L) = { — . 2.17
dft( 0 ) Py(L) — PyO ( )
S(L) = 6
) - l+£(1—(1+ﬂ >/<p5>)
- 50 0 Po
P I 2 2 2 24 2 2
6l — I[L) =Py =Py =/l +4+82— Py — Pyo . 2.18
avec . \I(po) 0 0 ¢ + 7o + y0 ( )

Remarque: en utilisant I’équation 2.17 puis en se rappelant des définitions des matrices R,
T et U a partir de M (sous—section 1.3.2), on peut retomber facilement sur les résultats

du début (c.—a—d. les matrices R, T', U d’un drift de longueur L).

5.0n peut, par exemple, reprendre les expressions des matrices R(®), T [7(®) relatives & I’hexapole

(sous—section précédente) et annuler le parameétre K;’ dans ces mémes expressions.

6. ps :m’yd—j désigne I'impulsion longitudinale de la particule et p son impulsion totale.
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2.3 Erreurs géométriques: déplacements et rotations

des aimants

2.3.1 Introduction

On considere une section [sq; $1 =8¢+ L] de la courbe de référence C. Entre les abscisses
S0 et s se trouve un élément optique rigide que I'on notera E; on impose de plus, en amont
et en aval de E, deux espaces vides de champ de longueurs respectives Ly et L4 autorisant
de petits déplacements de 'aimant F. On désigne par M le mapping associé au transport
du faisceau a travers I’élément optique E lorsque celui—ci est dans sa position idéale; M

est supposé connu. Le mapping Mo pour la section totale [sg — Lo; s1 + L] s’écrit donc
Mior= Marip(L1) 0 M o Myrip(Lo) -

Des lors, on suppose que I'aimant E a subi de petits déplacements par rapport a sa position
d’origine. Le mapping M’ relatif au transport du faisceau le long de la section [sg; s1] est
alors un objet dont 'interprétation devient délicate. En effet, considérons par exemple une
légere rotation de 'aimant E dans le plan horizontal par un angle 8 positif autour du point
milieu de sa face d’entrée (point [, sur la figure 2.2). A I'abscisse sq, toutes les particules
de coordonnées horizontales * > 0 sont déja dans ’aimant alors que celles situées dans le
demi-espace x < 0 ne 'ont pas encore atteint. De ce point de vue, comment définir M'?

Afin d’éviter ce type de difficulté, nous nous intéressons plutét au mapping M, associé a
la section [so — Lo; $1 + L1] dans laquelle 'aimant E a été déplacé (et qui est mieux défini
pourvu que les longueurs Lo et Ly soient assez grandes). Pour ce faire, nous nous basons

sur ’égalité précédente en écrivant M, sous la forme suivante:
def
M = M arise(L1) 0 Megr 0 M grine(Lo) (2.19)

Nous introduisons donc de facon naturelle le mapping effectif Mg correspondant a un
transport fictif du faisceau le long de la section [sg; s1]. Ce dernier ne doit évidemment pas
dépendre des deux longueurs arbitraires Lg et L1 mais uniquement du mapping M ainsi que
des défauts d’alignement e de 1’élément considéré. L’idée est alors de rechercher Mg sous
la forme Mg = Mgy 0 Mo M;, ou M;, et My sont deux transformations des variables
canoniques (aux abscisses respectives s et s1) qui ne dépendent plus des caractéristiques
magnétiques de 'aimant considéré mais uniquement de sa géométrie intrinseque (longueur
L et rayon de courbure p) et bien sur de 'erreur € envisagée. En reprenant 1’équation 2.19,

on obtient donc la décomposition suivante:

My, = Mari(L1) 0 Moye 0 Mo Mi, 0 Mgrin( L) -
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Lin (Xin,dx,ds,0)

Fia. 2.2 — Exemple simple de déplacement d’un aimant

En analysant pas a pas cette derniere relation, 'interprétation des mappings effectifs
d’entrée et de sortie, M;, et My, devient alors évidente.
— En partant de ’abscisse sg — Lo et via un drift de longueur Ly, on se ramene a la face

d’entrée de I'aimant E dans sa position d’origine (abscisse sg).

— Des lors, il s’agit d’une part de revenir a la face d’entrée de 1’élément déplacé (via
un petit drift de longueur Ly, cf. Fig. 2.2) puis, d’autre part, d’effectuer une trans-
formation des variables canoniques afin de les adapter au nouveau repere d’entrée de

I'aimant E. Mj, sera le produit de ces deux transformations.

— Via le mapping M supposé connu, on se ramene aisément a la face de sortie de

I’aimant déplacé.

— La définition de la transformation M., est alors similaire a celle de M;,: d’abord
le changement de variables canoniques de sortie, puis le drift nous ramenant a ’abs-

cisse s (face de sortie de ’élément dans sa position d’origine).

94



Courbe C

@ yin: yout

F1G. 2.3 — Bases locales Bi, et Bout

— Par le mapping M g4.;1(L1), nous aboutissons finalement a I’abscisse s; + L.
L’étude se résume donc simplement au calcul des transformations M;, et My et né-
cessitera trois étapes successives exposées en détail a la sous—section suivante. Dans un
premier temps, nous paramétriserons un déplacement quelconque de 'aimant E a 'aide
de six quantités indépendantes (trois translations et trois rotations)” puis nous dérive-
rons les formules de changements de reperes associées a ce déplacement. Dans un second
temps, nous nous attacherons aux transformations canoniques relatives a ces changements
de coordonnées spatiales en entrée et en sortie de I’aimant E. Finalement, nous obtiendrons
formellement puis analytiquement (sous—section 2.3.3) les mappings Mi, et Moy tels qu’ils

ont été définis ci—dessus.

2.3.2 Meéthodes de calcul

Changements de coordonnées spatiales en entrée et sortie de I’aimant déplacé

On suppose dans un premier temps que 'aimant E est dans sa position idéale d’origine.
On note Bin = (Xin, Yin, Sin), respectivement Bout = (Xout, Youts Sout ), la base locale de C a

I’abscisse s, respectivement a I’abscisse s; (cf. Fig. 2.3). On désigne par [, et Loy les points

7. L’aimant E étant supposé rigide, on ne traitera pas ici des défauts intervenant dans la définition
de sa géométrie intrinséque comme par exemple une fluctuation dy(s) de la position verticale de son axe
magnétique qui dépend de ’abscisse longitudinale s. On ne s’attachera pas non plus a des erreurs L, dans
la longueur L des aimants considérés, ces derniéres s’interprétant plus volontiers comme un défaut dans la

force intégrée de ’aimant qui correspond grossiérement & une erreur de champ dK/K=4L/L.
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de la courbe C aux abscisses respectives sg et s; et on appelle a 1'angle orienté (Sout, Sin)
(a > 0 lorsque la courbe C s’incurve sur sa droite). Rin = (fin; Bin) €t Rout = (Lout; Bout)
sont donc les deux reperes attachés respectivement a la face d’entrée et a la face de sortie
de l'aimant E.

Dans toute la suite, si B et B’ sont deux bases quelconques de 'espace Fuclidien a trois
dimensions et si & désigne un vecteur quelconque de ce méme espace, alors Mat(B'/B)
représentera la matrice de passage de B a B’ et ()5 sera le triplet donnant les coordonnées
du vecteur ¥ dans la base B. Avec ces notations et au vu de la figure 2.3, la matrice de
changement de base B;, — Bout et les coordonnées du vecteur m dans la base B;, sont

respectivement
cosa 0 —sinao

A Mat(Boue/Bin) = 0 1 0 (2.20)

sina 0 cosa

E(cosoz - 1)
et d (Lnfoui)Bin = 0 . (2.21)
L
—sin o
o

En particulier, lorsque E est un élément optique rectiligne, on a o = 0, soit A =1 et
d=(0,0, L).
On suppose maintenant que 1’élément optique E est déplacé “en bloc” par rapport a sa

position d’origine; avec des notations identiques a celles qui précedent, on désigne respec-

tivement par R, et R, les reperes (I ; Bl,) et (I ,;B.,.) attachés & ’élément déplacé®

et, puisque 'aimant E est supposé rigide, on a

Mat (B /Bly) = Mat (Bowe/Bin) = A et (T )y = (T Towt)s, = d - (2.22)

On paramétrise le déplacement de E par quatre transformations successives:

e une translation de vecteur d X;, + dy ¥in + dsSi,. Sous cette transformation, le repere

Rin , respectivement Roug , donne le \repére RL = (IL;BL = Bi,), respectivement R! . =
(11,; BL . =Bou) avec [in[i11; = [OUt[;u; = dz X + dy Yin + ds S;,, dou
dzx cosadzr +sinads
def (77T T AN 4
t = (Iin[in)Bin: dy et ([OUtlout)Bout: ([OUtlout)Bin: t = dy
ds —sinadz + cosads
(2.23)

—’/

8. B{n - (_’in’yln’ 1n) et Bout - ( gut’yout’ out)

96



Sh

Fia. 2.4 — Définition des angles paramétrisant la rotation d’un aimant

Maintenant, si Z;, (respectivement Z | Z.. et Z! ) désigne les coordonnées spatiales d’un

point M quelconque dans le repere Ry, (respectivement Ri, Roue et RL,,), les changements

de coordonnées s’écrivent simplement

—
Lin [iln)B 2L i — t

— 593 (2.24)
= Zout - ([out [Out)Bout = Zout - A_lt .

Zi — len = Zin —(

Dout — Z1

out

De plus, puisque 'aimant est translaté en bloc, on a aussi

(L), =d . (2.25)

n “out in

e trois rotations successives (qui ne sont pas les rotations d’Euler, cf. Fig. 2.4) laissant le
point Il invariant de sorte que ce dernier peut étre directement remplacé par le point I!

dans toutes les relations qui précedent:

— une rotation d’angle 6 (angle azimutal) autour de ’axe orienté (1! ; ¥in). Sous cette

rotation, le repere Rl donne le repere RE, = (I ; B2) avec B2 = (U, ¥in, V) et on a

cos) 0 sinf

0 ¥ Mat(B2 /Bi) = 0 1 0

n

—sinf 0 cos#

— une rotation d’angle ¢ (angle d’élévation) autour de ’axe orienté ([ ; —d) (¢ > 0
correspond a une élévation de la téte de I'aimant). Sous cette seconde rotation, le

7. — =

repere RZ, donne le repere R = (I1,; B2) avec B2 = (U, w,s] ) et on a

1 0 0
oL Mat(By /B2) =1 0 cosé sing
0 —sing cos¢
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— une rotation d’angle ¢ (angle de roulement) autour de ’axe orienté ([ ;s! ) (si
0 = ¢ = 0, cette rotation correspond simplement a une rotation autour de ’axe
longitudinal initial (1] ;§i,)). Sous cette derniere rotation, le repere Ry, donne enfin

h !
le repere R, et on a

costp —siny 0
o Mat(B],/B) = | siny cosyp 0
0 0 1

Avec ces notations, il vient

Mat(Blln/Bln) = Mat(B?n/Bln) Mat(Bl?)n/B?n) Mat(Blln/Bl?)n)

=00V
(2.26)
Mat(Bgye/Bour) = Mat(Bin/Bous) Mat(B, /Bin) Mat (B, /Bi,)
Z2A1OQU A .
On a enfin
([;ut [cl)ut)Bout: A_l([;ut [c/)ut)Bin = A_l {([;ut [i/n)Bin —I_ ([1/n ]c/)ut)Bin}
2 A [ d + Mat(Bly/Bin) (I L) | (2.27)

2.22,2.26

A (~d+00Wd) .

Maintenant, si 7/ (respectivement 7/

out
!

) désigne les coordonnées dun point M quelconque

dans le repere Ri (respectivement R/ ), les changements de coordonnées s’écrivent sim-

out
plement
Ziln — len = Mat(Bln/Blln) len
226 g-1p-1@-1 gl
—_—
Zc}ut — Zc/)ut = Mat(BOUt/Béut) [Zc}ut - ([;ut [cl)ut)BouJ (228)
226227 41 o1 -1 -1 AZL 4
(AU o o' d— A'd).

Ainsi, en combinant les relations 2.24 et 2.28, on obtient finalement les formules de chan-

gements de coordonnées relatives aux changements de repere Ri, — R{ et R/

out

— Rout:

Zl = Ul (Z, —t)
(2.29)
T = ATOOUAZ

out

+AOOUd—d+t).
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Dans toute la suite, on désignera par € I'ensemble des six quantités (dx, dy,ds, 0, ¢, 1) qui

paramétrisent un déplacement quelconque de 1’élément optique E.

Transformation des variables canoniques a ’entrée et a la sortie de ’aimant

déplacé

On réécrit les relations 2.29 sous la forme simplifiée suivante:

Zi/n - Cin Zin + Din
/ (2.30)
Zout — Cout Zout + Dout
c. Ey-19-19-1 = defl -1 -1 0-1+ —
in — = Ui (6) et Din ——\I/ (I) @ t = Din(é)

ol
Cot DA OO U A = Couele, L) et Doy EA (00U d —d +t) = Douele, L, ) .
On désigne par Xj, = (:I;in,]z;,yin,]g\ lin, 0in) le vecteur caractérisant 1’état physique

Yin?
d’une particule quelconque a ’abscisse s;, en prenant R;, pour repere de coordonnées

spatiales. Par le changement de repere Ry, — R! _, on a avec les notations précédentes

n?

Tin — ${n — Cinl,l Tin + Cinl,? Yin + Cin1,3 Sin Dinl
/

5 S~ def MY da 5 = Ps;
P = Py = ——2=Cni1 Py + Cinz Py + Cinizg —=

in Po dt Po
Yin — ylln — Cin?,l Tin + Cin2,2 Yin + Cin2,3 Sin Din2
e = det MY dyi, = 5 Psiy
P, — Py = ——%==Cn1 Py +Cin22 Py + Cinzs

in Po dt Po

/

! 1
lin — l:n d:ef —C (t - Sﬂ) — lin + = S{n — Sin
Vo 50( )

1
— lin + ﬁ_ (Cin?),l Tin + Cin3,2 Yin + Cin3,3 Sin — Sin + Din3)
0

5in — (Slln = 5in

5 25in — =
ou (cf. 2.18) Do _ \/1+—+5i2n_Pxin2_PyiH2 :
Po 50

On note alors X/, ce nouveau vecteur et M/ cette transformation, soit

Xin = M{H(Xin; Sin; 6) : (2.31)
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De la méme facon, on définit la transformation M’  relative au changement de repere

R .. = Rout, ce que I'on écrit avec des notations évidentes?

Xout Mgut( out; 0ut76 L a) . (2.32)

Mappings effectifs d’entrée et de sortie M;,, et Mg,¢

Considérons maintenant une particule quelconque située a la face d’entrée de 1’aimant
non déplacé et caractérisée par le vecteur 6-dimensionnel Xj,; faisons—la évoluer le long
d’un drift de longueur L;, de sorte qu’elle rejoigne la face d’entrée de I’élément déplacé. A

’issue de ce drift, les coordonnées spatiales de la particule dans le repere Ry, sont définies

par
Lin (M drift)l (Xin; Lin)
Zin =\ Yin | = | (Muarige)s (Xini Lin)

Sin Lin

ott (M grift); (Xin; Lin ) désigne la *m¢ coordonnée du vecteur 6-dimensionnel M g, Xin; Lin)

donné par ’équation 2.17. La longueur L;, est donc telle que
Sin = (Zin)3 = Cinza (Marirt) | (Xini Lin) + Cinzz (Marige)3 (Xin Lin) + Cinz,3 Lin + Dins = 0 .

En reprenant 'expression 2.17 du mapping d’'un drift de longueur quelconque, on voit
que l’égalité précédente est une équation linéaire en la variable L;, dont les coefficients
dépendent de Xj, et du défaut e. On trouve ainsi une expression exacte pour la longueur
recherchée, du type Li, = Lin(Xin;€). Ceci étant dit, on définit comme suit le mapping

effectif d’entrée de aimant tourné:
Min (Xin; 6) — Mln (Mdmft(Xln7 LIH(XIH7 )) y Sin = Lin(Xin; 6) ; 6) . (233)

Considérons enfin une particule quelconque située a la face de sortie de "aimant déplacé

et caractérisée par le vecteur 6-dimensionnel X! . dans le repere R . la particule a pour

out’
)1 (X5

out

out?

coordonnées 7! . = ((X! )3, 504 =0), ce qui, dans le repere Ry, correspond a

out

une abscisse longitudinale s,,¢ qui vaut

def

Sout = (Zout)g — Uout3,1 (Xout) + Cout32 (Xcl)ut) + Dout3 — _Lout(Xouta ¢, L Oé)
9. M/ ¢ dépend des quantités L et o car la matrice Coup et le vecteur Doy de 'équation 2.30 en
dépendent.
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ou Loyt s’interprete comme la longueur du drift ramenant la particule sur la face de sortie
de "aimant non déplacé. On définit alors le mapping effectif de sortie de ’aimant tourné

par
'/\/tOUt()(out?6 L Oé) = Md”ﬁ('/\/tout(Xcl)ut? Sout — 0 6 L Oé) ) LOllt()(oum6 L Oé)) : (234)
Typiquement, il faut comprendre les équations 2.33 et 2.34 de la fagon suivante:

— a l'entrée (cf. Fig. 2.2 qui illustre le cas simple dy=¢=1=0):
En partant d’un point de la face d’entrée de ’aimant non déplacé, on se ramene, via
le drift de longueur L;,, a la face d’entrée de ’aimant déplacé puis, par la transforma-
tion M!_(changement des variables canoniques d’entrée), on tombe sur les variables
canoniques “adaptées” au repere d’entrée de ’aimant déplacé. M;, est alors la com-

binaison de ces deux transformations.

— a la sortie:
En partant d’un point de la face de sortie de ’aimant déplacé, on effectue d’abord

la transformation M’

It (changement des variables canoniques de sortie) qui redonne

les variables canoniques “adaptées” au repere de sortie de ’aimant non déplacé puis,
par le drift de longueur L.y, on se ramene finalement a la face de sortie de ’aimant

non déplacé. M est alors la combinaison de ces deux transformations.

Vu de cette maniere et comme annoncé dans I'introduction 2.3.1, il est clair que la trans-
formation M g.in(L1) 0 Moue 0 M o Mi, 0 Myin(Lo) correspond exactement au mapping
M., de la section [sg — Lo; s1 + L1] dans laquelle 'aimant E a été déplacé. Tout revient
donc a remplacer le mapping M de la section [so; s1] (sans erreurs géométriques) par le

mapping effectif Mg défini par

Meg = Mouy o Mo M, . (2.35)

2.3.3 Résultats analytiques

Comme nous ’avons vu a la sous—section précédente, les mappings M, et My peuvent
étre calculés de maniere exacte mais on tombe alors sur des expressions trop lourdes pour
étre retranscrites ici. De plus, pour ce qui nous Concerne nous n’avons besoin que des seize
quantités (SX4), X0, R, _Y, RY 1O, T, U0 et (0X81 6X 8L RUL RO RO,

TCSSQ, chlllz, U((,Sl) associées respectivement a My, et Moy (cf. sous—sections 1.3.2 et 1.3.3).

Encore une fois, tous les calculs ont été effectués a 1’aide du logiciel MAPLE [15] et nous
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ne fournirons que les résultats ainsi obtenus.

Avant d’aller plus loin, en remarquant que M;,(€=0) = Mouw(e=0, L, ) = 1, on a déja
0 0

Rl(n) = Rgu)t =1

© _ p0 _
Iy™ = Tow =0 (2.36)

oY = vl = 0.

On définit alors les quatre constantes suivantes:
Co =cOsa, s, =sina, I'=—s,et L,=—(1 —c,) .
o) o)

En particulier, quand a=0 (cas du drift, du quadrupole et de I’hexapdle), on a L'=L et
L,=0.

Ceci étant dit, nous énumérons ci—dessous les résultats obtenus.

— offset 5Xi(nl):

5X1(nl) :<—d$7 _07 _dy7 _¢7 _@7 0) .
Bo

— offset 5X(()111)t:

cods L,0 s,dx )
— — , 0.

sx ) :<cadyc—|—sads—|—L’0, 0, —Lotb+dy+L'o, cod— 5,1, E 5 E
0 0 0

— offset 5Xi(j):

dx 0 d
5Xiﬁf)=(—dy¢7 o, daid, 09, —%—g—f,o) .

offset 5X(()121)t:

sX\2) = (sadacO—cadSO—l—saLaqﬁlb—l—%Lacazbz—l—%LaO?—%SQL’qbz,

1 1
83¢¢+ §Saca¢2_§saca¢27

sacadmb—cidsqﬁ—sidamb—l—Lacanb—saLa0¢+sacadw¢,

1saLa¢2+Lacaq§¢ 1L'6* 1c, L ¢ 0)
2 ’ '

0, Bo Bo 2 fo 2 fo
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(1)

: 1
— matrice Ry’

(1)

— matrice R

Rgh)t =

(2)

in

— matrice R

(2)

— matrice R

6% —

RM —

mn

0 sode — cods+ L0

¢2

0 ds ¥ 0 0 0
0
0 0 0 0 —-—
v %o
- 0 0 ds O 0
¢
0 - 0O 0 0 ——=—
v B
0 10} ds
— 0 = 0 0 —
Bo Bo 502 Yo?
0 0 0 0 0 0
_Sa¢ - Coz¢ 0
0 _Sa¢ - Coz¢
0 sqdx — cods+ L0
0 0
5a¢ - Coz(b
—_ 0
Bo
0 0
dx 0+ dy ¢ 0o ds )
02 _I_ ¢2
- 5 0 0
2 2
—dsp ¢ 5 v dx 0+ dy ¢
2 2
06 0 "+
2
a6 dso
Bo Bo
0 0 0
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o

o

o

0
0
Bo
0
Coz¢ - Soz¢
Bo
Sqdx — cods + L0

502702
0

dyo¢+dz 0
502 Yo?




1/26% —1/252 ¢ 1/2L6% 4+ 1/2¢cq L' %+ 0 —s2 de ¢ — sacadr) 0 0

—1/22 4% —sqcady  +1/2s0 Lap? — Laca ¢t +sqcadse+ 2 dsap
50 Lal¢—Lacab
a a¢2 SQCaw2
0 —1/20% —1/252 4? 0 a0+ 500 0 A
/ / 2 8o 2 Bo
2
—1/22 4% —sacadd +M
Bo
caOd—sa 01 52 de ¢+ S0 o dm ) (1/2¢2 —1/25%) ¢ /20762 +1/2ca L' ¢2 0O 0
R(Q) — —sacadsd—cZdsd 4 (=1/22 +1/252) ¥ +1/250 Lat® — Laca dt
out
+5aLa€¢+LaCa€¢ _25aca¢w

0 0 0 —1/24% — 1/24? 0 0
2 2 2 2 1 g2 g2
_saca¢ Sa Ca W _Laﬁ _sadx€ $a 0@ ca 0 _sacadx¢+sadxd} 0 1/2 L2€ +1/2ca2L¢
2 Bo 2 Bo Bo Bo Bo Bo Bo Bo Bo* 0?2 Bo”* o2
_C(21¢1/’ +cads€ +c2ads¢_sacadsw +1/25a§a¢;2_ca[/2a¢2w
Bo Bo Bo Bo Bo~ o Bo* vo

Lacae(b SaLaew
- +
Bo Bo
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(1),

— matrice T3,

(1) _ 1
Tin 1,1,2 2 0 (1) 1
Tin'apy = 50
o _l, o
in 1,23 T T 9 1 1
Tl(n )4 44 = 5 ¢
rm _ _lds h
in126 T T 923 o) R
1 in 466 — 9 322
T(l) _ 1, Bo” Yo
n 2,22 2 T(l) . 1 0
T(l) _ 10 m 5,16 9 502 702
in 24,4 9 T(l) B 1 ds
T(l) _ 1 0 in 522 2 ﬁO
m26e 2 o 702 1) _ _L1_9¢
T(l) _ 10 n 53,6 9 ﬁOZ 702
in 3,14 9 7 B 1ds
) _ 1¢ in 544 T 2 fBo
in 3,34 9 T(l) B § ds
p s R Y
in 34,6 2 Bo
— matrice chlllz:
1
Tt = -6
out1,1,2 9 (1) o 1 1
Tout4,2,2__ 5 Ca ¢ + 5 Sa ¢
out1,23 T §Coz¢_ §5a¢ T(l) _ lC ¢+ lS ¢
T(l) _ cads—sydr — Ly 0 outd 27" 27"
out1 26 250 (1) _ 5o Y —cy o
71 B 1 P outa, 66 230" 70>
0ut27272 - 9 (12 :1 0
O R 2 " e?
outg 44 2 7 cads—sydr— Ly 0
dy 1 !
out2 6.6 2 ﬁOZ 702 (1) :Ca (b — Sqa ¢
g 1 o™ gty
out3, 1,4 2 o _Ca ds — s, dx — L, 0
1 1 1 outs, 4,47 2
Tcgu23,374 = 9 Ca = 9 S d ﬂod .6
T(l) -3 Co US — S QT — Lig )
) _ Ca ds — s, de — L, 0 outs,6,6 260> 702
out3 4.6 260

Pour terminer cette sous—section, insistons sur le point suivant: le mapping effectif Mg =

Mout 0 M o M, (cf. équation 2.35) doit étre symplectique, ce qui n’impose aucunement
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que M;, et My le soient aussi. En fait, via MAPLE, on peut vérifier la symplecticité
de chacune des deux transformations Mj, et Moy 19 et ceci pour une raison que j’ignore.
N’ayant pas ici les expressions exactes de M, et M, nous pourrions tout de méme tenter
de montrer que les relations 1.49 sont bien vérifiées (ces relations ne sont qu’une consé-
quence de la symplecticité). Ceci est fastidieux et sans grand intérét; nous remarquerons
simplement que les matrices Ri(i) et Rﬁ,{ft ont la forme requise qu'impose la symplecticité

respective des mappings Mi, et Moy (cf. matrice © dans I’équation 1.46).

2.3.4 Mapping effectif total de Paimant déplacé

Nous reprenons 1’équation 2.35 puis nous appliquons les formules de concaténation 1.45
(sous—section 1.3.3) une premiere fois pour le produit M o M, puis une seconde fois pour
le produit total M, 0 M o M;,. Sans oublier les relations 2.36, on obtient en utilisant les

notations usuelles !

— pour 'ordre 0

7O = 70 (2.37)

— pour lordre 1
ox% = axO 1 X0+ RO X

RY = RO 4 RU) RO+ RORY 4270 Qs5x{Y .

T4 = TW4300®5xY +2(TOQRY)  + ROTYV+

€ Sym

R, 7O 4 78 (RO RO) |

10. Cette propriété est plus forte que la seule symplecticité du mapping Mg.
11.51 A est un tenseur & n + 1 indices et (B, - -+, B,) p tenseurs (p<n), alors

n — p fois

def —
AR BI®Q - ®Q B, T A|By,--,Bp, 1,---,1

106



pour 'ordre 2

5XP = 5x@ 4 6x8) + RO XD 4+ R RO sx{!

out
© (sxWM sxWy 4 g sxm 4 g1 sx 1

RE = R® 4 B RO + RO RO RY + RO R+
DR6XP 4270 (sxM Ry 1 300 @5xV @sx V4

2RO, (TO@6XY) + 210 (RO 65X, RO) + RY R+
RO RO 4270 Qx4 271 (5X1, RO

(2.39)

2.4 Conclusion

En conclusion, si I’on considere une ligne quelconque constituée de drifts et de 2m—pdles

(1 <m <3) que l'on suppose droits et parfaits (on ignore 'effet des champs de fuite), on

est alors capable, d’apres tout ce qui précede (section 2.2 et sous—section 2.3.3 donnant

les formules analytiques relatives au dipdle, au quadrupodle, a I’hexapole, a M;, et My,

formules 1.45 décrivant les regles de concaténation de deux mappings et relations 2.37, 2.38

et 2.39), d’obtenir ’ensemble des quantités suivantes:

a(S)(tot t 825)(tot
e

OoN; 00N 00\ ;

une erreur quelconque (erreur de champ ou erreur géométrique) affectant I'aimant

numéro 7 2.

toutes les dérivées de 1’offset en bout de ligne du type ou oA; est

(0)

la matrice Ry, (matrice R de la ligne idéale, c.—a—d. sans erreurs) ainsi que toutes
les dérivées premieres et secondes de la matrice Ry en fonction de 'ensemble des

erreurs oA;.

(0)

la matrice Ty, (matrice T' de la ligne idéale) ainsi que toutes les dérivées premieres

de Tio¢ en fonction des erreurs dA;.

(0)

la matrice U, (matrice U de la ligne idéale).

12. On a répertorié onze erreurs dans le dipdle (six erreurs géométriques et cing erreurs de champ), neuf

erreurs dans le quadrupéle (six erreurs géométriques et trois erreurs de champ) et enfin sept erreurs dans

I’hexapole (six erreurs géométriques et une erreur de champ).
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Cet objectif a été atteint par 'écriture d’'un programme FORTRAN qui calcule, entre
autres, toutes les quantités citées précédemment et ceci pour une ligne de transport tout
a fait quelconque. Cependant, la sensibilité d’une ligne optique (par rapport aux défauts
de ses aimants) dépend évidemment des caractéristiques du faisceau qui la traverse. Les
quantités physiques qu’il est intéressant de calculer ne sont donc pas exactement celles
qui ont été décrites auparavant mais ces dernieres restent bien sir indispensables pour
quantifier des effets du type grossissement de taille faisceau ou perte en luminosité. Tout

ceci fera I'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3

Matrice faisceau et luminosité

Ce chapitre répond aux objectifs que se fixe I’étape . Plus précisément, le but est ici
de calculer la luminosité au point d’interaction comme une fonction des objets 0X; ; et
Ry aef R(l?z) + 0R; 2 associés aux mappings M o qui décrivent le transport du faisceau le

long des lignes optiques 1 et 2 se faisant face:
— def — SL(6X,2,0R
LT, (1 + (0X12 1’2)) (3.1)

oit Ly désigne la luminosité obtenue au point de collision lorsque les deux lignes faisceau

ne présentent aucun défaut (luminosité nominale). Dans le cas idéal ou les deux paquets
de particules sont identiques, infiniment courts (o, = 0) et de distribution Gaussienne,
la luminosité intégrée sur toute la durée de la collision (supposée frontale) possede une
expression déja bien connue:

N2

%
Anolo

EO(O';,O';;,O'Z:O) = "
y

ou N est le nombre de particules dans chacun des deux paquets et ou o} et o désignent
respectivement leur taille horizontale et verticale. Il s’agit ici de généraliser cette derniere
relation au cas de deux faisceaux d’extension temporelle non nulle et de distribution six—
dimensionnelle complétement quelconque au point d’interaction?.

Nous commencerons donc par nous intéresser a une premiere quantité qui est la matrice
faisceau (matrice de covariance associée a la distribution du faisceau a une abscisse s
donnée) et, moyennant certaines hypotheses, nous étudierons ses fluctuations en fonction

des erreurs 0R qui apparaissent dans la matrice de transfert de la ligne considérée lorsque

1. Nous garderons néanmoins 'hypothése que la distribution des deux faisceaux reste Gaussienne au

point de collision.
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celle—ci présente des défauts (section 3.1). Cette étude préliminaire mettra en évidence
les associations directes existant entre les éléments de matrice dR;; et les couplages r;
(éléments non diagonaux de la matrice faisceau) générés au point de collision; elle permettra
également d’établir et d’interpréter les relations liant les coefficients 0R;; et les fluctuations
de tailles faisceau transverses do; , au point d’interaction.

Utilisant les notions et les résultats exposés dans la premiere section et apres quelques
préliminaires, nous dériverons ensuite I’expression de la fonction 6L (6X; 5, SR, o) introduite
dans I’équation 3.1 et fournirons les coefficients relatifs a son développement de Taylor a
l'ordre 2 dans les variables 6X; o et d Ry 2 (section 3.2).

Finalement, nous rappellerons en section 3.3 quels sont les différents criteres couramment
utilisés pour le calcul des tolérances d’une ligne optique donnée; puis, en se basant sur
deux exemples simples décrivant la distribution statistique des défauts dans la ligne, nous
montrerons que ’estimation de ces tolérances devient possible par la concaténation des

étapes 1 et II et peut étre rendue systématique indépendamment du type des erreurs

considérées.

3.1 Matrice faisceau

3.1.1 Définitions et généralités

On considere une ligne optique quelconque définie par une succession d’éléments ma-
gnétiques droits (dipoles, quadrupdles et hexapoles) qui s’organisent autour d’une courbe
de référence plane que 'on note C. Comme a la sous—section 1.2.3, C est supposée étre
constituée d’une suite d’arcs de cercle (au niveau des dipdles) et de segments droits (au
niveau des drifts, quadrupoéles et hexapoles). On paramétrise la courbe C par une abscisse
curviligne s, de sorte que s = 0 en début de ligne et s = s* en bout de ligne, c.—a—d. au

point d’interaction (IP).

Distribution de particules

La ligne est parcourue par un faisceau de particules chargées, de distribution initiale
po(X) = p(X;5 =0)

ou le vecteur 6-dimensionnel X est défini au début de la sous-section 1.3.1. On considere
maintenant une abscisse s; quelconque le long de la ligne ainsi que deux domaines infi-

nitésimaux de 'espace des phases, Dy et Dy, de point moyen et de volume élémentaire
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respectifs (Xo, dXo) et (X1, dX1). On suppose que le domaine D; est I'image de Dy par
le mapping M(0— s1). Par conservation du nombre de particules, on a avec des notations

évidentes

dNo(Xo) d:ef po(Xo) dXO == le(Xl) d:ef p(Xl, 81) Xm . (32)

dX
Mais le coefficient de dilatation (—1) n’est rien d’autre que la valeur absolue du Jacobien
0

de la transformation X — M(X;0— s;) au point Xg. En négligeant une fois de plus tous
les processus non—Hamiltoniens, ce coefficient est donc égal a I'unité par symplecticité (cf.

sous—section 1.3.4) et finalement, en utilisant ’équation précédente, on obtient
p(Xis) = po (M7(X;5)) (3.3)

quelque soit 'abscisse s le long de la courbe C et la position X dans I’espace des phases

6—dimensionnel.

Offset et matrice faisceau

Dans toute la suite, si @ désigne une quantité quelconque relative au faisceau, on notera

Q) (s) sa valeur moyenne sur la distribution de particules a 'abscisse s, soit
Y p )

(@) = 1 [ QX)plX:5) X

ou NN, est le nombre total de particules dans la distribution pg. Aussi, en utilisant I’équation

3.3 ainsi que la symplecticité des mappings considérés, on obtient

(Q)(s) = (Q o M(s))(0) (3.4)

ou, par abus de langage, M(s) désigne la transformation X — M(X;0 — s).
A n’importe quelle abscisse s le long de la ligne, on définit alors la matrice faisceau ¥(s)
comme étant la matrice de covariance du vecteur X sur la distribution p(X; s) (se reporter

par exemple a la référence [14]), soit

S(s) = (X X)s) = (X)) (X)) = ((XX)(s) = (X (X)(5)) (3.5)

<i<6
<

<j<6

ot X représente le vecteur ligne, transposée du vecteur colonne X.
Enfin, le vecteur (X)(s) est souvent retenu comme étant 1’offset du faisceau a I'abscisse s, a
ne pas confondre avec la quantité 6 X (s) portant la méme appellation (pour une raison que

nous verrons ultérieurement) mais désignant I'image du point X =0 par la transformation

M(s).
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Cas d’un transport linéaire

On s’intéresse ici au cas particulier ou le transport du faisceau est linéaire. Plus préci-

sément, ceci signifie que I'on suppose que le mapping M(s) s’écrit
M(s)(X) ' M(s:X) = 6X(s) + R(s) X . (3.6)

En comparant avec I’équation 1.42, cela revient a omettre les termes T'( X, X ) et U(X, X, X)
ainsi que tous ceux d’ordre supérieur. Cependant, nous devons rester bien conscients du
fait qu’'une telle approximation n’est valable que dans le cas ou la distribution initiale,
po(X), reste tres piquée autour de zéro. On se référera alors a la sous—section 3.1.3 pour la
quantification de ces effets dits d’aberrations et que I'on néglige ici (aberrations chroma-
tiques créées pour la plupart par les termes T;;6 non nuls de la matrice T', et aberrations
géométriques).

Ceci étant dit, en utilisant la relation précédente ainsi que les équations 3.4 et 3.5, on

obtient dans ce cas bien précis

T~
»
e
S
Va)
S—’
I

dX(s) + R(s) (X)(0) 57

D’apres la premiere de ces deux relations, les vecteurs (X)(s) et 6X(s) sont donc égaux
lorsque le faisceau est centré sur I’axe en début de ligne (c.—a—d. (X)(0) = 0), d’ou la méme

appellation souvent utilisée pour ces deux quantités.

3.1.2 Interprétation des erreurs dans la matrice IR en terme de

coefficients de couplage dans la matrice faisceau
Hypotheéses de travail et notations

On désigne par Ry la matrice R(Y)(s*) relative & la ligne idéale et par ¥y la matrice
faisceau a l'entrée de la ligne. Dans toute la suite de cette section, on supposera que la
matrice X aef Ro o Ro est une matrice diagonale (qui n’est ni plus ni moins que la matrice
faisceau au point de collision calculée dans le cadre de 'approximation linéaire):

% d_ef M *2 . *2 . *2 . *2 . *2 . *2
Yy = Diag (0‘ 03 Ot Oy s Tyr 3 O 050) (3.8)

s
!
Yo? 0

horizontale et verticale, la divergence faisceau horizontale et verticale, la longueur du fais-

*

def def , . : .
Oy O = o, et o5, = 05 représentent respectivement la taille faisceau
0

. *
ou oy, 0 .

*
xo? 0-1’

ceau et sa dispersion en énergie au point d’interaction (valeurs RMS) et dans le cas de la

ligne idéale. On définit également les cing quantités suivantes:
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o
le rapport d’aspect a I'IP i Ry = —2.

0—*

u
. . . o ’ o
les fonctions 3 horiz. et vert. a I'IP: 37 = —° By = 2
oo oo (3.9)

1 ts 1 d t x x
es rapports ongu(?ur u paque 0.0 o 0.0% o,
sur fonctions 3 a I'IP D ApEs — = A= —= .

T s Tyo s,

On note enfin B & (1 4+ 0Q) Ry la matrice de transfert de la ligne réelle (c.—a—d. avec

erreurs). Comme R et Ry appartiennent toutes deux au sous—groupe (i de Spg défini a la
sous—section 1.3.4, il en est donc de méme pour la matrice 1+6Q = R Ry"'. Par conséquent,

si ’on reprend la relation 1.46, on obtient

th 04 b7 s 0 011
) 63 —6, b tho 0 012
C -0 6 6 s 0 0
00 =exp(®)—1 =0+ — + ... avec O = o s 4 > 13
Q p( ) —I_ 2 —I_ 99 —97 66 —94 0 914 ’
—ty 01 —ba bz 0 05
. o 0 0 0 0 0
solt
1 1
Q1= 61 + 3 9%‘1‘9293_97910‘1‘9899) +0(0%) 0Qs3= 04+ 3 (92-1-9596—97910-1-9899) + o(6%)
1
6@22:_91 + 5

5Qaa=05 + o(6°)

1
(07 +0205—07010+0505) + o(6°)  6Qua=—04 + 3 (03+0505—07010+0505) + o(6°)
)
) 0Qaz=0s + o(6°)

8Q12=05 + o(6?
8Q21=03 + o(6?

1 1

dQi3= 07+ 3 (010740500 + 0407 +0508) + o(0°) 6Qas= —07 + 3 (010740200 + 04074050s) + o(0%)
1 1

6@14: 68 + 5 (9198‘1‘92910_9498‘1‘6597) + 0(03) (5@32: 68 — 5 (9198—1—92910—9498—1—9597) + 0(93)

1 1
3Qa3= 0y — 3 (0100 — 0507 —0400—06010) 4+ 0(0%)  6Qaui= o + 3 (0109 —0307 — 0409 —05010) + o(6%)

1 1
3Q24=010 — 3 (01010—0305+04010—0500) + o(6%) §Q31=—010 — 3 (016010 —0305+04010—050) + o(6%)
1 1
Q6= 911-1-5 (01011 402012+07013+03014)+0(6%) 6Qs0= 011 — 3 (01011 402012+07013+05014) +0(6%)
1 1
3Q26=012— 3 (01012 —03011 —00013—010014)+0(6°) 5@512—912—5 (01012 —03011 —09015—010014)+0(6°)

1 1
6@36:913‘1‘5 (04013405014403019—010011)+0(0°) Q4= 6'13—5 (04013405014+05019—010011) +0(6°)

1 1
0Qa6="014 — 5 (94914—96913-1-97912—99911)-1-0(93) dQs3= —01a— 5 (94914—96913-1-97912—99911)-1-0(93)

8Qs6 = b15+0(6°)

05 = 0Q2s = 6Q35 = 6Qus = 0Qs5 = IQss = 0
Q61 = dQs2 = 6Qs3 = 6Qe4 = 0Qs5 = dQes = 0.
(3.10)
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Coefficients de couplage et grossissements des tailles faisceau au point de col-
lision

Le chapitre 2 a été consacré a I’étude d’une ligne optique quelconque présentant certains
défauts pour ce qui est de la position et du champ magnétique des différents aimants qui la
constituent. L’effet de ces défauts a alors été analysé en terme de fluctuations de certaines
quantités relatives au mapping M qui définit le transport d’un faisceau quelconque le long
de la ligne considérée, a savoir I’offset 6 X ainsi que les matrices R, T' et U. En particulier,
selon le type d’erreur envisagée, certains coefficients de la matrice 6¢) def RR5;'—1 prennent
des valeurs non nulles dont I’effet sur le faisceau au point d’interaction dépend évidemment
des caractéristiques qu’il avait a I’entrée de la ligne (matrice faisceau initiale ¥¢) ainsi que
des spécifications de la ligne idéale (matrice Ry).
Afin d’analyser quantitativement ces effets, nous nous placons sous ’hypothese faite au
paragraphe précédent (matrice X7 ' Ro o Ro diagonale) puis nous considérons une ligne
optique non idéale pour laquelle la matrice §(¢) est donnée et dont les coefficients vérifient

les relations 3.10. Nous définissons alors la matrice suivante:
Y= RYoR=RR; Sy Ry R=(1+6Q) 35 (1+4Q) . (3.11)

Dans le cas d’'un transport linéaire, X5 (resp. ¥*) représente donc la matrice faisceau au
point d’interaction apres transport le long de la ligne idéale (resp. le long de la ligne avec
erreurs géométriques et erreurs de champ). Cependant, on admet que la disposition des
différents éléments optiques le long de la ligne est telle que 'effet des aberrations sur la
distribution du faisceau au point d’interaction a pu étre minimisé (se référer au chapitre 4
pour le cas de la ligne de focalisation finale de TESLA). En d’autres termes, ceci signifie
que le faisceau se transporte globalement de facon linéaire de ’entrée de la ligne jusqu’au
point d’interaction de sorte que les matrices X5 ou ¥* définissent effectivement les matrices
faisceau au point de collision pour les cas de la ligne idéale ou de la ligne avec défauts.

Ceci étant dit, on obtient donc
S = N5 4 0% avec 8N = 8Q X% + X56Q + 6Q L5 6Q (3.12)
En utilisant I’équation précédente, les définitions 3.8 et 3.9 ainsi que les relations 3.10, on

est donc capable d’évaluer les fluctuations de la matrice faisceau au point d’interaction a

Iordre 1 en Q) ou en O.
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o Fluctuations des tailles transverses et de la divergence angulaire du faisceau:

6 * 2 6 >kl 2
U‘:x:,/uaz;l/a;;o —1=6Q11 +0(2)=0, +0(2) U"f = /14+0%5,/07; —1=—8Q11+0(2)=—01 +0(2)

x I
o o

*

— do?, 2
yI 1+(52§3/U;§ —126Q33—|—O(2)294—|—O(2) O_*y = 1+6EZ4/U;6 —12—6Q33+O(2)I—64—|—O(2) .

Yo Yo

e Couplages (x—a') et (y—y'):

def X7, X7, _0Q1o 04 .
g ~ - ) 4+ o(2)=— 4 503+ o(2
VW ol A [ o B A P
def 234 6234 6Q34 *
Ty " = t5,0Qaz+ o *—1-596-1-0
vy 3 /Yn, (o, +d07) (Uyg +doy) O Y (2)= I (2).

Ces deux coefficients de couplage s’interpretent en terme de dérive du nceud de la fonction (3
au point d’interaction, ou waist—shift (se reporter par exemple a la référence [16] pour ce qui
est de la théorie des fonctions (3). En effet, dans le design de la ligne idéale, le point de colli-
sion correspond a un minimum des fonctions 3, et 3, (afin d’obtenir des tailles transverses
de faisceau aussi petites que possible), soit 3 = ﬁmm et {oz aef Y1, =0, a » dof Y5, = O}.
Des lors, lorsque les parametres de Twiss aj et o) prennent des valeurs non nulles, les
minima des fonctions 3, et 3, se retrouvent décalés par rapport au point d’interaction.

Attachons—nous par exemple au waist—shift horizontal noté dz%. Pour ce faire, on désigne

par D, la matrice R du drift de longueur 6z et par X7 la sous—matrice 2x2 de ¥*:

1 o6z* DD Vi
D, = @ of N7 = 11 12 ‘
0 1 ISP Jusk

La fonction 3, présente donc un nceud a 'abscisse s*+0z) si et seulement si la matrice

D, Z;b; est diagonale, soit §zF = — X1, /85, = — /31, /%5, a0, d’ou

0z . %) y 6
e o= T = 3G + o(2)= — 22— b +o(2)
oz ) 6
Doy, (@)= CB Br5Qu + o(2)=— T 00 o(2).
e Couplages (x—y):
def X33 0Q13 07
Ty S e s + Rasp 8Qa1 +0(2) = 7= — Rasp 010 +0(2)
Y Ell 233 Rasp ! Rasp ?
oodef M3y B 5@24 By 910

0Q42 + == +o(2)=— 07 + ==

:

+0(2)
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. def ET4 6Q14

Topy = NOERVIGR Raspﬁ*

+ Rasp 6; 6@41 + 0(2) + Rasp 6 99 + O( )

fs
asp 6*

def 233 Rasp 6; Rasp 6*
y 6Q32 + 52— 3Qa3 +0(2)= 0s + 0o +
rypa: /Esz,:z /233 ﬁ* QSZ Rasp Q23 O( ) ﬁ* 8 Rasp 9 O( )

e Couplages des plans (x—2a') et (y—y’) avec le plan (z—4):

=
x def 16 4 6Ql6+o(2)_ 2911_1_0(2) r*. = (2):2913—1'0(2)

(o2 gs
r =0 — = =
xd /N /N * * yé * *
E11 E66 0-170 0-170 Uyo Uyo

L def X536 05 o5 3y . 050, os By
T 0 = = = (5Q26—|—O( ) " 912—1—0(2) Ty 5§ = (5Q46—|—O( ) " 914—1—0(2)
F V25 S Or, Tro by T30 Tyo
def hIus B oy o ol

0_*
o = ————= —2§ +0o(2=— —Z2 f154+0(2) r*,, = 224§ Fo(2)=— 2 g1 +0(2
o e A o Q15+0(2) 5. 0 (2) rip: py Qs5+0(2) ¥ (2)

~0Quso(2)= ﬁ‘i“ On+o(2) 15, 0= ﬁ* = 3Qus+o(2 >—ﬁ:’0 f15-+o(2).

def 33
pth \/2—32\/2—;:5 ﬁ*

Les éléments de matrice §Qg, 0Q26, 0Q36, 0Q4¢ sont communément appelés dispersion
horizontale, dispersion angulaire horizontale, dispersion verticale et dispersion angulaire
verticale; ils sont notés respectivement D>, D* . D> et D .

pa? Py Py

e Couplage (z—9): * N N
"D = 8Qs6 + 0(2) = — 015 + o(2) .

2 2

En conclusion, les couples (62, 03) et (85, 85) engendrent respectivement un waist—shift
horizontal et un waist—shift vertical, les couples (07, 019) et (0s, fg) sont a l'origine des
couplages respectifs [ (z—y), (pz—py) ] et [(x—py), (y—p:) |; enfin, les coefficients de couplage
(728> Tpabt)s (Tposs TeDt)s (Tyss Tp,Dt), (7,6, TyDt) €t Tpgs sont engendrés respectivement par
les termes dispersifs 611, 012, 013, 014 et 015. Les angles 6, et 84, quant a eux, sont responsables
des fluctuations a 'ordre 1 des tailles transverses du faisceau au point d’interaction et ¢’est
précisément ces deux quantités qu’il faut a tout prix controler. Par exemple, pour ce qui

concerne les fluctuations de la taille faisceau horizontale, on a en reprenant les calculs

précédents
(SO'* 8(91
s, e ;(6@)5206 e

ou ¢ est un nom générique choisi pour désigner les défauts de la ligne. En conséquence,
si ’on suppose que ces défauts possedent une moyenne statistique nulle sur ’ensemble des

configurations possibles de la ligne, on a avec des notations évidentes

do
- = 0(2)
0';;0 configurations

de la ligne
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et on est donc dans I'incapacité de dériver quelque tolérance que ce soit sur la magnitude
des erreurs de la ligne. Par conséquent, le calcul des quantités o7 /o7 et dov /o doit étre
poussé au moins jusqu’a l'ordre 2 en fonction des coefficients de la matrice §Q) (ou de la
matrice ©). Ainsi, en utilisant compléetement la relation 3.12, on obtient

ooy, * 2 1 5Q%2 5Q%3 5Q%4 U? 2
eI e - mioug (TR b T 4 i 400k 4o (00)

asp Lo

oo, . 1/6Q3 R, o}
*y:\/1—1—62;3/0;0—1:5@334_5( Rt + RipdQ3 + —3 Q35 ‘1‘%5@:236)‘1‘0(5@3)'

*2 *2
Tyo gy e Tyo
——’ ——’ ——’ ——’
effets du effets du effets des effets
waist—shift couplage (z—y) couplages dispersifs

(z=py) ou (y—pe)
(3.13)

Un calcul a 'ordre 2 des tailles faisceau transverses au point d’interaction nécessite donc
impérativement la connaissance des termes d()1; et §()33 a ce méme ordre dans les erreurs
de la ligne. Les développements effectués au chapitre précédent, en particulier le calcul
de la matrice R a 'ordre 2 dans les défauts de la ligne, se justifient donc completement.
Ainsi, comme annoncé a la sous—section 1.3.3, un calcul a l'ordre 1 aurait été bien plus
simple mais insuffisant pour "objectif que 'on se fixe ici, c’est a dire pour 'obtention d’un

développement des quantités do7; /o7 et do /o> al'ordre 2 dans les erreurs de la ligne.

3.1.3 Effets des aberrations

Pour finir, on s’intéresse ici a l'effet des aberrations sur les moments d’ordre 1 et 2 de
la distribution du faisceau au point d’interaction, moments contenus dans les quantités
(X)* dof (X)(s*) et X* dof <X)7>(5*) — <X>*<Y>* Par souci de simplification, on suppose
dans un premier temps que la distribution initiale py est symétrique par rapport au point
X = 0 de sorte que le faisceau est centré a l’entrée de la ligne (((X)(0) = 0) et que les
moments d’ordre impair sur la distribution py sont tous nuls. En utilisant 1’équation 3.4
ainsi que les notations du chapitre 1 définissant les quantités d X*, R*, T* et U* a partir

du mapping M(s*) (équation 1.42, sous—section 1.3.2), on a
(X = (Mi(X;57))(0)
= OXT+ T3, (XeX(0) +o(4)

YE = (M(XG ) MGIXGs%))(0) — (X)) (X))

)

jmn

= BB (X0X0(0) + T T (XX X)(0) = (XeXD(0) (X0 X,)(0) )+

(3.14)
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ou ’on somme sur les indices muets répétés deux fois. Les moments d’ordre 2 apparaissant

dans cette expression sont alors simplement donnés par les éléments de matrice de g,
<Xle>(0) = Zokl )

puisque le faisceau est supposé centré sur ’axe a ’entrée de la ligne. Dans le but d’évaluer
les moments d’ordre 4, nous faisons I’hypothese supplémentaire que la distribution pg est

Gaussienne de sorte que
<XleXan>(0) = Zokl Zomn —I_ Zokm Zoln —I_ Zokn Zolm °

Ainsi, en utilisant également la symétrie des matrices T' et U, respectivement par rapport

a leurs deux et trois derniers indices, on obtient finalement
(Xo)r = 0X7+ T3y X0y + 0 <2(2J>

Sn = Ry RS+ (2 T T + 3 (R0 + I Uzmn))zokl S, 40 (52) .
(3.15)
Comme attendu, on note au passage que le terme R} RY Yo, dans la seconde relation
n’est ni plus ni moins que le coefficient (7, j) de la matrice R* ¥ R*, c.—a—d. de la matrice
faisceau au point d’interaction calculée en négligeant 'effet des aberrations (équation 3.11).
Enfin, pour ce qui est de la ligne idéale, les deux relations précédentes se simplifient (§ X* =

0) et on a

ikl

aber de i) 1o, X
(e ﬁi“ e )

85— 2o,

3.16
\/ETF (3.16)

_ QTOikm Ojin +3 (Rolk Uojlmn + Roﬂk Uoilmn) Yo, 2 t+o (22)
_ 0 Omn 0
\/Rin Ro,, Ro,, Ro,. X0, o0,. Kl

(Az)aber def

ou Tg def (o )( “) et Uy def 770 )(3*).

Le probleme qui se pose désormais est de comparer ces effets a ceux qui sont engendrés par
les défauts de la ligne. La comparaison dépend évidemment des caractéristiques de la ligne
idéale et de celle du faisceau (plus la distribution 6-dimensionnelle du faisceau est piquée
autour de zéro, plus 'effet des aberrations devient petit pour une ligne optique donnée ou,
plus précisément, l'effet des aberrations est nul & émittance nulle). Le traitement du cas
général est donc ardu et nous nous restreignons ici a la situation relative aux parametres

faisceau de TESLA et a sa ligne de focalisation finale (chapitre 4). Pour ce faire, nous

118



tenons le raisonnement exposé ci—apres. L’estimation des tolérances sur les différents types
d’erreurs de la ligne sera faite en imposant a certaines quantités relatives au faisceau
de fluctuer en dega de 2% (voir section 3.3). Ces quantités seront typiquement soit les
tailles faisceau transverses au point d’interaction calculées a partir de I'hypothese d’un
transport linéaire (cf. équation 3.13), soit la luminosité géométrique (cf. sous—section 3.2.2).
Maintenant, si I’évaluation numérique des quantités (AX)?ZM et (AZ)?;BT (relations 3.16)
donne des valeurs en de¢a du pour—cent, on pourra affirmer a posteriori que les aberrations
ont une influence quasi nulle sur un calcul de tolérances effectué dans 1’hypothese d’un
transport linéaire. Ceci sera parfaitement vérifié au prochain chapitre: 'ordre de grandeur
de Deffet des aberrations sera estimé a “quelques 107*” pour ce qui concerne la ligne
de focalisation finale de TESLA, ligne dans laquelle les aberrations chromatiques ont été
annulées a 'ordre 2 a I’aide d’hexapoles (annulation des coefficients Ty,,, et To,,, qui sont
en général les plus dangereux) et ou les aberrations géométriques sont également nulles au
second ordre (les paires d’hexapoles étant séparées les unes des autres par des avances de

phases exactement égales a 7 [16]).

3.2 Luminosité

A la section précédente, nous avons tenté d’analyser les erreurs de la ligne par leurs
influences sur deux quantités concernant le faisceau au point d’interaction, a savoir sa
position moyenne (X)* et la matrice faisceau ¥*. Dans cette nouvelle section, nous nous

intéresserons a une troisieme quantité: la luminosité au point de collision.

3.2.1 Préliminaires

Le probleme qui se pose ici est de définir la luminosité lors de la collision de deux
faisceaux possédant une distribution quelconque au point d’interaction. Dans un référentiel
donné, le taux d’interaction entre deux paquets monocinétiques de particules, de vecteur
vitesse respectif 07 et Uy et de distribution py (¥,1) et py (2,1), est déja bien connu [17] et
donné par

2N e s BAR) e dL
dth:Upl(l',t) pg(l’,t) (Ul—UQ) —T :O-W

(3.17)

ou o est la section efficace de collision (invariante de Lorentz [17]), ou dV représente

I’élément de volume ou l'interaction a lieu et ou L désigne la luminosité. La luminosité, L,
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intégrée sur tout le volume et toute la durée de I'interaction est alors définie par

1
(T A T5)7] 2
2

o x ¥ (ct, 7). (3.18)

c

fze /dxﬂl X) p2(x) [(771—772)2—

On se propose ici, d'une part de redériver ’équation 3.17, d’autre part de généraliser la
relation 3.18 au cas de deux paquets non monocinétiques au point d’interaction.
On considere donc deux paquets de particules de densité de charge p; 2(x) et de densité de

courant Jj 2(x) données par

pra(x Zﬂ @wngzmﬂﬂajM@:Zﬂ%%MMQﬂ)

i1 2 i1,2 i12
ou ¥; ,(1) et ¥ ,(1) sont respectivement les trajectoires et les vitesses des particules i; et
iy des faisceaux 1 et 2 dans le référentiel R du laboratoire (référentiel du centre de masse
des deux faisceaux). Nous supposons en outre que le domaine d’interaction est situé dans
une région ou les vitesses des particules ne fluctuent pas en fonction du temps (drift) et
nous définissons comme suit les distributions généralisées vitesse—position des faisceaux 1
et 2:

~ _; _; def — — — — —
P1, 2 L, 7t ZIOH 2 ( Ui1,2) = Z(S(l‘ — Ly (t)) 5(U - Ui1,2) : (319)
71 2 11,2
Enfin, on note J; 3 les deux quadrivecteurs de Lorentz associés aux distributions py o et

donnés par

def def
JL?(X) = [10172(}() Z J212 212 = |Pi1p € Pirp U212

212

Les quantités (Jil.Jiz)) — J2J? sont donc des scalaires de Lorentz qui, évalués dans le

référentiel R, donnent

(B, A )" 172'2)2] (3.20)

c?

(J21J22) J221J222 = p221 p222 02 [(ﬁll - Ei2)2 -

Au point x = (¢t, ¥) dans le référentiel R, on note d*P;,;,(x) la probabilité que les particules
i1 et iy, de vitesse respective @, et 0, interagissent dans le volume dx = cdtd®¥. On se
place dans le référentiel R' ott la particule 75 est au repos. On désigne par o] le vecteur
vitesse de la particule 7; dans R’. Dans ce référentiel, on obtient avec un raisonnement

usuel

d*Piyiy (x) = d'Pl, (X) = o (5, P ) i, (X) 3, (X)) 1[5, 1] &2 dt!
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ou X' = (ct’, @) est le point transformé de x dans le changement de repere R — R’, ou
ph, ,(x')e désigne la premiere coordonnée du quadrivecteur Ji  (x'), transformée de Lorentz
dley.]ily2 (x) dans ce changement de repere, et ou o (p;,, pi,) rei)résente la section efficace de
collision de deux particules de type 1 et 2, avec pour conditions initiales les impulsions
respectives p;, et p;, dans le référentiel du laboratoire (on rappelle que o est invariante de
Lorentz). Mais,

Pdt = dZdt
AN A (0 |53 1 iy )2 2 17 : / 1 2 2 12 3
P () GOl I = —|(30.3) = I35 | (%) = — [(34,.0,)" = 208 (%)
1
— — 2732
S Lo (U AT)
= Pi P [(Uil - Ui2) - 1722]
¢
d’ou I’équation 3.17.
On fait des lors les deux hypotheses suivantes.
e 0(pi,,pi,) = 0 = Cst: la section efficace de collision reste constante sur la plage de

variation des conditions initiales d’impulsion des particules de type 1 et 2. Ceci est évi-
demment faux dans le cas général; une telle affirmation suppose donc que les distributions
généralisées py 5 solent tres piquées autour de leur valeur moyenne lors de la collision. Ceci
est bien vérifié du point de vue de la physique des machines puisque 1'un de ses objectifs
premiers est de minimiser la dispersion en énergie du faisceau tout au long du linac (~ 1073
pour TESLA avant la collision) ainsi que sa divergence angulaire au point d’interaction
(~ 30urad pour TESLA). Toutefois, la dispersion en énergie créée par beamstrahlung (c.—
a—d. par le rayonnement synchrotron di a l'interaction avec le champ électromagnétique
cohérent du faisceau opposé au cours de la collision) est de l'ordre de 1 — 1.5 % (valeur
RMS) pour les collisionneurs en dessous de 500 GeV. Cet effet limite donc de facon consé-
quente la définition précise des parametres des faisceaux au point de collision et pose un
probleme délicat pour la mesure des largeurs en énergie des résonances attendues, en par-
ticulier pour 1’étude de la physique du Top au seuil de production ete™ — I (montée de

la section efficace et estimation de sa masse a 100 MeV pres [22]).

e Les probabilités d*P;,;,(x) sont indépendantes, ce qui signifie en d’autres termes que le

nombre total d’interactions entre les paquets 1 et 2 est égal a
N = Z/d4732'12'2 (X) d:ef Z Piﬂz . (321)
i1i2 i1i2
Cependant, il est clair que lorsqu’une particule ¢; du faisceau 1 interagit successivement

avec plusieurs particules du faisceau 2, disons deux particules iy et i3, les quantités d*P;,,,
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et d*P;,;, ne peuvent plus s’additionner pour donner la probabilité totale d’interaction de 7,
avec le paquet 2. Quoiqu’il en soit, les probabilités relatives a ce type d’événement restent
négligeables par rapport aux quantités P;;, (équation 3.21), en tout cas pour ce qui est
des processus “intéressants” au point de collision, les sections efficaces rencontrées étant

tres faibles.

En reprenant les deux hypotheses précédentes ainsi que la définition 3.19 des distributions
généralisées vitesse—position, on obtient donc, pour un processus donné, le nombre total

d’interactions entre les faisceaux 1 et 2:

Vo= o X [P = - [ i Y000 ) [(—)—M]

1112 1112

— a/dtd3§;’d3ﬁld3ﬁz 51 (Z,3051) Pa (7,303 4) [(171—172)2—

- N
L=— / dtddeSﬁldBEQ ﬁl (J_/’), 171, t) 152 (J_/'), 172, t) [(171 — 172)2 —

B (U1 A )
~ = ARV

- ] (3.22)

qui est une extension de la formule 3.18 au cas d’une collision de deux paquets de particules

non monocinétiques.

3.2.2 La luminosité géométrique

Cette sous—section a pour but d’introduire ce qu’il est communément appelé la lu-
minosité géométrique, c’est & dire la quantité L définie précédemment mais calculée en
ignorant 'effet dit de disruption des deux faisceaux au point de collision (pinch effect).
Apres avoir émis un certain nombre d’hypotheses (faisceaux Gaussiens ultra—relativistes,
collision frontale, transport linéaire), nous dériverons une expression analytique pour la
luminosité géométrique et, pour ce faire, nous nous inspirerons grandement du contenu de

la référence [18].

Hypotheses de travail

Nous commencons ici par émettre un certain nombre d’hypotheses concernant les fais-

ceaux 1 et 2 ainsi que leur transport le long des lignes optiques considérées.

e On suppose dans un premier temps que les deux faisceaux sont ultra-relativistes, soit
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Point de collision

Fic. 3.1 — Représentation schématique du point de collision

o2 1 .
(0p — 02)° — —— = v? 4 v5 — 20104 COS g — =z vivd sin? aqy
2

= sl nm) - () (¢ - )] = 5 (- nm) -

Lorg o \2
%—2(0 _UI-UZ)
C

0y

(3.23)

ou a1y définit 'angle orienté entre les vecteurs v et ¥ et ou les quantités v; et v, repré-

sentent les facteurs relativistes associés respectivement aux particules 1 et 2. En désignant

par X; et X, les vecteurs 6-dimensionnels paramétrisant les positions respectives des par-

ticules de type 1 et 2 dans I'espace des phases et en s’appuyant sur la figure 3.1, on a avec

des notations évidentes

Uy, COSQ/2 — vy, sin ar/2 — Uy, COSQ/2 — vy, sina/2

U1.02 = Uyy * Uy,

Uy, sin /2 + v, cosay/2 Uy, SiN /2 — vs, cosar/2

(X1), Cosoe/Q—& sin av/2 — (Xg), COSO&/Q—&
Do Do
(X1)y ¢ (X2)y
p52

v
m%w

Po Po

sin /2

(X1), sina/2 4 Psy cos av/2 (X32), sina/2 — — cos /2

O Py, /po = \/1 +2(X12)g /B0 + (Xi2)i — (X12); — (X12)F et po/(my12) = poc?/E =

c

1/B0 + (X12)g

. Pour des particules ultra—relativistes (8o = 1), en négligeant la dispersion

en énergie du faiscean au point d’interaction ((X;2), ~ 0) et en se placant dans ’hypothese
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paraxiale ((Xy2), = 0 et (Xy3), = 0), on obtient ainsi

- =
V1.V2
2

1— =14cosa . (3.24)

c
e On suppose ensuite que la collision est frontale comme c’est le cas pour TESLA (o = 0).
En utilisant les équations 3.23 et 3.24, l'expression de la luminosité (équation 3.22) se

simplifie et on a
L = 2 / cdt BT P5, Py py (T, 5131) po (T, 03 1)
2

= @ /d3X do Iy (0, 3) I (w0, )

(3.25)

ou I, (w, X) = /cdt > T 5, (2, 5;t) e ™ — /cdt d*% p, (T;t) e eix'f, n=1,2,

(3.26)

sont les fonctions génératrices des distributions py 2 (c.—a—d. leur transformée de Fourier).

Il s’agit des lors de repasser a la paramétrisation canonique utilisée jusqu’a présent (c.—a—d.

de passer des variables (#,v;1) aux variables (X;s) et des distributions p; 5 aux distribu-
tions po, ,(X1,2) définies au début de ce chapitre). Pour ce faire, on écrit simplement

cdt &*T &>V py (F,0;t) = dsy d°X; p1(Xy;81) 23 ds, d°X, Po, (./\/ll_l(Xl; 51)). On a
X15 = Dt, d:ef s —ctet s=s — S*, Soit e—iwct eix.f _ e—iws* ei(/\s—w)(sl—s*) eiAX17 ol /~\

est le vecteur ligne 6-dimensionnel (A, 0, A2, 0, w, 0).

— edt dPT T py (F,05) = dsy d°Xy pa( Xa; 89) 53 1s, d°X, Po, (Mz_l(Xz; 52)). On a

def . .

Xy, = Dty = sy — ct et, d’apres la figure 3.1, s = s* — sy et 2y = —u, soit
= T = * . *_ T

e twet ezA.x — Tws ez(/\g—l—w)(s 52) ezAPXX27

ou Py est 'opérateur de parité = < —x

-1 0 0 0 0 0

0 -1 0 0 0 0

dont la matrice est donnée par 0 0 1000
0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

Par conséquent, il vient

[1 _ e—iws*/ d81 d6X1 [ei(/\g—w)(sl_s*)eiKXl Po, (MI—I(XI;SI))]
. . . ~ (3.27)
[2 — gws / dSQ d6X2 |:€2(/\3—|—w)(5 —s2) ezAPXXg po, (Mz_l(XQ,SQ))]
o Enfin, on fait I'hypothese que les distributions initiales po, , sont Gaussiennes, soit
Ny,
(2m)3 det? Yo,

1 ,— -
po.(X,) = exp (-5 (X = Xo,) B2 (X, — Xon)) n=12, (3.28)
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et I'on se place une fois de plus dans le cadre de ’approximation linéaire pour les mappings
MLQ, soit
def
M1,2(X1,2; 51,2) = 5X1,2(31,2) + R1,2(81,2) X1,2 .
En conséquence, si I’on suppose que la région d’interaction est située dans un espace vide
de champ (drift), on a

Mu(Xni50) = Murip(s™ = 5.) 0 M3 (X,) = D, (R X, +0X,),n =12 (3.29)
N def * def * N
ou (SXLQ == (SXLQ(S ), RLQ == RLQ(S ) et ou D

z12=2812—35" (cf. sous—section 2.2.5):

-1, désigne la matrice R du drift de longueur

1 20000
010000

po_|00 =00 (3:30)
000100
000010
000001

Formule analytique exacte pour la “luminosité géométrique”

L’équation précédente 3.29 a supposé implicitement 1’absence d’interaction lors de la
collision des deux faisceaux, ce qui est loin d’étre le cas dans la réalité (se reporter par
exemple a la référence [19] pour une présentation détaillée des problemes d’interaction
faisceau—faisceau). Cependant, a partir de cette hypothese purement académique, nous
définissons ce qu’il est communément appelé la luminosité géométrique.

Nous commencons par calculer la quantité I; donnée par 1’équation 3.27. En effectuant les
changements de variables z; = s1 — s* et X7 — M{(X1;51) 3§9D21 (R1X14+0X7), il vient déja

I = i / dzy X, [0 exp (iR (D, (R X1 +6X1))) poy (X)) -

On utilise ensuite la formule classique d’intégration suivante: si pg(X) est une mesure
Gaussienne n—dimensionnelle de moyenne Xy et de matrice de covariance g et si Y est

un vecteur n—dimensionnel quelconque, on a
o o I &
/an exp (ZYX) pa(X) =exp (ZYXO) exp <—§YZOY) : (3.31)
Par conséquent, on obtient finalement
I, = Ny e / dzy [ei(AS_‘”)Zl exp (z/~\ D, 5X1*) exp (—
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ou les quantités 0 X} def Ry Xo, +0X1 et X3 def Ry Yo, E représentent respectivement la
position moyenne du faisceau et la matrice faisceau au point d’interaction calculées dans
I’hypothese d’un transport linéaire. Par une démarche rigoureusement identique, on dérive

une expression similaire pour [s:
L o . N 1~ ~
Iy = Nye™'? / dzs [e_Z(AS""”)Z? exp (i/\ D., 5X2*) exp (— 5 AD,,Y¥3D.,, A)]

ou 6X; def Py(Ry Xo, + 6X3) et X3 def Py Ry Yo, R, P,. Par convention, on redéfinit les
quantités Xo,, Yo,, 0.X2 et Ry par rapport au repere spatial (IP, &, g, §) (cf. Fig. 3.1), soit
Xo, = PxXo,, Yo, = PxX0, Py, Xy = Px 0 X5 et Ry — PxRyPy. En utilisant le fait que
P2 =1et Py = f’x, on obtient donc, comme pour le faisceau 1, § X5 = Ry Xo, + 60X et
N5 = Ry Yo, Ry

Ceci étant dit, on désigne par P I'opérateur de projection sur le plan (z,y, Dt)? et par [i le
vecteur tri-dimensionnel AP = (A1, Az, w). A laide de ces nouvelles notations, on vérifie

aisément que les intégrales [; et [, se réécrivent de la fagon suivantes:

1

g =Nip €_iWS%ZdZ1,2 {e(iMS_w)Zl’z) exp (lﬁ [PDm,Q 5X1*,2D exp (‘5,5 |:PDZ’1,2 SiaDa, f)} ﬁ)} :

En reprenant la relation 3.25 exprimant la luminosité L & partir de ces deux quantités,
I'intégration sur la variable A3 donne immédiatement le facteur 27 §(z1 + 22), d’ou

Ni Ny

L=
43

> 1
/dz d’ji exp (Z/IAZ) exp (— 5 ﬁZZﬁ)

ot A, est le vecteur P (D,6X7—D_.6X;)—2z% (avec 2 f [0,0,1]) et ou X, désigne la
matrice 3x3 symétrique positive P [DZZTEZ + D_Zzgﬁ_z} P. Finalement, I'intégration sur
i se fait analytiquement a partir de la formule d’intégration 3.31 et on obtient la formule

suivante pour la luminosité géométrique:

1o oy -
9N, N, oo €XP (— —A,.N .AZ)
L= 32/ 2 dz (3.32)
(2m)z  J-oo detz X,
A, = P (D.6X;—D_.6X])—222
§X: = R,Xo,+6X, ,n=12
avec . . _ (3.33)
Y. = P[D.¥{D.+D_.¥;D_.]| P
¥ = R, Y, R.,n=12.
10 0 0 0 O
2.P = 001 0 0 0
000 0 1 0
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3.2.3 Développement de Taylor de la luminosité a I’ordre 2 dans
les coefficients de la matrice R et de 'offset 6.X

Cadre de travail et notations

Outre les hypotheses faites au début de la sous—section précédente qui ont permis de
définir la luminosité géométrique et de dériver son expression finale 3.33, nous ajoutons les

quelques contraintes suivantes:

— les deux faisceaux sont centrés sur ’axe a ’entrée de leur ligne respective, X, =
Xo, = 0 dans I"équation 3.28, soit 0.X = 6X,,, n = 1,2, ou l'on rappelle que les
quantités d X et 6X,, désignent respectivement la position moyenne du faisceau n au

point d’interaction et I'image du point X = 0 par le mapping M,,(0 — s*).

— les matrices faisceau Xy, et Xp, a l'entrée de la ligne sont identiques, toutes deux

égales a la méme matrice faisceau .

— les matrices R relatives au transport le long des lignes idéales 1 et 2 sont toutes deux
égales a la matrice Ry. Si, comme précédemment, on écrit R, ( +46Q,) R def

exp 0, Ry , n=1,2, on obtient en reprenant 1’équation 3.33
Y,=P {DZ exp(04) X5 exp(@l) D.+D_, exp(02) X5 exp(@g) E_Z} P (3.34)
ou X est la matrice faisceau idéale au point d’interaction donnée par 1’égalité 3.8.

En résumé, on considere donc la luminosité géométrique comme une certaine fonction des
variables 6 X 5 et O 5.

Luminosité relative a la ligne idéale

En reprenant les équations 3.33 et 3.34, on a pour le cas de la ligne idéale

*2 2 %2
oy, +z o 0
g ~ 2 2
A, =222 et X, =2 0 o, + 2?2 0%,
0 yo
0 o?

d’ou l'on obtient, apres quelques manipulations sur 1’équation 3.32,

g
Hi(As, A,) -

L(0) = Ha(Az, Ay) Lo avec \/_ \/ (14 Azw?)(1 + A7) (3.35)
Lo deft N1 Ny

* *
dmoy ox
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ou les coefficients A, , sont définis dans les relations 3.9. La luminosité géométrique idéale
L(0) est donc le produit de la quantité bien connue Lo par le facteur de réduction H,4
(hour—glass effect).

Dérivées premieres et secondes de la luminosité géométrique en fonction des
coefficients de la matrice R et de I’offset § X

On désire dans ce dernier paragraphe étudier les fluctuations de la fonction f(&XLQ, O12)
autour de sa valeur nominale L(0). Ainsi, en comparaison avec ce qui a été fait a la section
précédente concernant les tailles faisceau transverses au point d’interaction, on développera
cette fonction jusqu’a l'ordre 2 dans les quantités 6 X, 5 et ©4 5. Une fois de plus, les calculs
rencontrés sont fastidieux et on a fait appel au logiciel de calculs formels MAPLE [15]. Les
résultats obtenus sont résumés ci—apres.

Nous commencons d’abord par quelques notations et définitions.

— Pour un triplet quelconque d’entiers (¢, j, k), on note fi;r( Az, Ay) le coefficient
1 /OO e w2k du
AT Joo (14 AZu2)% (14 A2u2)?
- (2k)! :
En particulier, on a f;;x(A4,, Ay) < fi;1(0,0)= SYESTR] (soit f;j0(0,0)=1/4, f;;1(0,0)=
1/8, fi;2(0,0)=3/16,...).

S ¥oX, — 08Xy, =01 —xy Sy Xy, — 65Xy, = Sy — Sy
— Onnote { 6p, WXy, +0Xy, =80, + P, 6p, LoX1, +6X,, =8P, + 6P,
SDLYE§X,, — X, =8Dt, — 6Dty

fisn (A, Ay) &of

dx + z0p,
de sorte que le vecteur A, de I’équation 3.33 est donné par A, = | dy + 28p,
dDt — 2z

— On pose 0F = 0, + 0, pour tous les entiers i compris entre 1 et 15.

— Enfin on définit les quantités suivantes:

Qi
X def ’ ) (couplages (z—y) et (p—py))

X def ) (couplages (z—py) et (y—ps))
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0y

ot "
o def 05 o def 031 (waist—shifts et différence
* 20 ° de longueur de chemin)
oF b
¢ s Dt
0— 0— 01+1 . .
X ; N X 513 X o, (OJz[SGtS, clillsper%om_s(S
T y et couplage (Dt—9))
ot
15
et [ Ol2) gy def [Pla) o def | o (offsets et dispersions angulaires,
’ op) " C Spy) ! 01_4 couplage (Dt—9)).
15

Tous calculs faits, on obtient pour le développement & 'ordre 2 de la fonction L(§X; 2,0 2)

5L 1 1 &= =
— = (L.Xf’ + = 3 [XFAF XS 4+ X AT X;D + o(3) (3.36)
(0) Ha i=1
ou L est le vecteur ligne —2 (f310 — A% fa11, fiz0 — AZQ/ f131) et ou les quantités (A;t, =
3.

7) sont les matrices symétriques définies ci—apres
faso — (AL + A2) faz1 + A2 A2 fago )

frio =12 A7 fis

1...
Ji10 — 12 A2 f511

At =
( Sazo — (A2 + A2) faz1 + A2 A2 fas

(fno 0 )
AT =-2
0 fio

A2 (24 R*) 4+ A} /R?

( — (A2(14+ R?) + AZ (14 1/R?)) )
A; = —f331
— (AL (1+ R?) + A} (14 1/R?))

AZR? 4 A2(2+ 1/R?)

A2 R? f131 + fa10/ R* —fi10
Az_ = —
—fi10 R? fizo + AL/ R? fan
N ( 1/02 (A2 R? fiso + A2/ R? fs10) Ji10 )
Af = -
Ji1o o? (R? fiz1 + fa11/R?)
def
Yo'

3. Afin de simplifier les notations, on a posé ici o, = 0 et o, = o
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o
w |

Af =

1/02 ((A2 R* + A7/ R?) fsz0 — 2A2 A2 fas1)

( faso — (AZR? + AZ/R?) faz1 + AZAZ faz

f330 -

(As/02)” faro fir0/2 0 0
fi10/2 o2 fa1 0 0

0 0 (Ay/0.)" frso  fiio/2
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Pour finir, nous remarquons dans 1’équation 3.36 1'existence du terme linéaire L.X; =
L,0F + Ly0F. Un calcul des mappings & 1'ordre 2 dans les erreurs de la ligne (chapitre 2)
se justifie donc a nouveau ici et pour la méme raison que celle qui avait été invoquée a la

section précédente concernant les tailles faisceau transverses au point d’interaction.

3.3 Les différents criteres utilisés pour le calcul de

tolérances

En notant 6Q I'une des trois quantités do /o7 , do, /o, ou 6L/L(0), nous pouvons
résumer les différents résultats obtenus dans ce chapitre de la facon suivante.
e Par les relations 3.13 ou 3.36, 4Q possede un développement connu a l'ordre 2 dans
les coefficients des vecteurs §.X; 5 et des matrices §Q)1 2 (reliées aux matrices Oy 5 par les
relations 3.10).
e En utilisant le chapitre précédent (cf. conclusion 2.4), on est capable de calculer au
point d’interaction les dérivées premieres et secondes de ces coefficients par rapport aux
différents types d’erreurs envisagées dans les aimants de la ligne, lesquelles seront notées ¢;,
ou les suffixes ¢ et 5 désigneront respectivement le numéro de ’aimant considéré et le type
de défaut qui lui est associé (j=1---11 pour les dipdles, j=1---9 pour les quadrupoles
et j=1---7 pour les hexapoles, cf. sous—section 2.2.1).
Par conséquent, en combinant les deux assertions précédentes, on possede pour la quantité
dQ un développement jusqu’a 'ordre 2 dans les erreurs de la ligne que 'on écrit formelle-
ment de la maniere suivante:

0Q = Z agjl)&ij + % Z agi)ﬁj Sein,Sein, + 0(6€7) (3.37)
i i1,i2;

et nous pouvons des lors calculer les tolérances de la ligne relatives aux défauts d’alignement
de ses composantes et aux erreurs de champ dans ses aimants. Avant cela, cependant, il
s’agit de spécifier un modele statistique capable de décrire ces erreurs par leurs corrélations
spatiales et, si besoin est, par leurs corrélations temporelles. Dans ce rapport, nous ne

considérerons que les deux situations simples exposées ci—apres.
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3.3.1 Cas d’un défaut isolé

Premierement, nous étudions ici la situation ou la ligne ne possede qu’un seul défaut,
d¢;,, relatif a 'aimant numéro ¢ et au type d’erreur numéro j (ce cas d’école permettant en
effet une quantification immédiate de la sensibilité des aimants par rapport aux différents
types d’erreurs envisagées). La tolérance sur I’erreur considérée est alors donnée en impo-
sant a la quantité §Q de fluctuer en deca de 2%, soit, en utilisant la relation formelle 3.37,

agjl)&ij + %agfi)] 5622] <2% . (3.38)

En résolvant numériquement ce type d’équation au prochain chapitre, il apparaitra que
(1)
)
général aucune influence sur les tolérances associées aux éléments les plus sensibles de la

le coefficient a;’ (venant de la partie linéaire des expressions 3.13 ou 3.36) n’aura en

ligne TESLA (comme par exemple les quadrupoles des deux derniers doublets). Ainsi, la
solution de 3.38 sera en général donnée par

—-1/2

0*6Q
de}

(2)
aiJiJ

Jem™ = 0.2/

:0.2‘

3.3.2 Cas d’une distribution des erreurs sans corrélations et de

moyenne nulle

La seconde situation considérée ici sera celle d’une distribution statistique des défauts
centrée autour de zéro et dont la matrice de covariance est purement diagonale (absence de
corrélations). En outre, on supposera que pour n’importe quel aimant ¢ de la ligne, dipole
(bend), quadrupole ou hexapole (sextupole) et pour n’importe quelle erreur de type j,

def (B,Q,S)

@, = 0, . En utilisant la relation 3.37, on a donc

1 11 R R 9
(0Q) = 5 > [Z G%)JZ'B]] U](‘B) +>

7
> “522)]@]] %(‘Q) +>

2 S 2
5 <>] e

j=1 [B; J=1 Q) J=1 | S;
contribution des contribution des contribution des
dipdles quadrupdles hexapdles

2 2 2
e 1 [ 5B 9 @ 7 o)
el J J J
- j:Q% Z § emax + Z § emax + Z § emax
J=1 B; J=1 Qj J=1 S

(3.39)

4. Le signe + (resp. —) se rapporte au cas ol la quantité §Q désigne le grossissement des tailles faisceau

transverses (resp. la perte en luminosité) au point d’interaction.
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ou les quantités 56%??

X, 568?" et 56%“]“ quantifieront les tolérances sur les défauts de type 5
associés respectivement aux dipdles, quadrupoles et hexapoles.

Ceci étant dit, si 'on considere un modele statistique quelconque décrivant la distribution
des erreurs de la ligne (plus précisément, si ’on se donne les premiers et seconds moments
de cette distribution, <(S€ij> et <5q1]15q2ﬂ>), il est clair, au vu de 1’équation 3.37, que le
formalisme développé jusqu’a présent reste completement adapté. Aussi a-t—il été utilisé
récemment pour étudier I'effet des corrélations “longue—distance” (ground motion) dans le
systeme de focalisation finale de TESLA [20].

Enfin, avant de clore ce chapitre, il nous faut tout de méme faire la remarque suivante.
Comme nous 'avions précisé précédemment, §Q se réfere aux fluctuations relatives des
tailles faisceau transverses ou a celles de la luminosité géométrique au point d’interaction,
c’est a dire a des quantités calculées dans le cadre de "approximation linéaire. [.’argument
pour cela a été I'influence négligeable des aberrations (dans le cas de TESLA) sur les
tailles et offsets du faisceau au point de collision apres un transport le long de la ligne
sans défauts. Maintenant, si 'on suppose que 1'un des hexapdles de la ligne est sujet
a une erreur de champ K5, leffet est nul sur 1'offset du faisceau en bout de ligne et
sur la matrice R de la ligne idéale mais ne I’est pas sur la matrice 7. En particulier,
on a Tise = TI(SQ) + (8T/8KQ+) K = (8T/8KQ+) SK¥ # 0 et de méme Ts46 # 0. Dans
ce cas bien précis, les aberrations chromatiques peuvent donc reprendre une influence
non négligeable sur le comportement transverse du faisceau au point d’interaction. Bien
que la méthode développée ici permette le calcul des dérivées premieres de la matrice T
par rapport aux erreurs de la ligne, il est clair, au vu de I’équation 3.14, que ceci reste
insuffisant: afin d’obtenir de facon rigoureuse les dérivées secondes des tailles faisceau au
point d’interaction, par exemple par rapport aux erreurs de champ hexapolaire 0K, il
nous faut connaitre les objets du type 92U/9? K, ce qui est faisable en théorie mais nous
pousserait tres loin dans le calcul des non—linéarités de la ligne. Fn résumé, le formalisme
actuel ne permet en aucun cas d’estimer les tolérances relatives aux harmoniques 2m-—
polaires (m > 3) des composantes de la ligne et, selon mon opinion, seule une méthode
classique de tracking reste capable de résoudre proprement et simplement ce probleme.
En conclusion, nous n’envisagerons dans le prochain chapitre que neuf défauts possibles
dans les dipdles (six erreurs géométriques et trois erreurs de champ 0K et JKT), sept
défauts dans les quadrupoles (six erreurs géométriques et une erreur de champ 5K et six

défauts dans les hexapoles (erreurs géométriques).
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Chapitre 4

Application a la ligne de focalisation

finale (FFS) du collisionneur linéaire
TESLA: calculs de tolérances

Un programme FORTRAN interfacé avec le logiciel graphique PAW [21] a été écrit
dans le but d’utiliser le formalisme précédemment développé aux calculs des tolérances de
la ligne de focalisation finale de TESLA. Les résultats ainsi obtenus seront présentés dans
la seconde section de ce chapitre mais nous commencerons ici par une description détaillée

de la ligne elle-méme se rapportant aux parametres actuels du faisceau TESLA 250 GeV.

4.1 Les parametres et le systeme de focalisation finale
de TESLA

4.1.1 Introduction

Les parametres du faisceau TESLA au point d’interaction sont répertoriés dans le
tableau 4.1 [22]. La ligne de transfert destinée au transport du faisceau de la fin du linac
jusqu’au point de collision (beam delivery system ou BDS) se compose de cing modules

distincts dont les fonctions principales sont décrites brievement ci—apres [22]:

— une section d’adaptation (Linac Matching Section ou LMS) composée de six qua-
drupoles succédant au dernier quadrupdle du linac et dont le réle essentiel est de
pouvoir moduler a souhait les caractéristiques transverses du faisceau au niveau des

collimateurs localisés en aval.
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Energie [GeV] Fy =250
Emittance normalisée horizontale [rad m] e, =14107°
Taille faisceau horizontale (RMS) [nm] oy, =845
Divergence angulaire horizontale (RMS) [prad] oy =34
Fonction [ horizontale [mm] B =25
Emittance normalisée verticale [rad m] ye, =251078
Taille faisceau verticale (RMS) [nm] o =19
Divergence angulaire verticale (RMS) [urad] oy =27
Fonction [ verticale [mm] B, =07
Rapport d’aspect R,sp, =44.47
Longueur du paquet (RMS) [mm] o, =0.7
Dispersion en énergie (RMS) [%] os =0.1
Nombre de particules par paquet N, =3.6101°
Nombre de paquets par train Ny, =1130
Fréquence de répétition [Hz] frep =5
e : o Jrep Ny N?
Luminosité géométrique nominale [em™2s7!] Ly ="F—— =3610%

- * *
4 or o

Facteur de réduction Hy4

Hy =0.86(A, = 0.03, A, = 0.99)

Luminosité géométrique [em™2s™!]

L(0)=H, Lo =3.110%

TAB. 4.1 — Parametres faisceau au point d’interaction

— une section de collimation (Collimation Section ou CS) constituée de quatre régions
distinctes au centre desquelles (forts (3 et forte dispersion horizontale) est disposée
une paire de collimateurs interceptant dans les deux plans transverses les particules
de mauvaise énergie et de grande amplitude. Les deux derniers collimateurs sont en
quadrature de phase (dans les deux plans transverses) avec le point d’interaction et
donc en phase avec le dernier doublet. De ce fait, leur fonction premiere est d’intercep-
ter les particules susceptibles de posséder une grande amplitude transverse au niveau
des deux derniers quadrupdles et donc d’engendrer un fort rayonnement synchrotron
inondant le détecteur. Les deux premiers collimateurs, quant a eux, sont disposés en
phase par rapport au point d’interaction. Sont donc écartées les particules de forte
divergence angulaire au niveau du dernier doublet, c’est a dire celles qui sont le plus

sensibles aux aberrations chromatiques générées en aval de la section de collimation.
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— une station de mesure et de correction ( Tuning and Diagnostic Section ou TDS) qui,
comme son nom l'indique, est désignée pour la mesure des émittances transverses et
la minimisation des couplages (x—y). La correction de ces couplages s’effectue dans
un premier sous—module contenant quatre quadrupdles tournés (Skew Quadrupole
Correction Section ou SQSC), localisés a des avances de phases judicieusement choi-
sies et pouvant ainsi moduler de facon orthogonale les quatre coefficients de couplage
(x—y) de la matrice faisceau. Ces derniers s’annulent alors théoriquement lorsque
I’émittance verticale du faisceau est minimale; celle—ci est mesurée en aval a I’aide de
quatre wire scanners agencés régulierement le long de trois mailles FODO et demie,

d’avance de phase 45° et de période 11 m (Emittance Measurement Section ou EMS).

— une seconde section d’adaptation (Beta Matching Section ou BMS) contenant sept
quadrupoles; ces derniers fournissent un nombre suffisant de parametres de liberté
pour ce qui est de I'adaptation du faisceau a I'entrée du systeme de focalisation finale
(quatre conditions) et du choix de 'avance de phase dans les deux plans transverses

entre les collimateurs et le point d’interaction.

— le systeme de focalisation finale (final focus system ou FFS) composé de deux sous—
modules: une section de correction chromatique (Chromatic Correction Section ou
CCS) et un télescope (Final Transformer ou FT). La FFS sera décrite de facon
détaillée dans la prochaine sous—section, son role essentiel étant la démagnification

du faisceau par un facteur 15 x50.

L] | s ]| Be (1] By ]| s rorad] | oy Rrvrad]

depuis I'IP | depuis I'IP
LMS | 17.3 0.0 | 163.390 | 54.656 9.077 6.211
CS 389.5 17.3 | 13.081 | 7.244 8.625 6.125
TDS | 183.4 | 406.8 | 13.081 | 7.244 5.125 4.625
BMS | 31.5| 590.2 | 21.258 | 9.713 3.107 2.879
CCS | 3314 621.7 5.614 | 1.766 2.500 2.500
FT 142.5 | 953.1 5.614 | 1.766 0.500 0.500
IP 1095.6 0.025 | 0.0007 0.000 0.000 ‘

TAB. 4.2 — Longueur, fonctions 3 et avances de phases a l'entrée des différents modules
constituant la BDS
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Les principales caractéristiques de la BDS sont listées dans le tableau 4.2. La démagnifica-
tion totale du faisceau de la sortie du linac (maille FODO 60°, de période 94.5 m) jusqu’au
point d’interaction est 81 x 279, obtenue en grande partie par le systeme de focalisation

finale décrit ci-apres.

4.1.2 Description détaillée de la BMS et de la FFS
BMS

Type de Nom de | L[m]| K;[m™?

s s 1 s Quadrupole | QBD2 | 1.2 | —0.127817
I’élément I’élément
— o — Drift DBI |3.75

mf; o lomrt 1o 5 | | Quadrupdle | QBF3 |12 | 0.218132
%u..a rupole gBl 3.75 0.096813 Drift DBL 575

mf; o lomnt 1o 106g0s | || Quadrupdle [ QBD3 |12 | ~0.214178
%ué Hpole §B1 sos e Drift DBl | 3.75

mf; o lomre 1o 1 Quadrupéle | QBF4 [1.2 | 0.151212
Quadrupole | Q . 0.081993 Drift DBO 0.3
Drift DBI 3.75

TAB. 4.3 — Force et agencement des quadrupoles dans la BMS [23]

La BMS est une ligne de transfert relativement courte (31.5 m) constituée de sept
quadrupoles (voir Tab. 4.3). D’une part, elle permet d’ajuster dans une plage de valeurs
relativement vaste les fonctions 37 et 37 au point de collision tout en annulant les para-
metres de Twiss a, et a, (couplages (x — ') et (y — y')) a I'entrée de la FFS (et donc a
I’IP puisque la FFS se comporte idéalement comme un pur télescope dans les deux plans
transverses); d’autre part, le role de la BMS est également d’optimiser le choix des avances
de phases, Ap, et Ap,, entre la sortie de la section de collimation et le point d’inter-
action. L’évolution des fonctions [ le long de cette ligne dans un fonctionnement normal
de la machine (tailles faisceau 845 nm x 19 nm au centre du détecteur) est montrée en
figure 4.1. Les avances de phases correspondantes sont alors p, ~ 219° et p, ~ 137°, ce
qui permet aux collimateurs de la CS d’avoir les avances de phases requises par rapport

au point d’interaction (c.—a—d. mm ou (2n + 1) 7/2).
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Fic. 4.1 — Fvolution des fonctions 3 dans la BMS

CcCS

La CCS est une ligne longue d’environ 330 m, de matrice R égale a 'identité et dont
la fonction premiere est de minimiser la forte chromaticité engendrée par les deux derniers
quadrupoles du télescope final (termes Thz6 et Ta46). Le principe de correction chromatique
par un entrelacement de dipdles et d’hexapdles est évidemment déja bien connu [16] et
nous n’en rappellerons que les aspects principaux. Qualitativement, il s’agit de générer,
par l'insertion de dipdles droits, des régions fortement dispersives au sein desquelles sont
disposés des hexapoles. Si I'on considere I'un de ces hexapoles de force intégrée gy et situé
dans une région ou la dispersion horizontale prend la valeur d,, toute particule d’impulsion
non nominale, P = Py * (1 4+ §), voit, en le traversant, un champ quadrupolaire de force
intégrée approximativement égale a g; = ¢, d,. §; mais la focalisation que subit cette méme
particule au niveau de 1'un des quadrupdles du télescope final (et surtout au niveau du
dernier doublet) fluctue également en fonction de son énergie, (¢(6) = ¢g(0)/(1+4) ou ¢(0)
est la force intégrée que voit la particule de référence au niveau du quadrupdle considéré).
Via une optimisation de la force des hexapoles, il devient alors possible de minimiser la

somme de ces deux effets.
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Fic. 4.2 — Représentation schématique d’une cellule 180° de la CCSH

Revenons maintenant a la description détaillée de la ligne CCS. Son design est identique a
celui du Final Focus Test Beam (FFTB) opérant au SLAC [24]. Elle se compose de deux ré-
gions distinctes, CCSH et CCSV, qui corrigent de facon quasi indépendante la chromaticité
horizontale et la chromaticité verticale engendrées par le dernier doublet du télescope final.
L’une et 'autre de ces régions comptent deux cellules d’avance de phase 180°. Chacune de
ces quatre cellules abritent deux dipoles (& entrée et sortie normales) disposés symétrique-
ment par rapport au quadrupdle central (la dispersion horizontale est ainsi nulle aux deux
extrémités de la CCSH et de la CCSV) ainsi qu’une paire d’hexapoles de part et d’autre
de ce méme quadrupdle (cf. Fig. 4.2). Par conséquent, les paires d’hexapoles sont séparées
les unes des autres par une avance de phase égale a m de sorte qu’elles n’engendrent au-
cune aberration géométrique supplémentaire dans la matrice T totale de la ligne (voir par
exemple Ref. [16] pour une démonstration de ce résultat). Enfin, du fait de I'inversion des
polarités des dipoles dans CCSH et CCSV (cf. Tab. 4.4), la CCS entiere est en forme de
“S” avec deux angles de déflexion opposés de 'ordre de 3 mrad générés chacun par quatre
dipdles de longueur 19.5 m et de champ 32.7 mT. Le rayonnement synchrotron le long de
ces huit dipdles n’induit alors qu’une infime augmentation de la dispersion en énergie du
faisceau; de méme, la perte relative en énergie entre deux paires d’hexapodles consécutives

reste elle aussi tres faible, estimée en dessous de 2x 107 [22].
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Type de Nom de KoL [rad], Type de Nom de KoL [rad],
lélément  |I’élément| L [m]|K; [m™? lélément  |I’élément| L [m]|K; [m™?]
ou Ky [m™7] ou Ky [m™?]
Quadrupole| QFFH 0.50010.069411 Quadrupole QFDV 0.5001—0.069411
Drift DRBQ | 0.100 Drift DRBQ | 0.100
Dipole BFH 19.511(7.66710~* Dipole BFV 19.511(7.66710~*
Drift DRBQ | 0.100 Drift DRBQ | 0.100
Quadrupole QFDM | 1.000{—0.069411 Quadrupole QFFW | 1.000{0.069411
Drift DFH 18.411 Drift DFV 18.411
Hexapodle |SFH 1.200|8.617250 Hexapodle |SFV 1.200|39.972583
Drift DRQS 0.100 Drift DRQS 0.100
Quadrupole QFFM 1.000{0.069411 Quadrupole QFDW | 1.000{—0.069411
Drift DRQS 0.100 Drift DRQS 0.100
Hexapodle |SFH 1.200|8.617250 Hexapodle |SFV 1.200|39.972583
Drift DFH 18.411 Drift DFV 18.411
Quadrupole QFDM | 1.000{—0.069411 Quadrupole QFFW | 1.000{0.069411
Drift DRBQ | 0.100 Drift DRBQ | 0.100
Dipole BFH 19.511(7.66710~* Dipole BFV 19.511(7.66710~*
Drift DRBQ | 0.100 Drift DRBQ | 0.100
Quadrupole| QFFH 0.50010.069411 Quadrupole QFDV 0.5001—0.069411

TAB. 4.4 — Force et agencement des aimants dans une cellule 180° des lignes CCSH et
CCSV [23]

FT

La ligne FT est un systeme purement télescopique d’une longueur approximative de
140 m. Composé de deux doublets de quadrupdles, distants d’environ 130 m (cf. Tab. 4.5),
ce dernier réduit les tailles transverses du faisceau par un facteur 15 horizontalement et
50 verticalement. Afin d’achever une telle démagnification, le dernier doublet du télescope
contient deux “quadrupoles supras” de 48 mm de diametre interne [22] pouvant atteindre
des gradients de I'ordre de 250 T/m, soit K; ~ 0.3m™2 & 250 GeV.

[’évolution des fonctions 3, 3,, D, (dispersion horizontale), u, et u, le long de la ligne
(CCS-FT) est montrée aux figures 4.3 et 4.4.
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Type de Nom de Lm]| K;[m™
I’élément I’élément

Drift DF1 0.7500
Quadrupole | QFF1 0.5000 | 0.089911
Drift DF2 3.6454
Quadrupole | QFD1 0.5000 | —0.091602
Drift DF3 130.6110
Quadrupole | QFF2 1.2543 | 0.299791
Drift DFD 0.3500
Quadrupole | QFD2 1.9054 | —0.299791
Drift DFIP 3.0000

TAB. 4.5 — Force et agencement des quadrupoles dans le télescope final [23]

4.1.3 Aberrations

Comme nous 'avons précisé a la sous—section précédente, la forte chromaticité engen-
drée par les deux quadrupdles du dernier doublet est corrigée en amont par les quatre
paires d’hexapoles de la CCS dont la force est fixée par la condition Ty,,, = To,,, = 0. 1l
subsiste bien str des aberrations chromatiques d’ordre supérieur (entre autres les termes
Us,,e) susceptibles d’induire & leur tour un grossissement des tailles transverses du fais-
ceau au point de collision! (cf. relations 3.16). Cependant, comme nous allons le voir, la
condition d’achromaticité au deuxieme ordre est suffisante pour la FFS de TESLA, compte
tenu d’une dispersion en énergie du faisceau relativement faible.

Dans ce but, nous illustrons en figure 4.5 la dépendance en énergie des fonctions  au point
d’interaction et relative a la ligne (BMS-FFS)?2. Cette derniere détermine 1’acceptance en
énergie du systeme; comme annoncé précédemment, elle apparait plus que suffisante com-
parée a la dispersion totale en énergie du train de paquets estimée a moins de 0.2% a
I’entrée de la BMS. De plus, les hexapodles de la CCS n’engendrent pas d’aberrations géo-
métriques au deuxieme ordre puisqu’ils viennent par paires consécutives séparées les unes
des autres par une avance de phase de 180° [16]. Cependant, d’autres aberrations sub-

sistent évidemment au troisieme ordre (matrice U) et au—dela. Leurs effets sur les tailles

1. Ces aberrations ont été identifiées comme venant principalement des termes Uy, €t Un,,eo [25]-
2. En considérant la BDS entiére, on obtient pour les fonctions 5,(8) et 5, (d) des courbes quasi iden-

tiques & celles données en figure 4.5 [22].
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transverses du faisceau au point d’interaction ont été quantifiés en utilisant les relations

3.16 du chapitre précédent. Les valeurs numériques ainsi obtenues sont alors

5 «\ aber

- — —0.4%
i)

50_* aber

i —  0.3%
O-yO

qui sont d'un ordre équivalent a celles estimées par un pur tracking. L’effet est donc tout

a fait négligeable?.

3. Pour une raison trés simple qui apparaitra a la section suivante, ces deux valeurs numériques pro-

viennent d’un calcul effectué sur la ligne (BMS-FFS) et non pas sur la BDS entiére.
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4.2 Tolérances

Les défauts d’alignement ainsi que les erreurs de champ dans les aimants localisés
en amont de la BMS seront facilement détectables et corrigés dans la TDS (Tuning and
Diagnostic Section). En revanche, les erreurs apparaissant en aval de la BMS seront plus
difficiles a mesurer et leurs effets seront plus délicats a minimiser par les moniteurs de
taille faisceau moins précis et moins nombreux équipant le point d’interaction et la sortie
de la CCS. Toute cette derniere partie sera donc consacrée a des calculs de tolérances ne
concernant plus que les aimants de la ligne (BMS-FFS).

Il est clair cependant qu’il existe également certaines tolérances concernant la précision avec
laquelle s’operent les corrections au niveau de la TDS. Celles—ci peuvent alors s’exprimer

en terme de tolérances sur les conditions initiales de la distribution du faisceau au début

de la BMS:

— la déviation 6-dimensionnelle 6X, du faisceau a ’entrée de la ligne (BMS-FFS) qui
engendre un offset X* = Ry 60Xy au point de collision (Ry désignant, comme au

chapitre 3, la matrice R associée a la ligne idéale).

— la fluctuation 6Xy de la matrice faisceau initiale ¥y qui, transportée jusqu’au point

d’interaction, génere des couplages non nuls: §%* = Ry §3 E’O.

En reprenant la formule 3.32 donnant ’expression de la luminosité géométrique, on pourrait
alors calculer facilement ses dérivées premieres et secondes en fonction des quantités Xy, ,
et 0%, , (associées aux faisceaux 1 et 2) et, de la méme fagon qu’a la section 3.3, en déduire
les tolérances recherchées.

Néanmoins, nous avons préféré insister ici sur les tolérances relatives aux défauts de la
ligne (BMS-FFS) et nous avons gardé I’hypothese d’un faisceau idéal a I'entrée de cette
ligne (c.—a—d. éXo =0 et 65y = 0).

4.2.1 Classification des erreurs par leurs effets sur ’offset 0.X et

sur la matrice R

On considere ici les effets isolés de défauts d’alignement et d’erreurs de champ de chaque
aimant de la ligne (BMS-FFS). Les dérivées premieres de I'offset X et de la matrice R
au point d’interaction ont alors été calculées pour tous les types d’erreurs considérés au
chapitre 2, c’est a dire les six erreurs géométriques des dipoles, quadrupodles et hexapoles,
les trois erreurs de champ dans les dipdles (erreurs de champ dans la composante dipolaire

ainsi que dans les deux composantes quadrupolaires, la composante droite et la composante
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tournée) et I'erreur de champ quadrupolaire dans les quadrupoles de la ligne. Ces résultats
sont alors présentés dans les six séries d’histogrammes décrits ci—apres, figures 4.6 a 4.11.
Déplacements transverses

Un déplacement horizontal des dipdles et quadrupoles ou un déplacement vertical des

quadrupdles? crée, respectivement, au premier ordre dans ’erreur considérée

une déviation horizontale ou verticale de la position du faisceau au point d’interaction.

— une déviation angulaire horizontale ou verticale du faisceau au point d’interaction.

une dispersion horizontale ou verticale au point d’interaction.
— une dispersion angulaire horizontale ou verticale au point d’interaction.

— une erreur de champ quadrupolaire droit ou tourné générée au niveau des hexapoles
de la ligne au sein desquels la trajectoire centrale a été déviée. Puisque ces derniers
viennent par paires consécutives séparées par une matrice de transfert égale a —1,
effet est nul au premier ordre pour tous les aimants (quadrupoles ou dipoles) localisés
en dehors des deux paires d’hexapoles de la CCSH ou en dehors de celles de la CCSV.
Pour tous les autres aimants, ’erreur de champ quadrupolaire droit crée un waist—
shift horizontal et vertical au point d’interaction alors que l’erreur de champ dans
la composante quadrupolaire tournée engendre un couplage (x—y) dans la matrice

faisceau en bout de ligne.

Le déplacement horizontal ou vertical d’'un hexapodle n’influe pas au premier ordre sur

I’offset du faisceau au point d’interaction mais il engendre
— une dispersion horizontale ou verticale au point d’interaction.
— une dispersion angulaire horizontale ou verticale au point d’interaction.

— une erreur de champ quadrupolaire droit ou tourné dont les effets sur la matrice

faisceau au point d’interaction sont similaires a ceux évoqués précédemment.

La figure 4.6 montre alors les effets des déplacements horizontaux #mae et verticaux ymag
des aimants de la ligne (ou xpq et ypq, pour dipdles et quadrupdles, lorsque le déplacement

transverse des hexapoles n’a aucun effet au premier ordre) sur I’offset 4—dimensionnel (da*,

4. On suppose ici une parfaite homogénéité verticale du champ dans les dipoles, de sorte qu'un dépla-

cement vertical de ces derniers n’a aucune incidence sur le faisceau.
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opy, 0y*, op;), sur la dispersion 4-dimensionnelle (D}, D5 , Dy, D;y), sur le waist—shift
horizontal et vertical (2}, z) ainsi que sur les trois coefficients de couplage (r7,, 15, , 77,. ),
tous calculés au point d’interaction. Pour exemple, le premier histogramme de la figure
4.6 donne la valeur absolue des coefficients a; (barres noires) et b; (barres blanches) qui
interviennent dans le développement au premier ordre des quantités dx* et dy* en fonction

des déplacements transverses des dipoles et quadrupdles de la ligne:

dr* Z;
or Z @ ;
T 1€BQ T
oyt . Vi
or Z ! ;
Y 1€BQ Y

Comme dans la formule précédente, les déplacements transverses des aimants seront tou-
jours mis a 1’échelle des tailles faisceau au point d’interaction. Les dérivées premieres de
Ioffset 6.X et de la matrice faisceau X* ont été, quant a elles, divisées par des facteurs adé-
quats qui tiennent compte de 'importance relative de ces quantités sur le grossissement
de taille faisceau ou sur la diminution de la luminosité au point de collision (voir Eq. 3.13
et Eq. 3.36 au chapitre précédent). Cette normalisation définie ci—apres sera alors adoptée

pour tous les histogrammes apparaissant dans les figures 4.6 a 4.11:

— oy (resp. oy) pour §x™ (resp. dy*): premier histogramme en Fig. 4.6.
— o3/0. (resp. o /0.) pour op; (resp. 6p;): second histogramme en Fig. 4.6.
— oy/0o5 (resp. 0 /0s) pour D (resp. Dj): troisieme histogramme en Fig. 4.6.

~ o3/ (0.05) (resp. o, [ (0.05)) pour Dy (resp. D;y): quatrieme histogramme en Fig. 4.6.

35 (resp. 3y) pour zj (resp. 2;): cinquieme histogramme en Fig. 4.6.

I'unité pour les trois coefficients de couplage (x—y): sixieme histogramme en Fig. 4.6.

Rotations transverses

Par rotations transverses, nous entendons la rotation © autour de I’axe vertical et la
rotation ® autour de I’axe horizontal (cf. chapitre 2). Leurs effets sur le faisceau au point
d’interaction sont alors rigoureusement identiques et d’une intensité similaire a ceux générés
par les déplacements transverses des aimants pour la raison simple suivante. En effet, avec
nos conventions, les rotations © et ® d’un élément quelconque de la ligne correspondent

a des déplacements transverses moyens de son axe magnétique donnés respectivement par
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de =0 L/2et dy = ¢ L/2o0u L est lalongueur de I"aimant considéré; si ces rotations avaient
été définies autour du point central de 'aimant, les déplacements correspondants dx et dy
auraient été nuls. Ainsi, mis a part les dipoles de la CCS qui font une vingtaine de metres,
on s’attend a des tolérances du méme ordre de grandeur sur le déplacement horizontal dx
(resp. vertical dy) et I'angle azimutal 6 (resp. I'angle d’élévation ¢) de chacun des autres
aimants (avec la correspondance 1 m « 1 rad).

Les valeurs absolues des quantités listées au paragraphe précédent (paragraphe “Déplace-
ments transverses”) sont alors illustrées en figure 4.7. Les angles sont en radians.
Intéressons—nous par exemple a 'effet d’une rotation d’angle ¢ du dernier quadrupole
QFD2 sur la déviation d’orbite verticale du faisceau au point de collision. Au vu du pre-
mier histogramme de la figure 4.7, on a (5y*/a§) ~ 10%¢, soit (5y*/a§) ~ 2 (dy/ag) en
utilisant la correspondance ¢ L /2 <+ dy évoquée précédemment et sachant que oy = 19 nm
(cf. Tab. 4.1) et que la longueur du dernier quadrupdle fait approximativement 2 m (cf.
Tab. 4.5). Maintenant, si I’'on observe le premier histogramme de la figure 4.6, on retrouve

immeédiatement ce résultat!

Déplacements longitudinaux

Le déplacement longitudinal d’un hexapodle n’a évidemment aucune incidence sur ’or-
bite du faisceau ni sur la matrice faisceau calculée dans ’approximation linéaire puisque
sa matrice de transfert reste égale a 'identité. En revanche, s’il s’agit d’un dipéle ou d’'un

quadrupole, un tel déplacement engendre au premier ordre

— une déviation horizontale de la position et de ’angle du faisceau au point d’interaction

si I’aimant considéré est un dipole.

— une dispersion horizontale au point d’interaction pour les dipoles et quadrupdles de

la CCS (région dispersive).
— un waist—shift horizontal et vertical pour tous les dipoles et quadrupoles de la ligne.

[effet des déplacements longitudinaux zpq des dipoles et quadrupdles de la ligne (ou zg,
pour les dipdles uniquement) sur les quantités dx*, dy*, Dy, D5 , 2 et 27 est alors montré
en Fig. 4.8. Ces déplacements sont normalisés a la longueur o, du faisceau.

Rotations autour de 1’axe longitudinal

Ce type de rotation se rapporte a la rotation d’angle ¥ du chapitre 2. Comme précé-

demment, cette derniere n’a aucun effet sur les hexapoles de la ligne (pour ce qui est de
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Poptique linéaire). Lorsqu’il s’agit de dipoles ou de quadrupoles, les effets engendrés sont

les suivants:

— une déviation verticale de la position et de ’angle du faisceau au point d’interaction

pour la rotation Wy d’un dipdle.

— une dispersion verticale au point d’interaction pour la rotation Ugq d'un des dipoles

ou quadrupoles de la CCS (région dispersive).

— un couplage (x—y) au point d’interaction pour tous les dipoles et quadrupoles de la

ligne.

Ces effets sont illustrés en figure 4.9. Les angles Ug et Wpqg sont en radians.

Erreurs de champ

Les effets des erreurs de champ dans les dipoles et quadrupoles de la ligne (dkpq/kpq
ou 6hp/hg pour les dipoles uniquement) sur le faisceau au point d’interaction sont illustrés
en figure 4.10. Ils sont rigoureusement du méme type que ceux générés par un déplacement
longitudinal de ces aimants®.

Enfin, le dernier type d’erreur considéré ici est celui des harmoniques quadrupolaires dans

le champ des dipdles. Les effets engendrés sont les suivants:

— une dispersion horizontale (resp. verticale) au point d’interaction pour une erreur de

champ quadrupolaire droit ki (resp. tourné k; ) des dipoles de la ligne.

— un waist—shift horizontal et vertical (resp. un couplage (x—y)) au point d’interaction

pour une erreur ki (resp. ki ).

En figure 4.11, les erreurs k; et k] sont normalisées par le carré de la courbure des différents
dipoles de la ligne, h = 1/p}. D’apres nos conventions (cf. Tab. 1.2), elles sont reliées aux

coefficients multipolaires usuels, by et ay, par
by = g ki" p et ax = —rok{ pB

ou rg est le rayon de référence auquel s’effectue la mesure de I’harmonique considérée (voir

par exemple Ref. [26] pour la définition des coefficients multipolaires a,, et b,,).

5. Le déplacement longitudinal ds d’un aimant quelconque de la ligne peut aussi s’interpréter comme

une erreur de champ localisée en entrée et en sortie de 1’élément considéré.
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4.2.2 Exemples

L’objectif de cette sous-section est de valider par une méthode directe certains des

résultats remarquables observés sur la série d’histogrammes précédents.

Sensibilité des quantités dz* et Jp’ par rapport aux déplacements longitudinaux
des dipoles de la CCS

Dans un premier temps, tachons de comprendre pourquoi le déplacement longitudinal
ds d’un des dipdles de la CCS crée une déviation d’orbite horizontale du faisceau au point
de collision qui ne dépend pas du dipole considéré (voir les deux derniers histogrammes de

la figure 4.8):

o™ d op* d

2] g.0az 11 o PPy gqg-e 181 (4.1)
o; Oz (U;/UZ) Oz

xr

Remarquons tout d’abord que ces dipoles sont de méme longueur, L ~20m, et que leur force
respective sont deux a deux identiques en valeur absolue (cf. Tab. 4.4), a~=47.710* rad
selon qu’il s’agit des dipoles de la CCSH ou de ceux de la CCSV. Ainsi, les quantités s,,

Cors 5Xi(nl) et 5X(()111)t définies a la sous—section 2.3.3 valent respectivement

def . _ def
Sq Esina~a=47710"" | ¢, S cosa~1,

XMW =1(0,0,0,0, —ds/Bo,0) et dX) = (sads,0,0,0,cads/Bo,0).

En reprenant la section 2.3 traitant des erreurs géométriques, ’offset § X a la sortie de I'un

des dipoles considérés vaut donc, au premier ordre dans le défaut ds,
0X = 6X0) + R, 6X\ ~ £(lalds, 0,0,0,0,0).

Il s’agit maintenant de transporter la quantité 4 X jusqu’au point d’interaction mais com-
mencons par introduire quelques notations et par faire les quelques approximations sui-

vantes.

e Tout d’abord, on néglige la focalisation du faisceau au niveau des dipoles (leur force étant
relativement faible, ils agissent comme de simples drifts sur le mouvement transverse des

particules) et ’on se place dans I"approximation “lentille mince” pour les quadrupoéles de la

CCS.

e On note BFH;, 7 = 1...4, (resp. BFV;, 7 = 1...4) le :*m¢ dipdle de la CCSH (resp.
de la CCSV). On désigne par CELLH;, ¢ = 1...4, (resp. par CELLV,, 7 =1...4,) la
*m¢ maille FODO de la CCSH (resp. de la CCSV) d’avance de phase y =y, = p, = 90°
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et de longueur 2 Ly avec Ly ~ 21 m (cf. Tab. 4.4). Si g est la force intégrée d’un demi-
quadrupdle de la CCS (avec la convention g > 0), alors gLy = sin(u/2) = /2/2 avec
g ~ 0.035 (cf. Tab. 4.4). Les matrices R associées a chacune de ces mailles et projetées

dans le plan (x—2') sont donc, avec des notations évidentes,

R A (10 1 Lp 10 1 Lp 1 o) 0 A
b JWORELLEG =g 0 1 929 1 0 1 g1 ) =1 0
def {10 1 Lp 10 1 Lp 1o0) 0 A
r = () (57 ) () () ) = (2 %)

ou Ay, =2Lp(1tglp)=2Lp (14 \/5/2) On note au passage que Ry, = R} = —1.

e La matrice R relative au télescope final et projetée dans le plan (x—z') est notée Rpr et

Rpr = ( —1/me 0 )
0 —my

ou m, = 15 est la démagnification horizontale du faisceau.

est donnée par

e On désigne enfin par Ry, (resp. par R,,) la matrice de transfert projetée dans le plan

(x—2') de la sortie du dipole BFH; (resp. BFV;) jusqu’au point de collision.

En utilisant les notations précédentes et en s’inspirant de la figure Fig. 4.2, il vient

- 4 D3 1 0 1 Lp 1 0
mmrn (50) (0%) (40)
-1
_ 1 P4 1 Lp 10 | =1/m, Lp/mz
= Rpr RU Rh((o 1 ) (—gl)) _(—gmx —(l—gLF)mx)

Ry, = Rpr R R%( : 0) :( Va0 )

—q 1 —g Mgy Mg
Ry, = —Ry, et Ry, = —Ry, en utilisant R = —1

puis, en changeant ¢ en —¢g, on a immédiatement

Ry, = ( —1/my Lp/ma )

Ry, = ( 1/my 0 )
gmg Mg
R,,=—R,, et R, =—R,, en utilisant R? = —1 .
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Les coefficients de matrice (Rj, ), et (R, );, sont donc deux a deux égaux en valeur absolue

et il en est de méme pour les coeflicients (Ry, ),, et (R, )y,
(R = [(Ru) | = 1/ma et [(Bu)y| = [(Ru)yy| = gme 1 <0< 4.

Ainsi, indépendamment du dipole considéré dans la CCS et d’apres tout ce qui précede, il

vient
|02 la| o, |ds| 7.7107% x 0.71072 |ds| |ds|
= = ~ 0.043 —
o mg ok o, 15 x 845102 o, o,
|op%] la| gy o2 |ds| 7.7107% x 0.035 x 15 x 0.72107° |ds| 4 |ds]
_ _ ~ 235104 &5
(0%]0.) o o 845109 o o

a comparer avec les relations 4.1 issues d’une lecture directe de la figure 4.8!

Enfin, par des raisonnements analogues, nous pourrions comprendre pourquoi tous les
dipdles de la CCS ont la méme sensibilité aux erreurs de champ (resp. aux erreurs d’angle
) en terme de déviation d’orbite horizontale (resp. verticale) du faisceau au point de

collision (voir les deux derniers histogrammes des figures 4.9 et 4.10).

Sensibilité élevée du quadrupole central de la CCSV par rapport a un dépla-

cement vertical dy

Intéressons—nous maintenant au couplage (y — 2') étonnamment élevé, généré au point
de collision par un déplacement vertical dy du quadrupole QFDW central de la CCSV (voir
le dernier histogramme de la Fig. 4.6):

d
~ 0018 1% (4.2)

o -
Ty

‘rypi

Comme annoncé a la sous—section 4.2.1, ce couplage provient d’une erreur de champ qua-
drupolaire tourné § K; engendrée au niveau des deux hexapoles SFV qui lui succedent et
au sein desquels la trajectoire centrale a été déviée d’une quantité dy,; rappelons également
que cet effet est quasi inexistant pour tous les aimants situés en dehors des deux paires
d’hexapoles de la CCSH ou en dehors de celles de la CCSV. De plus, les hexapdles SFV
ayant une force intégrée égale & Ky L, ~ 48 m™?% presque cinq fois supérieure a celle les
hexapoles SFH de la CCSH (cf. Tab. 4.4), on comprend que le quadrupdle central de la

CCSH soit bien moins sensible (en terme de couplage (y — ) généré a I'IP) et on a
59~ = 2Ky L, &y, (4.3)

ou dg~ est la force de I'erreur de champ d K intégrée sur la longueur des deux hexapoles

SEFV considérés; a I’avenir, ces derniers seront supposés infiniment minces et superposés au
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dernier quadrupéle QFDW de la CCSV.

Tachons maintenant de quantifier la déviation d’orbite verticale dy, au niveau des deux
hexapodles SF'V. Le quadrupole central y—focalisant QFDW possede une force intégrée 2 g ~
0.07 m™2 (cf. Tab. 4.4); & sa sortie, le faisceau subit donc une déviation angulaire verticale
dy' = 2¢gdy; enfin, puisque celui—ci est en quadrature de phase par rapport aux deux

hexapoles considérés, 1’offsetl dy, est maximal au niveau de ces derniers et on a
Qs = R3q 6y’ =2 Rsy g dy (4.4)

ou Rsq est le coefficient (3,4) de la matrice R entre la sortie du quadrupole central QFDW
et 'entrée du quadrupdle QFDW qui lui succede:

Ray = ((”F) ( ! 0) (1LF))12:2LF(1—|—9LF):2LF(1—|—\/5/2). (4.5)

0 1 2 1 0 1

Au passage, comme les deux quadrupdles QFFW (situés immédiatement de part et d’autre
du quadrupole central QFDW) ont des avances de phase p, ~ 90 £ 45° par rapport a la
paire d’hexapoles considérée, on comprend bien pourquoi ceux—ci sont moins sensibles aux
déplacements verticaux en terme de couplages (x —y) (consulter une fois de plus le dernier
histogramme de la figure 4.6).
Ceci étant dit, en regroupant les égalités 4.3, 4.4 et 4.5, tout se résume donc a I"analyse d’une
erreur de champ quadrupolaire tourné d¢~ localisée dans le dernier quadrupole QFDW de
la CCSV avec

5g” =8(1+2/2)g Ky Ly Lrdy . (4.6)

Si maintenant Ry (resp. Ro+dR) désigne la matrice R relative a la ligne sans erreurs (resp.

avec 'erreur d¢g~) et projetée dans 'espace (x, 2/, y,y’), alors on a

0 0 0 O
e _ 6g~ _
5Q < SRR = R 8% 8 ~
§g= 0 0 0

ou Rs est la matrice R projetée dans I'espace (x, 2',y, '), de la sortie du dernier quadrupole

QFDW de la CCSV jusqu’au point de collision:

1/my 0 0 0 10 00 1Lr0 0 1 000 1Lrp 0 0
Ry = — 0 me 0 O gl 00 0100 —2g1 00 0100

0 0 1/my O 0010 00 1Lp 0 010 00 1Lp |’

0 0 0 my 00—-g1 0001 0 02g1 0001
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(V2 —=1)/my Lr(V2—2)/m, 0 0

. | ogme (1++2) 0 0 V
soit Ry = 0 0 ~(V2+1)/my —Lp (V2+2)/m,
0 0 gmy (\/5_ 1) 0

Tous calculs faits, on obtient finalement

0 0 8g
2L 6g™
00Q) = 0000 avec ngzef—Fig.
060 0 Mg My

En reprenant 'expression du coefficient de couplage r* en fonction des coeflicients de la
p p p YPa

matrice 6@ (cf. sous—section 3.1.2), il vient finalement

Ry, Os gLy Ky Lo dy
pro= B G (1 4 2)2) e 2
e ( ) Tomem, o
d
soit |z, | ~0.019 ly]

a comparer avec la relation 4.2 issue d’une lecture directe de la figure 4.6!

Revenons maintenant a la suite de notre exposé, a savoir I'estimation des tolérances de la
ligne (BMS-FFS).
4.2.3 Cas d’un défaut isolé

Les figures 4.12 a 4.19 donnent les tolérances des aimants de la ligne (BMS-FFS)
relatives aux différents types d’erreurs envisagées précédemment. La situation étudiée ici
est similaire a celle de la sous—section 3.3.1 et le calcul des tolérances se fait a partir de

I'un des quatre criteres suivants:
1. Max (|50;/U;|, |5U;/U;|) < 2%.

2. |0L/Lo| < 2% apres une hypothétique correction a la fois de I'angle et de la déviation

du faisceau au point d’interaction.
3. |6L/Lo| < 2% apres une correction de la déviation du faisceau au point d’interaction.
4. |8L/Lo| < 2% sans aucune correction.

Les tolérances obtenues a partir des criteres 2, 3 et 4 deviennent évidemment de plus en
plus serrées. Les criteres 1 et 2 sont quant a eux quasi équivalents et donnent, comme

attendu, des résultats tout a fait comparables, sauf cas particuliers; en effet, le premier se
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base sur un controle des fluctuations des tailles faisceau au point d’interaction alors que le
second concerne une diminution de la luminosité due uniquement aux erreurs engendrées
dans la matrice faisceau (waist—shift, couplage (v —y) et dispersion, la déviation d’orbite
étant mise a zéro). Le critere de perte de luminosité de 2 % est évidemment arbitraire
et critiquable, pouvant conduire a un pessimisme exagéré. Dans la pratique, il est vrai
que l'on s’attend a maximiser la luminosité au mieux a 10 ou 20% pres. Cependant, vu
le nombre élevé d’erreurs mises en jeu, celui—ci reste couramment utilisé pour imposer la
tolérance associée a un défaut unique sélectionné dans la ligne.

Dans la seconde série d’histogrammes donnés ci—apres, nous avons décidé de montrer I’in-
verse des résultats ainsi obtenus de sorte que les barres les plus hautes correspondent aux
tolérances les plus serrées. Sans trop analyser en détail chacune de ces figures et mis a
part les deux quadrupodles du dernier doublet qui, comme prévu, sont les plus sensibles aux

erreurs de la ligne, on remarque en particulier

— une sensibilité élevée des dipoles de la CCS a ’égard des erreurs de champ (resp.
des erreurs d’angle W) constatée en figure 4.18 (resp. en figure 4.17) et due a la forte
dispersion horizontale (resp. verticale) et au waist—shift (resp. au couplage (x—y))

qu’ils sont susceptibles de générer a I'IP (voir respectivement les figures 4.10 et 4.9).

— une tolérance serrée de 'ordre de quelques dixiemes de microns pour 'alignement
vertical du quadrupole central QFDW de la CCSV (Fig. 4.13 et 4.16) due au fort
couplage (y—a’) qu’il peut engendrer au point d’interaction (cf. Fig. 4.6, Fig. 4.7 et

sous—section 4.2.2).

— en moyenne, plus d’un ordre de grandeur d’écart entre les tolérances relatives a
I’alignement horizontal (Fig. 4.12 et 4.15) et celles relatives a ’alignement vertical
des aimants (Fig. 4.13 et 4.16).
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Critére: Maxdéox*lox*|,|60y*/0y* ) < 2%

Critere: |oL/L | < 2% avec correction de la déviation et de I'angle du faisceau a I'lP

Critére: |0L/L | < 2% avec correction de la déviation du faisceau a I'lP

Critére: |0L/L | < 2% sans aucune correction

I i |
H i |
& Ml i | i i
;
I :: I T
£ 1l 4 I H
& Il I I
<1
11
<1
y
<]
Ef | ] £ H
& | i i
m g
O L0 L0 Lo WOV Oo WO 0 o o O w O W O
W W 1M T T T o moT o M TN m T T
O 1 1T O I 1T oI ™M™ T o Mo < o < T
w A~ L < < < < < I < = =
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Critéere: Maxdéox*lox*|,|60y*/0y* )< 2%

Critere: |oL/L | < 2% avec correction de la déviation et de I'angle du faisceau a I'lP
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i j Critere: Max(3a,'/0,|,|50, /a,"|) < 2%
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4.2.4 Cas d’une distribution statistique des défauts sans corré-

lations

Nous envisageons ici la situation ou les défauts de la ligne (BMS-FFS) sont distribués
de fagon totalement décorrélée (cf. sous-section 3.3.2). On note o;; le second moment de

Ierreur de type j affectée a I'aimant numéro 7. En outre, on suppose que la quantité o

def (mag)

ne dépend pas de 'aimant considéré: o;, = o, quelque soit ¢. Dans ce modele, la perte

en luminosité au point d’interaction peut étre paramétrisée par®

O_(mag) 2 O.(mag) 2 O_(mag) 2
SL/Ly) = —2 - . v
(0L Lo} %X{ (52nm) (3nm) + (235/,Lm)
mag (mag) 2 (mag) 2
76 nrad 3nrad 6 urad (4.7)
0_ mag U?k?’ ? U?kl ?
3. 210 5) 5.104 + 104 }
5 7 mag mag) 2 O.(mag) 2
L/Ly) = —2 y
ou (L/Lo) OX{ (319nm) (35nm) (1.4mm) +
mag mag) 2 ‘(ljmag) 2
612 nrad 69 nrad 12 prad (4.8)
gyt (Y ey
6.7 10_5 + 5.104 + 104 }

en incluant ou pas la contribution du dernier doublet. Enfin, apres correction de la déviation

du faisceau au point d’interaction, on a (dernier doublet inclus)

o (mag) 2 o (mag) 2 o(mag) 2
0L/ Loy = =2 = . >
(0L/Lo) o { (558nm) * (203nm) * (238/,Lm) *
O_(mag) 2 O_(mag) 2 O_(mag) 2
° + =] + [ +
1 prad 443 nrad 7 prad
(mag) 2 U?k?’ ’ O-?k'l ?
ks N L3 I
3.310-° 5. 104 104 '

(4.9)

6. Dans la situation présente, on suppose que I’'une des deux lignes est sans défauts. Dans le cas contraire,
les tolérances que l’on obtient ici doivent étre divisées par le facteur /2.
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Si, maintenant, on ne s’intéresse qu’aux défauts d’alignement transverse des aimants de
la ligne, il est clair qu’en I"absence de correction la perte en luminosité reste completement
dominée par les vibrations verticales du dernier doublet (comparaison entre les relations 4.7
et 4.8). Néanmoins, cette contribution disparait si la déviation relative des deux faisceaux
au point de collision peut étre mesurée puis corrigée de facon systématique (comparaison
entre les relations 4.7 et 4.9). Dans ce cas, la perte en luminosité ne dépend plus que
du grossissement des tailles faisceau transverses au point de collision auquel se greffe une

légere contribution venant de ’angle de croisement vertical des deux faisceaux.
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Conclusion

Le principal objectif de ce travail était d’élaborer une méthode de calcul tres générale
permettant ’analyse détaillée et systématique de la sensibilité d’une ligne optique quel-
conque a ’égard de différents types de défauts envisagés (erreurs de champ et défauts

d’alignement des aimants) puis de 'appliquer a ’étude de la ligne de focalisation finale

(FFS) de TESLA. Ce but a été atteint.

Les calculs formels aboutissant aux résultats analytiques donnés dans ce mémoire” ainsi
que ’écriture du programme FFSER2 utilisant cette nouvelle méthode et générant les sé-
ries d’histogrammes du chapitre 4 ont représenté une part importante du travail effectué;
cependant, j’ai préféré insister ici sur la mise en forme de la méthode elle-méme. Cette
derniere a été incorporée dans le programme FFADA [27] écrit en vue d’aider a la conception
et a 'analyse des systemes de focalisation finale des futurs collisionneurs linéaires. Elle a
été utilisée pour l'estimation des tolérances des aimants de la FFS de TESLA [22] et de
SBLC [22] ainsi que pour recalculer la sensibilité aux erreurs du SLC avec ses parametres
de faisceau actuel [28]. De plus, les résultats obtenus avec FFSER2 ont toujours été parfai-
tement concordants avec d’autres provenant des nombreux trackings effectués sur la FFS
de TESLA.

Insistons également sur le fait que seule une partie des résultats obtenus par FFSER2 est
actuellement exploitée pour quantifier I’effet des erreurs sur les caractéristiques transverses
du faisceau au point d’interaction (IP). Seules les dérivées premieres de 'offset 06X et de
la matrice R par rapport aux défauts de la ligne ainsi que certaines dérivées secondes des
éléments de matrice Ryq et Rssz sont utilisées pour décrire les fluctuations de tailles faisceau

ou de luminosité a I'IP. Les dérivées secondes des autres coeflicients de matrice R et les

7. Certains de ces résultats (comme les dérivées de matrices R et T' par rapport aux harmoniques
quadrupolaires et hexapolaires tournées ou comme les matrices U des dipoles, quadrupoles et hexapoles
avec un choix de coordonnées symplectiques) étaient & I’heure actuelle et & ma connaissance inexistants

dans la littérature.
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dérivées premieres de matrice T' par rapport aux erreurs restent quant a elles inexploitées
pour 'instant. De plus, nous n’avons considéré dans ce mémoire que deux cas particuliers
pour ce qui est de la loi de distribution statistique des erreurs le long de la ligne: le cas
du “défaut isolé” et le cas d’une distribution de moyenne nulle et sans corrélations. Néan-
moins, comme nous le remarquions au chapitre 3, la méthode reste completement adaptée
a I’étude de tout autre type de distribution plus réaliste, avec ou sans corrélations (se re-
porter par exemple a la référence [20] utilisant cet algorithme de calcul pour une estimation

du temps caractéristique de la dégradation de la FFS de TESLA due au ground motion).

Enfin, a 'opposé des méthodes conventionnelles de tracking, cette approche offre in-
contestablement les deux avantages suivants: sa rapidité d’exécution (FFSER2 prend moins
de cinq minutes pour parcourir I'ensemble de la (BMS-FFS) qui compte une cinquantaine
d’éléments) et surtout la possibilité d’'une analyse systématique et synthétique de la sensi-
bilité d’une ligne de transfert quelconque a 1’égard d’un nombre élevé de défauts dans ses

almants.
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RESUME

Dans le cadre de I’étude des systemes de focalisation finale pour les futurs collisionneurs

* ¢7, une nouvelle méthode d’analyse a été mise au point dans le but de quantifier

linéaires e
les tolérances d’une ligne optique donnée a 1’égard des défauts d’alignement et des erreurs
de champ de ses aimants. Utilisant un systeme de coordonnées symplectiques identique a
celui de MAD, le mapping associé au transport du faisceau le long de la ligne considérée
est calculé jusqu’au troisieme ordre dans les non-linéarités de 1’équation du mouvement
(Hamiltonien tronqué a l'ordre 4). La déviation d’orbite du faisceau ainsi que la matrice
R sont développées a l'ordre 2 dans les différents défauts de la ligne, ce qui inclut ainsi les
effets croisés générés par deux erreurs distinctes localisées dans deux aimants différents; la
matrice T' (ordre 2), quant a elle, est calculée jusqu’au premier ordre dans les erreurs et
la matrice U (ordre 3) associée a la ligne idéale (sans défauts) est également reproduite.
Toutes les sources d’erreurs pouvant affecter le mapping d’un élément optique donné jusqu’a
sa matrice T' ont été prises en compte, a savoir: les défauts d’alignement de 1’aimant
considéré paramétrisés par six quantités ainsi que les erreurs de champ droit et tourné
jusqu’a I’harmonique hexapolaire dans les dipoles, quadrupoles et hexapoles de la ligne.
Pour son application spécifique aux systemes de focalisation finale, I’algorithme de calcul
envisagé ici inclut ensuite l'estimation des tolérances de la ligne, estimation basée sur
le grossissement des tailles transverses du faisceau ou sur la perte en luminosité au point
d’interaction. Cette méthode a alors donné lieu a I’écriture du programme FFSER2 interfacé
avec le logiciel graphique PAW et permettant d’illustrer a ’aide de nombreux histogrammes
I’effet des erreurs sur le faisceau au point de collision et les tolérances qui leur sont associées.

L’application a la ligne de focalisation finale de TESLA est exposée en dernier chapitre.

MOTS CLES

Optique de faisceau — Mapping — Offset 6 X, matrices R, T' et U — Aberrations — Erreurs
d’alignement et erreurs de champ — Luminosité — Tolérances — Systemes de focalisation
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