Formules analytiques du champ principal
pour des aimants multipolaires
a distribution de courant sinusoidale
en présence de fer

Introduction

Une recherche bibliographique sur les aimants multipolaires avec une distribution de
courant de type sinusoidal permet de trouver un certain nombre de formules
analytiques du champ principal. La plupart traite d'aimants avec une couche épaisse de
distribution de courant sans fer ou, inversement, avec une couche tres mince de
courant avec fer. Le cas complet d'une couche épaisse avec fer n'a été trouvé que dans
le papier de J.P. Blewett [1] pour une perméabilité relative du fer infinie. Les formules
analytiques, présentées dans ce formulaire, correspondent au dernier cas avec une
perméabilité relative du fer pu constante.

Hypotheses
Géométrie

da’
do

d¢

a : rayon sur lequel se situe la distribution de courant principale

b : rayon interne du fer

a' : rayon sur lequel se situe la distribution de courant image du courant principal
¢ : angle auquel se situe les distributions de courant
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On s'intéressera au champ généré au point P de coordonnée (r,0). Ce point se
situe respectivement a la distance R et R' des distributions de courant principal en a
et image en a'.

R = /az+rz—2arcos(¢—0)
R'=,/a2+r2—2a'rcos(¢—0)

Distribution de courant
| représente le courant principal et I' le courant image. Par définition :

I :”Jadad¢ et I'= HJ'a'da’dgzﬁ

ou J et J' sont les densités de courant principal et image.

L o . " b2 ~1(aY*
L'application du principe de miroir magnétique [2] donne a'=— et J'= # (—j J
a u+1b
pour lequel u représente la perméabilité relative du fer.
Nous étudierons une distribution de courant principal parfaitement sinusoidale :

J = J,cos(pg) ou p représente le nombre de pdles divisé par deux.

Cette distribution donne une distribution image :

(bT
. -1/l a' ~1(bY’
e J”‘”‘"“’*ﬁ@ Jocos(py)

Calcul du potentiel vecteur

Le potentiel vecteur au point P s'écrit de la maniere suivante [3] :
_ _Hol (Rl (R
A(r.0)= e In(aj e In(a'
On peut réécrire le logarithme avec une série de TAYLOR de la fagon suivante :
In[Ej L 1+(1j2 —2  cos(p - )
a 2 a a
In(Ej = E{In(l—ie‘(“"g)j + In(l—ie“(”"g)ﬂ
a) 2 a a
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cos[n(¢ - 0)]

sirra In g :%In{(gjz 1+(%j22%C05(¢9)H

(5] 3 o

a n=1 N

Ce calcul est identique pour le terme image, d'ou deux cas pour lI'expression du
potentiel vecteur :

[[3,cot (b3 (ij cos|n(4 - 0)ladad
[ 2000 p¢{ j J(L'j cosnlg -0 roatag
j [3,cos p¢)( (aj Z%@ cos[n(¢—«9)]}adad¢ |
R A2, c0s p¢{§]2%@ coslg - aaag|

Sir<a A(r,0)=22

Sir>a A(r,0)=20

Sachant que :
chos(pqﬁ)dqﬁ:o vp
et Tcos(p¢)cos[n(¢_e)]d¢ = 76,,008(nd) ou 5,, =1 p=n
soit feos(pg)eosln(g-0)ag - xcos(pe) v

Le potentiel vecteur devient :

Sir<a A(r.0)=%23 J'E(Ljpcos(pe)da polp o (Ljpcos(pe)da'
' 2 °"pla u+17 pa®\ a’ |

_ ) p _

Sir>a Az(r,e):%Jo_J'%Gj cos(pe)da+Z—+i pba'3 (éj cos(pe)da'_

3/8



Calcul du champ principal

Le champ principal se déduit du potentiel vecteur de la maniere suivante :

B, = A et o = A
rdé dr
D'ou les expressions suivantes :
P i r (p-1) _ u-1, r(P-1)
B, = _?OJO I(Ej sin(p&)da + ﬂ+1b J’al(p+3)3|n(p9)da.
Sir<a SPENCE (b1
r\ -1 riet '
B, :_%JO I[Ej Cos(pe)da+Z+1b4-[a'(p+3) cos(pe)da}
i Tera)™® PECEPPCE I
B, =_?°JO I(?) sin(pé&)da + ﬂ+1b Ia-(p+3) sin(po)da’
Sir>a r (p+) (b1
a\'™ -1 rip-t .
By = _%JO _J-(Fj COS(p@)déH‘ Z+1b4-|. a'(P+3) COS(pH)da}

Calcul d'un dip6le épais (p=1)

Dans le cas d'un dipdle "réel", la distribution de courant est réalisée sur une certaine
épaisseur. On appellera a; le rayon intérieur du bobinage et a, son rayon extérieur.
Il se présente alors 3 cas d'étude : O<r<a,, a;<r<a, et a,<r<b

g o
B, =—£23, Isin(¢9)da+ﬂ_lb4 '[ S'm(f)da'
2 a u+1 b7 a'
Si 0<r<a; - b:z
o o | F u-1, ¢ cos(d)
B, =-221J o b d
) 5 Jo ;[cos( )a+ﬂ+1 % i da
B.=-2J|(a _a1)+ﬂ_1 8, —a; —sin(e)
o2 u+1|  3p?
soit - s 3V
_1 a, —
B, :_%‘Jo_(az _a1)+ z_”_[ Zsbza1 J_COS(Q)

On constatera bien entendu que le champ principal a l'intérieur du bobinage ne
dépend pas du rayon. Si on regarde la participation du fer au champ principal, le rapport
Brer/Bbobinage S'€Crit de la maniére suivante :

Af o 1 8, -a |_p-1fa +aa+a’
u+13v%(a,—a)) w+1 3b?
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2
-1(a : .
Ce rapport tend vers ”—1&) lorsque a; et a, tendent vers a, ce qui représente le
U+
cas d'un bobinage mince.

_r 2 a, b7‘5‘1
B, =207, J.[ij da+jda+ﬂ—_1b4 j iAda' sin(@)
2 a\r g u+1 7, a'
Si ai<r<a, - N
2 a bza
P r a 2 ,Ll—l 1 1 -
Bg = —?0\]0 _E{LFJ da + rda+mb4b; ?da Cos(e)
f |- plfay -l |
8= N e +(a2_r)+y+1[ 23b2611 sin'6)
soit - , s 3
r3_ -1 a,” —
R R RURUPR 50
o, 2 "a
B =-0], J'(Ej da+ #Lpe j iAda' sin(@)
2 | \r u+1 7, a'
Si ax<r<b - N
a 2 bza
_ M f(a 5 TR A
Bg ——?OJO —a{[?j da+mb b; ?da COS(H)
.3 3 3 3
Br :—%JO azs;zai n ﬂ_i(az3;2a1 \Jilsm(e)
.t ﬂ+
SOl p - a3_a13 ,u—l a3—a13
By == " +,u+1( e ]]COS(Q)
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Calcul d'un quadripble épais (p=2)

De maniere identigue au dipdle, on retrouve les 3 cas d'étude : O<r<aj, a;<r<a, et
ax<r<b.

a : b%1 :
B =t J-rsm(ZH)daer—lb4 I r5|n(520)da,
2 |, a u+1 7, a'

Si O<r<a;

b
ay

a /
B = Hoy Ircos(ZH)da+y—lb4 I rcosgze)da,
2 |, a u+1 7, a'

i 4 4
B, :—%JO In(&j+ﬂ_i(az4;4a1 J rsin(26)
) M+t
soit c . av
B, =12, In(ﬁj+ﬂ_l(a2 — % ) rcos(26)

a, ) u+1\ 4b*

Le rapport Bter/Bpobinage S'€Crit alors :

A.I: =/'l_l a24_a14

1
HE2 gp ,n[azJ
a

4
-1(a
Ce rapport tend vers ’U—(Ej lorsque a; et a, tendent vers a dans le cas d'un

u+1
bobinage mince.

b2
3

3 a
L H o a ir -1 ro 0.
B, ——?OJO EJ;(—) da+'[gda+—b4 I —da’'(sin(20)

r d u+l 7, a
Si ai<r<a, - Az
3 a bza
P “(a ir w—1 o
B, :_7°JO —5[[?} da+!'gda+mb4bzf §da cos(29)

a;

[ 4 4 4 4
B =t |l—& +|n(ij+”‘l(a2 ~ 3, ﬂrsin(Zﬁ)

2 4r* r) u+1l 4b*
soit - ) .
4_ f— —
B,=-*og |-t ?1 +In[ﬁ)+ﬂ 18, 4a1 rcos(260)
2 4r r u+1  4b
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_az 3 bzal
B =-*0], j(ij da+ "ty J' Lsda' sin(20)
2 s\ r u+1 b7 a'
Si ax<r<b - N
a 3 bza
Hy iE! p=loa '
B =—"2J|-||—|da+~—=b —da' |cos(20
¢ 2 " ;J:(rj u+1 b; a’® (26)
M4 4 4 4
B =ty |% —4a1 AR —4a1 rsin(26)
2 4r u+1l 4b
soit - . . 4
B, = -0, _ % _4a1 e —4a1 rcos(26)
2 4r u+1l 4b

Calcul d'un multip6le épais (p >3)

Pour des multipdles d’ordre supérieur ou égal a 3, il

est possible de généraliser les

formules de champ pour les 3 cas d'étude : 0<r<a;, a;<r<a, et a,<r<b.

r*Ysin(po)

Si O<r<ay
B _&J az( p—Z) _ 31( p—2) U _1 az(p+2) _ ai( p+2)
r— 0 r=2)~ (p=2) + T
2 7| (p-2)a""a, u+1{ (p+2p
B _ _&J az(p—z) _ ai(p_Z) . ,U _1 az(p+2) _ ai(erz)
' 2" (p - Z)ai(p_Z)ag(p_Z) u+1 (p + 2)b2p

r®* cos(po)

2(pr) _ a1(1372)

-2

Cette formule est valable pour tout p sauf p=2 ou

5 devient In[

aj_

(p _ Z)al(P—Z)az(p—Z a
Si ai<r<a,
4 [ plp+2) _ ai(p+2) az(p—Z) _r-2) -1 az(p+2) _ al(p+2) o)
B, =-£2J, ot N - | [r"sin(po)
27| (p+2)r (p—2)rtP-2a, u+1l (p+2)b
o r(P+2) _ ai(p+2) 612(H) _ (-2 u—1 az(p+2) _ ai(p+2) (p-1)
B, =-22J, —+ ot , r’*cos(po)
2 (p+2)r®  (p-2)r*%a,"?  p+1l (p+2p*
a (p-2) _ r.(p—z) a
Cette formule est valable pour tout p sauf p=2 ou —2 — devient In| =% |.
(p _ Z)r(pfz)az(p 2) r
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Si a,<r<b

o (pr2) _ (p+2) _ , (p+2)
~Hog, 2 aiz It aiz r’*@sin(po)
2 0| (p+2)r  p+1l (p+2)p”

i (p+2) (p+2) . (p+2)
H a -3 p-lla,” " -a (p-1)
- 20 Jo - 2(p+2)rZp * y+l( 2(p+2)b2p ]:lr ooslpo)

(p+2)

(p+2)

Cette formule est valable pour tout p.

Références

[1]

‘Iron shielding for air core magnets', J.P. Blewett — Proceedings of the 1968

summer study on the superconducting devices and accelerators

[2]
[3]

BNL 50155 (C-55) (Part lll, page 1042)

CERN Accelerator School — Superconductivity in particle accelerators
CERN 89-04, 10 March 1989 (page 100)

CERN Accelerator School — Superconductivity in particle accelerators
CERN 89-04, 10 March 1989 (page 92)

8/8



