1 Introduction

Considérons un filament supraconducteur rectiligne et infini, ne transportant pas
de courant et soumis a une induction magnétique variable et perpendiculaire a I'axe du
filament.

Selon le modele critique développé par Bean [1], le flament supraconducteur tend
a écranter les variations du champ extérieur. Cet écrantage se fait par la création de
courants de magnétisation appelés courants persistants a la périphérie du filament. La

distribution de ces courants persistants est déterminée de maniére a créer au cceur du
filament une inductiorg telle que

B, + AB, =0 (1)

ou 4B, représente les variations du champ appliqué.
Les calculs présentés sont analogues a ceux développés en [2].

2 Comportement magnétique d'un filament

2.1 Cas d'un filament vierge

Considérons le cas d'un filament vierge c'est a dire n'ayant jamais ressenti de
champ magnétique, ce filament sera soumis & un champ magnétique croissar® depuis
jusqu'a un champ maximuB, avecB perpendiculaire a I'axe du filament.

En utilisant des modeéles simples [3-5], la distribution des courants de
magnétisation peut étre représentée par une coquille a la périphérie du filament dont la
limite intérieure est une ellipse (voir Fig. (1)). Lorsque le champ magnétique extérieur
augmente, l'excentricité de I'ellipse décroit jusqu'a ce que les courants de magnétisation
remplissent entierement le filament (Fig. (1)). La valeur du champ pour laquelle ce
remplissage a lieu est appelée champ de peénétratign, Bt est déterminée par

I'équation implicite

_ 2lflO‘]c(Bp,v)rf
T

(2)
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ou uQ est la perméabilité du vidég la densité de courant critique a une température
donnée etf le rayon du filament. Si le champ extérieur est augmenté au-délg ge

la distribution de courants de magnétisation reste la méme.

Pour des valeurs de champs inférieures au champ de pénétration, I'excentricité,
ey, de l'ellipse peut étre déterminée par I'équation implicite (voir Annexe A)

5 20J:(B) i g, arcsiny 1- e\,z)
T f \/1— e’
De plus, les effets des courants de magnétisation peuvent étre représentés par un
moment magnétique par unité de longueur de filamdnt,donné par (voir Annexe B)

pourB-Bp,v 3)

M,(B) = _13‘ JC(B)[l— eVZ(B)]f ] pourBeBp,v (4.2)

et
M (B) = —13‘ 3B pourBp \*B (4.b)

ou (j est un vecteur unitaire paralleldBa

La référence [6] propose de remplacer I'Eq. (4.a) par I'expression approchée

3
g \°! 3.
[ pourB-Bp,v (5)

ﬁ 4
M\(8) ~ — Jo(B) 1-|1-
] v |

2.2 descente du champ apres le maximum

Supposons qu'apres avoir atteint la valeur maxiniag (avecBtop plus grand
que Bp,y), le champ magnétique soit de nouveau diminué. Toujours d'aprés ces

modeles, une nouvelle coquille est créeée a la périphérie du filament ou les courants de
magnétisation circulent dans le sens opposé a ceux de la coquille initiale (Fig. (1)). La

distribution est alors constituée par le chevauchement de deux coquilles : une premiere,
créée pendant l'augmentation de champ deBfpp, avec des densités de courants de

magnétisation de{—JC(Btop)]d'un coté et de[JC(aop)] de l'autre coté et une seconde
coquille, créee pendant la diminution du champ magnetiquBigle a B, avec des
densités de courants de magnétisation [d@(Btop) +JC(B)] d'un coté et de

[—JC(Btop) - JC(B)] de l'autre coté. Si I'on diminue le champ magnétique, la nouvelle

coquille emplit de plus en plus le filament jusqu'a occuper entierement sa surface. La
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valeur du champ de pénétration pour laquelle cela a ligwiws est donnée par
I'équation implicite

219|Jc(Bop) + Ic( By, awn)
Bop — Bp,dwn = “Ol- o e ]rf (6)

T

Pour des valeurs de champs au-dessuBglgwn I'excentricité,edwn, de la

limite intérieure de la nouvelle coquille peut étre déterminée par

210[3c(Biop) + Je(B) | (1 Saun arcsiny - edwnz)
T Jl_ ijn2
pourBp,dwreB*Btop (7)

op

La contribution de cette nouvelle coquille au moment magnétique par unité de
longueur de filament, Myn, peut étre estimé par

. 4 _
M aun(B) = +3 [3:(Biop) + 3:(B) [1- ehn(® [

pOUI’Bp'dwrfB'Btop (8.a)

et
4

M awn(B) = +§ [Jc(Btop) + JC(B)]fsa

pourB+Bp, dwn (8.b)

En utilisant de nouveau [6], I'Eq. (8.a) peut s'écrire

r d

v N i‘r Btop_ B 3

M gwn(B) = + 3 [Jc(Btop) + JC(B):ll_ {1_ Btop ~ Bp,dwn] Jrf u
pourBp,dwrtB*Btop 9)

2.3 Montée du champ aprés le minimum

Supposons qu'aprés avoir atteint la valeur minirBalgt (avecBpot plus petit
queBp,dwn), le champ magnétique soit de nouveau augmenté. Une troisieme coquille
est alors créée a la périphérie du filament avec des courants de magnétisation circulant

dans le sens opposé a ceux de la deuxieme coquille. La valeur du champ de pénétration,
Bp,up pour laquelle la troisieme coquille remplit entierement le filament est déterminée

par



ZMO[JC(Boot) “‘JC(BP,UP)_L
f

e

Bp.up~ Bbot = (10)

Pour des champs inférieur8g, up I'excentricité eyp, de I'ellipse est definie par

2u0[Je(Byor) + Ic(B) ] - €up arCsin‘/ - eupz)
- (1-
T

\/ 1-eyy’

pourBpot*B*Bp,up (11)

B- Btop:

La contribution de cette nouvelle coquille au moment magnétique par unité de
longueur de filamentM ,,, peut étre estimée par

up?
M up(B) = _g[‘]c(Boot) + Jc(B)]EI-_ e&p( B)}f3a
pour Bbo[‘B'Bp'up (12.3)
et

- 4 -
M yp(B) = 3 [3.(Byop) + Xe(B) T pourBp, upB

(12.b)
En utilisant de nouveau [6], I'EQ. (12.a) peut s'écrire

; 4 [ BBy |5
M Up(B) ~ _E[Jc(Boot) + JC(B){l_ [1_B—bt0thrf3u

p,up
pourBpot*B*Bp,up L3)

Le moment magnétique total par unité de longueur de filament est alors

|\7|f(B): |\_/.lv(Btop)"’|\7|dwn(Boot)+|\7|up(B) (14)

2.4 Généralisation

Si l'on cherche a déterminer I'état de magnétisation d'un filament
supraconducteur, il est nécessaire de connaitre I'histoire des variations de champ
magnétique subies par ce filament. Pour chaque variation de champ, on détermine alors
les parametres de la coquille des courants de magnétisation qui est créée et I'on somme
ensuite les contributions des différentes coquilles.



3 Pertes par magnétisation dans un filament (pertes par
hystérésis)

Introduisons la densité de flux magnétique complexe appliquée au filaBagnt,
définie par

Ba = Ba,y+ iBa,x (15)

ou Ba,x et Ba,y sont les composantes du vecteur densité de flux magnétique applique

suivant les axes ety.

Pour un cycle donné, les pertes par hystérésis par unité de longueur de filament,
W, s'écrivent [7]

[ 1 [ 1
W =-Rd [M{dB, |=-Rd [MdB] | (16)

a | =
cycle J cycle

ou Re désigne la partie réelle de l'expression entre crochet et le signe * désigne le
complexe conjugué.

Considérons un filament soumis a un champ magnétique transverse variant
trapézoidalement entreBm) et (+Bm), ouBm est plus grand que la variation de champ

ABp,m nécessaire a la remagnétisation compléte du filament, apres ou une descente en
champ depuis Bm) ou une montée en champ depuBnp{}). Dans les deux cas, nous
avons

20 [c(Br) + Je(By —ABp,m)]r
- f

ABy m .

17)
Il'est a noter que dans I'Eq. (1&Bp,mest une fonction de.

On peut alors montrer que les pertes par hystérésis par cycle et par unité de
longueur de filament sont

4rf3_Bm+ABp'rn 2 a?
W=+=L  [dBfl-fB) @)+  [dBL(B)
-B_ —Bm+Aprm
+B,-AB_ ., -B
43 > 5 43 g
-+ [oefi-efn(®]m - [dBA(B)
+B, +Bm—ABpm
pour ABp, n*Bm (18)



Cette équation peut étre réécrite

-B,+AB,

& de%(B)— T [dBy(8)%(®
~Eh pour ABp, mBm

4r3 +Bm—ABp,m
+= [dBeun(B)(B)
+B,

(19)

Si Bm est tres grand devanBp m, les deux dernieres intégrales de I'Eq. (19)
peuvent étre négligées\af est alors égale a

3 +B
deJC(B) pour ABp, m<<Bm

(20)

Si, de plus, nous supposons qie est constante et égale Jg(Bm), nous
pouvons écrire

1617 |

W ~ <(B1)Bn pourABp, m<<Bm

(21)

4. Comportement d'un brin supraconducteur

Un brin supraconducteur est constitué d'un grand nombre de filaments noyeés
dans une matrice de métal. Le moment magnétiﬂlsle;et les pertes par hystérédig,
par unité de longueur de brin peuvent étre calculés en sommant les contributions des
filaments (on néglige alors l'influence d'un filament sur son voisin). Dans le cas ou tous
les filaments sont dans le méme état de magnétisation, nous pouvons écrire

—

Mg =M (22.2) et W,=nW (22.b)

ou nf est le nombre de filaments.
Nous pouvons aussi définir un moment magnétique par unité de vaiyre,
des pertes par hystérésis par unité de volume de non cuyer) posant



.M W,
Mg = f (23.a) et W =f (23.b)

OUA est la section de non cuivre. Dans le cas ou les filaments ont une taille bien définie
et uniforme, nous pouvons écrire

En combinant les Eqs. (22) a (24), nous pouvons écrire

— f ‘“4
m.=—= 25.a et w.=—5 25.b
S |f'f2 ( ) S rf2 ( )

Nous constatons que ces guantités ne dépendent pas du nombre de filaments. De
plus, nous avons vu qLMf est proportionel &3, il en découle quens etws varient

linéairement emf. Par exemple, pour une montée en champ dBd) @ous avons
- 4 _
mg(By) = ~3, J.(Bp)rsu pourBp vBo (26)

De méme, pour un brin soumis a un champ variant trapézoidalement Bpfye (-
et (+Bm), nous pouvons écrire

8r 8r Bt 2B
f j dBJ,(B) - j dBe,(B)J.(B) pour ABp,mtBm
—B -B,

(27)

Dans le cas de brins en niobium étain fabriqués suivant le procédé "étain

interne”, les Egs. (26) et (27) peuvent étre utilisées pour déterminer un rayon effectif de
filament,reff, en écrivant

3r |my(B)|

Je(B)

pourBp B (28)

3n
Feff :7

ou en résolvant I'équation implicite



3n W,

Fott = 5 7 “E.+1B,. pourABp, m*Bm
[dBX(B)-  [dBE,(B)I.(B)
-B, -B,
(29)

ou mg, Ws etJc désigne respectivement le moment magnétique, les pertes par hystérésis

par unité de longueur et par unité de section de non cuivre et la densité de courant
critique par unité de section de non cuivre.
Si Bm est tres grand devanBp m, la deuxieme intégrale de I'Eq. (29) peut étre

négligée et le rayon effectif s'écrit

3n W,
feff =g 8, pourABp, m<<Bm
[dBI,(B)
-8B

m

(30)
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Annexe A :Calcul du potentiel-vecteurA associé a un distribution de
courant en coquille.

1. Cas d'une ligne de courant a l'origine d'un repére

Soit une ligne de courant infiniment longue et située au centre d'un repére
(éxéyéz) parallelement &,. On peut alors définir un repere cylindriq@,ée,éz)

définie par

(&1 [cos® s 0]f
8, /= —sing cos Ol

M

Le repere(€,, €,,€,) se déduit du reperge, ,e,,€,) par une rotation d'angle

(A1)

autour deg, .
Appliquons le théoréme d'Ampere, i.e.

§Bdl= (A.2)

ou | est le courant circulant sur cette ligneugtla perméabilité du vide, avec comme

contour fermé, un cercle de rayoet de centre le centre du repére trirectangulaire. Par
symétrie, seul8g existe. Nous avons alors

soit
I
B, = 0" A4
= (A4)

De plus, d'aprées les équations de Maxwell, nous avons

—

B=VxA (A.5)

Dans le repere cylindrique, I'Eq. (A.5) s'écrit

1A & _, (A.6.2)
ro0 &
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oA oA
oz o (A.6.b)

O(rA
14—9) 1A (A.6.C)
a raoo

La ligne de courant étant infiniment longue, on suppose que les composantes du
potentiel-vecteur ne dépendent pas de la varalide |4, en combinant les Egs. (A.4)
et (A.6.b), nous avons

MO | ( j
=— n A7
Ae 2n Mo A7)
ou ro est une constante a déterminer. De plus, par symétrie seule la compgsante
existe.
2. Cas d'une ligne de courant éloignée de l'origine du repéere

On suppose maintenant que la ligne de courant n'est plus centrée mais qu'elle se
trouve en un poinP de coordonnésa( #). Cherchons a calculer le potentiel-vecteur en
un point, Q, quelconque, de coordonnésg] comme représenté sur la Fig. (2). En
appeland la distance entre les poirRtQ, nous pouvons écrire

d? = [a2 +r? —2arcos(@ — 6’)] (A.8)

Pourr<a, il est pratique d'écrire I'Eq. (A.8) sous la forme

1 1
d = r1— L ei("’_‘g)—brl——r g (W9 T2 pourr<a (A.9)
a L a 10 a ]
d'ou
d_1 [ rde-ol 1.0, I ig-ol
In—==In1-—-e =In1-—¢€ < A.10
"aT2" " a 72" a | pourrsa (A-10)

En utilisant le développement limité de InX)1-nous pouvons écrire
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[\ gin(¢—6) N g-in(¢-9) |
%:_—2[ ) +(;D € . J pourr<a (A.11)
Soit
(v 1

Ind ZL( ) —cosn(¢ e)J pourr<a (A.12)

De méme pour>a, nous pouvons écrire

d_1f fr T

Ml 840 121 8ig-0) 12
—_-_"_= > A.13
a-al T L J pourr>a— (A13)

d'ou

11 2de-ol, 10 asig-ol
|_ é 2InL T ] pourr>a

d
In—=In-+
a

(A.14)

En utilisant le développement limité de InXjl-nous pouvons écrire

n——In———Zr(a) gn(s-0) (a) g in(4- 9)1

L K J pourr>a
(A.15)
Soit
nd - | L—Zwi‘)n—l sn¢—a)1 ourr>a (A.16)
na—na n“r rlco ( J p :

En utilisant les Egs. (A.7), (A.12) et (A.16), nous pouvons déterminer le
potentiel-vecteur

A(r,0) = £l z(a) %f_e) pourr<a (A.17)
7T n=1

et

0 n . 1
Az(r,e):—% In(r) Z(?) MJ pourr>a  (A.18)

¥ g
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3. Cas d'une distribution de courant en coquille

Dans le cas d'un distribution de courants en coquille (voir Fig. (1)), il apparait
des symétries représentées sur la Fig. (3) : si I'on sépare cette coquille en quatre
guadrants, associés aux axes du reperes, alors, pour une ligne de courant d'infensité (+
du premier quadrant et de coordonném®)(on peut associer une ligne de courant
d'intensité (b situé dans le second quadrant et de coordonméesg), une ligne de
courant d'intensité K} situé dans le troisieme quadrant et de coordoneges et une
ligne de courant d'intensitél{tsitué dans le second quadrant et de coordonages. (

En utilisant 'Eg. (A.17) donnant le potentiel-vecteur pota , on a pour ce
quadruplet de lignes de courants

A (r,0) = Z g) n(cosn¢+cosn€+sinn¢+sinn9))
pourr<a (A.19)

En utilisant les symétries obtenues, nous avonsgifi quelque soib, et

cosNg — coN(z — ¢) + coN(—g) — cosn(z + ¢) = 4cosng  si n est impair

=0 si n est pair
(A.20)
On a donc pour<a
2ﬂ| © 2k+1
Z/00 -
A(r,0) = ; a) o 100{ (X +Dgleod (X +1)4]
pourr<a (A.21)

En opérant de méme paura, on a par symétrie

2k+1

A (r,0) = z ) 2k1+ 1cos[ (X +Dgleod (X +1)6]

pourr>a (A.22)
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Nous pouvons maintenant calculer le potentiel-vecteur associé a notre
distribution en coquille. En décomposant la coquille comme une somme de lignes de
courant et en utilisant I'Eq. (A.22), nous avons

2k+1

dA(r,0) = 244 Odl > (a) cof (& +1)glcoq (X +1)6]

=0 2k +1

pourr<a (A.23)
avec
dl = J.ada (A.24)

ou Jc est la densité de courant circulant dans la coquille. De I'Eq. (A.23), on tire

203, & 1 2/ 2k+1
A (r,0)= Ho 2ol J'J( ) cog (X+1)p]cod (X + 1)f]adads

(A.25)

oU amin etamax sont respectivement le rayon intérieur et extérieur de la coquille (voir
Fig. 4).amaxest égale au rayon du filamertt, etamin est définie par

et

V1-(1-€&)sin’ g

Amin = (A.26)

e étant I'excentricité de l'ellipse qui représente la limite intérieur de la coquille.
En premiére approximation, on peut calculer le potentiel-vecteur a partir de
I'Eqg. (A.25) développé au premier ordre i.e.

z

no2
A (1,0) = Zﬁﬂﬂzr cost | da cosdg (A.27)
Snin 0
D'ou
2
A, (1 ,0)= 21 ;Z’JC r; cos I(rf — A, )COSpdy (A.28)
0

En utilisant I'Eq. (A.26), cette équation peut s'écrire
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(
Az(f 9)_ ﬂo <r; cosd er jcos¢d¢ (A.29)
\/1 (1-e )sm ¢

(o) smn—y Y 1}

Tous calculs fait, il vient

( .
A,(t,6)= 2”—7(;‘]" r? COSHLl— eafC&nJTé)j

e (A.30)
En utilisant I'Eq. (A.30), on en déduit I'induction magnétigue
B =0 (A.31.a)
B (1.6)= —2”—7‘;% f (1— eari;(?{?j (A.31.b)
B =0 (A.31.c)
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Annexe B : Calcul du moment magnétique associée a une
distribution en coquille

Considérons a présent un filament de longueur élémenfiaita distribution
de courants en coquille peut étre décomposé en une somme de boucles élémentaires
paralleles a I'axe du filament comme représenté sur la Fig. (5). Le moment magnétique
créeé par une boucle élémentaire s'écrit

d’m = —J.(B..T,&) 2x dl dxdy (B.1)

ou X représente la largeur de la boucleyesa hauteur.
En intégrant sur la surface de la coquille, il vient

3 [ 2 Xnay) 1
m = -23(B.T.adl| [( [xdxdy) | (B.2)
L-a xum(y)

oua est le rayon du filament.
Xmin(y) est donné par I'équation de I'ellipse :

Xn®) Yy soit x2(y) = b2(1-§ (B.3)

oub eta représentent le demi petit axe et le demi grand axe de l'ellipse (égale au rayon
du filament), comme représenté sur la Fig. (5),rahXy) se déduit de I'équation du

cercle :
Xoax(Y) +Y = & soit Xealy) = a2 -y (B.4)

D'ou pour le moment magnétique:

m 2J.(B., T )dlr?[ zwy) 1 (B.5)

= - (o] 1] 18 -
La Xanin (YY) J

. o o o ¥R

m = -J@BeT.e)dl | L(a y)-b*(1 az)de (B.6)

Soit en introduisant I'excentricige=b/a et en poursuivant l'intégration
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[ 3)a (3 ]

m= —3.@.Te) dll|a%y-LX| -blly-L5| | B.7
(Bes T, ¢) La y SJ—a Ly 332J—aJ (B.7)
D'ou - 1
B - 3 263 2 23?
M= —J.(BeT,¢) dIL(Za -—3)-b (2a—;a2)J (B.8)
- r 3 263 2,43 233_
m = —J.(BeT,¢) dIL(Za - )-e(a _T)J (B.9)

Finalement le moment magnétique s'écrit

m = —13‘ J.(B,. T, ) dla® (1- &%) (B.10)

De la derniére équation, nous pouvons déterminer le moment magnétique par
unité de longueur de filamer¥ |

M, = —= J.(B,T,&) a (1- &%) (B.11)

wlhs
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LISTE DES FIGURES

Figure 1.

Modélisation des couronnes de courant de magnétisation avec une limite
intérieure elliptique [3,4] : (a) montée en champ a partir d'un état vierge,

(b) pénétration compléte et (c) descente en champ aprés pénétration

complete.
Figure 2. Représentation d'une ligne de courant éloignée du centre du repére.
Figure 3. Représentation des symétries associées a une distibution des courants de
magnétisation en coquille.
Figure 4. Représentation de la distribution des courants de magnétisation en
coquille.
Figure 5. Représentation d'une boucle de courant élémentaire issue de la

distribution des courants de magnétisation en coquille.
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Fig. 4

-22-



Fig. 5
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