
Travaux pratiques du DEA CPMInitiation aux 
al
uls QCD sur réseauxP.A.M. Gui
honIrfu/SPhN CEA Sa
lay F91191 Gif sur YvetteJanuary 5, 2010



Contents0.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30.2 Organisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30.3 Connaissan
es requises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40.4 Quelques questions pratiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40.5 Les instru
tions du pré-pro
esseur (in
lude) . . . . . . . . . . . . 51 TP1: Initiation aux méthodes d'intégration sto
hastiques 71.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.2 Intégration Monte-Carlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81.3 E
hantillonage préférentiel ou représentatif . . . . . . . . . . . . 111.3.1 Chaîne de Markov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111.4 Algorithme du bain thermique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121.5 Algorithme de Metropolis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131.5.1 Algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131.5.2 Exer
i
e 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141.6 Auto
orrélation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191.6.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191.6.2 Exer
i
e 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201.7 Erreur Ja
k knife (
outeau de po
he) . . . . . . . . . . . . . . . . 231.7.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231.7.2 Exer
i
e 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242 TP2: QCD sur réseau 272.1 Prélude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272.2 Rappel sur la bou
le de Wilson et le potentiel quark anti-quark . 282.3 La maille du réseau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292.4 Utilisation de FermiQCD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322.4.0.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322.4.0.2 Instru
tions essentiellea . . . . . . . . . . . . . . 332.4.0.3 Quelques fon
tions asso
iées aux objets . . . . . 342.4.0.4 Utilisation de FermiQCD pour le 
al
ul de l'erreur 342.4.0.5 Utilisation de FermiQCD pour les �ts . . . . . . 352.4.0.6 Cal
ul des bou
les . . . . . . . . . . . . . . . . . 362.4.0.7 Le parallèlisme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372.5 La thermalisation de la 
haine de Markov . . . . . . . . . . . . . 371



CONTENTS 22.6 Auto
orrelations et erreur Ja
kknife . . . . . . . . . . . . . . . . 372.7 Le 
al
ul du potentiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 382.8 Projets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 392.8.1 Projet 1: Etude du 
on�nement . . . . . . . . . . . . . . . 392.8.2 Projet 2: Etude du dé
on�nement . . . . . . . . . . . . . 402.9 Contr�le du travail . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41



Préliminaires0.1 Introdu
tionLe premier TP est une introdu
tion aux méthodes d'intégration sto
hastiques.Le se
ond une initiation aux 
al
uls QCD sur réseaux par la pratique. Le
ontr�le sera fait à partir des 
omptes rendus (voir Se
tion 2.9)0.2 OrganisationIl y aura 2 séan
es de TP en
adrées qui auront lieu dans une salle du LAL et àdes dates pré
isées lors du premier 
ours de physique hadronique.Les étudiantsdisposeront du matériel né
essaire (Ima
s fon
tionnant sous Ma
OS). Ces 2séan
es sont insu�santes pour mener à terme un projet de 
al
ul sur réseaunon trivial. Pour aboutir à un résultat satisfaisant il faudra fournir un travailpersonnel en dehors de 
es séan
es.Ceux qui disposent d'un PC ave
 linux ou d'un Ma
 sous OS pourront faire
e travail sur leur propre ma
hine. Il su�ra d'installer les 
odes (venir en TPave
 une 
lef USB pour 
opier les sour
es). Ceux qui n'ont que Windows sontfortement en
ouragés à installer linux en double boot (Ubuntu ou Kubuntu parexemple, gratuits et fa
iles à installer).Ceux qui ne disposent d'au
un matériel pourront travailler ave
 les 
lus-ters lx2 et lx4 du LAL s'ils ont rempli la demande de login. Les 
odes sontdéjà installés sur 
es 
lusters et l'a

ès se fera par internet sé
urisé (ssh -Ynom�lx2.lal.in2p3.fr) depuis les PC linux en libre servi
e de l'IPN. On pourraaussi y a

èder depuis 
hez soi à 
ondition d'avoir l'ADSL et un PC 
apabled'établir une 
onne
tion ssh et de re
evoir le display graphique. Sous linuxet Ma
-OS 
e
i fait partie de l'installation de base. Sous Windows rien n'estgaranti.Pour 
eux qui ont besoin d'aide la salle de TP sera ouverte pendant quelquesséan
es 
omplémentaires (à pré
iser). Les Ima
s disponibles et un en
adrementsera assuré.
3



CONTENTS 40.3 Connaissan
es requisesLes 
odes à développer supposent une minimum de 
onnaissan
e du C ou duC++. Pour des raisons pratiques le travail se fera en C++ mais, au niveau deprogrammation utilisé, les di�éren
es sont mineures. Le texte du TP fourniraplusieurs exemples détaillés.Le premier TP suppose une 
ertaine familiarité ave
 la statistique. Il y auraseulement un rappel des notions esssentielles. En règle générale il n'y aura pasde démonstration formelles mais plut�t une présentation ave
 justi�
ation qual-itative des résultats qu'on mettra ensuite en pratique. Les étudiants intéresséspar les aspe
ts formels pourront 
onsulter les référen
es données dans le textedu TP1.Le se
ond TP demande de l'organisation et surtout d'avoir bien assimilé le
ours de QCD et le TP1.0.4 Quelques questions pratiquesLes ma
hines Ima
s fon
tionnent sous Ma
OS, lequel est basé sur la version BSDd'UNIX. L'OS Linux fon
tionne de façon pratiquement identique, 
e qui permetde passer de l'un à l'autre sans trop d'e�orts. Evidemment l'environnementgraphique est di�érent mais 
'est un détail.Pour lan
er une 
ommande ou une appli
ation qui n'apparait pas dans unmenu ou dans un i
�ne il su�t d'ouvir un terminal et de taper la 
ommande.Par exemple:
• prompt>xmgra
e & lan
e Gra
e et le déta
he du terminal.
• prompt>g++ nom_de_fi
hier.
pp 
ompile nom_de_�
hier.
pp et pro-duit l'exe
utable a.out que l'on pourra lan
er ave
:
• prompt>./a.out
• prompt>tar -
vf ar
hiv.tar dire
tory ar
hive le 
ontenu du dire
-tory dans ar
hiv.tarPour éviter la pagaille dans les �
hiers qui s'a

umulent assez vite il faut 
réerune arbores
en
e à partir du dire
tory HOME de l'utilisateur. Dans une fenêtreterminal faire:
• e
ho $HOME Ce
i donne le 
hemin absolu de l'utilisateur
• 
d : pla
e dans le répertoire $HOME
• pwd : normalement le résultat est identique à $HOME, sinon il y a unproblème
• mkdir VOTRENOM : 
rée le répertoire VOTRENOM . C'est 
e dire
tory qu'ilfaudra ar
hiver. Une 
lef USB de 128M est su�sante pour la sauvegarde.
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• 
d VOTRENOM
• mkdir TP1
• 
d TP1
• mkdir EXO1
• et
...
• mkdir EXO5
• 
d .. : remonte d'un 
ran dans l'arbores
en
e
• mkdir TP2 
'est là qu'on utilisera FermiQCD
• 
d $HOME0.5 Les instru
tions du pré-pro
esseur (in
lude)Quand on lan
e la 
ompilation ave
 g

 ou g++, le 
ompilateur e�e
tue d'abordun pré-traitement du programme qui 
onsiste à rempla
er les lignes de 
om-mandes du type: #in
lude <system_
ode> ou #in
lude �personnal_
ode�par le 
ode sour
e 
orrespondant. En parti
ulier pour disposer des fon
tionsd'entrée/sortie, des fon
tions mathématiques et
... le 
ode doit 
ommen
er par
ette série d'in
lude:#in
lude <iostream>#in
lude <fstream>#in
lude <
stdio>#in
lude <
stdlib>#in
lude <
math>#in
lude <
string>#in
lude <string>using namespa
e std;using std::
out;#define endl "\n"qu'on peut sauver dans un �
hier qu'on nommera par exemple MyHeaders.h.Il su�ra alors d'ajouter la ligne:#in
lude �MyHeaders.h�au début de 
haque programme. Il faut indiquer au 
ompilateur à quel endroitil peut trouver 
e �
hier:g++ nom_de_fi
hier.
pp -I 
heminSi le �
hier MyHeaders.h est dans le répertoire où la 
ommande de
ompilation est lan
ée, il su�t de taper



CONTENTS 6g++ nom_de_fi
hier.
pp -I .
ar le point est le ra

our
i pour le répertoire 
ourant. Pour simpli�er on
opiera 
e �
hier dans tous les répertoires où on en a besoin (EXO1, EXO2, ...)Dans le dire
tory dea=/home/sluser/TP2/TP_Ima
/UseFermiQCD/DEAse trouvent les 
odes développés pour 
e TP. Normalement 
e sont les seuls
odes que les étudiants doivent éventuellement modi�er.Ne pas tou
her aux �
hiers qui sont au dessus 
e 
e dire
tory, sauf à vosrisques et périls.Dans dea on trouve les dire
tory Thermalisation, Auto
orrelation etConfinement. Ils 
ontiennent 
ha
un un 
ode sour
e nom.
pp et un MakeFile.Pour 
ommen
er faire
• make 
lean
• make
• ./a.outLa 
ompilation dure quelques minutes.



Chapter 1TP1: Initiation aux méthodesd'intégration sto
hastiques1.1 Introdu
tionComme on l'a vu dans le 
ours, le 
al
ul des observables dans QCD sur réseause ramène à 
al
uler des intégrales du genre:
1

Z

∫

[dU ]e−S(U)f(U) avec Z =

∫

[dU ]e−S(U) (1.1)où S(U) est l'a
tion eu
lidienne de QCD, 
'est à dire un nombre réel. La nota-tion symbolique ∫

[dU ] représente une intégration sur les matri
es U(i) asso
iéesà 
haque lien i du réseau, 
'est à dire:
∫

[dU ] =

∫

dU(1)dU(2)...dU(Nl) (1.2)où Nl est le nombre de lien du réseau. Pour un réseau à D dimensions dont lenombre de sites dans les dire
tions [(1, 2, ...D] est [s1, s2, ...sD], on a:
Nl =

∑

i=1,D

(si − 1)Πi6=jsj (1.3)Si s1 = s2 = ... = sD = s ≫ 1 on a l'expression appro
hée Nl ≃ DsD. Dans le
as à 4 dimensions et pour s = 10, 
e qui est une valeur plut�t petite, on obtient
Nl ≃ 40 000. D'autre part l'intégration sur 
haque U(i) se fait dans le groupede jauge SU(N) dont le nombre de paramètres réels est N2 − 1. Dans le 
asde SU(2) qui sera 
onsidéré dans le se
ond TP1, on voit qu'on se retrouve ave
une intégration à 120 000 variables, et 
'est plut�t un minimum. Les méthodesd'intégration 
lassiques de type Simpson ou Gauss-Legendre, dont le temps de1La bibliothèque FermiQCD qui sera utilisée dans le se
ond TP permet de faire le 
al
ulpour N quel
onque. Le 
hoix N = 2 permet d'avoir un temps de 
al
ul raisonnable.7



CHAPTER 1. TP1: INITIATION AUXMÉTHODES D'INTÉGRATION STOCHASTIQUES8
al
ul 
roît exponentiellement ave
 le nombre de variables, sont don
 inutil-isables. Les seules méthodes opérationnelles sont les méthodes sto
hastiques
ar elles fournissent, pour N tirages, un résultat appro
hé dont l'erreur dé
roit
omme 1/
√

N , indépendamment du nombre de variables.L'objet de 
e TP est de s'initier à 
ertaines méthodes sto
hastiques util-isées dans les 
al
uls sur réseau. Nous le ferons ave
 des intégrales à 1, 2 ou3 dimensions 
ar, d'une part, 
'est su�sant pour introduire les 
on
epts im-portants (é
hantillonage, 
haîne de Markov, auto
orrélation, erreur Ja
kknife),et d'autre part, le faible nombre de dimensions permet de faire les 
al
uls enquelques se
ondes.1.2 Intégration Monte-CarloDans 
ette introdu
tion nous allons don
 
onsidèrer des intégrales du genre
I =

1

Z

∫

D

dxe−S(x)f(x), Z =

∫

D

dxe−S(x) (1.4)où la variable x peut désigner une ou plusieurs variables réelles. On notera que
I représente la valeur moyenne de la fon
tion f(x) pondérée par la probabilité(normalisée) exp[−S(x)]/Z. Dans les 
al
uls sur réseaux 
'est toujours 
e genred'intégrale qu'on ren
ontre.La méthode de Monte-Carlo la plus simple 
onsiste à faire N tirages aléa-toires uniformes de la variable x dans le domaine d'intégrationD. Soit {x1, x2, ...xN}les résultats du tirage. Alors pour une fon
tion F (x) quel
onque, on a:

∫

dxF (x) =
1

N

∑

i=1,N

F (xi) + O
(

1/
√

N
)

. (1.5)Dans le 
as d' un grand nombre de dimension 
ette appro
he n'est pas utilisablepour estimer l'intégrale (1.4). En e�et le tirage uniforme ignore le fait quel'intégrale est dominée par les régions de x où exp[−S(x)] est grand, de sorte quela majorité des tirages ne servent à rien et la 
onvergen
e est très lente. Pouréviter 
ela on rempla
e le tirage uniforme par un tirage dont la distribution�suit� la fon
tion exp[−S(x)]. C'est la méthode d'é
hantillonage préférentiel(importan
e sampling) qui est expliquée dans la Se
tion 1.3.Exer
i
e 1:Bien que 
ette méthode ne soit pas utilisée dans la suite, 
'est l'o

asion véri�erque le système d'exploitation fon
tionne et de tester le générateur aléatoire. Ondemande de 
al
uler les intégrales
In =

∫ 1

0

dxe−x2

xn, n = 0, 2par la méthode MC. Les valeurs exa
tes sont I0 = 0.746824, I2 = 0.189472.



CHAPTER 1. TP1: INITIATION AUXMÉTHODES D'INTÉGRATION STOCHASTIQUES9Normalement le système fournit une grande variété de générateurs. Pour 
etexer
i
e et 
eux qui suivent on se 
ontentera de random() qui fournit un entierau hazard entre 0 et 231. On 
ommen
e par faire une fon
tion qui tire au hazardentre a et b et on la teste ave
 la valeur moyenne. On enregistre 100 000 tiragesdans un �
hier random.dat dont on fera l' histogramme ave
 le logi
iel Gra
epour véri�er que la distribution est bien uniforme. Pour lire les données dansGra
e , 
liquer sur les menus: Data->Import->ASCII et pour l'histogramme:Data->Transformations->Histogram)Le début du programme peut don
 ressembler à 
e qui suit:



CHAPTER 1. TP1: INITIATION AUXMÉTHODES D'INTÉGRATION STOCHASTIQUES10// PROGRAM1: Use and test of random generator//#in
lude "MyHeaders.h" //voir Préliminairesofstream outfile("random.dat"); //open stream for output//float myrandom(float a,float b) //random number in [a,b℄{float range=pow(2.,31);return a+(b-a)*random()/range;}//int main(){float x,sum=0.,mean;int i,hitnb=100000; //make hitnb 
alls
out<�<"
reate "<�< hitnb<�<" rand. numb. in [0,1℄\and 
ompute mean"<�<endl;for (i=1;i<=hitnb;i++){x=myrandom(0.,1.);outfile<�<i<�<" "<�<x<�<endl; //write file for histogramsum=sum+x;mean=sum/i;if(i%(hitnb/100)==0){
out<�<"i= "<�<i<�<" mean= "<�<mean<�<endl;}}outfile.
lose();// 
al
ul des intégrales...} //end of PROGRAM1



CHAPTER 1. TP1: INITIATION AUXMÉTHODES D'INTÉGRATION STOCHASTIQUES111.3 E
hantillonage préférentiel ou représentatifSupposons qu'on sa
he 
réer une suite {x1, x2, ...xN} dont la distribution deprobabilité est exp[−S(x)]. Celà veut dire que le nombre de points situés entre
x et x + dx est proportionnel à exp[−S(x)], 
e qui peut être testé en faisantl'histogramme. Alors on peut é
rire, pour N → ∞:

f =
1

N

∑

i

f(xi) →
1

Z

∫

D

dxe−S(x)f(x) (1.6)et, si les points xi sont statistiquement indépendants, l'erreur (dite erreur stan-dard) est:
σ =

1

N

√

∑

i

(f(xi) − f̄)2 =

√

f2 − f
2

N
(1.7)On verra plus loin que si les points xi sont 
orrélés2, la vraie erreur peut êtrebeau
oup plus grande que σ.1.3.1 Chaîne de MarkovUne 
haîne 
haîne de Markov {X1, X2, ...} est une suite de variables aléatoirestelle que la distribution de Xn+1 ne dépend que de 
elle de la pré
édente Xn.Pour 2 variables (X, Y ) de la 
haîne on note P (x → y) la probabilité de transi-tion de x vers y 
'est à dire d'avoir Y = y si X = x. Si X est distribuée suivant

M(x) alors la distribution de Y est:
∫

dxM(x)P (x → y).Par hypothèse la probabilité est normalisée suivant:
∫

P (x → y)dy = 1Si on impose de plus que P soit stri
tement positive et véri�e la 
ondition demi
ro-réversibilité (ou balan
e détaillée):
e−S(x)P (x → y) = e−S(y)P (y → x) (1.8)alors on peut montrer que la distribution des variables de la 
haîne 
onvergevers exp[−S(x)]. On trouvera la démonstration dans la reféren
e [1℄.Développons un peu la signi�
ation de 
e résultat. La 
haîne de Markovest une suite de variables aléatoires {X1, X2, ...} qui a
quièrent des valeurs

{x1, x2, ...} lors d'un pro
essus aléatoire (dé�ni en pratique par un algorithme).2Dans la méthode de Monte Carlo simple les xi sont statistiquement indépendant, si letirage est bien uniforme. Cela ne dépend que du générateur de nombres pseudo-aléatoires.
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haque réalisation du pro
essus on obtient une 
haîne di�érente. Sup-posons qu'on réalise M fois le pro
essus, ave
 M très grand. On va obtenir:
{X1 X2 ... Xn ...}

Processus 1 {x(1)
1, x

(1)
2 ... x

(1)
n ...}

Processus 2 {x(2)
1 x

(2)
2 ... x

(2)
n ...}

... ...

ProcessusM {x(M)
1 x

(M)
2 ... x

(M)
n ...}Si on 
onsidère les valeurs3 {x(1)

n , x
(2)
n , ..., x

(M)
n } prises par n'importe quellevariable Xn, le théorème de 
onvergen
e dit qu' elles sont toutes distribuéessuivant exp[−S(x)] si n est su�samment grand. On dit que la 
haîne est ther-malisée à partir de n.Evidemment on ne veut pas 
onstruire un in�nité de 
haînes de Markov et 
en'est pas né
essaire. En e�et 
onsidérons les valeurs {x(1)

1 , x
(1)
2 , ...x

(1)
n , x

(1)
n+1...}obtenues par le premier pro
essus. Puiqu'à partir de n on a la même distribution

exp[−S(x)], les points {x(1)
n , x

(1)
n+1...}sont forçément distribués suivant 
ette loi.Il su�t don
 de 
onstruire une seule 
haîne de Markov {x1, x2, ...xn, ...} pourobtenir l'é
hantillonnage désiré et on pourra é
rire

1

Z

∫

D

dxe−S(x)f(x) ≃ 1

N
[f(xn) + f(xn+1) + ...f(xn+N )] . (1.9)La valeur de thermalisation n s'obtient, par exemple, en augmentant sa valeurjusqu'à obtenir la stabilisation de la somme qui apparait dans l'éq.(1.9). Dansles exemples que nous allons 
onsidèrer, N est su�samment grand pour que la
ontribution des points non thermalisés

1

N
[f(x1) + f(x2) + ...f(xn−1)]soit négligeable. On pourra don
 ignorer le problème de la thermalisation etgarder toute la 
haîne dans le 
al
ul de la valeur moyenne.Il existe un beau
oup d'algorithmes permettant de 
onstruire une 
haine deMarkov qui 
onverge vers une distribution donnée. Ils se distinguent par le 
hoixde la probabilité de transition P (x → y) et la façon d'e�e
tuer 
ette transition.I
i on se limite aux algorithmes du bain thermique et de Métropolis.1.4 Algorithme du bain thermiqueDans l'algorithme du bain thermique la probabilité de transition P (x → y) estégale la distribution qu'on 
her
he à 
réer

P (x → y) = e−S(y)3
'est à dire la 
olonne d'indi
e n dans le tableau
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ondition de réversibilité esttrivialement satisfaite:
e−S(x)P (x → y) = e−S(x)e−S(y)

e−S(y)P (y → x) = e−S(y)e−S(x)Dans les 
as pratiques la variable aléatoire X désigne en fait un ensemble devariables {X, Y, Z, ...) dont le nombre peut être immense. Par exemple dans le
as de QCD elle désigne l'ensemble des matri
es de SU(N) asso
iées à 
haquelien du réseau. Comme 
es variables interagissent entre elles on ne sait pasréaliser 
ette transition 
ar 
elà reviendrait à avoir dejà résolu le problème. Par
ontre on peut essayer d'e�e
tuer la transition pour une seule des variables, lesautres étant �xées et jouant don
 le r�le de bain thermique. On repète ensuitela pro
èdure pour toutes les variables. Le problème se ramène don
 à tirer unevariable X ave
 la probabilité
P (x) = e−S(x,y,z,...)ave
 (y, z, ...) �xées, 
e qui est très simple:1. On tire une valeur x au hazard dans le domaine d'intégration2. On tire au hazard un nombre η entre 0 et 13. Si η > P (x) le tirage est rejeté et on re
ommen
e à l'étape 1, sinon ona

epte la valeurOn fait la même 
hose pour Y ave
 (x, z, ...) �xées, et
... jusqu'à avoir visitétoutes les 
omposantes de la variable {X, Y, Z, ....}.Cet algorithme mar
he assez bien lorsque les variables n'interagissent qu'ave
leur plus pro
hes voisines. C'est le 
as de QCD sur réseau quand on ignore la
réation de paires quark-antiquarks et 
'est 
elle qui est mise en oeuvre dans le
ode FermiQCD.L'exer
i
e 2 sur le bain thermique a été supprimé.1.5 Algorithme de Metropolis1.5.1 AlgorithmeL'algorithme, dans sa version la plus simple, est le suivant:1. On 
hoisit une première valeur x1 pour la premiere variable4 de la 
haine

X1.4Cette variable désigne en général un ensemble de variables 
omme par exemple les matri
esde lien du réseau
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onnue la valeur xk de la variable Xk. On tire de fa
onuniforme la variable Xk+1 dans un domaine ∆, qui dépend à priori de xket qui est spé
i�é plus bas. Soit xk+1 le résultat. On pose
R =

exp(−S(xn+1))

exp(−S(xn))
. (1.10)3. Si R > 1, on attribue à Xk+1la valeur xk+1.4. Si R < 1, on attribue à Xk+1 la valeur xk+1 ave
 la probabilité R et lavaleur xk ave
 la probabilite 1 − R. En pratique on tire un nombre η auhazard (distribution uniforme) dans [0, 1] et on retient xk+1 si R > η et

xk dans le 
as 
ontraire.5. On re
ommen
e à l'étape 2 ave
 k → k + 1Le domaine de tirage ∆ dépend du problème 
onsidèré. Le 
hoix le plus 
ourant,est de faire le tirage de Xk+1 �autour� de la valeur pré
édente xk. Si x est unevariable (ou un ensemble de variables) réelle on tire Xk+1 de fa
on uniformedans ∆ = [xk − ǫ, xk + ǫ], ave
 ǫ ajusté pour que le taux d'a

eptation soitd'environ 50%. La méthode est plut�t adaptée à un domaine d'intégration sansfrontière (pas for
ement in�ni) sinon la nouvelle valeur risque d'être en dehorsdu domaine, 
e qui génère des e�ets de bords.Remarque: Si x représente une matri
e de lien, on ne peut pas lui ajouterquelque 
hose 
ar le résultat n'est pas dans le groupe. La méthode utilisée dans
e 
as est la multiplier par une matri
e tirée au hazard dans un sous ensemblesu�samment représentatif du groupe.1.5.2 Exer
i
e 3Pour 
orser un peu la 
hose on 
onsidère une intégration à D dimensions. Pourne pas avoir d'ennuis ave
 les e�ets de bord on va 
al
uler le rapport:
r =

∫ ∞

−∞
dxx2e−x2

∫ ∞

−∞
dxe−x2

=
D

2où 
ette fois x désigne un ve
teur à D dimensions, 
'est à dire:
dx = dx1dx2...dxD, x2 =

∑

i=1,D

x2
iOn fait un programme pour e�e
tuer 
e 
al
ul en faisant des fon
tions probet fun
 qui dépendent de la dimension. Il faut ausi 
réer un 
ompteur pourenregistrer le nombre d'a

eptations ( 
'est à dire les 
as où R > η) et la variablevariable ǫ qu'on ajuste pour que le taux d'a

eptation soit de l'ordre de 50%.On 
ommen
era ave
 le 
as D = 1. Essayer 10 000 puis 100 000 tirages.Tra
er l'évolution de la valeur 
al
ulée en fon
tion de la longueur de la 
haîne.Observer que l'erreur standard peut sous estimer l'é
art par rapport à la valeur
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Figure 1.1: Histogrammeexa
te. Au passage on enregistre les valeurs su

essives de x (sample.dat)pour faire l'histogramme et véri�er que la distribution suit bien la probabilité
exp(−x2). Les �gures 1.1 et 1.2 montrent 
e qu'on peut obtenir.En 2 dimensions on peut s'amuser à visualiser la 
haîne (walk_2d.dat).Prendre seulement 10 000 points sinon le graphe risque d'être tout noir! Onpeut aussi 
hoisir une probabilité ave
 2 maxima et voir que la 
haine peutêtre piègée sur un des maxima suivant la valeur 
hoisie pour le paramètre ǫ.Etudier ensuite 
omment le 
al
ul 
onverge en fon
tion de la dimension. Voilàle programme:
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e



CHAPTER 1. TP1: INITIATION AUXMÉTHODES D'INTÉGRATION STOCHASTIQUES17// Program3: Integration in D dimensions without bounds//////////////////////////////////////////////////////#in
lude "MyHeaders.h"//ofstream outfile1("
al
ul_Nd.dat");ofstream outfile2("sample.dat");ofstream outfile3("walk_2d.dat");//FUNCTIONS:// myrandom: random number in [a,b℄//////////////////////////////////////////////////////// prob: unnormalized probability distribution in D/////////////////////////////////////////////////////float prob(int d,float *x){float arg=0.;for(int i=0;i<d;i++){arg=arg+x[i℄*x[i℄;}return exp(-arg);}/////////////////////////////////////////// fun
: fun
tion multiplying the proba///////////////////////////////////////////float fun
(int d,float *x){float arg=0.;for(int i=0;i<d;i++){arg=arg+x[i℄*x[i℄;}return arg;}//////////MAIN//////////int main(){int j,dim=2; // set dimensionfloat epsi=1.; // set parameter for update////////////////////////////////////////2D MARKOV CHAIN. Store fun
tion////////////////////////////////////////int i,nmarkov=100000;float x[dim℄,y[dim℄;float store_fun
[nmarkov+1℄;float a

ept=0.;for(j=0;j<dim;j++){x[j℄=0.;} // first point of markov 
hain//for( i=1;i<=nmarkov;i++){for(j=0;j<dim;j++){y[j℄=x[j℄+myrandom(-epsi,epsi);



CHAPTER 1. TP1: INITIATION AUXMÉTHODES D'INTÉGRATION STOCHASTIQUES18}if( prob(dim,y)/prob(dim,x) > myrandom(0.,1.) ){for(j=0;j<dim;j++) x[j℄=y[j℄;a

ept=a

ept+1.;}store_fun
[i℄=fun
(dim,x);if(dim==1) // write 1d 
hain for histogram{outfile2<�<i<�<" "<�<x[0℄<�<endl;}if(dim==2) // write 2d 
hain to wat
h walk{outfile3<�<x[0℄<�<" "<�<x[1℄<�<endl;}}/////////////////////////////MEAN AND STANDARD ERROR/////////////////////////////float sum=0.,mean,sum2=0.,mean2,sigma,exa
t=dim*0.5;for(i=1;i<=nmarkov;i++){sum=sum+store_fun
[i℄;mean=sum/i;sum2=sum2+store_fun
[i℄*store_fun
[i℄;mean2=sum2/i;sigma=sqrt((mean2-mean*mean)/i);if(i%1000==0){outfile1<�<i<�<" "\ //write result<�<mean<�<" "<�<sigma<�<endl;}}//
out<�<" 
al
ul en dimension: "<�<dim<�<endl;
out<�<" a

ept rate: "<�<a

ept/nmarkov<�<endl;
out<�<"mean: "<�<mean<�<" std error: "\<�<sigma<�<" exa
t: "<�<exa
t<�<endl;//outfile1.
lose();outfile2.
lose();outfile3.
lose();} //End of Program3
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orrélation1.6.1 Introdu
tionComme on 
ommen
e à le voir dans l'exer
i
e pré
édent, l'erreur standard peutsous-estimer la véritable erreur. Celà est du au fait que les points su

essifsde l'é
hantillon ne sont pas statistiquement indépendants. Dans la 
haîne deMarkov, un point est 
onstruit à partir du pré
édent et don
 il existe une 
er-taine 
orrélation entre eux. Le problème est d'estimer 
ombien d'itérations sontné
essaires pour que 
ette 
orrélation disparaisse. Comme le temps de 
al
ulest proportionnel au nombre d'itérations, on parle de temps d'auto
orrélation,qu'il ne faut évidemment pas 
onfondre ave
 le temps physique.Pour une 
haîne {x1, x2, ...xN} de longueur N (grand) on dé�nit la fon
tiond'auto
orrélation:
χ(τ) =

1

N − τ

∑

i=1,N−τ

f(xi)f(xi+τ ) − f̄2 (1.11)où f(x) est la fon
tion qui apparait dans l'expression
I =

1

Z

∫

D

dxe−S(x)f(x) ≃ 1

N

∑

i

f(xi) = f̄Par exemple dans l'exer
i
e pré
édent, f(x) = x2. En 
omparant à (1.7) on voitque χ(0) = Nσ2 et on introduit la fon
tion d'auto
orrélation normalisée:
A(τ) =

χ(τ)

χ(0)
. (1.12)On peut montrer que A(τ) ∼ exp(−τ/τe) quand τ → ∞, où τe est le temps
ara
téristique de la dé
roissan
e appelé temps exponentiel. Comme pour τgrand on s'attend à 
e que les valeurs f(xi) et f(xi+τ ) soient sans 
orrélation,la dé
roissan
e de A(τ) indique 
ombien d'itérations sont né
essaires pour sup-primer les 
orrélations. C'est 
e qu'on propose d'étudier dans l'exer
i
e suivant.Auparavant il faut 
omprendre dans quel sens l'auto
orrélation est unesour
e d'erreur. En e�et, si la 
haîne de Markov est su�sammnent longue,on est assuré que les points (thermalisés) xi de la 
haîne sont distribués suivantla probabilité exp(−S) et don
 on a bien le droit d'é
rire:

I → 1

N

∑

i

f(xi) qdN → ∞.Mais, en pratique, N est �ni et il faut avoir une estimation de l'erreur pour
hoisir la valeur de N qui donnera la pré
ision souhaitée. Si on a déterminé,à partir de la fon
tion d'auto
orrélation, que 2 points séparés par un nombred'itérations τ = τdecorrel sont approximativement dé
orrélés, alors on peut 
on-struire un é
hantillon de points statistiquenent indépendants en éliminant lespoints entre i et i + τdecorrel. On peut alors utiliser l'erreur standard (Eq. 1.7)
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al
ul quand on a atteint la pré
ision souhaitée. Le prix à payer estque l'on n'utilise qu'une fra
tion N/τdecorrel des points de la 
haîne et 
ommel'erreur standard dé
roit 
omme la ra
ine 
arrée du nombre de points, l'erreurva être √
τdecorrel fois plus grande que 
e qu'on aurait pu espérer. C'est en 
esens que l' auto
orrélation est une sour
e d'erreur. Un bon algorithm est don

elui qui donne un temps de dé
orrélation pro
he de 1. Ce n'est généralementpas le 
as et il faut s'a

omoder de 
ette augmentation de l'erreur, l'essentielétant de savoir l'estimer 
orre
tement.Au passage notons un aspe
t pratique important. Il peut arriver que lagénération de la 
haîne de Markov utilise beau
oup moins de temps CPU quele 
al
ul de la fon
tion f . Dans 
e 
as, si on 
onnait vaguement τdecorrel , ona intérêt à faire τdecorrel itérations à vide, 
'est à dire sans 
al
uler la fon
tion.De 
ette fa
on on 
rée un é
hantillon sans 
orrélations à moindre prix. Dans lesexemples de 
e TP le temps de 
al
ul est négligeable et don
 le problème ne sepose pas. Par 
ontre il est 
ru
ial dans les 
al
uls sur réseaux.L'observation de la dé
roissan
e de la fon
tion d'auto
orrélation permetd'estimer τdecorrel mais il serait 
ommode d'avoir une estimation de l'erreurqui soit valable même si on utilise des points qui sont 
orrélés. On peut montrerque 
ette erreur est

σvraie = σ
√

2τint (1.13)où σ est l'erreur standard et τint est le �temps d'auto
orrélation intégré� dontl'expression est:
τint =

1

2
+

∑

τ=1,N−1

(

1 − τ

N

)

A(τ) (1.14)
≃ 1

2
+

∑

τ=1,N−1

A(τ) (1.15)L'expression (1.15) est 
elle qui est utilisée en pratique 
ar, 
omme A(τ) dé
roitave
 τ le terme en τ/N est négligeable si N est grand. La valeur de τint est 
om-parable au temps τe qui 
ontr�le la dé
roissan
e de A(τ). Lorsque τ s'appro
hede N , A(τ) subit de grande �u
tuations statistiques 
ar la somme (1.11) 
on-tient peu de termes. Il faut don
 éventuellement éliminer 
es 
ontributionsparasites en tronquant la somme 1.14 avant les �u
tuations. Le problème sepose seulement si N n'est pas assez grand.1.6.2 Exer
i
e 4C'est la 
ontinuation de l'exer
i
e 3. On rajoute un petit bout qui 
al
ule lafon
tion d'auto
orrélation. Faire tra
er 
ette fon
tion et éliminer les points quisont dans les �u
tuations (data->data set operations->drop) et utiliser lafon
tion d'integration (Data->Transformations->Integration) pour 
al
ulerle temps d'auto
orrélation intégré. Par 
ombien faut il multiplier l'erreur stan-dard? Essayer plusieurs dimensions. La �gure 1.3 montre quelques résultats.Voilà le mor
eau à ajouter à Program3 et à sauver 
omme Program4 dansEXO4):
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CHAPTER 1. TP1: INITIATION AUXMÉTHODES D'INTÉGRATION STOCHASTIQUES22/////////////////////AUTOCORRELATION/////////////////////ofstream outfile("auto
orel_Nd.dat");float sumshift,
hi,
hi0,normed
hi,rough_time;int i
orel,n
orel=100;for(i
orel=0;i
orel<=n
orel;i
orel++){sumshift=0.;for(i=1;i<=nmarkov-i
orel;i++){sumshift=sumshift+store_fun
[i℄*store_fun
[i+i
orel℄;}
hi=sumshift/(nmarkov-i
orel)-mean*mean;if(i
orel==0) 
hi0=
hi;normed
hi=
hi/
hi0;if(i
orel==1){rough_time=-1/log(normed
hi);} // rough estimate of 
orrelation timeoutfile<�<i
orel<�<" "\<�<normed
hi<�<endl; // write 
orrel. fun
tion}
out<�<" rough estimate of exponential time: "\<�<rough_time<�<endl;//outfile.
lose();}
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k knife (
outeau de po
he)1.7.1 Introdu
tionL'étude de la fon
tion d'auto
orrélation est assez lourde à mettre en oeuvre. Deplus elle doit, en prin
ipe, être e�e
tuée 
haque fois que l'on 
hange la fon
tionà intégrer. C'est pourquoi on utilise des méthodes appro
hées pour estimer lavraie erreur. Il y en a plusieurs mais i
i on va se 
ontenter de l'analyse du Ja
kknife, qui est très populaire.Le prin
ipe est basé sur le binning: supposons par exemple qu'on ait 
on-struit une 
haîne de N = 100 points {x1, x2, ...x100}.Au lieu de 
al
uler lamoyenne à partir de {f(x1), f(x2), ...f(x100)} on peut grouper les points parblo
s de 10 en dé�nissant les moyennes de 
haque blo
:
f̄1 = [f(x1) + f(x2) + ... + f(x10)]/10,

...

f̄10 = [f(x91) + f(x92) + ... + f(x100)]/10et ensuite 
al
uler la moyenne de {f̄1, ..., f̄10}, 
e qui donnera évidemment lemême résultat que le 
al
ul dire
t. Mais 
omme les points des blo
s i et i + 1sont en moyenne éloignés de 10, les valeurs f̄i et f̄i+1 sont moins 
orrélées que lesvaleurs originales. Si le temps d' auto
orrélation est plus petit que 10, l'erreursera pratiquement égale à l'erreur standard, mais 
al
ulée ave
 10 points au lieude 100. En pratique on augmente progressivement la taille des blo
s (
e quisuppose que le nombre total d'é
hantillons est assez grand) jusqu'à obtenir unrésultat stable. Cette méthode est très �able mais l'in
onvénient est que lesblo
s peuvent avoir un petit nombre de points, 
e qui introduit un biais dans le
al
ul de l'erreur.Dans l'analyse du Ja
k knife la pro
édure est un peu di�érente. Au lieude diviser l'é
hantillon de 100 en 10 blo
s de 10, on 
onstruit 10 é
hantillonsde 90 points en �tant de{f(x1), f(x2), ...f(x100)} un blo
 de 10. Le 
al
ul del'erreur doit évidemment tenir 
ompte du fait que l'on multiplie arti�
iellementla statistique par 10 mais l'avantage est que les é
hantillons ainsi 
onstruits ontà peu près le même nombre de points que l'original.Considérons maintenant le 
as général: on a un é
hantillon initial de Nvaleurs et le divise en Nb blo
s de taille b = N/Nb. Si N n'est pas un multiplede Nb, le dernier blo
 sera plus petit que b mais ça ne 
hange rien au résultat.Pour 
haque blo
 i on dé�nit la moyenne (pour le dernier blo
 rempla
er b parsa vraie taille)
f̄i =

1

b

∑

k∈bloc i

f(xk)et la moyenne de l'é
hantillon obtenu en �tant 
e blo
5 :
f̂i =

1

N − b

∑

k/∈bloc i

f(xk) =
Nf̄ − bf̄i

N − b
.5y 
ompris pour le dernier
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f̄ =

1

Nb

∑

i=1,Nb

f̂iet l'erreur Ja
k knife σJK est donnée par:
σ2

JK =
Nb − 1

Nb

∑

i=1,Nb

(

f̂i − f̄
)2La véritable erreur est obtenue en augmentant la longueur b du blo
 jusqu'àatteindre un plateau. La valeur plateau satisfait (approximativement)

σ2
JK

σ2
= 2τintet don
 on obtient une autre estimation du temps d'auto
orrélation.L'analyse du Ja
k knife est aussi valable pour les quantités se
ondaires,
'est à dire qu'elle prend en 
ompte la propagation des erreurs. C'est la rai-son pour laquelle elle est très utilisée, même lorsqu'il n'y a pas de problèmes del'auto
orrélation. Si une observable G est une fon
tion de f, g, ... alors la valeurmoyenne est estimée selon:

Ḡ =
1

Nb

∑

i=1,Nb

G(f̂i, ĝi, ...)et l'erreur est:
σ2

JK(G) =
Nb − 1

Nb

∑

i=1,Nb

(

G(f̂i, ĝi, ...) − Ḡ
)21.7.2 Exer
i
e 5Complèter le programme de l'exer
i
e pré
édant pour 
al
uler l'erreur Ja
k knifeen fon
tion de la taille de blo
. Comparer la valeur du plateau à σ

√
2τint où τintest la valeur déterminée par l'étude de la fon
tion d'auto
orrélation. Modi�erle 
ode pour que l'algorithm de Metropolis e�e
tue n itérations à vide avantd'a

epter la nouvelle valeur de x et observer l'évolution de l'erreur Ja
kknifequand n augmente (voir l'exemple de la Figure 1.4).
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Chapter 2TP2: QCD sur réseau2.1 PréludeDans 
e deuxième TP on va appliquer les méthodes étudiées pré
édemment à des
al
uls semi-réalistes de QCD sur réseaux. Le terme semi-réaliste est du au 
hoixdélibéré de faire 
es 
al
uls ave
 des ma
hines de type ordinateurs personnels.Ces ma
hines sont su�samment rapides pour obtenir des résultats intéressantsdans un temps raisonnable mais à 
ondition de limiter ses ambitions:1. La prin
ipale limitation est qu'on impose aux quarks d'être statiques. Celaveut dire qu'ils interagissent ave
 le 
hamp de gluons, 
e qui permet de
al
uler la for
e entre quarks, mais ils ne bougent pas sous l'in�uen
e de
ette for
e.2. Une autre limitation est la taille du réseau, 
'est à dire le nombre de sitesdans 
haque dimension. Si on veut avoir un temps de 
al
ul raisonnable onne peut guère dépasser 144. En même temps, pour que la théorie sur réseausoit une bonne approximation de la théorie 
ontinue, il faut que la mailledu réseau soit su�samment petite. Si on prend a = 0.1fm pour �xer lesidées, alors la dimension physique du réseau est au mieux 14∗0.1 = 1.4fm, trop petit pour y mettre un vrai hadron dont le rayon est environ 0.8fm.Il faut don
 se limiter à 
al
uler des quantités qui tiennent dans un petitvolume. C'est le 
as de la bou
le de Wilson, qui permet de 
al
uler lafor
e entre deux quarks statiques. Comme 
'est un objet à 2 dimensions,on peut dimimuer les dimensions perpendi
ulaires à la bou
le et augmenterles autres tout en gardant un nombre de sites raisonnable. Il ne faut pasimaginer pour autant qu'on a 
omplètement éliminé le problème 
ar, mêmesi la bou
le tient dans le réseau, le simple fait que 
elui 
i a un volume �niperturbe la distribution du 
hamp de gluons et 
e
i introduit des erreurssystématiques dans le 
al
ul de l'énergie. Il faut être 
ons
ient de 
es e�ets,dit �de volume �ni�, quand on essaie de 
onfronter les quantités 
al
ulées àl'expérien
e. Par 
ontre ils ne 
hangent pas qualitativement les résultats,27
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omme par exemple le 
on�nement des quarks et leur libération à hautetempérature.3. Pour a

élérer les 
al
uls on pourra supposer que le nombre de 
ouleursest égal a Nc = 2 au lieu de 3 
ar les phénomènes physiques ne 
hangentpas qualitativement quand on passe de l'un à l'autre. La bibliothèqueFermiQCD permet de 
al
uler ave
 Nc > 1 quel
onque mais le 
odeCon�ne.
pp a été optimisé pour SU(2). Pour le faire fon
tionner ave

Nc 6= 2 il faut rempla
er system
hoi
e=0 par system
hoi
e=2 à la ligne33.On va don
 étudier la bou
le de Wilson et en déduire le potentiel d'intera
tionentre un quark et un anti-quark. Comme le temps est limité et qu'on ne peut pasle gaspiller à traquer les erreurs de 
ode, 
ette séan
e de TP 
onsistera surtoutà faire tourner des 
odes qui ont été mis au point pour la 
ir
onstan
e, et dontles fon
tions sont résumées dans les Se
tions 2.5,2.6,2.7. Il y aura don
 un 
otépresse-bouton, mais 
e sera aussi l'o

asion de voir 
omment se développe unvrai 
al
ul, 
omment on 
hoisit les paramètres, 
omment on extrait la physique,et
... De plus 
es 
odes tout prêts serviront aussi d'exemples d'utilisation desfon
tions disponibles dans FermiQCD pour 
eux qui veulent développer un pro-jet personnel.2.2 Rappel sur la bou
le de Wilson et le potentielquark anti-quarkSi on note U(x, µ) la matri
e de SU(Nc) asso
iée au lien qui part du site x =

(x0, x1, x2, x3) et va dans la dire
tion (µ = 0, 1, 2 ou 3), la bou
le de Wilsonpour un 
ontour Cx = {x → x+µ1 → x+µ1 +µ2 . . . → x−µL → x} est dé�niepar le produit matri
iel
W (Cx; U) = U(x, µ1)U(x + µ1, µ2)U(x + µ1 + µ2, µ3) . . . U(x − µL, µL) (2.1)
'est à dire le produit des matri
es des liens qui dé�nissent le 
ontour. Sa valeurmoyenne dans l'état fondamental (ou vide) de QCD est

< W (Cx) >=
1

Z

∫

[dU ]e−S(U)W (Cx, U) (2.2)Comme le vide est invariant par translation, la valeur moyenne < W (Cx) >nedépend pas du point d'origine x et on peut rempla
er W (Cx, U) par la moyennesur toutes les positions x:
< W (C) > =

1

Z

∫

[dU ]e−S(U)W (C, U) (2.3)
W (C, U) =

1

Nx

∑

x

W (Cx, U) (2.4)



CHAPTER 2. TP2: QCD SUR RÉSEAU 29En pratique le réseau n'est pas in�ni et pour minimiser les e�ets de surfa
eon impose aux matri
es de lien de satisfaire des 
onditions périodiques. Parexemple si la longueur dans la dire
tion 0 est L on aura
U([(x0, x1, x2, x3), µ)] = U [(x0 + L, x1, x2, x3), µ] (2.5)
e qui revient à faire une 
opie du réseau dans la dire
tion 0. Sur la Figure 2.1on montre 
omment une bou
le qui déborderait du réseau est en fait 
al
uléeà partir des valeurs des liens intérieurs dé
alés de L. Tout se passe 
omme sion avait enroulé la feuille et 
ollé les 2 bords pour faire le 
ylindre montré surla Figure 2.1. Si on enroule aussi les autres dimensions on obtient un tore à 4dimensions, 
omme on le montre sur la Figure 2.1, pour le 
as à 2 dimensions.On voit bien dans 
ette représentation que la position de la bou
le sur le toren'a pas d'importan
e dans la mesure où ses dimensions sont petites devant lesrayons de 
ourbure de la surfa
e du tore.On rappelle que le potentiel d'intera
tion V (r) entre un quark et un anti-quark statiques est relié à la valeur moyenne d'une bou
le re
tangulaire de 
otés

(t, r) suivant
< W (t, r) >→ C(r)e−V (r)t qd t → ∞ (2.6)Sur le réseau les distan
es varient de façon dis
rète puisque la maille a est �nie.On a r = nra, t = nta ave
 nr et nt entiers et la relation s'é
rit

< W (nt, nr) >→ C(anr)e
−aV (anr)nt qd nt → ∞ (2.7)ou en
ore

aV (anr) = lim
nt→∞

Log
< W (nt − 1, nr) >

< W (nt, nr) >
(2.8)Pour pouvoir déterminer la limite nt → ∞ il faut que la dimension temporelledu réseau soit su�samment grande.1 On doit don
 véri�er que Log[< W (nt −

1, nr) > / < W (nt, nr) >] atteint un plateau, aux erreurs statitstiques près. Si
e n'est pas le 
as 
'est que la valeur maximale de nt n'est pas assez grande pourla distan
e nr
hoisie. Si, à 
ause du temps de 
al
ul, on ne peut pas augmenter
nt, alors le potentiel ne peut pas etre 
al
ulé pour 
ette distan
e. Si on observeun plateau on fait un �t de la forme γ + δ exp(−ωnt), et la limite 
her
hée estégale à γ.2.3 La maille du réseauLe réseau permet don
 de déterminer la quantité sans dimension aV (anr). Re-marquons que 
ette quantité ne peut pas dépendre expli
itement de a. Pours'en 
onvain
re il su�t de 
onsidérer l'expression 2.2 qui sert à 
al
uler <
W (nt, nr) >. La bou
le dans l'intégrale ne dépend que de (nt, nr) et l'a
tion
S(U), qui est une quantité sans dimension, ne peut pas dépendre de a puisque1C'est aussi une 
ondition né
essaire pour pouvoir 
onsiderer que le réseau est à tempéra-ture nulle.
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CHAPTER 2. TP2: QCD SUR RÉSEAU 31dans QCD il n'y a pas de paramètre dimensionnel pour 
ompenser. Le seulparamètre dont dépend aV (anR) est don
 g, la 
onstante de 
ouplage de QCDqui apparait dans l'a
tion S(U). Comme on utilise plut�t le paramètre β =
2Nc/g2 on é
rira:

aV (anr) = v(nr, β).Le potentiel physique s'é
rit
V (r) =

1

a
v

( r

a
, β

) (2.9)et on voit que pour le 
al
uler il faut 
onnaitre la valeur de a. Pour la détermineron suppose que le potentiel est de la forme
V (r) = c0 + σr − e

r
(2.10)
omme le suggère la phénoménologie des mésons lourds. On verra que 
'estbien la forme que produit le 
al
ul sur réseau. Les 
onstantes σ et e valentapproximativement:

σ ≃ (450MeV )2, e ≃ 0.45Le terme 
onstant c0 n'a pas de signi�
ation puisqu'une énergie potentielle estdéterminée à une 
onstante additive près. Une autre façon de le dire est que
'est seulement la for
e ~∇V qui est mesurable. La 
onstante σ est appelléetension de 
orde est 
'est le terme σr qui produit le 
on�nement. En unitésma
ros
opiques on a σ ∼ 10 tonnes. Une fois que l'on a obtenu v(nr, β) pourune valeur donnée de β on é
rit:
V (r) =

1

a
v

( r

a
, β

)

= c0 + σr − e/r (2.11)ou en
ore
v(nr, β) = ac0 + σa2nr − e/nr (2.12)et il su�t de faire un �t de v(nr, β) de la forme:

v(nr, β) = A0(β) + A1(β)nr − A−1(β)/nr (2.13)pour en déduire
a =

√

A1(β)

σ
, e = A−1(β). (2.14)Comme le réseau n'est qu'un intermédiaire de 
al
ul on doit en prin
ipe pren-dre la limite a → 0 pour retrouver un espa
e-temps 
ontinu mais 
e n'est paspossible en pratique 
ar, si on veut 
onserver la même dimension physique auréseau, il faut que le nombre de points augmente 
omme 1/a. Il faut don
 êtrepragmatique et 
hoisir une valeur de a raisonnable, su�samment grande pourque la physique tienne dans le réseau et su�samment petite pour que les er-reurs dues à la dis
rétisation soient supportables. Pour le problème qui nousintéresse on est guidé par l'allure du potentiel phénoménologique (2.10) qui est
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Figure 2.2:tra
é sur la Figure 2.2. La région dominée par le 
on�nement 
ommen
e vers
r = 0.4fm. Don
 il faudrait 
al
uler le potentiel jusqu'à au moins 0.6fm pouravoir un résultat 
onvain
ant. Ce
i implique un réseau d'au moins 1fm pourlimiter les e�ets de taille �nie. D'autre part si on veut é
hantillonner la régionen 1/r ave
 une pré
ision a

eptable, la maille doit être de l'ordre de 0.1fm.Comme on le voit sur l'eq. (2.14) 
'est β qui détermine la valeur de a. Celàveut dire que a ne sera 
onnu qu'à la �n du 
al
ul. Si la valeur n'est pas bonne onaura 
al
ulé pour rien. Il faut don
 pro
èder par essais, en essayant de dégrossirla relation entre β et a ave
 des 
al
uls pas trop monstrueux en temps CPU.2.4 Utilisation de FermiQCD2.4.0.1 Introdu
tionOn évalue la quantité

< W (C) >=
1

Z

∫

[dU ]e−S(U)W (C, U)en 
réant une 
haine de Markov {U (1), U (2), ...U (N)}, où U (i) représente l'ensembledes matri
es de lien à 
haque étape de la 
haine, et telle que
1

N

∑

i

W (C, U (i)) →< W (C) > quand N → ∞



CHAPTER 2. TP2: QCD SUR RÉSEAU 33Dans le jargon des réseaux l'ensemble des liens U (i) est une �
on�guration dejauge�. Nous allons utiliser le générateur fourni par FermiQCD, qui est basésur la méthode du bain thermique, sans entrer dans le détail de son fon
tion-nement. On trouvera un exposé detaillé de la mise en oeuvre de l'algorithmdans la référen
e [1℄. Pour nous 
'est une boite noire à laquelle on soumet une
on�guration de jauge U (i) et qui nous retourne une autre 
on�guration U (i+1)générée à partir de U (i) par le bain thermique. Le 
al
ul est amor
é en proposantune 
on�guration initiale U (0) qui est assez arbitraire. Par exemple:
• Démarrage à froid: U (0) = 1 pour tous les liens.
• Démarrage à 
haud: 
haque lien de U (0) est une matri
e tirée au hazard.
• Démarrage en pseudo équilibre: U (0) est la dernière 
on�guration d'unautre 
al
ul fait ave
 une valeur de β légèrement di�érente (utile pourétudier la dépendan
e en température)2.4.0.2 Instru
tions essentielleaIl n'est pas question de faire une revue de FermiQCD. Pour apprendre, ou pourtrouver un renseignement, le plus simple est de regarder les exemples de 
e TPou 
eux qui a

ompagnent la librairie. On trouvera aussi des renseignements àl'URL http://www.fermiq
d.net/. Ce qui suit explique seulement les instru
tionsles plus utilisées dans la suite.//int box[℄={16,6,6,12}; //defines the latti
e dimensions (voirla remarque plus bas)mdp_latti
e latti
e(4,box); //
reates a latti
e in 4 dimensions//named "latti
e"//gauge_field U(latti
e,2); //
reates the gauge field U for 2 
olors
oeffi
ients gauge; //
reates an obje
t �
oeffi
ients�//whi
h serves to store the 
ouplingsgauge["beta"℄=2.7; //set the 
oupling to beta=2.7//set_hot(U); //
reates a hot 
onfiguration//WilsonGaugeA
tion::heatbath(U,gauge,1); //takes the 
urrent U//as input and returns//a new one after//1 heatbathstep//for ea
h linkWilsonGaugeA
tion::heatbath(U,gauge,5); //takes the 
urrent U//as input and returns



CHAPTER 2. TP2: QCD SUR RÉSEAU 34//a new one after//5 heatbathstep//for ea
h linkLe dernier argument dans l'appel 
i-dessus (paramètre de dé
orrélation) for
el'exé
ution du bain thermique un 
ertain nombre de fois avant de retourner lanouvelle 
on�guration.Quelques instru
tions souvent utilisées://site x(U.latti
e()); // 
reates x as a latti
e sitex.set(1,2,3,6); // set x to (1,2,3,6)
out<�<U(x,3)<�<endl; //print the value of U//for the link starting at x=(1,2,3,6)//and going in the dire
tion 3x=x+2; //displa
e x by 1 unit//in the dire
tion 2.//Here (1,2,3,6) ->(1,2,4,6)forallsites(x){...} //
reates a loop over all sites.//2.4.0.3 Quelques fon
tions asso
iées aux objetsL'avantage d'un langage orienté objet est qu'un objet transporte ave
 lui lesparamètres dont il dépend. Voilà quelques exemples:
• U.n
 est le nombre de 
ouleurs.
• U.latti
e() est le réseau sur lequel U existe.
• U.latti
e().nx[1℄ donne la dimension du réseau dans la dire
tion 1.
• U.latti
e().nvol_gl est le volume du réseau, 
'est a dire le nombre desites.
• U.save("myfield") é
rit la 
on�guration U dans le �
hier my�eld.
• U.load("myfield") lit la 
on�guration U dans le �
hier my�eld.2.4.0.4 Utilisation de FermiQCD pour le 
al
ul de l'erreurSupposons qu'on veuille 
al
uler la valeur et l'erreur de:

1

dt
Log

< W (nt − dt, nr) >

< W (nt, nr) >
(2.15)ave


< W (nt, nr) >=
1

N

∑

i=1,N

W (nt, nr, U
(i))



CHAPTER 2. TP2: QCD SUR RÉSEAU 35En géneral dt = 1 mais il peut être utile de généraliser. On 
rée d'abord unefon
tion2// fun
tion for ja
k knifefloat f1(float *x, void *a){float dt=*((float*)a);return log(x[0℄/x[1℄)/dt;}//Ensuite on 
rée un 
onteneur pour sto
ker les valeurs de W (nt, nr, U
(i)):mdp_ja
kboot ja
k(N+1,2);Le 
onteneur ja
k va 
ontenir les N valeurs3 W (nt − dt, nr, U

(i)) et
W (nt, nr, U

(i)). Par exemplefor(i=1;i<=N;i++){ja
k(i,0)=W (nt − dt, nr, U
(i));ja
k(i,1)=W (nt, nr, U

(i));}On indique ensuite que 
'est la fon
tion f1 qui doit être utilisée pour 
ombinerles 2 bou
les:ja
k.f=f1;et on a :
1

dt
Log

< W (nt − dt, nr) >

< W (nt, nr) >
= jack.mean();

Jack knife error = jack.j_err();On pourra trouver 
ette séquen
e d'instru
tion dans les 
odes fournis. Notonsqu'à 
ause des �u
tuations statistiques l'argument du Log peut être négatif audébut de l'itération, et don
 le 
ode retourne nan (not a number). Il fautévidemment éliminer 
es points pathologiques avant de faire le �t pourextraire le potentiel.2.4.0.5 Utilisation de FermiQCD pour les �tsSupposons que pour n points {x0, x1, ...} on a n valeurs {y0, y1, ...} ainsi que leserreurs {dy0, dy1, ...}.On veut ajuster une fon
tion f(x, p0, p1, ...) à q paramètresen minimisant la quantité:
∑

i=0,n−1

(

yi − f(xi, p0, p1, ...)

dyi

)2par rapport aux paramètres.2La valeur de dt est transmise par le void pointeur a, d'où l'instru
tion un peu 
ompliquéepour la ré
upérer (
asting+dereferen
ing).3l'indi
e 0 n'est pas utilisé mais il faut réserver la pla
e
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tion à ajuster. I
i on prend 
omme exemple 
elle quisert à ajuster la dépenden
e en temps de v:float fitlog(float x, float *p, long ma, void *junk){return p[0℄+p[1℄*exp(-p[2℄*x);}On utilise un objet de la 
lasse Measure pour stoquer {yi} et {dyi}. Par 
ontreles ab
isses sont dans un simple tableau:Measure ydy[n℄;float x[n℄;for(i=0;i<n;n++){x[i℄=x_i //ab
issesydy.set[i℄.set(y_i,dy_i); //ordonnées et erreurs}On 
rée un tableau pour les paramètres et pour la matri
e de 
ovarian
e (
'estun objet, pas un tableau!)float p[q℄mdp_matrix 
ovar(q,q);On initialise les paramètres, par exemplep[0℄=1;p[1℄=1;...et on appelle la fon
tionBaesyanLevenbergMarquardt(x,ydy, 0,n-1, p, q, 
ovar, fitlog);//On peut rempla
er les arguments (0, n− 1) par (a > 0, b < n− 1) auquel 
as le�t sera fait sur les données qui vont de a à b.Le résultat est {p[0]±
√

covar[0, 0], p[1] ±
√

covar[1, 1], ...}.Notons que 
ette fa
on d'ajuster la fon
tion n'est pas la plus générale 
ar ellesuppose qu'il n'y a pas de 
orrélations entre les données. On s'en 
ontentera.2.4.0.6 Cal
ul des bou
lesFermiQCD fournit des fon
tions pour 
al
uler des bou
les de forme quel
onquemais elles ne sont pas très 
ommodes a utiliser. On utilisera plutot 
elles qui
al
ulent seulement des bou
les re
tangulaires. Pour une bou
le située dans leplan (mu,nu) de longueur (lmu,lnu) la bou
le de Wilson pour la 
on�guration
U est donnée par la fon
tionmy_average_loop(U,mu,lmu,nu,lnu)



CHAPTER 2. TP2: QCD SUR RÉSEAU 37Changement dans la version 2009: dans la partie Con�nement, sisystem
hoi
e==2 le programme 
al
ule e�e
tivement ave
my_average_loop. Si system
hoi
e==0 alors le bou
les sont 
al
uléesen une seule passe par make_aver_loops_with_CPU qui est beau
oupplus rapide, mais qui ne mar
he que pour Nc = 2.On dispose aussi de la bou
le de Polyakov (voir se
tion 2.8.2) qui est donnéeparmy_polyakov_loop(U)Il existe aussi des fon
tions pour 
al
uler une bou
le sans moyenner sur laposition mais, en prin
ipe on n'en a pas besoin.2.4.0.7 Le parallèlismeFermiQCD est 
onçue pour fon
tionner en mode parallèle. Le programme estparsemé d'instru
tions qui assurent la 
ommuni
ation entre les pro
esseurs.Comme on travaille sur des ma
hines mono pro
esseur 
es instru
tions ne ser-vent à rien mais il faut les in
lure pour que le 
ode puisse fon
tionner. Dans lesexemples elles sont repérées par un 
ommentaire expli
ite.2.5 La thermalisation de la 
haine de MarkovLe programme proposé e�e
tue le 
al
ul de 2 bou
les typiques sur un reseau
84 pour SU(2), β = 2.3 et visualise le résultat en ligne en fon
tion du nombred'itérations. Le bain thermique est appelé une seule fois par itération. On peutobserver 
omment la valeur 
al
ulée appro
he la valeur limite et déterminer lenombre d'itération qu'il faut faire à vide avant de 
ommen
er à 
al
uler. Ala �n du 
al
ul le 
ode montre à nouveau le résultat ave
 des barres d'erreursstandard.Le programme est Thermalise.
pp dans le dire
tory Thermalisation. La
ommande make fait la 
ompilation et l'assemblage. L'exe
ution est lan
ée par./a.out . Pour modi�er un paramètre il faut éditer le �
hier Thermalise.
pp etle re
ompiler. Pour faire des modi�
ations plus importantes du 
ode il est re
om-mandé de sauver Thermalise.
pp sous un autre nom et d'adapter le �
hier Make-File en 
onséquen
e (NB: la 
ommande make sans argument exé
ute l'instru
tionall du MakeFile, tandis que la 
ommande make ma
hin exe
ute ma
hin)2.6 Auto
orrelations et erreur Ja
kknifeLe résultat d'un 
al
ul sur réseau est sans intérêt si on ne peut pas lui a�e
terune erreur 
rédible. Nous allons mettre en pratique les notions d'auto
orrelationet d'erreur Ja
k knife étudiées pré
édemment. Le 
ode Auto
orrel.
pp évaluela bou
le de Wilson 4 × 4 sur un réseau 84 pour SU(2), β = 2.3. Idéalementil faudrait faire 
ette étude de façon un peu plus systématique, 
'est à dire en
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onsidérant plusieurs valeurs de β, plusieurs tailles de réseau et de bou
les maispour l'instant on se 
ontentera de 
et exemple. L'étude est a refaire lorsqu'ona dé�nitivement 
hoisi les paramètres du 
al
ul, 
e qui peut 
onduire à 
hangerle paramètre de dé
orrélation (voir 2.4.0.2).Le premier graphe montre simplement l'évolution de la valeur moyenne enfon
tion du nombre d'itérations. Le se
ond, qui apparait lorsque les 500 itéra-tions sont terminées, montre l'erreur Ja
k knife en fon
tion de la taille du blo
enlevé (voir TP1). Le troisième est la fon
tion d'auto
orrélation pour 
ettebou
le (on se souvient que 
ette fon
tion est dé�nie pour 
haque observable) etle quatrième montre le temps d'auto
orrélation integré.Il est plus 
ommode de 
al
uler systématiquement l'erreur Ja
k knife ave
une valeur de blo
 égale à 1. C'est 
e qui est fait dans FermiQCD. En 
on-séquen
e, pour avoir une estimation 
orre
te de l'erreur, il est indispensabled'ajuster le paramètre de dé
orrélation selon le résultat trouvé pour la fon
tiond'auto
orrélation. Dans le 
as présent on voit que 
e n'est pas né
essaire: lafon
tion d'auto
orrélation tombe à zéro dès le premier point, 
e qui est 
on�rmépar la quasi saturation de l'erreur Ja
k knife pour un blo
 de taille unité.Par 
ontre la situation peut être très di�érente quand on étudie la transitionde dé
on�nement ave
 la bou
le de Polyakov. De fa
on générale les transtionsde phase posent des problèmes de 
onvergen
e à 
ause des grandes �u
tuationsdu paramètre d'ordre au voisinage de la transition. Ces �u
tuations de longueportée tendent à 
orréler des parties du réseau pourtant distantes. Il faut alorssoigneusement étudier l'auto
orrélation.2.7 Le 
al
ul du potentiel(Rappel: dans Con�ne.
pp la taille du réseau et des bou
les est dé�nie dansparameters.h à partir de 2009)Une fois qu'on a à peu près déterminé le temps de thermalisation et dedé
orrélation, on peut entrer dans le vif du sujet et 
al
uler le potentiel entreun quark et un anti-quark. C'est 
e que fait le programme Con�ne.
ppOn lui spé
i�e un 
ertain nombre de points dans la dire
tion 3, par exemple:int zvalue[℄={1,2,3,5,7,9,11};qui seront les distan
es entre le quark et l'anti-quark. On fait de même pour ladire
tion 0 (le temps)int tvalue[℄={1,2,3,5,7,9,11};Changement dans la version 2009: pour des raisons d'optimisationdu 
al
ul les tableaux zvalue[℄ et tvalue[℄ sont maintenant fixeset valent {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.Après avoir e�e
tué la thermalisation:



CHAPTER 2. TP2: QCD SUR RÉSEAU 39for(int k=1;k<=nheat;k++){WilsonGaugeA
tion::heatbath(U,gauge,1);}le programme e�e
tue une bou
le d'itérations où, pour 
haque nouvelle
on�guration de jauge, il 
al
ule les bou
les de Wilson dans le plan (0,3) detaille (tvalue,zvalue) et les sto
ke.Toutes les kupdate itérations, il 
al
ule la quantité:
1

dt
Log

< W (nt − dt, nr) >

< W (nt, nr) >pour toutes les valeurs de nt = tvalue, nr = zvalue, ave
 dt égal à l'intervalleentre nt et la pré
édente valeur. Pour 
haque zvalue il ajuste la fon
tion
γ +δ exp(−ωnt) et en déduit le potentiel et son erreur. Lorque le potentiel a été
al
ulé pour tous les zvalue le programme lui ajuste la fon
tion ac0 + σa2nr −
e/nr et en déduit la valeur de la maille a. Les résultats sont a�
hés en lignepar Gra
e. Le graphes 0 → 5 
orrespondent 
ha
un à une valeur de zvalue etmontrent la dépendan
e en temps ainsi que le �t. Le graphe 6 montre le tempsCPU 
onsa
ré au bain thermique et au 
al
ul des bou
les. Le graphe 7 montrela valeur de a en fon
tion du nombre d'itération, 
e qui donne une bonne idéede la 
onvergen
e. Le graphe 8 montre le potentiel et le �t.Les paramètres et les résultats du 
al
ul sont é
rits dans un �
hier dont lenom est in
rémenté pour éviter les é
rasements a

identels. Pour retrouverle �
hier de résultats 
orrespondant à telles valeurs des paramètres il su�td'utiliser la fon
tion grep. Exemple:grep -d read 'latti
e' ./Res*a�
he toutes les lignes 
ontenant la 
haine �latti
e� dans n'importe quel�
hier de type Res dans 
e répertoire.Les paramètres du 
al
ul sont bien mis en éviden
e dans le 
ode. Les valeurspar défaut permettent de faire un premier 
al
ul dans un temps raisonnable(1/2 heure). Lorsque le nombre d'itération maximum est atteint, le programmepropose d'éventuellement d'en rajouter.2.8 Projets2.8.1 Projet 1: Etude du 
on�nementCe projet ne demande au
un développement de 
ode. Le but est d'étudier larelation entre la maille du réseau et la 
onstante de 
ouplage nue β. On suivrales étapes suivantes:1. Choisir la taille des bou
les de Wilson pour que la distan
e interquarkmaximale soit sans le domaine linéaire du potentiel. On pourra supposerque a ∼ 0.1fm et on véri�era après 
oup que le 
hoix était 
orre
t.2. Choisir la forme et la taille du réseau et expliquer les raisons de 
e 
hoix.
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ode de thermalisation pour estimer le nombre d'itérationsné
essaire pour thermaliser 
e résau. On 
hoisira β = 2.5 et une bou
lede taille 5 × 5 pour faire 
ette estimation.4. Utiliser le 
ode d'auto
orrélation pour estimer le temps d'auto-
orrélationet ajuster le paramètre de dé
orrélation en 
onséquen
e.5. Utiliser le 
ode de 
on�nement pour 
al
uler le potentiel pour plusieursvaleurs de β. On se limitera à 1.5 < β < 3. On 
hoisira un nombred'itérations au moins 3 fois supérieur au temps de thermalisation. Si vousutilisez le 
luster du LAL 
hoisissez le 
ode sans visualisation (NoGra
e-Con�ne.
pp) et lan
ez le ave
 la 
ommande: ./a.out>�>/dev/null Vouspouvez alors le déta
her du terminal (
trl z bg). Attention: vous pou-vez lan
er plusieurs exe
utables en même temps mais vous devez modi�erle 
ode pour 
hanger les noms des �
hiers en é
riture.6. Comparaison ave
 la prédi
tion perturbative:
a = Cste exp(− 6π2

11Nc
β).On rappelle que la théorie perturbative prédit 
omment varie a en fon
-tion de β mais ne donne pas la 
onstante. Tra
er la 
ourbe ln(a) = f(β)et déterminez la zone (si elle existe!) de β où les points sont à peuprès alignés. Mesurer la pente et 
omparer à la valeur théorique. Cettezone est appelée fenêtre de s
aling. Si vous utilisez Gra
e pour tra
er la
ourbe vous avez une appli
ation qui fait le �t linéaire dans une région im-posée: Data->Transformation->Regression. Pour 
hoisir la région: Edit->Region->De�ne.7. Pour la plus grande valeur de β, quelle est la distan
e (en fm) interquarkmaximale pour laquelle le potentiel a été 
al
ulée? Est que 
ette distan
eest dans la région linéaire du potentiel?8. Comparer le 
oe�
ient du terme 
oulombien (en 1/r) à la valeur expéri-mentale. Commentaire?9. Pour une valeur de β dans la fenêtre de s
aling tra
er la 
ourbe du potentielen unités physiques et 
omparer au potentiel de Cornell.Ne mégotez pas sur la thermalisation et la dé
orrélation! Ca ne 
oûtepas très 
her en temps CPU par rapport au temps de 
al
ul desbou
les.2.8.2 Projet 2: Etude du dé
on�nementDans 
e projet on veut étudier la transition de dé
on�nement en fon
tion de latempérature. Il faudra d'une part adapter le 
ode d'étude de l'auto
orrélation(
hangement mineur) et surtout faire un nouveau 
ode (en fait bien plus simple
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pp) pour étudier l'évolution de la bou
le de Polyakov en fon
tionde β, qui joue le r�le de temperature.On rappelle (voir le 
ours) que la dimension temporelle du réseau est l'inversede la température et que la bou
le de Polyakov est dé�nie par:
< P (~x) >=

1

Z

∫

[dU ]e−S(U)U [(0, ~x), 0]U [(a, ~x), 0]U [(2a, ~x)...U [(aN0, ~x), 0]
'est à dire le produit des matri
es de lien pour une ligne ( positionnée en ~x )qui va d'un bout à l'autre du réseau dans la dire
tion 0 (le temps). En raisonde la périodi
ité, on peut voir 
ette ligne 
omme une bou
le fermée qui entourele tore. En invoquant l'invarian
e du vide par translation dans l'espa
e à 3dimensions on peut rempla
er la bou
le au point ~x par sa moyenne:
< P >=

1

N1N2N3

∑

~x

< P (~x) >où N1N2N3 est le volume spatial.On peut montrer que P est un paramètre d'ordre dans le sens que P = 0dans la phase 
on�née. Lorsque la température T = 1/(N0a) augmente ons'attend à 
e que P devienne non nul au dessus d'une température 
ritique
Tc. La fa
on naturelle d'augmenter la température serait de diminuer N0 maispour a �ni, une variation de 1 de N0 
orrespond à une variation dis
rète dela température, 
e qui n'est pas 
ommode. On préfère �xer N0 et faire varier
a, 
'est à dire β. On sait, et on l'a veri�é expli
itement au 
ours de 
e TP,que a diminue quand β augmente. Don
 une augmentation de β 
orresponde�e
tivement à une augmentation de température. Pour que l'interprétationthermodynamique soit 
orre
te il faut que le volume spatial reste grand quand
a diminue. Le 
ritère est que la taille spatiale (aNi, i−1, 2, 3) du réseau doit êtrebeau
oup plus grande que l'inverse de la tempèrature N0a. Don
 il faut 
hoisir
N0 ≪ Ni, i = 1, 2, 3. Typiquement on pourra prendre N0 = 4, Ni = 8 ÷ 10.Le but du projet est de tra
er le module (pourquoi?) de < P > en fon
tion de
β pour SU(2) ou/et SU(3), d'observer la transition de phase et de déterminerla température 
ritique en MeV (On pourra éventuellement aussi regarder 
equi se passe dans un réseau à 2 dimensions 
ar le 
al
ul est très rapide). Onétudiera d'abord l'auto
orrélation et on 
hoisira le paramètre de dé
orrélationen 
onséquen
e. A 
haque in
rément de la température on prendra 
omme
on�guration de jauge initiale la dernière de la température pré
édente.2.9 Contr�le du travail1. Pour le TP1: rédigez vos résultats pour l'exer
i
e 5. (1/3 de la note)2. Mettre en oeuvre un des deux projets proposés (se
tion 2.8) et rédigez vosrésultats.
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