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Résumé

L'objet de cette thèse est le calcul ab-initio des propriétés du nucléon en partant de la

théorie microscopique de l'interaction forte, la chromodynamique quantique (QCD). Cette

théorie, dont les degrés de liberté sont les quarks et les gluons, a été bien testée dans les

expériences à haute énergie car la liberté asymptotique, le fait que l'interaction s'annule à

courte distance, permet d'utiliser l'approximation perturbative. Pour prédire des propriétés

qui font intervenir de grandes distances, comme les masses ou les distributions de courant, il

faut un traitement exact de la théorie. Celle-ci est discrétisée sur un réseau quadridimensionnel

et les observables quantiques sont calculées par la méthode de l'intégrale de chemin, comme

expliqué dans les chapitres II et III. Dans le chapitre IV nous discutons les problèmes posés par

la discrétisation des fermions et nous expliquons le choix retenu pour nos calculs c'est-à-dire la

discrétisation �à la Wilson� avec masse twistée. Elle présente l'avantage de supprimer les e�ets

de discrétisation de l'ordre de la maille du réseau au prix de l'ajustement d'un paramètre.

Le calcul numérique de l'intégrale de chemin est fait par la méthode de Monte Carlo

avec échantillonnage préférentiel. L'algorithme �Hybrid Monte Carlo�, basé sur la dynamique

moléculaire, est présenté dans le chapitre V ainsi que la méthode de résolution de grands

systèmes linéaires creux qui apparaîssent dans le calcul des observables. Ce chapitre présente

aussi les aspects informatiques du problème, c'est-à-dire le parallélisme massif ainsi que les

caractéristiques des machines utilisées. Dans le chapitre VI nous expliquons la méthodologie

suivie pour la production des ensembles représentatifs de con�guration de jauge. La mise en

oeuvre et le contrôle de cette production est une part importante du travail e�ectué pendant

cette thèse.

Les deux derniers chapitres sont consacrés au calcul proprement dit des observables et à

la présentation des résultats. La principale di�culté technique, l'évaluation des propagateurs

de quark, a été résolue en exploitant au mieux les fermes de processeurs disponibles. Une part

importante du travail de thèse a été consacrée à ce problème.

Dans la conclusion nous faisons le point sur l'état des calculs de QCD sur réseau et nous

discutons de l'évolution du domaine dans la perspective des nouveaux moyens de calculs et des

développements théoriques récents.

Mots-clefs : Théorie de jauge sur réseau. Chromodynamique quantique. Modèles et calcul des

masses des hadrons. Facteurs de forme électromagnétique. Méthodes Monte Carlo.



Abstract

The goal of this thesis is to compute from �rst principles nucleon properties, starting from

the microscopic theory of strong interaction, quantum chromodynamics (QCD). This theory,

whose degrees of freedom are quarks and gluons, has been well tested in high energy experiments

thanks to asymptotic freedom, the fact that interaction cancels at short distances, which allows

the use of perturbative theory. To predict properties which involve long distances, like masses

or current distributions, one needs an exact treatement of the theory. It uses a four-dimensional

lattice on which the theory is discretized and quantum observables are computed through path

integral techniques, as explained in chapters II and III. In chapter IV we discuss problems

faced when fermions are taken into account and we present the choice for our computations

ie a discretization à la Wilson plus an additional twisted mass. Its advantage is to remove

discretization e�ects of the order of the lattice spacing provided one parameter is tuned.

The numerical evaluation of path integrals is done by Monte Carlo methods with im-

portance sampling. The �Hybrid Monte Carlo� algorithm, based on molecular dynamics, is

presented in chapter V together with a method to solve large sparse linear systems necessary

to compute observables. This chapter also describes computer science details of the problem

which are the use of massive parallel processing and some characteristics of computers used. In

chapter VI we explain how the production of representative samples of gauge con�guration is

performed. This step and its control is an important part of the work done during this thesis.

The last two chapters are devoted to the computation of observables and to the presentation

of results. The main technical di�culty which is to solve for quark propagators has been

performed by using available processor farms at their best. A good part of this work has been

focused on this.

To conclude we comment on the status of the calculations and we discuss the evolution of

the �eld in the perspective of new computing facilities and recent theoretical progress.

Keywords : Lattice gauge theory. Quantum chromodynamics. Hadron mass models and

calculation. Electromagnetic form factors. Monte Carlo methods.
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Première partie

Introduction
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La chromodynamique quantique (ou QCD, de l'anglais Quantum ChromoDynamics),
est une théorie physique qui décrit l'interaction forte, l'une des quatre forces fondamen-
tales connues. C'est une théorie de jauge basée sur le groupe SU(3) qui, avec la théorie
électrofaible, constitue le modèle standard de la physique des particules. Les champs de
base de la chromodynamique quantique sont les quarks et les gluons.

La dynamique de la théorie est exprimée à travers le lagrangien :

LQCD = ψ̄(iγµDµ −M)ψ − 1

4
F a
µνF

µν
a , (1)

où ψ est le champ de quark qui porte les indices de Dirac, de saveur et de couleur et
M est la matrice de masse M = diag(mu,md,ms,mc,mb,mt). La dérivée covariante Dµ

s'écrit

Dµ = ∂µ + igAaµ
λa
2

où les matrices λa, qui agissent sur les indices de couleur, sont les matrices de Gell-Mann
(voir appendice 27), Aaµ est le champ de jauge et g la constante de couplage. Le tenseur
F a
µν est dé�ni par

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAaµ − gfabcAbµAcν

Il est souvent commode d'utiliser la notation matricielle :

Aµ =
∑
a

Aaµ
λa
2
, Fµν =

∑
a

F a
µν

λa
2

qui permet de dé�nir les transformations de jauge locales sous la forme compacte :

ψ(x)→ G(x)ψ(x), (2)

Aµ(x)→ G(x)(Aµ(x)− ig∂)G(x)−1 (3)

où G(x) est une matrice de SU(3). Lors d'une telle transformation on a

Fµν(x)→ G(x)FµνG
−1(x).

Le lagrangien dé�ni par l'équation (1) est par construction invariant sous les transfor-
mation de jauge locales. Cette invariance est à l'origine de l'interaction quark-gluon
et gluon-gluon avec des couplages bien dé�nis, c'est pourquoi il est fondamental de la
préserver dans les approximations utilisées pour résoudre la théorie. C'est ce qui a guidé
K.Wilson [131] dans sa formulation de QCD sur réseau.

L'écriture la plus générale d'un lagrangien incluant des termes invariants de jauge et
renormalisables autorise la présence d'un terme supplémentaire (terme θ) proportionnel
à F a

µνF̃
aµν où F̃ aµν = εµναβF a

αβ. Ce terme viole la symétrie CP dans le secteur de l'in-
teraction forte, or les mesures expérimentales (moment électrique dipolaire du neutron)
indiquent une valeur compatible avec zéro. Ce terme sera donc ignoré dans le reste de
cette thèse.

La QCD possède deux propriétés singulières qui sont la liberté asymptotique et le
con�nement. La liberté asymptotique signi�e que les quarks et les gluons n'interagissent
pas à courte distance, ce qui permet a priori l'utilisation des méthodes perturbatives.
Cependant en raison du con�nement, les observables physiques contiennent toujours
une superposition d'e�ets de longue et courte distance. Les théorèmes de factorisation,
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basés sur QCD, permettent de décomposer les processus comportant au moins une
échelle cinématique dure en une partie calculable en théorie des perturbations convoluée
avec un facteur non perturbatif. Ce dernier, qui contient les e�ets de longue distance est
indépendant de la réaction considérée et peut être extrait de l'expérience. C'est le cas
par exemple des distributions de partons. Un des dé�s proposé aux calculs sur réseau
est d'évaluer ab-initio ces quantités non perturbatives.

La complexité évidente de QCD dans le domaine non perturbatif a conduit à diverses
approches. La première est la construction de modèles inspirés de QCD et visant à décrire
de façon semi-quantitative les propriétés des hadrons. Ce sont les modèles de quarks

� Modèle des quarks constituants [72, 82]
� Modèle du sac [29, 23]
� Modèle de solitons [54]

La seconde approche exploite systématiquement l'existence d'un petit paramètre dans
la théorie :

� Approximation en 1/Nc où Nc est le nombre de couleurs [122]
� Approximation semi-classique (h→ 0) [123, 26]

Dans la même catégorie, mais à un niveau plus quantitatif nous avons :
� La théorie de perturbation chirale basée sur le fait que la masse des quarks u et d
est petite comparée à une masse hadronique typique [127, 57, 58]

� La théorie e�ective des quarks lourds [73]
qui non seulement ont une valeur phénoménologique propre mais de plus sont utilisées
systématiquement pour analyser les résultats des calculs sur réseau comme on le verra
dans la section 19.3.

La troisième approche est beaucoup plus ambitieuse puisqu'elle prétend résoudre
QCD en discrétisant la théorie sur réseau, et en calculant numériquement ses prédic-
tions. En particulier la possibilité de varier les paramètres de QCD permet de cerner les
domaines de validité des approches précédentes (comme illustré sur la �gure 2). Cepen-
dant il faut bien réaliser que cette approche ne peut aborder tous les problèmes de
physique. Par exemple le traitement de la di�usion hadron-hadron dans le cas général
semble hors de portée. De même les opérateurs qui impliquent une distance le long du
cône de lumière, comme les distributions de partons, ne peuvent pas être prolongés dans
l'espace Euclidien puisque cette distance se réduit à un point. Aussi dans les calculs à
température �nie l'introduction d'un potentiel chimique �ni n'est pas résolu. La liste
des problèmes conceptuels liés à la formulation euclidienne sur réseau est sans doute
plus longue que le suggèrent les quelques exemples précédemment cités, ce qui incite à
bien délimiter le domaine d'application de cette approche. Essentiellement elle prétend
calculer les propriétés du vide et du hadron isolé et doit donc toujours être associée à
une approche phénoménologique de type théorie e�ective.

Proposée à l'origine par K.Wilson [131] pour expliquer le con�nement des quarks,
ce que l'on appelle maintenant QCD sur réseau a été simulé numériquement pour la
première fois par M.Creutz [33], ouvrant ainsi la voie à un nouveau domaine de la
physique.

Le sujet de cette thèse est l'utilisation d'une formulation récente, appelée twisted
mass QCD [52], pour calculer les propriétés des hadrons. Il s'agit d'une nouvelle façon
de discrétiser les champs de quarks qui permet de simuler la théorie avec des masses
de quarks proches de leur valeur physique, un problème notoirement di�cile lorsque les
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Fig. 2 � Domaine de validité des di�érentes approches pour étudier QCD. Figure re-
produite de [66].

quarks sont dynamiques, c'est-à-dire peuvent être crées sous forme de paires virtuelles.
Le terme twisté est apparu pour la première fois dans un papier d'Aoki [8] étudiant le
diagramme de phase de QCD avec des fermions de Wilson. Les applications présentées
dans ce travail sont la masse du nucléon et de la résonance ∆(3/2, 3/2), ainsi que les
facteurs de forme élastiques et les moments des fonctions de structure du nucléon. Un des
objectifs est aussi de calculer les moments des distributions de partons généralisées, mais
l'exploitation des simulations correspondantes n'est pas terminée. Une part importante
de cette thèse a été consacrée à l'ajustement des paramètres de la simulation et à la
production des con�gurations de jauge qui sont la base de tout calcul d'observable sur
réseau. Un chapitre sera dévolu aux aspects calcul intensif de cette étape essentielle.

Tout calcul d'observable mettant en jeu les quarks de valence nécessite le calcul du
propagateur d'un quark interagissant avec le champ de jauge. L'inversion numérique de
l'équation de Dirac correspondante a aussi été une part importante de ce travail.

Tout le travail fait dans cette thèse a été fait dans le cadre de la collaboration
européenne ETM (European Twisted Mass). Cette collaboration regroupe huit pays :

1. Allemagne : Berlin/Zeuthen, Hambourg, Münster

2. Espagne : Valence

3. France : Orsay, Grenoble, Saclay

4. Italie : Rome I, II, III, Trente

5. Hollande : Groningue

6. Royaume-Uni : Liverpool

7. Suisse : Berne
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Fig. 3 � Sélection de résultats de ETMC (Vittorio Lubicz).

8. Chypre : Nicosie

qui partagent les ressources informatiques et les compétences pour calculer une vaste
palette de quantités physiques. . Les résultats déjà publiés pour les simulations avec deux
saveurs de quarks dégénérés présentent une analyse détaillée de la physique des mésons
légers [19, 20], les distributions de partons du pion [10], le calcul non perturbatif des
constantes de renormalisation [39, 86], le calcul de la masse des quarks légers [87, 15, 16],
le facteur de forme du pion [116], les mésons neutres [95, 75], la di�érence de masse ω-
ρ [92], la fonction de Isgur-Wise [17] et les contributions hadroniques à g-2 [112].
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Les calculs de QCD sur réseau sont basés sur le formalisme de l'intégrale de chemin
qui permet de prendre en compte toutes les �uctuations quantiques une fois que l'on
s'est donné l'action. Dans ce chapitre nous donnons une introduction élémentaire à ce
formalisme en partant d'un système à un degré de liberté et en généralisant à un champ
scalaire. Un exposé exhaustif sur ce sujet peut être trouvé dans la référence [128].

1 Intégrale de chemin

Considérons le cas simple d'un système quantique à une dimension. Soit V (x) le
potentiel de telle sorte que le hamiltonien s'écrive :

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (q̂).

Le symbole ˆ est ici pour souligner le fait que l'impulsion p̂ et la position q̂ sont des
opérateurs qui satisfont la relation [q̂, p̂] = i. Soit |ψ〉 les états physiques, c'est-à-dire les
éléments d'un espace de Hilbert.

L'évolution du système est régie par l'équation de Schrödinger :

i
∂

∂t
|ψ〉 = Ĥ|ψ〉.

La solution avec la condition initiale |ψ(0)〉 à t = 0 est

|ψ(t)〉 = e−iĤt|ψ(0)〉.

L'action de l'opérateur position q̂ sur les états de position |q〉 est

q̂|q〉 = q|q〉.

La normalisation est 〈q′|q〉 = δ(q′ − q) et nous retrouvons la fonction ψ en calculant
ψ(q, t) = 〈q|ψ(t)〉 = 〈q|e−iĤt|ψ(0)〉. En insérant une base complète d'états∫

R

dq′|q′〉〈q′| = 1

nous obtenons

ψ(q, t) =

∫
R

dq0 〈q|e−iĤt|q0〉︸ ︷︷ ︸
opérateur d'évolution

ψ(q0, 0).

Répétons cela en choisissant :
t0 = 0 < t1 = δt < . . . < tr = rδt < . . . < tn = nδt < tn+1 = T où δt = T

n+1
de telle

sorte que

ψ(q, T ) =

∫
R

n∏
r=0

dqr〈qr+1|e−iĤ(tr+1−tr)|qr〉ψ(q0, 0).

Considérons le cas où n tend vers l'in�ni ce qui implique que δt tende vers zéro (T
est �xé) et examinons Kr = 〈qr+1|e−iĤδt|qr〉. La formule de Baker-Campbell-Hausdor�
donne

Kr ≈ 〈qr+1|e−i
p̂2

2m
δte−iV (q̂)δt|qr〉.
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q0

q

0 T
t

q

Fig. 4 � Exemple de deux chemins allant de q0 à q.

Nous avons
e−iV (q̂)δt|qr〉 = e−iV (qr)δt|qr〉

et en utilisant la complétude des états propres de l'impulsion |p〉

〈q|e−i
p̂2

2m
δt|q′〉 =

∫
dp〈q|e−i

p̂2

2m
δt|p〉〈p|q′〉 =

√
m

2πiδt
e−im

(q−q′)2
2δt .

En combinant le tout, nous obtenons, dans la limite où n tend vers l'in�ni, la formulation
de la mécanique quantique en terme d'intégrale de chemin

〈q|e−iĤT |q0〉 =

∫
tous chemins q(t)

q(0)=q0
q(T )=q

[dq]eiS[q] (4)

où [dq] est la mesure dé�nie par

lim
n→∞

n∏
r=1

√
m

2πiδt
dqr

et l'action

S[q] =

∫ T

0

dt
q̇2

2m
− V (q)

L'intégrale de chemin qui apparaît dans l'équation (4) est une notation symbolique pour
la limite quand n tend vers l'in�ni de la version discrétisée.

L'argument de l'exponentielle est l'action S[q] car nous avons utilisé un système
d'unités où ~ = 1. La limite classique correspond donc à S[q]� 1 et l'approximation de
la phase stationnaire nous dit que dans cette limite seuls les chemins qui satisfont les
équations du mouvement

δS

δq
= 0
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contribuent à l'intégrale (4). L'approximation semi-classique consiste à prendre en
compte les �uctuations autour de ces chemins stationnaires.

La généralisation à un nombre quelconque de degrés de liberté discrets est évidente.
Dans le cas d'une théorie de champ continue on remplace le champ φ(t, ~x) par ses valeurs
aux points xi d'un réseau à trois dimensions et on retombe sur le cas d'un système à N
degrés de liberté. Ceci est détaillé dans la section suivante.

On montre alors que les fonctions de Green peuvent être calculées suivant

〈T (φ(x1)φ(x2) · · · )〉 =
1

Z

∫
[dφ] φ(x1)φ(x2) · · · eiS[φ]

où Z est dé�ni par

Z =

∫
[dφ] eiS[φ].

La présence du facteur i dans l'exponentielle conduit à des intégrales oscillantes qu'il
est impossible de traiter numériquement. La solution est d'utiliser un temps imaginaire
en faisant ce que l'on appelle une rotation de Wick. En suivant les mêmes étapes que
précédemment nous trouverions l'intégrale de chemin Euclidienne

〈q|e−Ĥτ |q0〉 =

∫
tous chemins q(t)

q(0)=q0
q(T )=q

[dq]e−SE [q] (5)

où SE est l'action Euclidienne

SE[q] =

∫ T

0

dt
q̇2

2m
+ V (q)

qui est positive si V (q) est borné inférieurement ce qui permet d'interpréter le facteur
exp(−SE) comme une densité de probabilité. On peut donc envisager de calculer l'inté-
grale fonctionnelle par des méthodes stochastiques.

A titre d'exemple, regardons comment l'on évalue la masse d'une particule. Consid-
érons un opérateur Oφ(t) tel que Oφ(t)|0〉 donne une approximation de l'état associé à la
particule. Implicitement on intègre sur les variables spatiales des champs qui composent
l'opérateur pour que l'impulsion de l'état soit nulle et t est le temps commun à tous les
champs φ(t, ~x). Par exemple on pourrait considérer

Oφ(t) =

∫
d~x φ(t, ~x)2.

Choisissons les variables temporelles des champs pour que le produit ordonné soit égal au
produit ordinaire. On peut alors évaluer le corrélateur 〈Oφ(t1)Oφ(t2)〉 grâce à l'intégrale
de chemin

〈Oφ(t1)Oφ(t2)〉 =
1

Z

∫
[dφ]Oφ(t1)Oφ(t2)e−S[φ]

D'autre part on a

〈Oφ(t1)Oφ(t2)〉 = 〈0|Oe−H(t1−t2)O|0〉 (6)

=
∑
n

|〈0|O|n〉|2e−Mn(t1−t2). (7)
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Fig. 5 � Réseau régulier en 3 dimensions.

En étudiant la dépendance du corrélateur en fonction de t1−t2 on peut donc accéder aux
masses des particules qui sont créées par l'opérateurO agissant sur le vide. En particulier
quand t1 − t2 tend vers l'in�ni seul l'état fondamental contribue à la somme (7).

2 Discrétisation d'un champ scalaire

Pour illustrer les idées essentielles du passage du continu vers le discret et introduire
des notations utiles pour la suite, nous examinerons dans cette section le cas de la
discrétisation d'un champ scalaire réel φ obéissant à l'équation de Klein-Gordon. A�n
de donner une dé�nition précise à l'intégrale de chemin, nous généralisons ce qui a été fait
dans le cas à une dimension pour la mécanique quantique dans la section 1. Les variables
dynamiques sont φ(~x, t) pour chaque ~x appartenant à un réseau à 3 dimensions dé�ni
par aZ3 où a est le pas du réseau, aussi appelé la maille. Nous devons aussi discrétiser
le temps et par simplicité nous prendrons le pas en temps égal à a aussi. Ceci n'est
pas obligatoire, et dans certains cas il est même avantageux de disposer d'une meilleure
résolution en temps qu'en espace. En�n comme nous ne pouvons pas travailler avec un
nombre in�ni de variables sur ordinateur, nous utiliserons un réseau hypercubique �ni

Λ = {x/xµ = mµa où mµ = 0, 1, ..., N − 1 et µ = 0, 1, ..., 3}

avec des conditions aux limites périodiques (l'hypercube a donc la topologie d'un tore).
On verra que pour les champs de jauge les conditions aux limites périodiques sont aussi
utilisées, mais que pour les fermions les conditions aux limites sont anti-périodiques dans
la direction temporelle à cause de l'anti-commutation des champs de fermions.

Les dérivées du champ sont remplacées par des di�érences �nies et les intégrales sur
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l'espace-temps deviennent des sommes sur les points du réseau :

∂µφ(x) −→
{
∇µφ(x) ≡ φ(x+aµ̂)−φ(x)

a

µ̂ est le vecteur unité dans la direction µ
(8a)∫

d4x −→
∑
x∈Λ

a4 (8b)

Ainsi pour des fonctions f su�samment régulières nous avons dans la limite du continu
(a −→ 0) :

∇µf(x) −−→
a→0

∂µf(x)∑
x∈Λ

a4f(x) −−→
a→0

∫
V={x : 0≤xµ≤L}

d4xf(x) N → +∞, L = Na �xé

Le choix de régularisation (équations (8)) a été fait de manière à ce que la limite du
continu de l'action sur réseau permette de retrouver l'action continue si les champs sont
assez réguliers. Nous aurions pu choisir un autre schéma de discrétisation comme par
exemple

∂µφ(x) −→
{
∇µφ(x) ≡ φ(x+aµ̂)−φ(x−aµ̂)

2a

µ̂ est le vecteur unité dans la direction µ

Les di�érents schémas de discrétisation doivent donner le même résultat dans la limite
du continu, mais il peut être avantageux de choisir un schéma plutôt qu'un autre pour
améliorer la convergence ou réduire les erreurs.

Le pas du réseau étant non nul, ceci conduit à l'apparition d'un cuto� dans l'espace
des impulsions. De plus, les impulsions sont discrètes avec un pas de 2π

L
dans chaque

direction et la transformée de Fourier du champ

φ̃(p) =
∑
x∈Λ

a4e−ip·xφ(x), où p · x =
∑
µ

pµxµ,

est périodique

φ̃(pµ +
2π

a
) = φ̃(pµ) ∀µ.

Ainsi nous pouvons restreindre les impulsions à la première zone de Brillouin

B =
{
p : −π

a
< pµ ≤

π

a

}
.

L'intégrale de chemin est maintenant bien dé�nie car elle se réduit à l'intégration par
rapport aux variables φ(x) pour x ∈ Λ :∫

[dφ]→
∫ ∏

x∈Λ

dφ(x).

Calculons le propagateur dans le cas d'une théorie avec un champ scalaire libre.
Ce calcul sera utile lorsque l'on verra le cas des fermions dans la partie 7. L'action de
Klein-Gordon de la théorie continue est, dans le cas euclidien :

1

2

∫
d4x((∂µφ(x))2 +m2φ(x)2).
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Une intégration par parties conduit à

1

2

∫
d4x(φ(x)(�+m2)φ(x)), où � = −

∑
µ

∂µ∂µ

car le terme de surface s'annule à cause des conditions aux limites périodiques. Ce qui
donne l'action sur réseau suivante :

S =
1

2

∑
x∈Λ

a4φ(x)(�+m2)φ(x) =
1

2

∑
x,y∈Λ

Sxyφ(x)φ(y)

où maintenant

�f(x) = − 1

a2

∑
µ

(f(x+ aµ̂)− 2f(x) + f(x− aµ̂))

et
Sxy = a4(�+m2)δx,y

est une matrice dont les indices sont les points du réseau. Le propagateur sur réseau est
l'inverse, au sens matriciel, de Sxy :∑

y∈Λ

SxyGyz = δx,z (9)

En substituant la transformée de Fourier

Gyz =
1

L4

∑
p∈B

eip·(y−z)G̃(p)

dans (9) on obtient :

1

L4

∑
p∈B

a4(m2 +�)eip·(x−z)G̃(p) = δx,z

1

L4

∑
p∈B

a4(m2 + a−2
∑
µ

(−eiapµ + 2− e−iapµ))eip·(x−z)G̃(p) = δx,z

1

L4

∑
p∈B

a4(m2 + a−2
∑
µ

(2− 2 cos(apµ)))G̃(p)eip·(x−z) =
1

L4

∑
p∈B

a4eip·(x−z)

De la dernière équation on déduit que

G̃(p) =
1

m2 + a−2
∑

µ(2− 2 cos(apµ))

Dans la limite du continu (a −→ 0) on obtient

G̃(p) =
1

m2 + p2
+O(a2)

C'est l'expression familière du propagateur des règles de Feynman dans un espace Eu-
clidien.
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Rappelons que l'action pour les champs de jauge de QCD en espace Euclidien s'écrit

SYM =
1

4

∫
d4xF a

µνF
µν
a

Comme on l'a souligné dans l'introduction, les champs sont introduits pour permettre
à la théorie de respecter l'invariance de jauge locale. C'est cette contrainte qui induit
les interactions gluon-gluon et quark-gluon. Il est donc primordial que la discrétisation
respecte exactement cette symétrie.

3 Formulation de Wilson

Dans la théorie continue la variable qui décrit les champs de jauge est le potentiel
vecteur Aµ qui se transforme comme

Aµ(x)→ G(x)(Aµ(x)− ig∂)G(x)−1

lors d'une transformation de jauge dé�nie par la matrice G(x) ∈ SU(3). L'idée de Wilson
est de remplacer la variable Aµ par la variable de lien

U(x, x+ aµ̂) = P exp(ig

∫ x+aµ̂

x

Aµ(x)dxµ)

où P est le produit ordonné le long du lien x→ x+ aµ̂. On utilisera parfois la notation

Uµ(x) ≡ U(x, x+ aµ̂)

Elle se transforme comme

U(x, x+ aµ̂)→ G(x)U(x, x+ aµ̂)G(x+ aµ̂)−1

Il est facile de construire des objets invariants de jauge avec les variables de liens. Par
exemple si l'on considère un chemin fermé comme sur la �gure 6 et le produit matriciel
appelé plaquette :

U(x, µ, ν) = U(x, x+ aν̂)U(x+ aν̂, x+ aν̂ + aµ̂)U(x+ aν̂ + aµ̂, x+ aµ̂)U(x+ aµ̂, x)

on voit facilement que

U(x, µ, ν)→ G(x)U(x, µ, ν)G(x)−1

Donc TrU(x, µ, ν) est invariant de jauge. Il en est de même pour la quantité

ψ̄(x)U(x, x+ aν̂)ψ(x+ aν̂)

où ψ est le champ de quark. Ceci nous conduit à dé�nir la dérivée covariante sur réseau
vers l'avant

∇µψ(x) =
1

a

[
U−1(x, µ)ψ(x+ aµ̂)− ψ(x)

]
(10)

et vers l'arrière

∇∗µψ(x) = −1

a

[
U(x− aµ̂, µ)ψ(x− aµ̂)− ψ(x)

]
(11)
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La combinaison
↔
∇µ=

∇µ +∇∗µ
2

tend vers la dérivée covariante continue Dµ lorsque a tend vers zéro, tout en préservant
la nature anti-hermitienne de l'opérateur de Dirac.

Si on choisit ψ̄γ·
↔
∇ ψ comme terme cinétique discrétisé, il sera invariant de jauge

quelque soit a. On verra dans le prochain chapitre comment cette discrétisation des
fermions dite naïve doit être modi�ée pour éviter le fameux problème des doubleurs.

x x+ aµ̂

x+ aν̂

Fig. 6 � Une plaquette dans les directions µ, ν.

On peut utiliser la plaquette dé�nie ci-dessus pour construire une action discrétisée
invariante de jauge. En e�et par un développement limité on véri�e facilement que
l'action proposée pour les gluons par Wilson [131]

Sg =
∑

plaquettes

β

[
1− 1

3
Re TrU(x, µ, ν)

]

tend vers l'action continue SYM si on identi�e β = 6/g2.

Dans ce formalisme, la valeur moyenne dans le vide d'un opérateur O dans la théorie
quantique est donné par

〈O〉 =
1

Z

∫
[dU ]Oe−SW , [dU ] =

∏
liens b

dU(b)

avec

Z =

∫
[dU ]e−SW

La mesure d'intégration [dU ] du groupe SU(N) qui est compact, est connue sous le
nom de mesure invariante du groupe ou mesure de Haar. Aucune �xation de jauge n'est
nécessaire si on calcule des quantités invariantes de jauge car le volume du groupe qui
est �ni est compensé par celui qui apparaît dans la constante Z. Les objets invariants de
jauge sont de deux types : des champs de quarks reliés par un produit de liens, ou bien
des traces de boucles fermées. Par contre pour le calcul de quantités non invariantes
de jauge comme le propagateur du quark, il faut �xer la jauge comme en théorie des
perturbations.
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Fig. 7 � Rectangle.
Fig. 8 � Parallélogramme. Fig. 9 � Chaise.

4 Actions améliorées

Il existe d'autres possibilités pour dé�nir une action pour les gluons dont la limite
quand a tend vers zéro redonne l'action de Yang-Mills. L'action de Wilson est la plus
simple, mais on peut ajouter des traces de boucles fermées plus grandes que la plaquette,
a�n de diminuer les e�ets de discrétisation. Lors du développement limité de l'action de
Wilson les premiers termes après le terme dominant sont d'ordre O(a6). La forme des
boucles que l'on peut ajouter pour annuler ces termes d'ordre O(a6) sont montrées sur
les �gures en traits pleins 7, 8 et 9 où les traits en pointillés sont là pour guider l'oeil.

L'action améliorée dite tree-level de Symanzik [129] consiste à compenser les termes
d'ordre a6 dans une combinaison linéaire de la plaquette, notée U1×1

x,µ,ν , et du rectangle,
noté U1×2

x,µ,ν . Elle s'écrit :

Sg =
β

3

∑
x

(
5

3

4∑
µ,ν=1
1≤µ<ν

[
1− Re TrU1×1

x,µ,ν

]
− 1

12

4∑
µ,ν=1
µ 6=ν

[
1− Re TrU1×2

x,µ,ν

])

Une autre approche fondée le groupe de renormalisation a été utilisée en 1983 par
Iwasaki [74] pour proposer une action qui inclut aussi une contribution des rectangles.
L'idée est d'utiliser des transformations de blocage pour, en suivant le �ot du groupe de
renormalisation, se rapprocher de la trajectoire renormalisée. Après une transformation
de blocage l'action proposée par Iwasaki est

Sg =
β

3

∑
x

(
3.648

4∑
µ,ν=1
1≤µ<ν

[
1− Re TrU1×1

x,µ,ν

]
−0.331

4∑
µ,ν=1
µ6=ν

[
1− Re TrU1×2

x,µ,ν

])

La formule générale qui paramétrise les actions de jauge utilisées par la collaboration
ETM est

Sg =
β

3

∑
x

(
c0

4∑
µ,ν=1
1≤µ<ν

[
1− Re TrU1×1

x,µ,ν

]
+c1

4∑
µ,ν=1
µ 6=ν

[
1− Re TrU1×2

x,µ,ν

])
(12)

avec la normalisation c0 = 1 − 8c1. Pour c1 = 0 on retrouve l'action de Wilson, pour
c1 = −1/12 on obtient l'action améliorée tree-level Symanzik et pour c1 = −0.331 on a
l'action de Iwasaki. Les simulations avec deux saveurs de quarks dégénérés Nf = 2 ont
utilisé l'action tree-level Symanzik, celles où les quarks s et c ont été ajoutésNf = 2+1+1
utilisent l'action d'Iwasaki.
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5 La limite continue

Dans cette section nous nous limitons au cas de la théorie pure jauge sur réseau qui
est plus simple car nous n'avons pas besoin de renormaliser la masse des quarks. Un
traitement de la théorie complète avec quarks n'est pas fondamentalement di�érent et
peut être trouvé dans [96].

Le contact avec l'expérience se fait dans la limite du continu c'est-à-dire lorsque la
maille tend vers zéro. En pratique lors d'une simulation de QCD sur réseau on calcule
des quantités comme les masses des particules en unités réseaux pour di�érentes valeurs
de la constante de couplage g. Comme la constante de couplage et le pas du réseau sont
implicitement reliés cela signi�e que nous mesurons aussi les quantités pour di�érentes
valeurs de a. Ensuite l'on fait une extrapolation pour a tendant vers 0.

Pour faire cette extrapolation nous devons savoir comment g varie en fonction de
a. Les équations du groupe de renormalisation permettent de connaître la dépendance
entre g et a. L'équation qui donne l'évolution de g est

−a∂g
∂a

= β(g) = −β0g
3 − β1g

5 + . . . (13)

où β0 = 11
3

N
16π2 et β1 = 34

3
( N

16π2 )2. Ces deux coe�cients peuvent être calculés en théorie
continue des perturbations car ils sont universels, c'est-à-dire invariants de jauge et
indépendants du schéma de régularisation, ce qui est expliqué dans la référence [96]. Le
calcul de β0 peut être trouvé dans [45] et pour β1 dans [78]. Le signe moins devant le
coe�cient de g3 est très important car il indique que la théorie est asymptotiquement
libre.

La solution de l'équation (13) est

a = exp(−
∫ g dg′

β(g′)
)

= Λ−1
L exp(− 1

2β0g2
)(β0g

2)
− β1

2β2
0 (1 +O(g2))

Dans la dernière équation ΛL appelé Λ-paramètre du réseau est une constante d'inté-
gration avec la dimension d'une masse et est dé�nie par

ΛL = lim
g→0

1

a
exp(− 1

2β0g2
)(β0g

2)
− β1

2β2
0

En résolvant (13) avec comme inconnue g nous obtenons

g2 = − 1

β0 log(a2Λ2
L)

+ . . .

ce qui prouve que, dans la limite du continu,

a −→ 0 quand g −→ 0.

L'apparition d'une échelle de masse dans la théorie quantique alors que la théorie clas-
sique n'a pas d'échelle de masse est connue sous le nom de transmutation dimensionnelle.
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Ainsi une observable qui a la dimension d'une masse à la puissance d est proportionnelle
à Λd

L à la limite du continu. Par exemple pour une masse nous avons m = CmΛL où Cm
est un coe�cient sans dimension, ce qui conduit à

am ∼ Cm exp(− 1

2β0g2
)(β0g

2)
− β1

2β2
0 quand g −→ 0

Ceci montre l'origine non perturbative de la masse et ce comportement est appelé asymp-
totic scaling. Les rapports de masse se comportent comme

m1

m2

=
Cm1

Cm2

(1 +O(a2m2))

ce que l'on appelle scaling ou loi d'échelle.

6 Fixation de l'échelle

La limite continue d'un calcul sur réseau se fait en prenant la limite a → 0 en
imposant la valeur d'une observable physique. Les résultats doivent être indépendants
du choix de l'observable de référence, ce qui laisse un certain arbitraire. Cependant
toutes les observables ne sont pas équivalentes en raison de la di�culté pratique de leur
évaluation. Par exemple si on choisit la masse du nucléon comme référence il est néces-
saire d'extrapoler le résultat du calcul à la masse physique des quarks qui correspond à
mπ ' 139 MeV. Comme les calculs actuels sont faits pour des valeurs de mπ & 300 MeV
cette extrapolation peut introduire une erreur systématique. On peut donc avoir intérêt
à choisir une observable très facile à calculer. C'est le cas du paramètre r0 dit échelle de
Sommer [118] qui est dé�ni par la solution de l'équation

r2
0

∂V (r)

∂r
|r0 = 1.65

où V (r) est le potentiel entre un quark et un antiquark statiques. Ce potentiel est
assez bien connu phénoménologiquement, ce qui permet d'établir l'échelle d'énergie
r0 ' 0.5 fm.

Le potentiel se calcule à partir de la boucle de Wilson W(r, T ), c'est-à-dire la trace
du produit ordonné des variables de liens le long d'un rectangle de côtés r,T . La valeur
moyenne dans le vide est reliée au potentiel par

V (r) = − lim
T→∞

1

T
log〈W(r, T )〉

T

r

Fig. 10 � Exemple d'une boucle de Wilson W(r, T ) (r,T en unités réseau).



31

D'autres quantités physiques peuvent servir à �xer l'échelle comme la constante de
désintégration du pion fπ ou le spectre de certains mésons lourds. Un exemple concret
est donné dans [35] et [36] par le spectre du Υ = bb̄.
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7 Fermions sur le réseau

Dans ce chapitre nous détaillons le traitement des fermions sur réseau. Dans la
première section nous utilisons un exemple pour introduire les notions de propagateur
et de déterminant fermionique, qui seront utilisées très souvent par la suite. Cette partie
est indépendante de la discrétisation choisie pour les fermions. Pour �xer les idées nous
utilisons la discrétisation naïve qui consiste à remplacer les dérivées par des di�érences
�nies comme dans les équations (10) et (11).

Cette discrétisation naïve n'est pas utilisable en pratique comme expliqué dans la
section 7.2 en raison du problème des doubleurs et nous présentons la solution proposée
par Wilson [130]. La section suivante explique le con�it entre les fermions de Wilson
et la symétrie chirale de QCD qui est une symétrie approchée mais fondamentale de
QCD. La restauration de la symétrie implique l'ajustement de la masse nue des quarks
à une valeur critique ce qui, d'une part augmente sévèrement la quantité de calcul et,
d'autre part peut être délicat à réaliser en raison des modes nuls de l'équation de Dirac
discrétisée.

Une solution attrayante présentée dans la section 7.4 est fournie par les fermions de
type Ginsparg-Wilson pour lesquels il existe une symétrie chirale à chaque valeur de
la maille du réseau. Ce type de fermions est très coûteux à simuler ce qui limite pour
l'instant leur utilisation. Par contre, l'existence de la discrétisation de Ginsparg-Wilson
est importante car elle est utilisée comme un intermédiaire [52] pour montrer que la
limite continue des fermions de Wilson avec masse twistée est bien QCD.

Finalement dans la section 8 nous présentons la discrétisation que nous utilisons
dans ce travail c'est-à-dire les fermions de Wilson avec masse twistée. Comme son nom
l'indique cette discrétisation est basée sur celle de Wilson. En particulier elle brise
explicitement la symétrie chirale mais la renormalisation nécessaire pour restaurer la
symétrie est di�érente. Dans la formulation de Wilson c'est la di�érence entre la masse
nue et la masse critique qui �xe la masse renormalisée des quarks (et donc la masse du
pion). Dans la formulation twistée à twist maximum, c'est la masse nue non twistée qui
est ajustée à la valeur critique et c'est la masse twistée qui �xe la masse renormalisée
des quarks. Tant que celle-ci n'est pas nulle les modes nuls de l'équation de Dirac ne
peuvent pas apparaître. L'avantage décisif de cette approche est que l'ajustement d'un
seul paramètre (la masse critique) produit une amélioration automatique des erreurs de
discrétisation qui se trouvent rejettées à l'ordre a2.

7.1 Généralités

Pour introduire les fermions dont les champs anticommutent, étudions le cas du calcul
de la masse d'un méson comme le π+. L'expression complète de l'action euclidienne est

S[ψ,U ] = Sg +
∑
x,y

∑
f

ψ̄f (y)(iγµ
↔
∇µ +mf )(x, y)ψf (x)

où f note la saveur. Le noyau iγµ
↔
∇µ +mf est une matrice dans l'espace de Dirac, de

couleur et de position en raison de la discrétisation. On suppose ici le réseau in�ni pour
simpli�er la discussion.
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On sait (voir section 1 équation (7)) que la masse peut être extraite du corrélateur
C(t) :

C(t) = 〈T Π†(t)Π(0)〉
où le champ interpolant Π(t) est dé�ni par

Π(t) =
∑
~x

ψ̄u(t, ~x)γ5ψd(t, ~x)

où ψu et ψd sont les champs des quarks u et d dé�nis sur les sites du réseau hypercubique.
Il crée une particule d'impulsion nulle avec les nombres quantiques du pion. Quand t
devient grand C(t) ∼ exp(−mπt). L'intégrale de chemin pour ce corrélateur est :

C(t) =
1

Z

∫ ∏
f

[dψ̄f ][dψf ][dU ] Π†(t)Π(0)e−S[ψ,U ]

La justi�cation de cette expression et les règles d'intégration sur les champs fermion-
iques peuvent être trouvées dans [128]. L'appendice 28 rassemble les résultats utiles.
Les variables d'intégration fermioniques sont des variables de Grassman qui anticom-
mutent et aucune tentative d'intégration sur ordinateur n'a donné de résultats concrets.
Heureusement la nature bilinéaire du lagrangien autorise l'intégration analytique sur les
variables fermioniques. Les règles d'intégration donnée dans l'appendice 28 permettent
d'écrire :

C(t) =
1

Z

∑
~x,~y

∫
[dU ] det(γ·

↔
∇ +M) Tr[γ5Su((t, ~x), (0, ~y))γ5Sd((0, ~y), (t, ~x))]e−S[ψ,U ]

où Sq (q=u,d) est le propagateur du quark dans le champ de jauge U . Il est solution de
l'équation :

(γ·
↔
∇ +M)(x, y)S(y, z) = δ4(x, z) (14)

L'évaluation du déterminant étant coûteuse on utilise parfois l'approximation

quenched, c'est-à-dire det(γ·
↔
∇ +M) = 1 au moins pour certaines saveurs. Si on utilise

cette approximation pour toutes les saveurs on parle de simulation quenched ou Nf = 0.
Ceci revient à négliger la contribution des paires de quark-antiquark. Les con�gurations
de la collaboration ETM sur lesquelles nous avons travaillé au début comprenaient 2
saveurs de quarks dégénérés dans le déterminant c'est-à-dire Nf = 2. Puis nous avons
participé à la production de con�gurations avec 4 saveurs (u et d dégénérés, s et c non
dégénérés) c'est-à-dire Nf = 2 + 1 + 1.

La taille de la matrice qui est de 12N×12N où N est le nombre de points du réseau,
typiquement de l'ordre de 106, rend l'évaluation directe du déterminant impossible.
Pour le calculer, on le réexprime en utilisant une intégrale de chemin sur des champs
bosoniques φ dits pseudofermions, comme expliqué dans la section 9. En pratique en
plus des variables de liens U , la simulation comportera donc de nouveaux champs φ.

Lors du calcul des propagateurs, il est possible de faire une approximation dite
partially quenched. Cela consiste à utiliser une masse di�érente dans l'opérateur de
Dirac pour le calcul des propagateurs et dans l'opérateur de Dirac qui entre dans le
déterminant. Ainsi sur les con�gurationsNf = 2, il est possible de calculer le propagateur
d'un quark s en inversant l'opérateur de Dirac qui contient la masse nue du quark s.
On peut alors construire des champs interpolants pour étudier les baryons étranges où
le quark s apparaît uniquement comme quark de valence.
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(A) Quenched QCD: quark loops neglected

(B) Full QCD

Fig. 11 � Illustration des di�érences entre quenched et full QCD.

7.2 Problème des doubleurs et terme de Wilson

Pour expliquer le problème on peut négliger l'interaction entre les quarks et les
gluons ce qui revient à mettre toutes les variables de liens à l'identité. Si on calcule le
propagateur dé�ni par l'équation (14) dans l'espace des impulsions de façon analogue
au cas scalaire on trouve pour chaque saveur, m étant une masse générique :

S̃(p) =
m− i

a

∑
µ γµ sin(apµ)

m2 + 1
a2

∑
µ sin2(apµ)

Tout semble correct car dans la limite du continu (a −→ 0)

S̃(p) ∼
m− i

∑
µ γµpµ

m2 + p2

et nous avons un pôle pour p2 = −m2 décrivant une particule de Dirac. Le développe-
ment ci-dessus a été fait pour apµ −→ 0, mais nous pouvons aussi développer le sinus
au voisinage des bords de la zone de Brillouin. Pour cela, introduisons quinze vecteurs

Vi ∈ {(0, 0, 0, π), (0, 0, π, 0), (0, 0, π, π) . . . (π, π, π, π)}

et écrivons apµ = Vi µ+akµ. Maintenant akµ −→ 0 et nous trouvons que le dénominateur
s'écrit m2 + k2 + O(a2) ce qui donne un pôle pour chaque Vi. Le propagateur ne décrit
donc pas une mais 24 = 16 particules. Ce phénomène appelé fermion doubling serait
ino�ensif dans le cas libre. Par contre en présence d'interactions les doubleurs vont se
mélanger et la théorie ainsi simulée n'est pas QCD.

Une autre façon de voir ce phénomène est de tracer la relation énergie-impulsion
comme montré sur la �gure 12 dans le cas d'une masse nulle. On voit que le doubleur,
d'impulsion π/a, est dégénéré avec celui d'impulsion nulle, alors que dans le cas continu,
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il aurait une énergie beaucoup plus grande. Ce problème, typique des particules de spin
demi-entier, est lié au fait que l'équation de Dirac est du premier ordre dans les dérivées.
Le problème n'apparaît pas pour les particules de spin entier car l'équation est du second
ordre et le doubleur est en dehors de la première zone de Brillouin.

E(p)

pπ/a

−π/a

Fig. 12 � Relation énergie-impulsion dans le cas continu (ligne droite) et le cas discret
(sinus). Le point −π/a ne fait pas parti de la zone de Brillouin.

La proposition de Wilson [130] pour se débarrasser des doubleurs et d'ajouter à
l'action naïve un terme qui ne contribue pas à la limite du continu et qui rend les
doubleurs in�niment massifs. Ce terme est

−a
5

2
ψ̄(x)

∑
µ

∇∗µ∇µψ(x) (15)

Nous obtenons ainsi un nouveau terme dans le propagateur

S̃(p) =
E(p)− i

a

∑
µ γµ sin(apµ)

E(p)2 + 1
a2

∑
µ sin2(apµ)

où E(p) = m+ 1
a

∑
µ(1− cos(apµ))

Le développement avec apµ −→ 0 donne le même résultat que précédemment. Mais
la situation est complètement di�érente sur les bords de la zone de Brillouin. En écrivant
de nouveau apµ = Vi µ + akµ le dénominateur se comporte comme

(m+ 2
nπ
a

)2 + k2 +O(a)

où nπ est le nombre de π dans Vi. Il en résulte que les quinze fermions non désirés
acquièrent une masse proportionnelle à l'inverse du pas du réseau a et deviennent in�n-
iment massifs à la limite du continu se découplant ainsi du reste.
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En résumé la partie fermionique de l'action de Wilson est

SF,W = a4
∑
x

ψ̄(x)
[
γµ
↔
∇µ +m− a

2

∑
µ

∇∗µ∇µ

]
ψ(x)

ce qui peut se réécrire sous la forme traditionnelle∑
x

{
ψ̄(x)ψ(x)−κ

∑
µ

ψ̄(x)
[
U(x;µ)(1− γµ)ψ(x+ µ̂) +U(x− µ̂;µ)−1(1 + γµ)ψ(x− µ̂)

]}
avec

κ =
1

8 + 2am

appelé hopping parameter et les changements d'échelle

ψ →
√

2κ

a3/2
ψ, x→ ax.

7.3 Symétrie chirale

La chromodynamique quantique possède une symétrie globale approchée due au fait
que les masses des quarks u et d sont petites par rapport à une masse hadronique
typique. Dé�nissons les spineurs droits et gauches :

ψR =
1 + γ5

2
ψ, ψL =

1− γ5

2
ψ

et les transformations :(
ψu
ψd

)
R

→ ei~ωR·~τ
(
ψu
ψd

)
R

(
ψu
ψd

)
L

→ ei~ωL·~τ
(
ψu
ψd

)
L

où les matrices ~τ sont les matrices de Pauli agissant dans l'espace de saveur des quarks
u, d et ~ωR,L sont des paramètres réels. L'ensemble de ces transformations forment un
groupe SU(2)R×SU(2)L dit groupe chiral et on véri�e facilement que l'action continue
de QCD est invariante sous ce groupe lorsque l'on néglige les masses mu et md. Cette
symétrie est réalisée par la nature dans le mode de Goldstone, c'est-à-dire que le vide
n'est pas invariant sous toutes les transformations du groupe. Seules les transformations
correspondant à ωR = ωL, qui forment un sous-groupe SU(2)V , ou groupe d'isospin
laissent le vide invariant. Par contre sous les transformations {Qa

A, a = 1, 3} du sous-
groupe SU(2)A correspondant à ωR = −ωL on a

Qa
A|0〉 6= |0〉.

Par le théorème de Goldstone il existe trois modes de masse nulle qu'on identi�e aux
trois pions π+, π0, π−. La validité de l'approximation est quanti�ée par la comparaison
de la masse des pions ∼ 140 MeV à celle d'un hadron typique ∼ 1 GeV. Les conséquences
de cette symétrie sont les théorèmes de pion mou, c'est-à-dire un pion d'impulsion et de
masse nulle, qui relient les amplitudes avec un pion mou à l'amplitude élastique

〈f, π(mou)|T |i〉 → 〈f |T |i〉
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La véri�cation de ces théorèmes de pions mous à été l'objet d'une intense activité
phénoménologique avant même la découverte de QCD [106]. Il en ressort que globale-
ment le désaccord avec les prédictions est compatible avec la brisure attendue de l'ordre
de 140

1000
= 14 %. Pour que les calculs sur réseau correspondent à la réalité il faut qu'ils

respectent cette symétrie aux termes de masse près. Le problème du terme de Wilson
est qu'il brise explicitement la symétrie chirale pour a 6= 0. Pour compenser cet artefact
il est nécessaire d'ajuster la masse nue des quarks u,d pour que la divergence du courant
axial s'annule au sens d'un élément de matrice. En pratique, il su�t de le faire pour un
élément de matrice entre le pion et le vide. Ceci revient à une renormalisation additive
de la masse des quarks qui doit être faite pour chaque changement des paramètres de
simulation. On reviendra plus en détail sur ce problème dans la section 8 sur les masses
twistées.

Si l'on pouvait négliger la masse du quark s, alors QCD posséderait une symétrie
chirale SU(3)R×SU(3)L avec huit bosons de Goldstone {π+, π0, π−, K0, K̄0, K+, K−, η}.
Expérimentalement cette symétrie est une approximation grossière comme en témoigne
la grande masse des K et du η.

Si les quarks u et d étaient sans masse le lagrangien serait aussi invariant sous les
transformations axiales UA(1) (

ψu
ψd

)
→ e−iθγ5

(
ψu
ψd

)
Cette symétrie approchée au niveau classique est brisée au niveau quantique, c'est ce
qui explique pourquoi il n'y a pas un quatrième boson de Goldstone comme on pourrait
s'y attendre a priori. Ce phénomène appelé anomalie du courant axial est due à la
non invariance de la mesure fermionique dans l'intégrale de chemin [55]. Historiquement
cette anomalie a été découverte dans le contexte perturbatif par Adler-Bell-Jackiw [1]. Le
diagramme ci-dessous appartient à une classe de diagrammes qui contribue à l'anomalie.
Le calcul détaillé sur des diagrammes similaires est fait dans la référence [9]. L'anomalie

�
γλγ5

γµ

γν

Fig. 13 � Diagramme de Feynman en triangle.

est essentielle pour interpréter le taux de désintégration de π0 en γγ.

L'importance de la symétrie chirale non seulement pour QCD, mais surtout pour
les théories de jauge chirales a suscité un grand nombre de tentatives pour trouver une
discrétisation sans doubleurs qui respecte cette symétrie. Une étape importante a été la
démonstration du théorème No-Go de Nielsen-Ninomiya [100, 102, 101] qui est résumé
ci-dessous

Soit l'action libre pour des fermions sur réseau suivante (D est bilinéaire et hermi-
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tien)

S = a4
∑
x∈Λ

ψ(x)D(x, y)ψ(x)

et les conditions

1. D(x,y) est local
2. Pour pµ � π

a
D(p) = iγµpµ +O(ap2)

3. D(p) est inversible pour toutes les impulsions non nulles (pas de doubleurs sans
masse)

4. D anticommute avec γ5 (origine de la symétrie chirale)

Le théorème a�rme que les conditions 1, 2, 3, 4 ne peuvent être satisfaites simultané-
ment.

Comme on refuse d'abandonner les conditions 1, 2, 3, il faut abandonner la quatrième
condition.

7.4 Fermions de Ginsparg-Wilson

La seule façon de contourner le théorème no-go est donc de ne pas satisfaire la
condition 4. En 1982, Ginsparg et Wilson ont trouvé, dans un autre contexte [62], une
condition su�sante pour avoir une symétrie chirale :

{γ5,D} = γ5D +Dγ5 = aDγ5D.

Cette relation dite de Ginsparg-Wilson est moins contraignante que la relation nécessaire
pour avoir la symétrie chirale dans le continu

{γ5,D} = 0.

La relation de Ginsparg-Wilson garantit une symétrie chirale exacte sur le réseau même
à maille non nulle. Elle correspond aux transformations axiales in�nitésimales

δψ(x) = ωγ5(1− 1
2
aD)ψ(x), δψ(x) = ωψ(x)(1− 1

2
aD)γ5 ω � 1.

Cette relation a été oubliée pendant près de quinze ans, jusqu'à ce que l'on trouve
explicitement des opérateurs de Dirac satisfaisant cette identité. Une des solutions a
été trouvée par Neuberger et Narayanan [98, 99] et donne naissance aux fermions de
Neuberger aussi appelés overlap. La solution pour D est

D =
1

a

[
1− A√

A†A

]
avec A = 1− aDW et DW = γµ

↔
∇µ +m− a

2

∑
µ∇∗µ∇µ.

Un autre solution, appelée domain wall, a été proposé par Kaplan [80] et nécessite
l'introduction d'une cinquième dimension. Quand celle-ci tend vers l'in�ni on retrouve
la formulation overlap.

Le principal désavantage des fermions de type Ginsparg-Wilson est qu'ils sont très
coûteux à simuler, environ 100 fois plus coûteux que les fermions de Wilson par exemple.
Cependant ce domaine est actuellement un champ de recherche actif et des progrès
peuvent être attendus.
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8 Twisted mass QCD

8.1 Le cas de deux saveurs légères dégénérées

Nous allons dans cette sous-section nous limiter au cas de deux saveurs légères
dégénérées u et d. L'essentiel des résultats présentés dans cette thèse correspond à
cette approximation. Pour introduire les fermions twistés nous considérons d'abord la
théorie dans la limite du continu. Nous notons χ les champs de fermions dits dans la
base twistée en terme desquels l'action fermionique euclidienne dite tmQCD s'écrit

SF,TM [χ, U ] =

∫
d4xχ̄(γµDµ +m+ iµγ5τ

3)χ

où µ est appelé masse twistée et τ 3 est la matrice de Pauli qui agit dans l'espace des
saveurs u,d. Notons que m et µ sont des paramètres nus. On a

m+ iµγ5τ
3 = m̄eiωγ5τ

3

avec m̄ =
√
m2 + µ2 et tan(ω) = µ

m
. Si l'on e�ectue le changement de variables

ψ = exp(iγ5
ω

2
τ 3)χ, ψ̄ = χ̄ exp(iγ5

ω

2
τ 3) (16)

on obtient

SF,TM [χ, U ] = SF [ψ,U ] =

∫
d4xψ̄(γµDµ + m̄)ψ

Comme la mesure d'intégration fermionique est invariante sous les transformations (16),
on peut conclure que formellement les prédictions de tmQCD sont équivalentes à celles
de QCD. Notons que cette équivalence utilise le fait que l'opérateur γ · D commute
avec γ5. Le terme de Wilson (15), nécessaire pour éliminer les doubleurs, n'a pas cette
propriété sauf dans la limite a = 0. On peut donc s'attendre à ce que la théorie discrétisée
avec masse twistée ait une approche de la limite continue di�érente de celle avec masse
non twistée.

On appelle base physique [ψ, ψ̄] la base dans laquelle la théorie continue QCD prend
sa forme standard. Dans la suite nous utiliserons principalement la base twistée car
c'est elle qui est employée dans les simulations numériques. Nous utiliserons des lettres
calligraphiées pour désigner les opérateurs dans la base physique et normales pour la
base twistée. Dans la base twistée les courants axial et vectoriel sont

Aaµ = χ̄γµγ5
τa

2
χ, V a

µ = χ̄γµ
τa

2
χ,

et les densités pseudoscalaire et scalaire

P a = χ̄γ5
τa

2
χ, S0 = χ̄χ.

Avec les transformations (16) on obtient pour les courants dans la base physique

Aaµ ≡ ψ̄γµγ5
τa

2
ψ=

{
cos(ω)Aaµ + ε3ab sin(ω)V b

µ (a = 1, 2),

A3
µ (a = 3),

(17)

Vaµ ≡ ψ̄γµ
τa

2
ψ =

{
cos(ω)V a

µ + ε3ab sin(ω)Abµ (a = 1, 2),

V 3
µ (a = 3),



8.1 - Le cas de deux saveurs légères dégénérées 41

et pour les densités

Pa ≡ ψ̄γ5
τa

2
ψ=

{
P a (a = 1, 2),

cos(ω)P 3 + i sin(ω)1
2
S0 (a = 3),

(18)

S0 ≡ ψ̄ψ = cos(ω)S0 + 2i sin(ω)P 3.

Pour des opérateurs plus compliqués comme les champs interpolants des baryons (sec-
tion 15) on peut dériver des relations similaires. La forme des identités de Ward pour les
courants dans la base twistée est aussi modi�ée. Les relations de conservation partielle
du courant axial (PCAC) et du courant vectoriel (PCVC) deviennent

∂µA
a
µ = 2mP a + iµδ3aS0, (19)

∂µV
a
µ = −2µ ε3abP b.

Il est facile de véri�er que dans la base physique on retrouve la forme standard [18]

∂µAaµ = 2m̄Pa, ∂µVaµ = 0.

Comme nous l'avons remarqué plus haut il y a une équivalence formelle entre tmQCD
et QCD. De façon plus précise les fonctions de corrélation dans la base physique

〈O[ψ]〉 = Z−1

∫
[dU ][dψdψ̄]O[ψ]e−SQCD

et celles dans la base twistée

〈O[χ]〉 = Z−1

∫
[dU ][dχdχ̄]O[χ]e−StmQCD

sont reliées par
〈O[ψ]〉QCD = 〈O[χ]〉tmQCD (20)

si
O[χ] = O[ψ = exp(iµγ5

ω

2
τ 3)χ]

Par exemple en se servant de (17) et (18)

〈A1
µ(x)P1(y)〉QCD = cosω〈A1

µ(x)P 1(y)〉tmQCD + sinω〈V 2
µ (x)P 1(y)〉tmQCD

c'est-à-dire que les fonctions de corrélation de QCD peuvent s'écrire comme des combi-
naisons linéaires de fonctions de corrélation de tmQCD.

Cette équivalence reste valable pour la théorie discrétisée aux erreurs de discrétisation
près, si elle est renormalisée dans un schéma indépendant de la masse des quarks. Dans
le contexte non-perturbatif qui est le notre cela est réalisé en pratique en ajustant la
masse nue m à la valeur critique mcr pour que la masse PCAC dé�nie par

mPCAC =
〈∂0A

a
0(x)P a(0)〉

2〈P a(x)P a(0)〉
a=1,2

soit égale à zéro. En pratique, c'est κ = 1/(8 + 2am) que l'on ajuste sa valeur critique.
Comme a=1,2 on voit sur l'équation (19) que c'est la masse non twistée qui est ajustée.
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Cette renormalisation additive de la masse est analogue au cas des fermions de Wilson.
La démonstration formelle [52] de l'équivalence (20) exploite l'existence d'une discréti-
sation de Ginsparg-Wilson (section 7.4) qui préserve la symétrie chirale pour a �ni. La
forme fonctionnelle des relations entre fonctions de corrélation QCD et tmQCD après
l'ajustement de la masse nue m reste la même que dans le cas classique et correspond à
un angle ω = π

2
. Cette valeur a le nom d'angle de twist maximum. De façon plus générale

l'angle de twist renormalisé s'écrirait

tan(ω) =
Zµ
Zm

µ

m−mcr

où Zµ et Zm sont les constantes de renormalisation des masses, c'est-à-dire

mR = Zm(m−mcr), µR = Zµµ

A twist maximum (mR = 0) la masse renormalisée m̄R =
√
m2
R + µ2

R ne dépend donc
que de la masse twistée µR. L'avantage de se mettre à twist maximum est qu'on n'a pas
besoin de calculer les constantes de renormalisation Zµ et Zm.

Le grand avantage des quarks twistés à twist maximum est que les erreurs de discréti-
sation de la plupart des observables sont d'ordre O(a2). c'est-à-dire que par l'ajustement
d'un seul paramètre on réalise de façon non perturbative le programme d'amélioration
de Symanzik [119, 120]. De façon plus précise ce sont les corrélateurs pairs qui sont
automatiquement améliorés à l'ordre O(a2), ce qui est évidemment le cas pour les cor-
rélateurs servant à calculer les masses. Le prix à payer est la brisure explicite de la parité
et de la symétrie d'isospin, mais ces brisures sont d'ordre O(a2) [49] et disparaissent dans
la limite du continu.

En général l'e�et de cette brisure est faible pour les valeurs de a que nous utilisons
comme on peut le constater dans le chapitre VII. La seule exception concerne le pion
pour lequel m±π − m0

π contient une contribution d'ordre a2 qui est exceptionnellement
grande [51]. Notons que le corrélateur du pion neutre contient des diagrammes décon-
nectés, c'est-à-dire où certaines lignes de quarks ne sont connectées aux autres que par
les gluons, ce qui rend leur évaluation notoirement di�cile. C'est pourquoi on utilise les
pions chargés pour étudier la variation des observables en fonction de la masse du pion.

Le critère employé pour juger du réglage de κ à sa valeur critique est que la masse
PCAC ainsi que son erreur soient inférieures à un dixième de la valeur de la masse
twistée nue du secteur léger. Comme expliqué dans [20] on s'attend à ce que cette
condition conduise à un bon comportement des quantités physiques vis-à-vis des lois
d'échelle. Ce même article montre également que l'on peut se contenter de régler le κ à
sa valeur critique pour la valeur minimale de µ. En pratique les erreurs de discrétisation
O(a) que cette approximation entraîne sont tolérables étant donné le gain en temps
calcul.

8.2 Le cas non-dégénéré

On présente maintenant le cas non-dégénéré en vue de l'introduction des quarks s
et c. Un choix possible [108] est d'écrire l'action pour quatre saveurs de quarks sous la
forme

SF [χ, U ] =

∫
d4xχ̄(γµDµ + m + iµγ5)χ (21)
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où maintenant χ regroupe les quatre saveurs de quarks χT = (u, d, s, c) et les matrices
de masse ont la forme

m =


mu 0 0 0
0 md 0 0
0 0 ms 0
0 0 0 mc

 =


Mu cosωl 0 0 0

0 Md cosωl 0 0
0 0 Ms cosωh 0
0 0 0 Mc cosωh

 ,

µ =


µu 0 0 0
0 µd 0 0
0 0 µs 0
0 0 0 µc

 =


Mu sinωl 0 0 0

0 −Md sinωl 0 0
0 0 Ms sinωh 0
0 0 0 −Mc sinωh

 .

Néanmoins les algorithmes utilisés actuellement pour la réalisation des simulations
et qui sont détaillés dans le chapitre V utilisent le fait que le déterminant qui apparaît
lorsque l'on intègre sur les champs de fermions est réel et positif. Pour qu'une action
comme celle présentée ci-dessus satisfasse cette condition il faudrait que les quarks s et
c soient dégénérés, ce qui est une approximation trop lointaine de la réalité physique.

C'est donc un autre choix [50] qui a été adopté pour introduire un doublet non-
dégénéré noté χh de quarks lors des simulations Nf = 2 + 1 + 1. Il consiste en l'ajout,
pour le secteur lourd, d'un terme de masse de la forme

Sh[χ, U ] =

∫
d4xχ̄h(m+ iγ5τ

1µσ + τ 3µδ)χ
h (22)

Notons que la place de τ 3 a changé par rapport au cas dégénéré. La masse non-twistée
m (ou κ) est choisie égale à celle des quarks légers qui a été ajustée pour annuler la
masse PCAC. Les masses des quarks étrange et charme sont alors �xées en ajustant les
paramètres µσ et µδ sur les masses des mésons étranges et charmés [28, 11]. En choisissant
la même valeur de κ pour le secteur lourd s et c, on garantit aussi l'amélioration à l'ordre
O(a) dans ce secteur [50].

La positivité du déterminant n'est pas garantie pour n'importe quel choix de µσ et
µδ, mais en pratique les con�gurations de jauge pour lesquelles cela se produit ont un
poids négligeable [28]. A la di�érence du cas Nf = 2, l'ajustement du κ critique s'e�ectue
maintenant pour chaque valeur de µ car les moyens de calcul disponibles actuellement
le permettent. Des exemples concrets de choix de κ critique sur les divers ensembles
pour Nf = 2 + 1 + 1 seront montrés dans la partie VI consacrée à la production des
con�gurations de jauge.
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9 Résumé du problème

L'action fermionique pour les fermions twistés est

SF,TM =
∑
x

{
χ̄(x)

[
1 + 2iκaµγ5τ

3
]
χ(x) (23)

− κ
∑
µ

χ̄(x)
[
U(x;µ)(1− γµ)χ(x+ µ̂) + U(x− µ̂;µ)−1(1 + γµ)χ(x− µ̂)

]}
=

∑
x,y

χ̄(x)D(U)(x, y)χ(y)

et la partie gluonique sera notée Sg, l'action totale étant S = Sg + SF,TM .

Les observables à calculer en QCD sur réseau peuvent se mettre sous la forme
générique

〈O[U, χ, χ̄]〉 ≡ 〈O〉 =
1

Z

∫
[dU ][dχdχ̄]P (U)a,b,...,a′,b′...χaχb . . . χ̄a′χ̄b′ . . . e

−StmQCD

où P (U)a,b,...,a′,b′... est un coe�cient contenant la structure de l'opérateur. Les indices
a, b, . . . , a′, b′ . . . sont une notation compacte pour les indices de Dirac, de couleur, de
saveur et de position.

L'intégration sur les champs de fermions conduit à

〈O〉 =
1

Z

∫
[dU ]

[
(−1)εP (U)a,b,...,a′,b′...S(U)aa′S(U)bb′ . . .+ permutations

]
detD(U)e−Sg

(24)
où S est le propagateur dé�ni par l'équation

D(U)abS(U)bc = δac

et ε est la parité de la permutation des champs de fermions.

Si on se restreint au cas de deux saveurs de quarks dégénérées Nf = 2, le déterminant
peut se réexprimer à l'aide des pseudofermions φ suivant

detD(U) =

∫
[dφdφ̄]e−φ̄[Du(U)†Du(U)]−1φ (25)

où Du(U) est la restriction de D à une seule saveur. Le conditionnement de l'opérateur
D(U) dépend directement de la masse twistée µ qui apparaît dans l'équation (23).
Plus µ est faible plus il est di�cile de faire l'inversion pour calculer l'argument de
l'exponentielle. L'idée du préconditionnement de Hasenbusch [68] est d'écrire

detD(µ) = det[D(µ)D(µ1)] det[D−1(µ1)]

et d'ajuster µ1 pour optimiser le conditionnement de chaque facteur qui sera calculé avec
ses propres pseudofermions. La procédure peut se généraliser à plus de deux facteurs ce
qui multiplie le nombre de pseudofermions. Dans la pratique nous en utilisons deux ou
trois.
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Les pseudofermions φ sont des champs avec la même structure que les champs de
fermions, mais satisfaisant une statistique bosonique. Ce qui donne dans le cas d'un seul
pseudofermion pour simpli�er

〈O〉 =
1

Z

∫
[dU ][dφdφ̄]

[
. . .
]
U
e−Sg−φ̄[Du(U)†Du(U)]−1φ

L'évaluation de cette intégrale multidimensionnelle fait appel à des méthodes Monte
Carlo comme cela est développé un peu plus loin. On génère donc un échantillon
représentatif {U}, {φ} et {φ̄} avec la densité de probabilité

Π(U, φ, φ̄) =
1

Z
e−Sg−φ̄[Du(U)†Du(U)]−1φ (26)

Les observables ne dépendent que des variables de liens {U}, car :

〈O〉 =

∫
[dU ][dφdφ̄]

[
. . .
]
U

Π(U, φ, φ̄) ' 1

N

∑
{U}

[
. . .
]
U

avec N le nombre de con�gurations de jauge dans l'échantillon {U}. On n'a donc pas
besoin de stocker les champs de pseudofermions. L'échantillon représentatif est donc
constitué de l'ensemble des {U} dont chaque élément est appelé con�guration de jauge.

Si les deux saveurs ne sont pas dégénérées, ce qui sera le cas pour les quarks s et c,
alors la formule (25) pour le déterminant n'est pas utilisable. On doit donc calculer le
déterminant pour chaque saveur f suivant

detDf (U) = det
√
D†f (U)Df (U) =

∫
[dφdφ̄]e−φ̄[Df (U)†Df (U)]−1/2φ (27)

Le prix à payer est le calcul d'une matrice à la puissance -1/2. Les méthodes les
plus courantes sont de remplacer X−1/2 par une approximation rationnelle (algorithme
Rational HMC [31]) ou par une approximation polynomiale (algorithme Polynomial
HMC [53]). Nous avons choisi la deuxième solution qui est développée dans la sec-
tion 10.5.

10 Algorithmes et méthodes numériques

10.1 Méthodes Monte Carlo

Même dans leur version discrétisée, il est impossible avec la puissance de calcul au-
jourd'hui (et même dans un proche futur) d'évaluer les intégrales de chemin en intégrant
les variables liées à chaque sommet et chaque lien. Pour apprécier cela, prenons l'exem-
ple du groupe de jauge SU(3) et d'un réseau avec L = 30 points dans chaque direction
ce qui est commun actuellement. Nous avons 4 × L4 = 3 240 000 variables de liens ap-
partenant à SU(3). Chaque sommet à 8 liens mais il faut diviser par 2 pour éviter un
double comptage, d'où le facteur 4. Chaque matrice de SU(3) peut se décrire à l'aide
de 8 paramètres réels. Au �nal, le nombre de degrés de liberté est donc de l'ordre de
plusieurs dizaines de millions.
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Ainsi toute tentative de calculer sur réseau en utilisant des méthodes exactes ou des
techniques numériques classiques comme la méthode des trapèzes ou celle de Simpson
est vouée à l'échec. L'utilisation de ces techniques adaptées au cas à une dimension
conduit à une complexité qui croit exponentiellement avec le nombre de dimensions.

Le nombre gigantesque de degrés de liberté suggère de faire appel à des méthodes
statistiques pour e�ectuer les intégrations. Une des méthodes les plus populaires pour
évaluer des intégrales multidimensionnelles, et souvent la seule disponible est la méthode
de Monte Carlo, dont l'application à QCD est développée dans [34] et [96]. La loi des
grands nombres garantira alors que l'erreur statistique commise se comportera, quelle
que soit le nombre de dimensions, comme 1√

N
où N est le nombre de tirage.

Pour donner un premier exemple, supposons que nous voulons évaluer l'intégrale sur
le domaine V ,

I =

∫
V
f(x)dx

où le symbole
∫
peut signi�er aussi bien une somme discrète que continue. L'idée de

base de l'algorithme de Monte Carlo est

1. Créer un ensemble de N points aléatoires x(i) distribués uniformément dans V

2. Calculer V ol(V)
N

N∑
i=1

f(x(i)) où V ol(V) est le volume du domaine V

Néanmoins en QCD sur réseau nous avons à faire à des intégrales plus spéci�ques
dans lesquelles une densité de probabilité ou poids apparaît. L'exemple typique est

I =

∫
V
f(x)Π(x)dx

où Π(x) est une densité de probabilité

Π(x) ≥ 0 et
∫
V

Π(x)dx = 1

Dans ce cas de �gure, l'algorithme présenté ci-dessus a toutes les chances de ne
pas être e�cace si la densité Π(x) possède des pics pour certaines régions de x. Pour
prendre cela en compte, nous devons tirer plus de points là où le poids est important
et moins ailleurs. C'est ce que l'on appelle l'échantillonnage préférentiel (importance
sampling). Il s'agit d'un cas particulier des techniques de réduction de variance qui
essaient d'améliorer la précision des estimateurs obtenus par les méthodes Monte Carlo.

L'algorithme avec l'échantillonnage préférentiel devient donc

1. Créer un ensemble de N points aléatoires x(i) distribués dans V selon la densité
Π(x)

2. Calculer 1
N

N∑
i=1

f(x(i))

Il reste maintenant à générer un échantillon selon la densité Π(x). Hormis de rares
cas où cela peut être fait de manière exacte, la méthode communément utilisée est de
recourir à un processus de Markov. Le principe est de partir d'un ensemble déjà créé, puis
de faire une transformation pour en obtenir un nouveau, et ainsi former une chaîne. La
transformation ne doit dépendre que de l'état de départ et de celui d'arrivée. On peut de
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plus montrer que si la transformation respecte certaines conditions, dont la principale est
la balance détaillée, alors la chaîne a la propriété de posséder une distribution stationnaire
unique. Soit Πeq(ξi) cette distribution pour un état ξi et P (ξi → ξj) la probabilité de
transition entre l'état ξi et ξj alors la balance détaillée se traduit par

Πeq(ξi)P (ξi → ξj) = Πeq(ξj)P (ξj → ξi) (28)

Cette distribution d'équilibre est atteinte après un temps, ou nombre d'itérations, ap-
pelé thermalisation qui dépend du point de départ de la chaîne. Il existe des méthodes
satisfaisant à la condition de balance détaillée et qui garantissent que la distribution
d'équilibre sera la distribution que l'on veut échantillonner. Parmi les algorithmes les
plus utilisés on a l'algorithme de Metropolis [93, 70], l'algorithme de Langevin [117] et
le bain thermique [33]. Ils doivent satisfaire une propriété d'ergodicité a�n d'examiner
tout l'espace sans avoir de biais en restant con�né dans une région.

Le traitement des erreurs statistiques liées à l'utilisation de chaînes de Markov qui
introduisent nécessairement une autocorrélation entre les éléments de la chaîne, peut
être réalisé en utilisant les méthodes Jackknife [111] et Bootstrap [43].

10.2 Nombres aléatoires

Les méthodes Monte Carlo ont besoin de nombres aléatoires. Les ordinateurs étant
déterministes, on utilise des nombres pseudoaléatoires. Parmi les bons générateurs de
nombres pseudoaléatoires on trouve Ranlux [88] avec une période d'environ 10171 s'il est
correctement initialisé et Mersenne Twister [91] dont la période est un nombre premier
de Mersenne. La variante la plus commune a une période de 219937 − 1 ' 4× 106001. Le
générateur Ranlux qui est utilisé par le code tmLQCD retourne des nombres uniformé-
ment distribués dans l'intervalle [0; 1[.

Dans l'algorithme Hybrid Monte Carlo (HMC) nous aurons besoin de nombres aléa-
toires distribués selon la loi gaussienne d'espérance µ et d'écart type σ, dont la densité
de probabilité est :

ϕ(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2

La méthode de transformation de Box�Muller permet de créer une telle distribution à
partir d'un générateur de nombres aléatoires distribués selon une loi uniforme.

Algorithme 1 Transformation de Box�Muller
1: Tirer 2 nombres au hasard U1,2 ∈]0; 1] distribués selon une loi uniforme
2: Calculer θ = 2πU1 et ρ =

√
−2 lnU2

3: ρ cos θ et ρ sin θ sont alors indépendants et distribués selon une loi normale centrée
réduite (cas µ = 0 et σ = 1)

La démonstration peut être trouvée dans la référence [81], il s'agit essentiellement
d'un changement de coordonnées polaires. Dans le code tmLQCD, les nombres générés
le sont selon la densité

ϕ(x) =
1√
π
e−x

2

qui correspond au cas µ = 0 et σ = 1√
2
.
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10.3 Algorithme de Metropolis

Il a été publié pour la première fois dans [93] en 1953 pour évaluer des quantités
relatives aux équations d'état des molécules. L'algorithme comporte deux étapes, une
étape de proposition de changement, puis un test d'acceptance.

Algorithme 2 Algorithme de Metropolis
1: Partant d'un état inital des champs que l'on note de façon globale ξi, on e�ectue

une transformation réversible pour créer un nouvel état ξf .
2: On e�ectue un test d'acceptance, c'est-à-dire que l'on accepte le nouvel état dans

l'échantillon avec une probabilité

min(1,
Π(ξf )

Π(ξi)
),

sinon on garde l'ancien état.

Une réalisation possible de l'algorithme de Metropolis est l'échantillonnage de Gibbs
dans lequel les deux étapes sont e�ectuées sur chaque degré de liberté (c'est-à-dire les
valeurs des champs sur les sites ou les liens) successivement. Les échantillonneurs de
Gibbs sont e�caces en terme de calcul pour des théories locales mais échouent lorsque
tous les degrés de liberté de la théorie interagissent entre eux. De plus le temps de
thermalisation est long et les corrélations entre les états de la chaîne sont fortes.

10.4 HMC

Pour palier aux inconvénients des échantillonneurs de Gibbs, il a été proposé en
1987 [42] d'utiliser une dynamique moléculaire comme première étape de l'algorithme
de Metropolis. L'état proposé par la dynamique moléculaire est ensuite soumis au test
d'acceptance. Au lieu d'utiliser la densité dé�nie par l'équation (26), on va ajouter un
nouveau terme 1

2
P 2 pour former la densité

Π′(U, P, φ, φ̄) =
1

Z ′
e−Sg−

1
2
P 2−φ̄[Du(U)†Du(U)]−1φ (29)

L'ajout de ce terme ne modi�e pas les fonctions de corrélations, en e�et

〈O〉 =

∫
[dU ][dφdφ̄]

[
. . .
]
U

Π(U, φ, φ̄) =

∫
[dU ][dP ][dφdφ̄]

[
. . .
]
U

Π′(U, P, φ, φ̄)

On va maintenant considérer les variables de liens comme étant les degrés de liberté
d'un système classique et P les moments conjugués de ces variables. Le hamiltonien
classique gouvernant la dynamique est donc

H =
1

2
P 2 + Sg(U) + φ̄[Du(U)†Du(U)]−1φ

Les équations du mouvement correspondantes

dU

dτ
=
δH
δP

,
dP

dτ
= −δH

δU
(30)
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sont intégrées numériquement par rapport à un temps �ctif τ . A la �n de la trajectoire
on obtient une con�guration de jauge de même énergie mais très di�érente de celle du
début de la trajectoire, ce qui permet d'explorer e�cacement l'espace des con�gurations
possibles. Les étapes de l'algorithme sont regroupées dans l'algorithme 3.

Algorithme 3 Algorithme HMC
1: On part des variables de liens initiales Ui
2: Tirer les moments initiaux Pi avec une distribution gaussienne
3: Tirer des champs η avec une distribution gaussienne. Puis calculer φ = Du(Ui)†η
4: Calculer l'énergie initiale du système Ei = 1

2
P 2
i + Sg(Ui) + φ̄[Du(Ui)†Du(Ui)]−1φ

5: Intégrer numériquement les équations du mouvement pour U, P dé�nies par le hamil-
tonien H. Cette étape nécessite des inversions de l'opérateur de Dirac.

6: Calculer l'énergie �nale du système Ef = 1
2
P 2
f + Sg(Uf ) + φ̄[Du(Uf )†Du(Uf )]−1φ et

ainsi la variation d'énergie ∆E = Ef − Ei
7: Accepter la nouvelle con�guration, c'est-à-dire les variables de liens �nales Uf , avec

la probabilité
PA = min(1, e−∆E)

Il est possible de démontrer, en utilisant la réversibilité des équations du mouvement
et la conservation du volume d'espace des phases que cet algorithme satisfait la condition
de balance détaillée pour la densité d'équilibre

Πeq = Π′(U, P, φ, φ̄)

avec Π′ dé�nie par l'équation (29). Il existe une classe d'intégrateurs qui conservent le
volume de l'espace des phases et sont réversibles. Ce sont les intégrateurs réversibles
symplectiques comme celui du leap-frog [65] ou de Sexton-Weingarten. Nous utilisons la
généralisation 2MN [104, 105] (2nd order minimum norm) de ce dernier dont une étude
pour QCD sur réseau se trouve dans la référence [124]. Par contre, la méthode d'Euler
standard d'intégration des équations di�érentielles n'est pas symplectique et ne peut
donc être utilisée.

Si l'intégration des équations du mouvement n'est pas exacte (∆E 6= 0) ou si l'on
remplace H par une approximation, l'algorithme va quand même converger vers la dis-
tribution voulue (29) pourvu que le test d'acceptance (étape 7) soit fait avec la valeur de
∆E calculée avec le hamiltonien exact. Pour avoir un taux d'acceptance convenable il
faut que ∆E soit de l'ordre de 0.1 alors que E peut être de l'ordre de 106. Ceci implique
d'être attentif aux problèmes d'arrondis numériques.

Le calcul de la force −δH/δU dans les équations du mouvement (30) nécessite des
inversions. Pour améliorer la performance de l'algorithme, de nombreux ra�nements
existent dont le préconditionnement à la Hasenbusch, les intégrateurs multi-steps (pour
le leapfrog [115]), les inverseurs chronologiques [22].

10.5 Polynomial HMC

Comme expliqué au début de cette partie, le cas de deux saveurs de quarks non-
dégénérés conduit à utiliser la puissance -1/2 d'un opérateur. Le principe est de rem-
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placer la fonction 1/
√
x par une approximation polynomiale P comme présenté dans la

référence [53].

Si l'on reprend l'équation (25) on écrit∫
[dφdφ̄]e−φ̄[Df (U)†Df (U)]−1/2φ '

∫
[dφdφ̄]e−φ̄ P (Df (U)†Df (U)) φ (31)

On construit P à partir des polynômes de Tchebychev qui sont les meilleurs approx-
imants pour la norme in�nie. Le polynôme P est construit pour approximer, avec une
certaine précision, la fonction 1/

√
x sur un intervalle incluant le spectre de l'opérateur.

Pour évaluer une somme de polynômes de Tchebychev on utilise l'algorithme récursif de
Clenshaw qui est robuste vis-à-vis des erreurs d'arrondi [24].

Comme dans le cas de l'algorithme HMC où le hamiltonien de la dynamique molécu-
laire n'est pas nécessairement le même que celui du test d'acceptance, on peut utiliser
di�érents polynômes. Nous tirons parti de cette possibilité pour utiliser un polynôme
de degré modeste (environ 100) dans le hamiltonien de la dynamique moléculaire et un
polynôme précis (de degré environ 1800) pour le test d'acceptance. Le polynôme pour
la dynamique moléculaire est évalué de nombreuses fois durant une trajectoire, et il
est donc avantageux de limiter son degré. Des détails sur le choix des paramètres et la
création proprement dite des polynômes sont donnés dans la sous-section 14.1.

10.6 Résolution de systèmes linéaires

En pratique, on est très souvent amené à résoudre des systèmes linéaires avec l'opéra-
teur de Dirac. Notamment pour le calcul des propagateurs, mais aussi pour le calcul des
forces lors de la création des con�gurations de jauge. Le calcul des propagateurs sur
une con�guration donnée peut représenter un temps non négligeable. En outre, il existe
plusieurs types de propagateurs suivant le type de source utilisée (voir section 18).

La forme générale du système à résoudre est, pour la saveur A

DabA, αβ(x, y)SbcA, βγ(y, z) = Σac
A,αγ(x, z)

où a, b, c sont les indices de couleur, α, β, γ sont les indices de Dirac et on utilise la
convention de sommation sur les indices répétés y compris la position x, y, z.

Σ est appelé la source et pour une source locale on a

Σac
A,αγ(x, z) = δacδαγδ(x, z)

Comme déjà évoqué précédemment l'opérateur D est une matrice de très grande
dimension mais creuse car ne couplant que les plus proches voisins. Pour résoudre le
système linéaire l'algorithme du pivot de Gauss est dans ce cas ine�cace et on utilise
plutôt des méthodes itératives de minimisation comme le gradient conjugué. Le gradient
conjugué, qui est la méthode que nous utilisons, fait parti de la classe des méthodes
utilisant les espaces de Krylov. D'autres méthodes utilisant les espaces de Krylov sont
le gradient biconjugué stabilisé ou l'algorithme GMRES (Generalized Minimal Residual
Method). En�n il existe d'autres algorithmes comme la dé�ation inexacte [89] de Lüscher
qui vise à enlever les petits modes propres de l'opérateur de Dirac pour accélérer le calcul.
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L'algorithme du gradient conjugué permet de résoudre Ax = b où A est une ma-
trice hermitienne dé�nie positive comme M †M par exemple. L'idée est de minimiser la
fonction

f : x 7→ 1

2
(Ax, x)− (b, x)

qui a pour gradient ∇f(x) = Ax − b. Le symbole (, ) représente le produit scalaire. La
solution xk+1 à l'étape k+1 est reliée à celle de l'étape précédente par xk+1 = xk+αkpk.
Le coe�cient αk est déterminé en minimisant la fonction f , et la direction pk est choisie
�A-conjugée� aux précédentes, c'est-à-dire

(pi, Apk) = 0 pour i < k

L'algorithme 4 récapitule l'ensemble des étapes. Le nombre maximum d'itérations est

Algorithme 4 Gradient conjugué
1: Choisir un vecteur x0 pour démarrer. Si l'on a une idée approximative de la solution

alors on peut l'utiliser, sinon x0 = 0 convient.
2: r0 = b− Ax0

3: p0 = r0

4: k = 0
5: Tant que k < kmax faire
6: αk = (rk,rk)

(pk,Apk)

7: xk+1 = xk + αkpk
8: rk+1 = rk − αkApk
9: Si (rk+1, rk+1) < ε2(r0, r0) alors
10: On sort de la boucle
11: �n Si

12: βk = (rk+1,rk+1)

(rk,rk)

13: pk+1 = rk+1 + βkpk
14: k = k + 1
15: �n Tant que

16: Retourner xk+1

�xé par kmax et la précision relative voulue par ε. On peut aussi imposer une précision
absolue au lieu d'une précision relative. Il peut être prudent de recalculer le résidu à la
�n car des erreurs d'arrondi peuvent s'accumuler au �l des itérations. Une façon d'ac-
célérer l'inversion est de préconditionner la matrice. Par exemple, le préconditionnement
pair/impair utilise une décomposition de la matrice en blocs selon la parité de chaque
site, c'est-à-dire selon la parité de t+ x+ y + z.

11 Code tmLQCD

Certaines informations de cette section peuvent être amenées à changer notamment
au niveau des codes informatiques et des con�gurations des machines.
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11.1 Description

Le code tmLQCD est celui que nous avons utilisé au sein de la collaboration ETM
pour produire les con�gurations de jauge et faire les inversions nécessaires pour obtenir
les propagateurs de quarks. Il a fait récemment l'objet d'un article [76]. C'est un code
écrit en langage C, utilisable sur divers processeurs (Pentium, Xeon, Itanium, Athlon,
PowerPC, Alpha, ...), divers systèmes d'exploitation (Linux, AIX, True64, ...) et divers
compilateurs (gcc, icc, xlc, pgcc, ...). Il possède des optimisations spéci�ques à certaines
architectures comme l'utilisation des instructions SSE et de fonctions intrinsèques pour
tirer le meilleur parti de la double unité arithmétique sur BlueGene.

La librairie lime [25] (Lattice QCD Interchange Message Encapsulation) développé
par le SciDAC [114] (Scienti�c Discovery through Advanced Computing Program) est
nécessaire pour le fonctionnement du code. Cette librairie permet d'encapsuler dans un
�chier divers enregistrements pouvant être de type ASCII ou binaire. Cette librairie est
utilisée par l'organisation internationale ILDG [71] (International Lattice Data Grid) qui
a dé�ni un format commun permettant l'échange des con�gurations de jauge à travers
un système de grille. Les librairies d'algèbre linéaire Blas, Lapack, Arpack et Parpack
peuvent éventuellement être nécessaires suivant les programmes.

Le code fournit plusieurs exécutables dont les principaux sont :

1. hmc_tm : création des con�gurations de jauge pour Nf = 2

2. phmc_tm : création des con�gurations de jauge pour Nf = 2 + 1 + 1

3. invert : calcul des propagateurs (secteur léger : quarks u,d)

4. invert_doublet : calcul des propagateurs (secteur lourd : quarks s,c)

5. benchmark : programme qui fournit la performance du code de l'opérateur de
Dirac

Ces exécutables ont une version monoprocesseur et une version parallèle. La version
parallèle utilise la librairie MPI (Message Passing Interface) pour e�ectuer la paral-
lélisation. On peut choisir un découpage selon 1, 2, 3 ou 4 dimensions. Le réseau est
découpé en sous-réseaux avec un halo qui sert pour les échanges entre plus proches
voisins. On choisit lors de la con�guration du code, avant la compilation, les dimensions
selon lesquelles la parallélisation s'e�ectue. L'activation du parallélisme se fait avec --
enable-mpi et le choix du nombre de dimensions avec --with-mpidimension. Ainsi :

1. 1 dimension implique un découpage selon la direction t

2. 2 dimensions impliquent un découpage selon les directions t et x

3. 3 dimensions impliquent un découpage selon les directions t, x et y

4. 4 dimensions impliquent un découpage selon les directions t, x, y et z

Il faut noter que l'utilisation du parallélisme rend la reproductibilité de la production
des con�gurations de jauge plus di�cile, mais que cela est quand même possible. Le code
peut e�ectuer des mesures au vol de quelques quantités (corrélateur pseudoscalaire-
pseudoscalaire, axial-pseudoscalaire, ...). La fréquence de ces mesures est réglable dans
le �chier des paramètres. Quelques exemples de �chiers de paramètres se trouvent en
appendice 30.

Pour les processeurs Xeon multi-coeurs comme sur la machine Jade du CINES, il est
important de penser à désactiver toutes les optimisations SSE, puis de compiler avec
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Fig. 14 � Exemple de performance obtenue sur Jade (CINES) sans les optimisations
SSE et avec l'utilisation du compilateur Intel icc.

le compilateur Intel icc et d'utiliser de petits volumes locaux. Pour donner une idée de
l'amélioration on a, en moyenne, avec gcc et les optimisations SSE activées sur Jade
une performance par coeur de seulement 170 M�ops environ, c'est-à-dire 1.4 % de la
puissance théorique ! La �gure 14 montre la variabilité des performances que l'on peut
obtenir, mais on observe dans tous les cas que l'on a des valeurs bien supérieures à 170
M�ops par coeur.

Dans le code tmLQCD, l'application des conditions aux limites anti-périodiques dans
la direction temporelle pour les fermions se fait via une phase répartie sur chaque tranche

de temps. Le facteur −1 =
[
eiπ/T

]T
où T est le nombre de tranches temporelles, est

distribué de telle sorte que la tranche t a une phase eiπt/T . Il est important de tenir
compte de cette phase lors de l'analyse des corrélateurs.

11.2 Erreurs courantes

La liste non exhaustive ci-dessous recense les erreurs courantes rencontrées lors de
la compilation et de l'édition des liens du code tmLQCD et d'autres :

1. Une des erreurs les plus fréquentes arrive lors de l'édition des liens (unde�ned
reference to toto). C'est le signe que l'éditeur de liens n'arrive pas à trouver la
fonction toto dans les librairies. La commande nm qui permet de lister les symboles
dans les �chiers objets, peut être utile pour trouver dans quelle librairie la fonction
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toto est dé�nie. Si la fonction toto est dé�nie dans la librairie que l'on examine
avec nm alors la lettre T apparaîtra devant le nom toto. Si la lettre U apparaît
alors c'est que la fonction n'est pas dé�nie dans cette librairie.

2. Problème d'incompatibilité entre 32 et 64 bits. Si l'on compile les �chiers sources
en activant le mode 64 bits, alors il faut faire l'édition des liens en utilisant aussi
des librairies 64 bits.

3. Sur BlueGene, on ne se connecte jamais directement sur les noeuds de calcul mais
sur une frontale. Or les processeurs et le système d'exploitation de la frontale
et des noeuds de calcul sont di�érents. Il faut donc �cross-compiler� lorsque l'on
veut avoir un exécutable pour les noeuds de calcul. Ceci est aussi à faire pour les
librairies notamment lime.

4. Les erreurs de segmentation sont souvent dues à des tentatives d'accès au-delà des
limites des tableaux alloués en mémoire. Un débogueur comme gdb ou le module
Memcheck de Valgrind sont très e�caces pour les corriger.

5. Sur certains systèmes notamment ceux utilisant AIX, la commande make n'est
pas la version GNU de make. Il faut dans ce cas se servir de gmake.

6. Si l'on alloue statiquement de très gros tableaux (plus de 2Go) alors il peut être
nécessaire d'utiliser ulimit pour modi�er la taille de la pile (stack) et de compiler
avec un modèle mémoire adéquat (-mcmodel=medium par exemple)

7. Lorsque l'on compile la version parallèle du code, il est bien plus facile d'utiliser
les compilateurs adaptés à MPI (wrappers) comme mpicc. L'option -show permet
généralement de connaître le compilateur invoqué par le wrapper ainsi que les
librairies associées.

8. Si l'on utilise l'assembleur inline de gcc pour tirer parti des instructions SSE alors
il faut faire attention à l'alignement en mémoire des variables (utiliser le mot-clé
__attribute__ et l'attribut aligned avec gcc par exemple). Si les variables sont
mal alignées des erreurs de segmentation peuvent apparaître.

9. Le comportement du compilateur xlc vis-à-vis du �ag -M di�ère de celui de gcc, ce
qui peut poser problème lors de l'étape de création des dépendances des Make�les.

12 Les machines

12.1 L'utilisation du parallélisme

Depuis le début des années 1980 lorsque les premières simulations numériques en
QCD sur réseau ont eu lieu, diverses machines dédiées aux calculs sur réseau ont été
construites. Parmi elles la série des machines APE (APE100, APEmille, apeNEXT) con-
struites par l'INFN rejoint par le centre de recherche DESY puis l'université Paris-Sud
11. Mais aussi les machines QCDSP puis QCDOC construites par l'université d'Edim-
bourg, l'université de Columbia, le centre de recherche RIKEN Brookhaven et IBM et
en�n le projet PACS-CS à l'université de Tsukuba. Ce sont des machines parallèles car
les calculs sur réseau se prêtent naturellement à une décomposition en sous-domaines.

Le réseau hypercubique à 4 dimensions (4D) est divisé en sous-réseaux hypercu-
biques 4D plus petits et chacun est alors traité séparément par un processeur (ou plus
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exactement par un coeur de calcul). Il existe une distinction entre parallélisme SPMD
(Single Program Multiple Data) et parallélisme MPMD (Multiple Program Multiple
Data) utilisé par exemple pour coupler des codes. Les codes en QCD sur réseau sont
très majoritairement de type SPMD, car on applique le même programme mais à des
données di�érentes qui sont les di�érentes parties du réseau. Les calculs sont homogènes,
c'est-à-dire que l'on réalise des opérations identiques sur tous les points du réseau.

Les échanges de données sont essentiellement entre plus proches voisins, sauf en ce
qui concerne les opérations de réduction (somme globale, recherche du minimum ou du
maximum sur tout le réseau, ...). En conséquence si le découpage est régulier, chaque
coeur de calcul a le même volume de données à traiter et il n'y a pas de problème
d'équilibrage de charge.

La fréquence élevée des échanges entre plus proches voisins nécessite un très bon
réseau de communication surtout au niveau de la latence. Les calculs sur réseau en
QCD sont donc très exigeants à ce niveau et ne sont pas des problèmes dits à �paral-
lélisme embarrassant� (ou gros grain) pour lesquels il y a peu de communication entre
les processus. Dans ce dernier cas, des architectures de type grille de calcul distribuée
ou cluster sont su�santes. Notons qu'une partie des calculs sur réseau, le calcul des
propagateurs pour une con�guration de jauge donnée, peut se faire sur ce type d'instal-
lation (grille, cluster) si les capacités de chaque noeud, notamment en mémoire, sont
su�santes. Cela suppose évidemment que les con�gurations de jauge soient facilement
accessibles depuis chaque noeud. La scalabilité et l'e�cacité sont alors optimales puisque
aucun échange n'est nécessaire une fois la con�guration transférée.

Si les échanges entre noeuds voisins doivent être performants il en est de même pour
les communications entre le coeur de calcul et sa mémoire (pas seulement le cache). En
e�et dans une approche naïve, l'application de l'opérateur de Dirac avec précondition-
nement pair/impair sur un site du réseau demande au moins 1320 opérations �ottantes
par site. Dans le même temps on doit charger en mémoire 1440 octets si l'on travaille
en simple précision ou 2880 en double précision. La bande passante mémoire doit être
importante car on e�ectue moins de une opération par octet chargé. Une stratégie pour
augmenter le rapport calcul sur chargement mémoire est de recalculer au vol certains
éléments des matrices SU(3) des variables de liens. Cela peut être payant sur des ar-
chitectures comme les cartes graphiques pour lesquelles la bande passante mémoire est
faible par rapport à la puissance de calcul.

Pour la production des con�gurations de jauge ou l'inversion sur de grands réseaux
l'accès à des supercalculateurs est indispensable. Pour améliorer l'e�cacité et optimiser
la charge de chaque coeur, il est possible de faire du recouvrement calcul/communication.
Le code tmLQCD peut tirer parti de ce type de programmation. Le principe est le
suivant :

(i) On lance les transferts entre halos des noeuds voisins

(ii) Simultanément, on calcule dans le domaine intérieur de chaque noeud qui n'a pas
besoin des données du halo

(iii) Une fois le calcul intérieur �ni, on teste si les transferts sont �nis

(iv) Si oui, alors on évalue les frontières. Sinon on attend jusqu'à la �n des transferts
en testant périodiquement leur avancement.
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12.2 L'architecture BlueGene

12.2.1 Introduction

Le projet BlueGene est une famille de supercalculateurs produits par IBM. Un des
buts de ces machines était notamment d'étudier le repliement des protéines, et aussi
d'explorer la voie du calcul haute performance sur des architectures massivement paral-
lèles. Le choix de l'architecture fut largement inspiré des ordinateurs QCDSP et QCDOC
qui avaient été construits pour les simulations de QCD sur réseau.

La première série fut l'architecture BlueGene/L dont un exemplaire dépassa en
septembre 2004, avec 36.01 téra�ops, le supercalculateur japonais Earth Simulator, de-
venant ainsi la machine la plus puissante du monde. Cette machine située au Lawrence
Livermore National Laboratory est restée première du top500 de novembre 2004 à juin
2008 avant de se faire dépasser par la machine hybride Roadrunner de IBM. La prochaine
génération sera la BlueGene/Q qui vise 20 péta�ops pic en 2011.

La série BlueGene/P est une évolution de la BlueGene/L. Avec notamment une
augmentation de la fréquence des processeurs, un passage de deux à quatre coeurs par
noeud, une augmentation de la mémoire, une amélioration du réseau de communication.
La machine est constituée de racks qui contiennent 1024 noeuds soit 4096 coeurs de calcul
chacun. L'élément de base est plutôt le demi-rack (ou midplane) qui contient 512 noeuds.
C'est la plus petite con�guration avec laquelle on peut avoir la topologie d'un tore 3D
sous la forme de 8x8x8 noeuds. Il existe sur BlueGene/P plusieurs modes d'exécution :
SMP, DUAL, VN, pour permettre l'exécution de code hybride OpenMP/MPI. Nous
avons toujours utilisé le mode VN qui o�re le plus de coeurs de calcul avec une limitation
mémoire de 512 Mo par coeur ce qui est su�sant pour nous, chaque coeur ne traitant
qu'un sous-réseau relativement modeste. Le manuel détaillé de la BlueGene/P est le
Redbook d'IBM [27].

Les principales caractéristiques de la BlueGene/P sont

1. Un très bon rapport �ops par watt dû au choix d'une faible fréquence processeur.

2. Un bon équilibre entre la bande passante mémoire et la vitesse de calcul.

3. Une machine compacte car coeur de calcul et mémoire sont implantés sur une
même carte.

4. Un réseau de communication performant en terme de latence et de débit.

5. Une optimisation des communications grâce à l'existence de plusieurs types de
réseaux. Un en forme de tore pour les communications entre plus proches voisins,
un en forme d'arbre pour les communications globales et un dédié pour les en-
trées/sorties.

6. Une �abilité accrue comparée aux clusters de PC.

Cela fait de la BlueGene une machine de choix pour les calculs en QCD sur réseau.

Lorsqu'un job passe en exécution, la machine alloue un ensemble de noeuds de calcul
appelé partition. Cette partition est initialisée (boot) lors du premier appel à mpirun
ce qui prend de 30 secondes à 2 minutes environ suivant la taille de la partition. Si l'on
désire enchaîner plusieurs mpirun dans le même job pour faire plusieurs inversions par
exemple alors l'option -nofree de mpirun est utile car elle permet d'éviter que la partition
soit arrêtée à la �n du mpirun, pour être réinitialisée lors du mpirun suivant. Le système
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Fig. 15 � Figure éclatée de la machine BG/P de l'IDRIS.

de batch de la machine est l'ordonnanceur LoadLeveler. Un exemple d'en-tête de job
pour BlueGene se trouve en annexe 31.

La puissance théorique par coeur du processeur PPC450 qui équipe la BlueGene/P
est de 3.4 GFlops car on a au maximum 4 opérations �ottantes par cycle et une fréquence
de 850 MHz. La puissance soutenue par coeur atteinte par le programme benchmark du
code tmLQCD est d'environ 540 MFlops soit environ 16 % du pic. C'est une très bonne
performance.

12.2.2 Placement des processus

Le placement (mapping) correct des processus MPI est crucial pour obtenir les
meilleures performances. A l'intérieur du code tmLQCD on crée à partir du commu-
nicateur initial MPI_COMM_WORLD, une grille cartésienne à 1,2,3 ou 4 dimensions.
En pratique sur BlueGene on utilise toujours 4 dimensions vu le nombre de processeurs.
L'option -map�le de mpirun permet de spéci�er très précisément l'endroit où chaque
processus doit se trouver en machine. Pour nos calculs qui n'ont ni sites, ni directions
privilégiés, il n'est pas utile de préciser cette option car la machine va s'arranger pour
e�ectuer le meilleur placement lors de la création de la grille cartésienne.

Toutefois pour que la machine réalise un placement correct il faut que la forme de
cette grille soit similaire (à des rotations près) à celle de la partition que la machine va
allouer pour notre calcul. Sinon le risque est de voir des processeurs qui sont voisins dans
la grille cartésienne, donc qui doivent communiquer entre eux, se retrouver physiquement
en machine éloignés les uns des autres. Dans ce cas les communications doivent passer
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Fig. 16 � Représentation de l'interconnexion torique.

par plusieurs liens dans la machine, ce qui provoque une saturation du réseau très
pénalisante.

La forme de la grille cartésienne est spéci�ée dans le �chier de paramètres du code
avec NrXProcs, NrYProcs et NrZProcs, puis le code déduit le nombre de processeurs
selon la direction t. En ce qui concerne la topologie de la partition, on ne peut pas à
l'IDRIS se servir de la directive LoadLeveler �bg_shape� ce qui empêche le choix de la
forme. Le seul choix est le nombre de noeuds de calcul qui peut avoir les valeurs 64, 128,
256, 512, 1024, 2048, 4096, 6144, 8192 ou 10240.

Mais lorsque la partition est allouée, on peut accéder à sa forme via la variable
LoadLeveler LOADL_BG_SHAPE. Elle décrit la topologie en terme de demi-rack,
c'est-à-dire que LOADL_BG_SHAPE = 1x2x1 signi�e que l'on a 1 demi-rack selon la
direction X de la machine, 2 demi-rack selon la direction Y de la machine et 1 demi-rack
selon la direction Z de la machine.

Voici un exemple partiel de �chier de sortie du code benchmark où le placement a
pu être e�ectué correctement sur 4 racks
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LOADL_BG_SHAPE = 2x2x2
Wed Jun 4 15 :21 :14 CEST 2008
Creating the following cartesian grid for a 4 dimensional parallelisation :
16 x 16 x 16 x 4
(...)
Process 3683 of 16384 on Rank 3683 of 16384 <14,6,3,0> R10-M1-N13-J18 : cart_id 3512, coordinates
(3 6 14 0)
Process 3667 of 16384 on Rank 3667 of 16384 <14,5,3,0> R10-M1-N13-J17 : cart_id 3448, coordinates
(3 5 14 0)

(...)

(535 M�ops [64 bit arithmetic]) (Performance soutenue par coeur avec communications)

communication switched o�
(642 M�ops [64 bit arithmetic]) (Performance soutenue par coeur sans communication)

The size of the package is 82944 Byte
The bandwidth is 590.22 + 590.22 MB/sec

Le placement d'un processus en machine est donné par le quadruplet entre chevrons
avec l'ordre <X,Y,Z,T>. T est la direction de la machine qui correspond au nombre de
coeurs dans un noeud. Les coordonnées de ce même processus dans la grille cartésienne
sont fournies par le quadruplet entre parenthèses avec l'ordre (t x y z). Pour véri�er
que le mapping est correct il su�t donc de tester si les processeurs voisins dans la
grille cartésienne sont voisins en machine. C'est le cas dans l'exemple ci-dessus pour les
processus 3683 et 3667 qui sont voisins dans la grille cartésienne selon la direction x, et
voisins en machine selon la direction Y.

Et voilà un exemple partiel de �chier de sortie du code benchmark où le placement
n'a pas pu être e�ectué correctement sur 4 racks par la machine à cause des valeurs
NrXProcs, NrYProcs et NrZProcs choisies.

LOADL_BG_SHAPE = 2x2x2
Wed Jun 4 11 :17 :45 CEST 2008
Creating the following cartesian grid for a 4 dimensional parallelisation :
32 x 16 x 8 x 4
(...)
Process 9372 of 16384 on Rank 9372 of 16384 <12,9,4,2> R31-M0-N06-J22 : cart_id 9372, coordinates
(18 4 7 0)
Process 9884 of 16384 on Rank 9884 of 16384 <12,9,6,2> R31-M0-N07-J22 : cart_id 9884, coordinates
(19 4 7 0)

(...)

(423 M�ops [64 bit arithmetic]) (Performance soutenue par coeur avec communications)

communication switched o�
(644 M�ops [64 bit arithmetic]) (Performance soutenue par coeur sans communication)

The size of the package is 72576 Byte
The bandwidth is 200.20 + 200.20 MB/sec

On note une chute importante au niveau de la bande passante des communications
entre les noeuds, et la répercution sur la performance avec communications qui passe de
535 à 423 M�ops. Les processus 9372 et 9884 qui sont voisins dans la direction t ne le
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sont plus en machine selon la direction Z, ce qui explique la mauvaise performance. Cet
e�et peut même être plus catastrophique.

Rien n'indiquant que pour un nombre de noeuds donné la machine allouera toujours
une partition de forme identique, il est conseillé de mettre un test au début du job pour
modi�er éventuellement les valeurs de NrXProcs, NrYProcs et NrZProcs.

12.2.3 Scalabilité

La scalabilité ou l'extensibilité d'un code est sa capacité à s'exécuter e�cacement
avec un nombre croissant de processus. Elle dépend de la nature intrinsèque du problème
que l'on étudie, de la façon dont le code est structuré et de la machine que l'on utilise.
Il y a deux concepts courants dans le domaine du calcul haute performance à propos de
la scalabilité.

Le premier est le strong scaling qui consiste à mesurer le temps mis pour résoudre
un problème de taille �xe lorsque l'on augmente le nombre de processeurs. Le deuxième
est le weak scaling qui consiste à garder �xe la taille du problème sur chaque processeur
et à mesurer le temps en fonction du nombre de processeurs.

A partir du temps de calcul T (n) pour n processeurs et d'un temps de référence Tref
obtenu pour nref processeurs on peut dé�nir l'accélération A(n) et l'e�cacité E(n) pour
un test de type strong scaling par

A(n) =
Tref
T (n)

E(n) = A(n)
nref
n

et pour un test de type weak scaling par

A(n) =
n

nref

Tref
T (n)

E(n) =
Tref
T (n)

Dans tous les cas l'idéal est d'avoir une e�cacité de l'ordre de un. Au lieu de mesurer
le temps on peut choisir d'évaluer la puissance soutenue totale, c'est-à-dire le nombre
d'opérations �ottantes par secondes.

Si le strong scaling d'un code est linéaire alors à chaque fois que l'on multiplie le
nombre de processeur par 2, le temps de calcul est divisé par 2 ou de manière équivalente
la puissance est multiplié par 2. Il arrive que la puissance soit multipliée par plus que
2 si des e�ets au niveau des caches mémoires entrent en jeu. Pour la QCD sur réseau
le strong scaling est typiquement contrôlé par le rapport entre quantité de calcul qu'un
processeur doit faire et volume de données à transmettre. Ce rapport, qui est optimal
pour un hypercube régulier, �nit par diminuer avec l'ajout de processeurs. La �gure 17
illustre le strong scaling pour l'application hmc_tm du code tmLQCD. Les �gures 18
et 19 montrent l'accélération et l'e�cacité pour le programme de benchmark toujours
lors d'un test de strong scaling.

Les calculs en QCD sur réseau sont plutôt du type weak scaling. En e�et on cherche
à la fois à diminuer la maille du réseau pour limiter les e�ets de discrétisation et à garder
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Fig. 17 � Strong scaling obtenu avec le programme hmc_tm.

un volume physique su�sant pour éviter des corrections de volume �ni. Cela se traduit
par l'augmentation du nombre total de points du réseau. Si l'on dispose de plus en plus
de processeurs on peut donc conserver un volume constant pour chacun. Les réseaux en
tore et en arbre de la BlueGene permettent une accélération linéaire pour les calculs sur
réseau jusqu'au nombre maximum de processeurs de la machine sans aucun problème.
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La production des con�gurations de jauge est la première étape en QCD sur réseau.
Elle sera suivie par le calcul des propagateurs, puis le calcul des contractions et en-
�n l'analyse des corrélateurs. Ces diverses étapes vont approximativement de la plus
coûteuse en temps calcul à la moins coûteuse. La production des con�gurations doit
obligatoirement se faire sur des supercalculateurs. Le calcul de tous les propagateurs qui
produit des dizaines de téraoctets de données est toutefois non négligeable et doit se
faire sur de grosses machines pour les réseaux les plus grands.

Au moment où cette thèse a commencé �n 2006, les moyens de calcul disponibles
en France n'étaient pas su�sants pour produire les con�gurations de jauge Nf = 2. Les
deux machines ApeNEXT françaises sont arrivées assez tard et leur puissance était de
toute façon trop modeste pour une production massive. C'est ce qui explique pourquoi
la majorité des con�gurations Nf = 2 ont été produites par la partie allemande de la
collaboration ETM. La mise en service mi-2008 de la machine BlueGene/P à l'IDRIS
a changé la donne et a permis à la composante française de devenir l'acteur principal
de la production des con�gurations de jauge. Un e�ort particulier a été consacré à la
simulation Nf = 2 + 1 + 1 c'est-à-dire quatre quarks dynamiques u, d, s et c comme
expliqué dans la sous-section 8.2. Nous avons aussi produit des con�gurations Nf = 2
pour une nouvelle valeur de β = 4.2 correspondant à a ' 0.056 fm a�n d'améliorer la
limite du continu comme expliqué dans la section suivante.

Pour donner un ordre de grandeur, 50 000 000 d'heures processeurs ont été consom-
mées sur la BlueGene/P en 2008. En 2009, la consommation sera probablement d'environ
120 000 000 d'heures. Le tableau 1 donne le détail du temps de calcul en fonction des
paramètres pour les calculs e�ectués à l'IDRIS, ce qui constitue l'essentiel des résultats
collectés dans les sous-sections 14.5 et 14.6. Remarquons que la grande di�érence entre
les valeurs de β entre Nf = 2 et Nf = 2 + 1 + 1 s'explique par le changement de l'action
de jauge utilisée.

Bien que la gestion pratique de la simulation Nf = 2 + 1 + 1 a été une part im-
portante de cette thèse, l'extraction des observables physiques en est encore à un stade
préliminaire. C'est pourquoi l'essentiel des résultats que nous montrons dans la suite
ont été obtenus avec les con�gurations Nf = 2.

13 Nf = 2

Lors des simulations avec deux saveurs de quarks dégénérés, des con�gurations de
jauge pour trois valeurs di�érentes de β donc pour trois mailles di�érentes avaient été
produites dans un premier temps. Néanmoins les instabilités apparues à β = 3.8 ne
permettaient pas une détermination précise du κ critique. Ainsi les simulations réalisées
pour cette valeur n'ont servi que pour tester la cohérence des données extraites pour les
deux autres valeurs β = 3.9, β = 4.05, et n'ont généralement pas été utilisées pour faire
l'extrapolation vers la limite du continu.

L'utilisation de seulement deux pas de réseau di�érents ne permettant pas de con-
trôler �nement cette extrapolation, il a été décidé de produire des con�gurations de jauge
pour une nouvelle valeur de la maille correspondant à β = 4.2, c'est-à-dire a ' 0.056 fm.
Si l'on veut atteindre des masses de pion aux alentours de 300 MeV tout en limitant les
e�ets de volume �ni en imposant mπL > 3.5, alors il faut utiliser des réseaux avec L=48
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Nom L T aµ κ Temps moyen/trajectoire (en s) Racks Trajectoires thermalisées

Nf = 2, β = 4.20
24 48 0.002 0.154073 ' 216 0.5 ' 5700
32 64 0.0065 0.154073 ' 323 1 ' 5700
48 96 0.002 0.154079 ' 1617 2 ' 2000
48 96 0.002 0.154073 ' 1503 2 ' 4700

Nf = 2 + 1 + 1, β = 1.90, aµσ = 0.15 et aµδ = 0.19
A1 24 48 0.010 0.163255 ' 343 0.5 ' 5000
A2 32 64 0.003 0.163272 ' 1045 1 ' 5400
A3 32 64 0.004 0.163270 ' 976 1 ' 5000
A4 32 64 0.005 0.163267 ' 855 1 ' 5000

Nf = 2 + 1 + 1, β = 1.95, aµσ = 0.135 et aµδ = 0.17
B1 32 64 0.0025 0.161242 ' 972 1 ' 5800
B2 32 64 0.0035 0.161240 ' 866 1 ' 5200
B3 32 64 0.0055 0.161236 ' 769 1 ' 5600
B4 32 64 0.0075 0.161232 ' 777 1 ' 5600

Nf = 2 + 1 + 1, β = 2.00, aµσ = 0.13 et aµδ = 0.16
C1 32 64 0.0025 0.15935 ' 874 1 ' 500
C2 32 64 0.0025 0.15950 ' 944 1 ' 1500
C3 32 64 0.0025 0.15943 ' 956 1 ' 1000

Nf = 2 + 1 + 1, β = 2.10, aµσ = 0.12 et aµδ = 0.135
D1 48 96 0.002 0.1560 ' 2585 2 ' 130
D2 48 96 0.002 0.1575 ' 2493 2 ' 200
D3 48 96 0.002 0.15635 ' 2934 2 ' 150

Nf = 2 + 1 + 1, β = 2.10, aµσ = 0.12 et aµδ = 0.1385
D4 48 96 0.002 0.15637 ' 3270 2 ' 400
D5 48 96 0.002 0.156357 ' 2993 2 ' 300
D6 48 96 0.003 0.156355 ' 3287 2 ' 450

Tab. 1 � Temps de calcul pour di�érents ensembles Nf = 2 et Nf = 2 + 1 + 1.
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et T=96. C'est ce que la machine de l'IDRIS nous a permis de faire.

13.1 Réglage des paramètres de HMC

La première simulation à β = 4.2 a débuté pour aµ = 0.002 et κ = 0.154079. Ces
valeurs ont été extrapolées à partir des simulations précédentes, celles faites aux autres
valeurs de β. Il a tout d'abord fallu régler les paramètres de l'algorithme HMC, en
particulier la masses des pseudofermions et les pas d'intégration associés pour avoir un
temps par trajectoire le plus court possible en conservant une acceptance raisonnable,
de l'ordre de 70% ou plus.

Le tableau 2 montre comment cet ajustement a été réalisé. Ce tableau contient des
informations extraites du �chier output.data produit durant le run. Les lignes, dont le
nombre a été limité à quatre pour des raisons de place, correspondent à des exemples de
trajectoire de l'algorithme HMC. La première colonne est ∆E qui conditionne l'accep-
tance. Les trois colonnes suivantes sont le nombre d'itérations de l'inverseur pour chaque
pseudofermion cumulées sur la trajectoire. La cinquième colonne indique si la nouvelle
con�guration est acceptée. La dernière colonne est le temps de calcul d'une trajectoire
en secondes.

Si on note N1,N2,N3 le nombre de pas d'intégration le long d'une trajectoire pour
les pseudofermions, on écrit

N1 = p1 N2 = p2N1 N3 = p3N2

et p1, p2, p3 sont, avec les masses des pseudofermions aµ1, aµ2, aµ3, les paramètres ajusta-
bles. La valeur de la masse aµ1 = 0.000616292 est restée inchangé au cours de la phase
de réglage.

Les variables aµ2, aµ3 existent dans le �chier de paramètres du programme hmc_tm,
quant aux variables p1, p2, p3 elles s'appellent respectivement IntegrationStepsMu, Inte-
grationStepsMu2 et IntegrationStepsMu3.

� L'étape 0 correspond à des réglages déduits de simulations précédentes. Pour que
le préconditionnement réalisé à l'aide des pseudofermions supplémentaires (2 et 3)
soit e�cace il faut ajuster les paramètres de telle façon que le nombre d'itérations
ajoutées par les pseudofermions 2 et 3 soit comparable à celui du pseudofermion
1.

� A l'étape 1 on a changé aµ2 = 0.006 → 0.004 d'où une augmentation de IterPF2

car on a dégradé le conditionnement de la matrice pour le pseudofermion 2.
� A l'étape 2 on a diminué p3 = 4 → 2 d'où une diminution par un facteur 2 de
IterPF3.

� Le changement aµ3 = 0.015→ 0.6 de l'étape 3 est manifestement excessif car ∆E
est devenu énorme ce qui détruit le taux d'acceptance, rendant le gain sur IterPF3

illusoire.
� A l'étape suivante (4) on choisi plutôt aµ3 = 0.1 pour obtenir un ∆E acceptable
et diminuer IterPF3 de façon conséquente. On observe alors un bon équilibre entre
le nombre d'itérations des trois pseudofermions.

� A la dernière étape (5) on diminue p1 = 8 → 6 ce qui diminue le nombre d'itéra-
tions pour tous les pseudofermions et permet de gagner encore un peu de temps
sur le calcul d'une trajectoire.
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∆E IterPF3 IterPF2 IterPF1 Accept ? Temps

Étape 0 : p1 = 8, p2 = 2, p3 = 4, aµ2 = 0.006, aµ3 = 0.015
-0.063690909743 129110 35672 64124 1 2.248617e+03
-0.840537784993 128967 35804 63973 1 2.245809e+03
0.983610592782 128913 35679 64692 1 2.249849e+03
-0.066652511060 129149 35887 64706 1 2.251917e+03

Étape 1 : p1 = 8, p2 = 2, p3 = 4, aµ2 = 0.004, aµ3 = 0.015
-0.147937482596 129091 50654 63667 1 2.337092e+03
0.086066944898 128812 50667 63798 1 2.336808e+03
-0.321683216096 129263 50481 62978 1 2.332510e+03
0.091465905309 129173 50523 63112 1 2.333994e+03

Étape 2 : p1 = 8, p2 = 2, p3 = 2, aµ2 = 0.004, aµ3 = 0.015
-0.325899706781 64581 50503 64387 1 1.884818e+03
0.132209266722 64699 50535 64303 1 1.885217e+03
-0.016051366925 64625 50416 63922 1 1.882407e+03
-0.132483968139 64732 50534 63769 1 1.882527e+03

Étape 3 : p1 = 8, p2 = 2, p3 = 2, aµ2 = 0.004, aµ3 = 0.6
19192722686.650 3455 35265 30090 0 1.168698e+03
27178448556.159 3450 37843 33177 0 1.200295e+03
26991659514.694 3448 38763 33821 0 1.209182e+03
26241720902.096 3438 44385 38447 0 1.267133e+03

Étape 4 : p1 = 8, p2 = 2, p3 = 2, aµ2 = 0.004, aµ3 = 0.1
0.274082553387 12850 50439 64021 1 1.581420e+03
0.261914351583 12834 50543 64495 1 1.584956e+03
0.505265848338 12803 50697 64119 0 1.583981e+03
0.189582473040 12850 50831 64140 1 1.585916e+03

Étape 5 : p1 = 6, p2 = 2, p3 = 2, aµ2 = 0.004, aµ3 = 0.1
-0.827198591828 9635 38029 49048 1 1.388675e+03
-0.373120075464 9650 38073 48710 1 1.384625e+03
0.122277741134 9650 38010 48949 1 1.385727e+03
-0.352468526364 9646 38120 48419 1 1.383148e+03

Tab. 2 � Exemple de réglage des paramètres de l'algorithme HMC.
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aµ κ amπ afPS amPCAC Nmeas r0/a

483 × 96
0.002 0.154073 0.0740(3) 0.0398(2) 0.00006(6) 431 8.295(45)
0.002 0.154073 0.0734(12) 0.0401(4) 0.00006(6) 3150

323 × 64
0.0065 0.154073 0.1326(5) 0.0465(3) -0.00032(11) 522 8.008(29)
0.0065 0.154073 0.1315(5) 0.0465(2) -0.00029(13) 4213

Tab. 3 � Quantités diverses mesurées à β = 4.2. La 2ème ligne provient des mesures au
vol. On rappelle que fPS =

√
2fπ.

On voit qu'avec le réglage �nal on a gagné un facteur ' 2 sur le temps de calcul d'une
trajectoire tout en gardant un bon taux d'acceptance qui sur l'ensemble des trajectoires
est de 72.5%.

13.2 Ajustement de κ

Comme expliqué dans les chapitres précédents il est nécessaire d'ajuster la valeur
de κ pour annuler mPCAC . Pour cela on utilise la mesure au vol des corrélateurs
pseudoscalaire-pseudoscalaire et axial-pseudoscalaire qui permettent de suivre l'évolu-
tion demPCAC au cours du run. Après un temps de thermalisation, les premières mesures
ont montré que mPCAC était faible et négative. Il a alors été décidé, tout en laissant
se poursuivre le run à cette valeur de κ, de commencer un nouveau jeu de paramètres
avec un κ légèrement di�érent κ = 0.154073. Après une thermalisation très courte car
nous avions repris une des dernières con�gurations produites pour κ = 0.154079, les
premières valeurs de mPCAC ont été toujours proches de zéro mais positives. Pendant ce
temps la valeur de mPCAC pour le run avec κ = 0.154079 a changé de signe pour devenir
positive. Le run avec κ = 0.154073 a lui aussi été marqué par des oscillations du signe
de mPCAC . Au �nal, la conclusion a été que l'e�et du changement de κ sur mPCAC était
compatible avec les �uctuations statistiques. Le reste de la simulation a été fait avec
κ = 0.154073.

Nous avons ensuite démarré une nouvelle simulation avec une masse lourde aµ =
0.0065 pour augmenter la masse du pion. Ceci a permis de réduire la taille du réseau
qui n'a été que de 323 × 64 pour cette simulation. La masse PCAC mesurée en ce point
est plus élevée qu'à aµ = 0.002 mais reste inférieure à aµ/10.

Suivant la stratégie choisie par la collaboration pour Nf = 2 nous avons conservé la
valeur de κ critique obtenue à la valeur de µ la plus faible. La valeur de κ critique ne
dépend donc que de β. Cette procédure préserve l'amélioration d'ordre O(a) et garde
les erreurs en O(a2) petites [20, 48].

Une dernière série de con�gurations a été produite sur un petit volume physique
correspondant à un réseau de taille 243 × 48 avec l'idée de les utiliser pour déterminer
les constantes de renormalisation sans avoir à utiliser de gros réseaux sur lesquels les
inversions sont coûteuses.

Des résultats préliminaires obtenus pour β = 4.2 sont regroupés dans le tableau 3.



13.3 - Contrôle de la simulation Nf = 2 71

〈P 〉

MC traj.

5000450040003500300025002000150010005000

0.61845

0.6184

0.61835

0.6183

0.61825

0.6182

0.61815

0.6181

Fig. 20 � Histoire Monte Carlo de la plaquette pour β = 4.2, L = 48 et aµ = 0.002.

Dans ce tableau, comme dans la suite de la thèse, la masse du pion (chargé) sera notée
indi�éremment mπ ou mPS. La constante de désintégration notée fPS est par contre
reliée à fπ par la relation fPS =

√
2fπ. Les deux valeurs de µ disponibles ne permettent

malheureusement pas de tenter une quelconque extrapolation chirale. Il faudrait pour
cela réaliser une simulation pour au moins une autre masse µ intermédiaire entre 0.002
et 0.0065. Cela n'a pas été fait jusqu'à présent car les ressources disponibles ont été
concentrées sur les simulations Nf = 2 + 1 + 1.

A masse de pion �xée, cette nouvelle valeur de la maille permet un meilleur contrôle
de l'extrapolation vers la limite du continu des quantités physiques, ce qui était une
motivation des simulation à β = 4.2. L'exemple de la masse du nucléon sera montré à
la section 19.

13.3 Contrôle de la simulation Nf = 2

Pour aucune des simulations à β = 4.2, l'histoire Monte Carlo de la plaquette ne
présente d'ondes de �uctuation de longue période comme cela peut se voir pour certaines
simulations avec une maille grossière et une masse de pion faible (voir �gure 29).

La �gure 21 montre l'histogramme de la plaquette sur les trajectoires thermalisées
d'un run à β = 4.2. La distribution des valeurs suit approximativement une loi gaussi-
enne, et ne présente pas un double maximum qui pourrait être le signe d'une transition
de phase.
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Fig. 21 � Histogramme de la plaquette pour β = 4.2, L = 48, κ = 0.154073 et aµ =
0.002.

14 Nf = 2 + 1 + 1

A�n d'analyser l'in�uence du quark s dans la mer, comme par exemple le contenu
étrange du nucléon, il faut disposer de con�gurations de jauge dans lesquelles l'e�et
des boucles de quarks s a été pris en compte. Dans la formulation twisted mass, pour
laquelle les quarks sont inclus sous la forme de doublet, il est nécessaire d'introduire
aussi le quark c. Vu la grande di�érence de masse entre quarks s et c, il n'est pas
raisonnable de les introduire sous la forme d'un doublet dégénéré comme pour u et d.
Les simulations comportant ces quatre saveurs de quarks, dont le principe a été expliqué
dans la sous-section 10.5, sont appelées Nf = 2 + 1 + 1.

Les premières simulations Nf = 2 + 1 + 1 [28] ont été réalisées sur des réseaux de
taille 123 × 24 et 163 × 32 pour explorer ce nouveau domaine. Les simulations sur des
réseaux plus grands ont démarré vers �n 2007. Le centre de calcul du CEA (CCRT) et
les ApeNEXT françaises à Rome ont servi à quelques runs de réglage des paramètres qui
sont maintenant κ, et µσ, µδ qui sont les paramètres qui contrôlent les masses twistées
des quarks s et c (voir équation (22)). La production massive de con�gurations a été
faite grâce à la BlueGene/P de l'IDRIS. La �gure 22 montre une vue globale des essais
de réglage des paramètres.
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Fig. 22 � Vue globale des runs de réglage pour Nf = 2 + 1 + 1 et β = 1.90. Pour être
exact ce ne sont pas µ, µσ et µδ qui devraient �gurer dans la légende, mais plutôt aµ,
aµσ et aµδ.

14.1 Réglage des paramètres de PHMC

Comme dans le cas de deux saveurs dégénérées des paramètres algorithmiques sont
à régler. Le doublet dégénéré u,d continue à utiliser l'algorithme HMC mais, comme
expliqué lors de la sous-section 10.5, le doublet s,c utilise une variante nommée PHMC.
Cette variante rajoute plusieurs paramètres dont l'intervalle choisi pour l'approximation
polynomiale, le degré du polynôme et la précision de l'approximation.

Expliquons comment ces paramètres sont optimisés. On devine d'abord un intervalle
[s̃min, s̃max] qui encadre le spectre de l'opérateur de Dirac que l'on veut approximer.
Pour des raisons historiques on normalise l'opérateur en le divisant par s̃max de sorte
que son spectre est maintenant contenu dans [ε = s̃min/s̃max, 1]. Le but de l'ajustement
des paramètres de l'algorithme PHMC est de trouver une approximation polynomiale de
1/
√
x de degré pas trop élevé pour diminuer le temps de calcul d'une trajectoire. Pour

cela il faut un intervalle d'approximation le moins étendu possible mais qui encadre
bien le spectre de l'opérateur. Ceci est contrôlé à la �n de la trajectoire en calculant les
valeurs propres minimales λmin et maximale λmax de l'opérateur normalisé. On devra
avoir

ε . λmin et λmax . 1

De plus pour conserver une bonne acceptance il faut s'assurer que ∆E reste petit.

Le tableau 4 montre un exemple typique d'optimisation. Pour chaque étape, les
lignes correspondent à des trajectoires successives. La con�guration de jauge qui a servi
de point de départ des étapes 1, 2 et 3 est la même.

� Dans le tableau 4, l'étape 0 présente les réglages initiaux pour la simulation D2
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λmin λmax s̃min s̃max ∆E Temps

Étape 0 : PhmcPrecisionPtilde=1.0e-8 et PhmcDegreeOfP=150
6.77065e-05 9.11808e-01 4.8e-05 2.4 0.252356536686 2.493645e+03
6.77065e-05 9.11808e-01 4.8e-05 2.4 0.585199601948 2.434194e+03
7.04924e-05 9.11813e-01 4.8e-05 2.4 -0.045156940818 2.440829e+03
7.12095e-05 9.10942e-01 4.8e-05 2.4 -0.117765024304 2.408151e+03

Étape 1 : PhmcPrecisionPtilde=1.0e-8 et PhmcDegreeOfP=80
7.67853e-05 9.95679e-01 8.8e-05 2.2 0.234440043569 2.164594e+03
7.42394e-05 9.94058e-01 8.8e-05 2.2 -0.304846443236 2.114743e+03
6.73826e-05 9.93466e-01 8.8e-05 2.2 -0.053029663861 2.107566e+03
7.17698e-05 9.96080e-01 8.8e-05 2.2 0.271479755640 2.145315e+03

Étape 2 : PhmcPrecisionPtilde=1.0e-8 et PhmcDegreeOfP=80
7.16087e-05 9.11140e-01 9.6e-05 2.4 0.085884153843 2.169326e+03
6.94883e-05 9.12992e-01 9.6e-05 2.4 -0.259798295796 2.092156e+03
6.94371e-05 9.11624e-01 9.6e-05 2.4 0.180394001305 2.098684e+03
7.30202e-05 9.12752e-01 9.6e-05 2.4 0.073998413980 2.100859e+03

Étape 3 : PhmcPrecisionPtilde=1.0e-8 et PhmcDegreeOfP=80
7.41329e-05 9.51238e-01 9.2e-05 2.3 0.322399944067 2.177396e+03
7.28076e-05 9.50807e-01 9.2e-05 2.3 -0.126342661679 2.108315e+03
7.28076e-05 9.50807e-01 9.2e-05 2.3 1.223950043321 2.111139e+03
7.28076e-05 9.50807e-01 9.2e-05 2.3 0.784500516951 2.109213e+03

Tab. 4 � Exemple de réglage des paramètres de l'algorithme PHMC.
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Fig. 23 � Valeur propre minimale lors de
l'histoire Monte Carlo de l'ensemble β = 1.9,
L = 24, κ = 0.163255 et aµ = 0.010.
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Fig. 24 � Valeur propre maximale lors de l'histoire
Monte Carlo de l'ensemble β = 1.9, L = 24, κ =
0.163255 et aµ = 0.010.

qui a été la première entreprise pour Nf = 2 + 1 + 1 avec β = 2.1.
� L'étape 1 correspond à un changement du degré du polynôme, de s̃max et ε. Le
temps de calcul a diminué, ∆E est raisonnable mais λmax s'approche dangereuse-
ment de 1.

� La correction apportée dans l'étape 2 sur s̃max a été trop importante car λmax est
maintenant très loin de 1.

� Avec la valeur intermédiaire choisie dans l'étape 3 on tombe sur une situation
satisfaisante.

Il est important de laisser une marge plus grande entre λmin et ε qu'entre λmax et 1,
car λmin �uctue plus que λmax. Les �gures 23 et 24 montrent ces �uctuations.

14.2 Création du polynôme

Dans le �chier de paramètres du programme phmc_tm du code tmLQCD, les
paramètres correspondant sont

� PhmcStildeMax et PhmcStildeMin (notés respectivement s̃max et s̃min) pour l'in-
tervalle

� PhmcDegreeOfP pour le degré du polynôme
� PhmcPrecisionPtilde pour la précision
Le paramètre PhmcDegreeOfP fait référence au degré du polynôme employé dans

le hamiltonien qui régit la dynamique moléculaire. Ce polynôme est lu depuis deux
�chiers Square_root_BR_roots.dat et normierungLocal.dat qui doivent être crées
avant. Le programme chebyRoot présent dans le code tmLQCD dans le répertoire
hmc/util/laguer/ permet de produire ces �chiers. Ce programme fait appel à la librairie
CLN (Class Library for Numbers) qui permet de faire des calculs en virgule �ottante
avec une très grande précision.

Par exemple, pour créer le polynôme utilisé dans la simulation A2 il su�t de choisir
dans le �chier chebyRoot.H les valeurs suivantes
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#de�ne MAXORD 1000
#de�ne DIGIT 1600
int MAXPOW = 150 ;
cl_F ALPHA = "0.500e+0_1600",
EPSILON = "0.00002e+0_1600",
LAMBDA = "1.e+0_1600" ;

Le paramètre MAXPOW est en fait PhmcDegreeOfP. Le format �e+0_1600� permet
de dé�nir les constantes avec une précision de 1600 décimales c'est-à-dire la valeur
de DIGIT. Si l'on change la valeur de DIGIT il faut changer le format de toutes les
constantes !

Le polynôme utilisé pour le calcul de la di�érence d'énergie qui entre en jeu dans
le test d'acceptance est lui déterminé au début du programme phmc_tm. Son degré,
suivant la précision demandée à travers le paramètre PhmcPrecisionPtilde, est couram-
ment de l'ordre de 1800 car il doit être plus précis que le polynôme pour la dynamique
moléculaire.

Lors du run un �chier phmc.data est produit, dont seules les quatre dernières colonnes
sont reproduites dans le tableau 4. Les deux dernières colonnes viennent du �chier
output.data.

Le tableau 5 montre les valeurs qui ont été retenues pour la production des con�gu-
rations de jauge.

Identi�ant PhmcPrecisionPtilde PhmcDegreeOfP s̃max s̃min

A1 1.0e-9 150 2.470 0.0000741
A2 1.0e-8 150 2.4 0.000048
A3 1.0e-8 150 2.4 0.000048
A4 1.0e-9 150 2.4 0.000072
B1 1.0e-8 150 2.4 0.000048
B2 1.0e-8 150 2.4 0.000048
B3 1.0e-8 150 2.4 0.000048
B4 1.0e-8 150 2.4 0.000048
C1 1.0e-8 150 2.4 0.000048
C2 1.0e-8 150 2.3 0.000046
D1 2.0e-9 80 2.25 0.0001
D2 2.0e-9 80 2.25 0.0001
D3 2.0e-9 80 2.25 0.0001
D4 1.0e-8 150 2.4 0.000048

Tab. 5 � Paramètres utilisés avec algorithme PHMC pour les di�érents ensembles.

14.3 Ajustement de κ

On procède de la même manière que pour Nf = 2 sauf que maintenant on cherche
le κ critique pour chaque valeur de µ. La première simulation Nf = 2 + 1 + 1 faite sur
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Fig. 25 � Exemple de l'ajustement de κ pour annuler mPCAC pour l'ensemble L=24,
β = 1.95 et aµ = 0.0085. La valeur de κ retenue sera la valeur centrale qui est κ =
0.1612312.

la machine de l'IDRIS fut β = 1.90, aµ = 0.01 et L=24, ce qui correspond à l'ensemble
noté A1 dans les tableaux. Pour ce jeu de paramètres nous avons continué la simulation
débutée par Gregorio Herdoiza sur une autre machine. La deuxième simulation fut celle
de l'ensemble B2 qui avait été commencée par Siebren Reker. Ensuite les autres ensem-
bles Ai et Bi présentés dans le tableau 1 ont été successivement lancés. Pour tous ces cas,
les essais résumés dans la �gure 22 ont permis de choisir par interpolation une valeur
de κ qui rend mPCAC au moins 10 fois plus petite que chaque µ. Pour les simulations à
β = 2.0 et β = 2.1 il y a une phase de réglage car les simulations aux autres paramètres
ne permettent pas de trouver du premier coup le κ critique. Il y a ainsi déjà eu deux
tentatives à β = 2.0 et quatre à β = 2.1. La �gure 25 montre plus précisément les essais
de κ faits pour β = 1.95 et aµ = 0.0085. Les �gures 26 et 27 montrent, pour chaque µ,
la valeur de mPCAC correspondant aux valeurs de κ de le tableau 6.

14.4 Contrôle de la simulation

Pour les simulations à faible β, petit µ et sur les plus petits réseaux on observe des
�uctuations de grande période comme on peut le voir sur la �gure 29. Ceci peut être
une indication de la proximité d'une transition de phase. Le temps d'autocorrélation
τ plaqint de la plaquette visible dans le tableau 6 augmente fortement pour aµ = 0.004. Ce
temps diminue lorsque le volume du réseau est augmenté de 243× 48 à 323× 64 tout en
laissant �xe les autres paramètres. Pour les analyses, il a été convenu que lorsque deux
volumes étaient disponibles pour deux jeux de paramètres identiques, le volume le plus
important serait choisi.

Au contraire, comme on le voit sur la �gure 28 une simulation avec une maille
plus �ne, une masse de pion plus élevée et un volume plus grand, ne présente pas de
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Fig. 26 � mPCAC en fonction de aµ pour
β = 1.90. Pour aµ = 0.004, il y a deux
volumes di�érents, décalés pour plus
de clarté.

Fig. 27 � mPCAC en fonction de aµ pour
β = 1.95. Le point noir à aµ = 0.0085 corre-
spond au κ retenu pour cette valeur de aµ.
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Fig. 28 � Histoire Monte Carlo de la
plaquette pour l'ensemble β = 1.95,
L = 32, κ = 0.161236 et aµ = 0.0055.
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L = 32, κ = 0.163272 et aµ = 0.003.
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Fig. 30 � Comparaison de la valeur moyenne de la plaquette entre démarrage froid
(bleu) et chaud (rouge).

�uctuations notables.

Un autre moyen de tester la proximité d'une éventuelle transition de phase est de
regarder l'évolution de la valeur moyenne de la plaquette pour deux points de départ
très di�érents (phénomène d'hystérésis). Le départ dit froid correspond au cas où l'on
démarre d'une con�guration pour laquelle toutes les variables de liens sont égales à l'i-
dentité. Le départ dit chaud correspond au cas où l'on démarre d'une con�guration pour
laquelle chaque variable de lien est une matrice aléatoire de SU(3). La �gure 30 montre
un tel test. Après un temps de thermalisation on constate que les valeurs moyennes
deviennent compatibles, alors qu'en cas de transition de phase chaque histoire Monte
Carlo aurait pu avoir sa propre valeur d'équilibre pour la plaquette.

14.5 Secteur léger

Le tableau 6 présente les données obtenues dans le secteur léger pour β=1.90 et 1.95,
ce qui correspond respectivement à a = 0.0853(5)fm et a = 0.0785(7)fm si on utilise la
constante de désintégration, aussi notée fPS, fπ ' 93 MeV du pion pour �xer l'échelle.
Les résultats physiques pour les simulations à β = 2.0 et β = 2.1 ne sont pas encore
disponibles car le réglage du κ critique ainsi que celui des masses des quarks s et c en
est à son début. Ces résultats sont particulièrement attendus en ce concerne la brisure
d'isospin entre les pions. Comme on peut le voir dans le tableau 6, la brisure est encore
très importante pour β = 1.95. Le pion neutre est environ 1.7 fois plus léger que le pion
chargé.

On peut noter que les simulations visibles sur la vue globale 22 pour des valeurs de
1/2κ comprises entre 3.0624 et 3.0628, ont été continuées et correspondent aux points
avec β = 1.9 et L = 24 dans le tableau 6. Le run à aµ = 0.0040 et L = 24 s'est déroulé
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aµ κ τ plaqint amπ amPCAC afPS amπ0

243 × 48, β = 1.90, aµσ = 0.15 et aµδ = 0.19

0.0040 0.163270 165(64) 0.145266(387) -0.00029(54) 0.06541(33) 0.0787(42)
0.0060 0.163265 29(7) 0.172613(436) -0.0002033(2003) 0.071688(226) 0.107(7)
0.0080 0.163260 21(5) 0.198583(413) 0.0001805(1540) 0.076229(218) 0.1306(88)
0.0100 0.163255 17(4) 0.222755(406) 0.000243(183) 0.079239(187)

323 × 64, β = 1.90, aµσ = 0.15 et aµδ = 0.19

0.0030 0.163272 106(60) 0.12358(48) -0.00024(20) 0.06483(40)
0.0040 0.163270 94(39) 0.14141(40) -0.00014(21) 0.06767(26)
0.0050 0.163267 0.15720(42) -0.00027(11) 0.07108(27)

323 × 64, β = 1.95, aµσ = 0.135 et aµδ = 0.17

0.0035 0.161240 55 0.12621(45) 0.000055(56) 0.06052(24) 0.077(1)
0.0055 0.161236 0.15503(26) -0.00042(6) 0.06590(17)
0.0075 0.161232 0.1804(4) -0.0004(2) 0.0691(2)

243 × 48, β = 1.95, aµσ = 0.135 et aµδ = 0.17

0.0085 0.1612312 0.1937(6) 0.00009(13) 0.0700(3)

Tab. 6 � Mesures de diverses observables pour le secteur léger. On rappelle que fPS =√
2fπ.

en deux temps. Dans un premier temps, environ 5000 trajectoires thermalisées ont été
produites puis au vu du temps d'autocorrélation très long de la plaquette il a été décidé
de poursuivre sur 5000 trajectoires supplémentaires.

La �gure 31 montre comment fπ est a�ectée par le passage de Nf = 2 à Nf = 2+1+1
pour deux volumes. Les quantités mπ et fπ sont multipliées par le paramètre de Sommer
r0 pour que la comparaison ait un sens. On n'observe pas de di�érence signi�cative ce
qui n'est pas une surprise.

La partie gauche de la �gure 32 illustre la variation du carré de la masse du pion
(chargé) en fonction de la masse twistée légère. On observe le comportement linéaire
prédit par la formule de Gell-Mann, Oakes, Renner. La partie droite montre l'extrapo-
lation chirale SU(2) de la constante de désintégration du pion correspondant à l'expres-
sion [59, 32]

fPS(L) = F [1− 2ξg̃1(λ)]
[
1− 2ξ log(2B0µ/Λ

2
4)
]
, (32)

où

ξ = 2B0µ/(4πF )2 , λ =
√

2B0µL2 . (33)

La fonction g̃1(λ) qui contient des corrections de volume �ni a été calculée pour la pre-
mière fois par Gasser et Leutwyler dans la référence [59]. Les notations utilisées sont
les mêmes que la référence [32]. Les corrections chirales NNLO sont supposées néglige-
ables dans l'équation (32). Les trois paramètres inconnus B0, F et Λ4 sont déterminés
par le �t. Par défaut, c'est fπ qui est utilisé pour �xer l'échelle d'énergie dans notre
collaboration.
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Fig. 31 � Comparaison pour fPS =
√

2fπ entre Nf = 2 et Nf = 2 + 1 + 1.
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aµ amK amD r0/a

243 × 48, β = 1.90, aµσ = 0.15 et aµδ = 0.19

0.0040 0.258362(459) 0.938549(5022) 5.178(44)
0.0060 0.267566(539) 0.929509(7571) 5.209(58)
0.0080 0.278318(285) 0.926774(5254) 4.989(40)
0.0100 0.287855(394) 0.942718(4906) 4.864(21)

323 × 64, β = 1.90, aµσ = 0.15 et aµδ = 0.19

0.0030 5.217(30)
0.0040 0.257376(512) 0.921112(4447) 5.179(49)
0.0050 5.081(45)

323 × 64, β = 1.95, aµσ = 0.135 et aµδ = 0.17

0.0035 0.218913(682) 0.832210(5290) 5.616(31)
0.0055 5.662(33)
0.0075 5.566(44)

243 × 48, β = 1.95, aµσ = 0.135 et aµδ = 0.17

0.0085 0.244336(646) 0.860719(5138) 5.493(41)

Tab. 7 � Mesures de diverses observables pour le secteur lourd-léger et valeur de r0/a.

14.6 Secteur lourd

Ce secteur, nouveau par rapport aux simulations Nf = 2, nécessite de régler deux
paramètres supplémentaires qui sont µσ et µδ. Comme on peut le voir sur la vue glob-
ale 22 diverses valeurs ont été essayées. La qualité de l'ajustement de ces deux paramètres
est mesurée par l'écart entre les masses calculées des mésons K et D et leur valeur
physique mK ' 494 MeV et mD ' 1870 MeV.

Le tableau 7 rassemble les données que nous avons pour ce secteur. Sur les �g-
ures 33, 34, 35 et 36 le point noir correspond à la valeur expérimentale. Les �gures 33
et 34 montrent la masse du K et l'extrapolation chirale linéaire. La valeur extrapolée à
la masse physique du pion est en bon accord avec la valeur expérimentale pour β = 1.95
et dévie d'environ 20% pour β = 1.90. Les �gures 35 et 36 montrent la masse du D
et l'extrapolation chirale linéaire associée. La valeur extrapolée à la masse physique du
pion pour β = 1.90 et β = 1.95 est environ 10% au-dessus de la valeur expérimentale.
Dans l'ensemble le secteur lourd semble avoir été mieux ajusté à β = 1.95 qu'à β = 1.90.
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Fig. 33 � Masse du kaon en fonction de la
masse du pion pour β = 1.90. La ligne violette
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Fig. 34 � Masse du kaon en fonction de la
masse du pion pour β = 1.95. La ligne violette
correspond à l'extrapolation chirale linéaire.
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correspond à l'extrapolation chirale linéaire.
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Rappelons le principe de base de tout calcul sur réseau. Un corrélateur

〈O(t+ τ)O(t)〉, τ > 0

peut être évalué suivant l'intégrale fonctionnelle

〈O(t+ τ)O(t)〉 =
1

Z

∫
[dψdψ̄dU ]O(t+ τ)O(t)e−S[ψ,U ]

D'autre part on a

〈O(t+ τ)O(t)〉 = 〈0|Oe−HτO|0〉 (34)

=
∑
n

|〈0|O|n〉|2e−Mnτ (35)

Quand τ tend vers l'in�ni la somme est dominée par l'état N crée par l'opérateur O
et dont la masse est la plus basse. Implicitement on a supposé que O est invariant par
translation de sorte que l'énergie de l'état coïncide avec sa masse.

On peut généraliser à plusieurs opérateurs comme par exemple

〈O(t+ τ)A(t+ τ ′)O(t)〉 = 〈O(t)e−H(τ−τ ′)A(t)e−HτO(t)〉, τ > τ ′ > 0

dont l'expression est

〈O(t+ τ)A(t+ τ ′)O(t)〉 =
1

Z

∫
[dψdψ̄dU ]O(t+ τ)A(t+ τ ′)O(t)e−S[ψ,U ]

et la limite quand τ, τ − τ ′ tendent vers l'in�ni donne l'élément de matrice 〈N |A|N〉
multiplié par le facteur (dit d'overlap) |〈0|A|N〉|2.

L'opérateur initial peut être di�érent de l'opérateur �nal. Par exemple, si O crée un
pion d'impulsion k le corrélateur

〈A5
µ(t+ τ, ~x)O(t)〉

permet de mesurer la constante de désintégration du pion dé�nie par la relation

〈0|A5
µ|π(k)〉 = −ikµfπe−ikx (36)

où A5
µ est le courant axial.

Remarquons que le raisonnement ci-dessus suppose que l'extension temporelle du
réseau est in�nie. Dans la suite nous expliquons comment le raisonnement doit être
modi�é quand cette extension est �nie.

Les corrélateurs contenant n opérateurs sont appelées fonctions à n points. Ce
chapitre détaille le calcul des fonctions à deux points et développe les applications au
calcul de la masse des baryons (nucléon et ∆). L'opérateur O qui crée l'état voulu est
appelé champ interpolant et le premier travail est de construire ces champs pour les cas
qui nous intéressent.
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Fig. 37 � Particules de l'octet et du décuplet classées par charge Q et étrangeté S.

15 Champs interpolants

Les champs interpolants du nucléon c'est-à-dire le doublet d'isospin (p,n) de l'octet
montré sur la �gure 37 sont

Proton : J(x) = εabcu
T
a (x)Cγ5db(x)uc(x) (37a)

Neutron : J(x) = εabcd
T
a (x)Cγ5ub(x)dc(x) (37b)

où u et d sont les champs des quarks u et d dans la base physique et C est la ma-
trice de conjugaison de charge C = γ0γ2. Pour le ∆ c'est-à-dire le quadruplet d'isospin
(∆++,∆+,∆0,∆−) du décuplet, les champs interpolants s'écrivent

∆++ : Jµ(x) = εabcu
T
aCγµubuc (38a)

∆+ : Jµ(x) =
1√
3
εabc

[
2uTaCγµdbuc + uTaCγµubdc

]
(38b)

∆0 : Jµ(x) =
1√
3
εabc

[
2uTaCγµdbdc + dTaCγµdbuc

]
(38c)

∆− : Jµ(x) = εabcd
T
aCγµdbdc (38d)

De tels opérateurs créent une particule avec toutes les impulsions possibles. Pour
sélectionner un état d'impulsion ~k on construit

J(~k) =
1

V

∑
~x

ei
~k·~xJ(x)

où V est le volume du réseau. Remarquons qu'en raison de l'invariance par translation
du réseau on peut écrire

〈J(~k)J̄(~k)〉 = 〈J(~k)J̄(~x = 0))〉

De façon générale la conservation globale de l'impulsion supprime une sommation sur
la position. Dans la suite on ne considère que des états d'impulsion nulle car cela est
su�sant pour extraire les masses. Mais des calculs avec impulsion non nulle ont été
réalisés pour véri�er que la relation de dispersion E =

√
k2 +m2 est bien satisfaite.
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J
x 0

J̄

Fig. 38 � Diagramme correspondant à une fonction à 2 points pour un baryon.

16 Mesure des masses

Dans le champ interpolant du nucléon remarquons que les quarks u pour le proton,
d pour le neutron ont un indice de Dirac libre. La notation précise pour cet opérateur
est donc Jα et le corrélateur s'écrit

Cαβ(τ) = 〈Jα(τ)J̄β(0)〉

où la barre au-dessus d'un opérateur signi�e la conjugaison de Dirac. Dé�nissons

C±(τ) =
∑
αβ

(1± γ0)αβCαβ(τ)

Les symétries d'espace-temps de l'action et l'anti-périodicité pour les champs de fermions
conduisent pour les corrélateurs avec impulsion nulle à la relation

C+(τ) = −C−(T − τ)

où T est l'extension temporelle totale du réseau. La combinaison appropriée pour extraire
la masse du nucléon est donc

CN(τ) = C+(τ)− C−(T − τ)

qui tend vers exp (−mNτ) pour τ grand mais inférieur à T/2. En pratique, on dé�nit la
masse e�ective

meff
N (t) = − log

C(t)

C(t− 1)

qui tend vers la masse du nucléon.

Dans le cas du ∆ le champ interpolant comporte en plus de l'indice de Dirac libre,
un indice spatio-temporel µ. Le champ interpolant est noté Jµα et le corrélateur est

Cµν
αβ(τ) = 〈Jµα(τ)J̄νβ (0)〉

De même que pour le nucléon, on dé�nit

C±(τ) =
∑
αβ

(1± γ0)αβ

3∑
i=1

Cii
αβ(τ)

et la combinaison appropriée est

C∆(τ) = C+(τ)− C−(T − τ)
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Fig. 39 � Comparaison pour la masse e�ective du ∆++ sur l'ensemble β = 3.9, aµ =
0.0085 et L = 24 avec ou sans projection de spin. Les carrés vides ont été décalés par
souci de clarté. 90 con�gurations de jauge ont été utilisées pour ce test.

Notons que les états intermédiaires qui contribuent au corrélateur pour le ∆ ont a
priori spin 1/2 ou 3/2. Cependant le ∆ est un état d'isospin 3/2 donc la composante de
spin 1/2 est forcément un état excité dont la contribution est négligeable lorsque τ est
grand. Ceci a été testé explicitement [3] en insérant le projecteur sur le spin 3/2 dans le
corrélateur. Comme on peut voir sur la �gure 39, la di�érence entre les deux méthodes
est plus faible que les barres d'erreurs.

17 Calcul des corrélateurs

Pour calculer les corrélateurs introduits dans la section précédente on a besoin d'é-
valuer

Cγρ = 〈Jγ(x)J̄ρ(0)〉

où l'opérateur est de la forme

Jγ(x) = εabcψ
a
A,α(x)Γαβψ

b
B,β(x)ψcC,γ(x) (39)

où ψaA,α(x) est le champ de quark de saveur A, de couleur a et d'indice de Dirac α et
Γ est une matrice de Dirac qui dépend de la particule considérée (voir équations (37)
et (38)). Si on introduit un indice global g ≡ (A,α, a), le champ interpolant peut s'écrire
sous la forme

J(x) = Λg1g2g3χg1(x)χg2(x)χg3(x)

où le tenseur Λ tient aussi compte du passage de la base physique à la base twistée. Ce
tenseur dépend implicitement d'indices qui spéci�ent la structure du champ interpolant,
c'est-à-dire l'indice de Dirac libre dans l'équation (39) et la structure en saveur. Si l'on
écrivait explicitement Λ pour le proton on aurait :

Λγ,proton
(A1α1a1,A2α2a2,A3α3a3) = δ(A1, u)δ(A2, d)δ(A3, u)δ(α3, γ)εa1a2a3Γα1α2

La plupart du temps ces indices supplémentaires sont omis par alléger l'écriture et sont
restaurés uniquement en cas de besoin.
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Les règles de l'intégration fermionique donnent

〈J(x)J̄(0)〉 =
1

Z

∫
[dU ] detD(U)e−Sg

[
(−1)εΛg1g2g3Λ̄g′1g

′
2g
′
3

SUg1g′1(x, 0)SUg2g′2(x, 0)SUg3g′3(x, 0) + permutations
]

où ε est la parité de la permutation des champs de fermions. Dans l'expression précédente
SUg1g′1

(x) est le propagateur de quark dans le champ de jauge U dé�ni par

DUg1g2(x, y)SUg2g3(y, z) = δg1g3δ(x, z)

Pour une con�guration de jauge donnée le problème est donc de résoudre un système
linéaire. Si on restaure le détail des indices, il s'écrit en omettant la dépendance implicite
sur U pour simpli�er

DabA,αβ(x, y)SbcA, βγ(y, z) = δacδαγδ(x, z)

où l'on ne somme pas sur l'indice A qui représente la saveur.

A cause du volume de calcul nécessaire, il est impossible de résoudre le système pour
connaître le propagateur S(y, z) quelque soit y et z. Le stockage serait également prob-
lématique. On arrange le calcul, en utilisant l'invariance par translation, pour n'avoir
besoin du propagateur qu'en un seul point d'origine, c'est-à-dire z dans l'équation ci-
dessus. Dans ce contexte notons la relation utile

SabA, αβ(0, x) = (γ5S
†γ5)abB, αβ(x, 0)

Le symbole dag dans l'équation ci-dessus ne s'applique qu'aux indices de Dirac et de
couleur. Pour des fermions de Wilson, on aurait A = B, mais pour des fermions twistés
il y a une permutation de saveur : si A = u alors B = d.

18 Smearing

18.1 Sur les champs de quarks

Les champs interpolants de la section 15 créent des états qui n'ont pas forcément
un grand recouvrement avec l'état propre de QCD qui nous intéresse. La conséquence
est que la masse e�ective peut tendre lentement vers sa valeur asymptotique en raison
de la contamination du corrélateur par les états excités. Pour améliorer cet état de fait
il faudrait que l'état créé par le champ interpolant �ressemble� plus à l'état que l'on
cherche. Une façon simple de réaliser cette amélioration est d'utiliser la technique du
smearing, qui revient essentiellement à étaler les champs de quarks sur plusieurs sites.
La seule di�culté est que ce smearing doit respecter l'invariance de jauge et les nombres
quantiques des quarks. C'est à ce prix qu'on pourra considérer des champs interpolants
dans lesquels les champs de quarks avec smearing sont simplement substitués aux champs
de quarks locaux.

Il y a plusieurs choix possibles. Le type de smearing expliqué ci-dessous est le smear-
ing gaussien [37]. Les lettres majuscules désigneront les champs de quarks avec smearing,
les lettres minuscules désigneront les champs de quarks sans smearing.
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Une façon générale d'écrire le smearing est :

Qa
α(x) = T aa

′

αα′(x, y, Uµ)qa
′

α′(y)

où
T aa

′

αα′(x, y, Uµ) (40)

est une matrice qui dépend du type de smearing employé. Uµ est ici présent pour
souligner que la matrice T peut dépendre des variables de liens a�n de conserver l'invari-
ance de jauge. Si l'on traite les indices de couleur, de Dirac et les coordonnées comme
un seul indice matriciel, la relation s'écrit

Q = Tq

On dérive une relation similaire pour le champ conjugué :

Q̄ = q̄a
′

ρ (y)(γ0)ρβT
∗aa′
ηβ (x, y, Uµ)(γ0)ηα

En notation matricielle la relation est :

Q̄ = q̄γ0T
†γ0 = q̄ T̃

où T̃ est dé�ni par T̃ = γ0T
†γ0

Dans notre cas le smearing est crée par récursion (c'est-à-dire que la matrice T est
construite par applications successives d'une autre matrice F ){

Q(0) = q
Q(n) = FQ(n−1)

où

F bb′

ββ′(x, y, Uµ) =
δββ′

1 + 6α

δbb′δ(x, y) + α
∑

µ spatial
seulement

[
U bb′

µ (x)δ(x+ µ, y) + U †
bb′

µ (x− µ)δ(x− µ, y)
]

Ici α est un coe�cient choisi pour reproduire le rayon moyen de la particule à étudier
par exemple un hadron. Le tableau 8 résume les paramètres utilisés pour le smearing
gaussien suivant les ensembles que nous avons étudiés.

18.2 Calcul des propagateurs avec smearing

Ce smearing ne mélange pas les saveurs donc pour alléger les notations on ignore
l'indice de saveur dans la discussion qui suit. Dans la pratique on peut appliquer le
smearing au champ interpolant qui crée l'état (source), à celui qui le détruit (puits) ou
aux deux. Si aucun smearing n'est appliqué, le corrélateur met en jeu le propagateur
local-local (indice LL dans l'équation ci-dessous) dont on rappelle la dé�nition

Dabαβ(x, z)SbcLL, βγ(z, ys) = δacδαγδ(x, ys)

On appelle δacδαγδ(x, ys) = Σac
L, αγ(x, ys) la source locale et on réserve dans la suite la

variable ys à la position de la source.
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β Ngauss αgauss

3.8 30 4.0
3.9 50 4.0
4.05 70 4.0
4.2 90 4.0
1.90 50 4.0
1.95 50 4.0

Tab. 8 � Paramètres utilisés pour le smearing gaussien suivant les ensembles Nf = 2 et
Nf = 2 + 1 + 1.

Si on applique le smearing à la source on aura besoin du propagateur local-smeared
dé�ni par

SabLS, αβ(x, ys) = SacLL, αγ(x, y)T̃ cbγβ(y, ys)

ce qui a priori implique la connaissance du propagateur "all-to-all" c'est-à-dire SLL(x, y)
pour tous les x et y.

Mais l'on peut aussi calculer le propagateur local-smeared en inversant l'opérateur
de Dirac avec une source avec smearing. Pour cela appliquons l'opérateur de Dirac sur
le propagateur local-smeared

Dabαβ(x, z)SbcLS, βγ(z, ys) = Dabαβ(x, z)SbdLL, βη(z, y)T̃ dcηγ(y, ys)

= Σad
L,αη(x, y)T̃ dcηγ(y, ys)

Le propagateur local-smeared est donc solution de l'équation de Dirac avec la source
avec smearing

Σac
S,αγ(x, ys) = Σad

L,αη(x, y)T̃ dcηγ(y, ys)

Si on applique le smearing au puits on aura besoin du propagateur smeared-local
dé�ni par

SabSL, αβ(x, ys) = T acαγ(x, y)ScbLL, γβ(y, ys)

ce qui n'implique par de nouvelles inversions.

A partir des expressions précédentes, il est simple de combiner à la fois smearing à
la source et au puits sur un propagateur. On inverse d'abord en utilisant une source
avec smearing pour obtenir le propagateur local-smeared, puis on applique la procédure
de smearing au puits qui nous fournit un propagateur smeared-smeared. Nous avions
commencé notre travail sur les baryons avec des propagateurs locaux, mais l'amélioration
de la qualité du signal procurée par l'utilisation du smearing comme on peut le voir sur la
�gure 40, nous a fait choisir des propagateurs smeared-smeared pour l'étude du nucléon
et du ∆ dont les résultats sont présentés dans la section 19.

18.3 Smearing des liens de jauge

Notons tout d'abord que le smearing que nous décrivons ci-dessous est appliqué aux
liens de jauge qui entrent dans la construction de la matrice T (voir équation (40)).
Ceux qui apparaissent dans l'action de QCD ne sont pas changés.
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Fig. 40 � Comparaison sur 150 con�gurations de jauge environ des masses e�ectives
pour le nucléon avec ou sans smearing sur l'ensemble β = 3.9, L = 24 et aµ = 0.0085.

L'idée est de supprimer dans les liens de jauge les �uctuations de petites longueurs
d'onde en les moyennant avec leurs plus proches voisins. Les méthodes populaires de
smearing des liens de jauge sont le hypercubic (HYP) smearing [69], le stout smearing [97]
et le smearing 3D APE [46, 2]. La méthode que nous avons utilisée est une méthode
itérative proche du smearing 3D APE dont les étapes sont :

I) Initialisation à partir des liens originaux U (0)
µ (x) = Uµ(x)

II) Construction du lien épaissi

U (n+1)
µ (x) = U (n)

µ (x) + αAPE
∑
ν 6=µ

ν spatial

U (n)
ν (x)U (n)

µ (x+ ν)U (n)†
ν (x+ µ)

dans les directions spatiales uniquement (c'est-à-dire pour µ 6= 0). Cette étape
vient du fuzzing [94]. Chaque élément de la somme s'appelle une agrafe. La somme
comporte quatre termes car on inclut les agrafes dans les directions positives aussi
bien que négatives.

III) �Projection� de U (n+1)
µ (x) dans SU(3)

IV) On répète les étapes 2 et 3 un nombre NAPE de fois

Le choix de la �projection� dans SU(3) n'est pas unique et plusieurs solutions ont été
proposées dans la littérature. Etant donné une matriceM de taille 3×3, sa projection U
dans SU(3) est souvent dé�nie comme la matrice U appartenant à SU(3) qui maximise
Re Tr(UM †). Une procédure itérative est ensuite nécessaire pour obtenir le maximum.
Un autre choix est de prendre U telle que

U = M(M †M)−1/2 det(M−1M †)1/6

C'est cette dernière solution pour laquelle nous avons opté. Suivant [83], nous avons
utilisé les étapes suivantes pour projeter dans SU(3) une matrice M donnée

1. On construit H = M †M
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x+ aµ̂x

x+ aν̂

Fig. 41 � Lien (en pointillé) et ses 2 agrafes dans le plan (µ̂,ν̂).

2. H étant une matrice hermitienne, on peut la diagonaliser dans une base orthonor-
mée à l'aide d'une matrice T pour écrire

H = TΛT †

où Λ = diag(λ1, λ2, λ3) contient les valeurs propres de H.

3. On construit W = MH−1/2 = TΛ−1/2T † qui est alors dans U(3)

4. On divise W par det(W )1/3. On choisit la valeur principale de la racine cubique
pour éviter toute ambiguïté.

Cette façon de procéder est motivée par la décomposition polaire qui indique que
toute matrice inversible complexe se décompose de façon unique en produit d'une matrice
unitaire et d'une matrice hermitienne strictement positive. La référence [79] compare
cette méthode et la technique de maximisation de la trace qui donne des résultats
numériques très proches.

Nous avons utilisé NAPE = 20 et αAPE = 0.5 pour tous les di�érents ensembles sur
lesquels nous avons travaillé y compris les simulations Nf = 2 + 1 + 1.

19 Résultats Nf = 2

Dans cette section les résultats concernant la masse du nucléon et des particules ∆
seront présentés. Pour les con�gurations de jauge Nf = 2 ce travail a déjà été publié [3],
mais les con�gurations pour β = 4.2 n'étaient pas encore disponibles. Des résultats
préliminaires pour les simulations Nf = 2 + 1 + 1 sont montrés, mais l'analyse ne peut
être aussi approfondie que celle du cas Nf = 2 car la production des con�gurations de
jauge est toujours en cours.

Les paramètres des ensembles Nf = 2 que nous avons utilisés, c'est-à-dire β, L et
aµ sont résumés dans le tableau 10. Par commodité, nous répétons dans le tableau 9
les valeurs de la maille a en fonction de β déduites de la constante de désintégration du
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Nf = 2
β a en fm r0/a
3.8 0.0995(7) 4.46(3)
3.9 0.0855(6) 5.22(2)
4.05 0.0666(6) 6.61(3)
4.2 0.0529(5) 8.42(7)

Nf = 2 + 1 + 1
β = 1.90 a = 0.0853(5) fm
β = 1.95 a = 0.0785(7) fm

Tab. 9 � Valeur de la maille �xée par fπ pour les diverses simulations. La valeur de r0/a
à la limite chirale est aussi fournie pour les simulations Nf = 2.
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Fig. 42 � Exemple de masse e�ective pour le nucléon sur l'ensemble β = 3.9, L = 24 et
aµ = 0.0085. Pour cette �gure, 348 con�gurations de jauge ont été utilisées.

pion ainsi que le paramètre de Sommer extrapolé à la limite chirale [125]. La fenêtre en
β qui va de 3.8 à 4.2 est trop petite pour tester de façon signi�cative les lois d'échelle
asymptotique vues dans la section 5. Nous étudions la limite du continu en observant la
dépendance de la masse du hadron en unités physiques en fonction de a/r0.

Les masses de pions couvrent un intervalle de 270 à 500 MeV [125]. Pour mπ ≈
300 MeV nous avons des réseaux dont la taille spatiale est de Ls = 2.1 fm et Ls = 2.7 fm
pour β = 3.9 ce qui permet de tester les e�ets de volume �ni.

Sur la �gure 42 nous montrons un exemple de masse e�ective correspondant au
corrélateur smeared-smeared pour le nucléon ainsi que la valeur asymptotique donnée
par le plateau. Celui-ci est déterminé en �ttant la masse e�ective par une constante dans
la région du plateau et en variant le temps de début du �t pour que le χ2 par degré de
liberté soit inférieur à un.

Le tableau 11 rassemble les données brutes pour les masses du nucléon et des ∆
en unités réseau en fonction de la masse nue du quark twisté pour trois valeurs de β.
Les erreurs statistiques ont été calculées par la méthode jackknife [111] et la méthode
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β = 4.2, a = 0.0529(5) fm
323 × 64, Ls = 1.69 fm aµ 0.0065

Stat. 522
mπ (GeV) 0.4938(50)
mπL 4.24

483 × 96, Ls = 2.54 fm aµ 0.002
Stat. 431
mπ (GeV) 0.2756(28)
mπL 3.55

β = 4.05, a = 0.0666(6) fm
323 × 64, Ls = 2.13 fm aµ 0.0030 0.0060 0.0080 0.012

Stat. 269 253 409 182
mπ (GeV) 0.3070(18) 0.4236(18) 0.4884(15) 0.6881(18)
mπL 3.31 4.57 5.27 7.43

β = 3.9,a = 0.0855(6) fm
243 × 48, Ls = 2.05 fm aµ 0.0030 0.0040 0.0064 0.0085 0.010

Stat. - 782 545 348 477
mπ (GeV) - 0.3131(16) 0.3903(9) 0.4470(12) 0.4839(12)
mπL 3.25 4.05 4.63 5.03

323 × 64, Ls = 2.74 fm aµ 0.0030 0.0040
Stat. 659 232
mπ (GeV) 0.2696(9) 0.3082(6)
mπL 3.74 4.28

β = 3.8, a = 0.0995(7) fm
243 × 48, Ls = 2.39 fm aµ 0.0060 0.0080 0.0110 0.0165

Stat.
mπ (GeV) 0.3667(17) 0.4128(16) 0.4799(9) 0.5855(10)
mπL 4.44 5.00 5.81 7.09

Tab. 10 � Paramètres d'entrée β, L, µ de nos simulations Nf = 2 avec la maille a et la
masse du pion mπ correspondantes.
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aµ stat. amN am∆++,− am∆+,0

β = 3.9, 243 × 48
0.0040 782 0.5111(58) 0.660(14) 0.670(13)
0.0064 545 0.5514(49) 0.709(11) 0.711(12)
0.0085 348 0.5786(67) 0.714(12) 0.733(13)
0.0100 477 0.5973(43) 0.7531(67) 0.7559(75)

β = 3.9,323 × 64
0.0030 652 0.4958(43) 0.6234(139) 0.6497(133)
0.0040 232 0.5126(46) 0.651(16) 0.659(15)

aµ stat. amN am∆++,− am∆+,0

β = 4.05, 323 × 64
0.0030 269 0.4091(60) 0.5381(93) 0.5441(93)
0.0060 253 0.4444(47) 0.5505(77) 0.5581(90)
0.0080 409 0.4714(31) 0.5918(60) 0.5906(63)

aµ stat. amN am∆++,− am∆+,0

β = 4.2, 323 × 64
0.0065 380 0.380(3) 0.473(5) 0.477(5)

β = 4.2, 483 × 96
0.0020 273 0.306(4) 0.431(6) 0.433(7)

Tab. 11 � Masses du nucléon et des ∆ mesurées sur les ensembles Nf = 2.

Γ [132].

Pour montrer comment se placent nos résultats par rapport à ceux des autres collab-
orations (LHPC [126] et PACS-CS [7]) nous montrons sur le �gure 43 une comparaison
à β = 3.9 de la masse du nucléon.

19.1 E�ets de volume �ni

Les volumes physiques que nous utilisons sont su�samment grands pour que les
e�ets de volume �ni soient dominés par la distorsion du nuage pionique. L'hypothèse
est évidemment que la masse du pion est su�samment petite, ce qui est certainement
le cas pour les plus petites masses. Ces corrections de volume �ni ont été étudiées dans
la référence [6] dans le cadre de la théorie des perturbations chirales SU(2) [110]. Les
e�ets de volume �ni pour la masse du nucléon à l'ordre O(p4) sont :

mN(∞) = mN(L)− δma(L)− δmb(L) (41)

où

δma(L) =
3g2

Am
0
Nm

2
π

16π2f 2
π

∫ ∞
0

dx
∑
n

K0

(
L|n|

√
m02
N x

2 +m2
π(1− x)

)
δmb(L) =

3m4
π

4π2f 2
π

∑
n

[
(2c1 − c3)

K1 (L|n|mπ)

L|n|mπ

+ c2
K2 (L|n|mπ)

(L|n|mπ)2

]
. (42)



19.2 - Limite du continu 97

0 0.5 1 1.5

(r0mπ)2

2.00

2.50

3.00

3.50

r 0M

ETMC L=24 β=3.9

LHPC

PACS-CS

N

Fig. 43 � Comparaison des résultats ETMC avec ceux des collaborations LHPC et
PACS-CS pour la masse du nucléon.

Kν(x) est la fonction de Bessel modi�ée et la somme porte sur tous les vecteurs d'entiers
n en excluant n = 0. Les constantes de basse énergie de dimension deux c2 = 3.2 GeV−1

et c3 = −3.45 GeV−1 ont été déterminées respectivement dans [47] et [14, 109]. Les
paramètres c1 et m0

N sont tirés du �t chiral présenté dans la sous-section 19.3. Les ré-
sultats sont collectés dans le tableau 12. Comme on peut le voir les corrections sont,
pour nos volumes de réseaux, extrêmement faibles (. 1%) et la plupart du temps in-
férieures aux erreurs statistiques. Ceci est con�rmé par le calcul sur réseau avec deux
volumes di�érents (243 × 48 et 323 × 64) pour aµ = 0.004 (voir tableau 11). Pour le ∆
les conclusions sont similaires.

19.2 Limite du continu

Pour faire cette extrapolation on doit exprimer toutes les quantités en unités
physiques et prendre la limite a → 0. Pour faciliter la comparaison avec d'autres cal-
culs, nous choisissons comme unité physique le paramètre de Sommer r0, extrapolé à la
limite chirale, car il est plus facile à calculer que la constante de désintégration du pion.
Les valeurs de r0mπ que nous avons ne sont pas tout à fait identiques pour les diverses
valeurs de β, et donc de r0/a. Nous avons donc e�ectué une interpolation pour ramener
mNr0 et m∆r0 à une série de valeurs de référence de r0mπ proches de celles dont nous
disposons. Les résultats sont rassemblés dans le tableau 13 et montrés sur la �gure 44.
Nous avons pris la limite du continu a/r0 → 0 en ajustant une constante sur les données
à β=3.9, 4.05 et 4.2 quand elles existent. En raison des instabilités lors de la production
des con�gurations de jauge à β = 3.8, les résultats correspondants ne sont pas inclus
dans l'extrapolation. Comme on peut le voir sur la �gure, ils sont toutefois consistant
avec notre extrapolation. La dernière partie du tableau 13 donne les valeurs extrapolées
à la limite continu.
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amπ amN(L) aδa(L) + aδb(L)
β = 3.9 243 × 48

0.1362 0.5111(58) 0.0068
0.1684 0.5514(49) 0.0046
0.1940 0.5786(67) 0.0026
0.2100 0.5973(43) 0.0021

β = 3.9 323 × 64
0.1168 0.4958(34) 0.0014
0.1338 0.5126(46) 0.0011

β = 4.05 323 × 64
0.1038 0.4091(60) 0.0035
0.1432 0.4444(47) 0.0018
0.1651 0.4714(31) 0.0012

Tab. 12 � Correction de volume pour la masse du nucléon sur les ensembles Nf = 2.
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Fig. 44 � Extrapolation constante de la masse du nucléon à la limite du continu. L'ex-
trapolation utilise 4 points dans le cas r0mπ = 0.70 et r0mπ = 1.10 soit un point de
plus que dans les autres cas. Le point supplémentaire vient des nouvelles simulations à
β = 4.2 avec respectivement aµ = 0.002 et aµ = 0.0065.
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r0mπ r0mN r0m∆++,− r0m∆+,0

β = 3.8

0.70 2.654(95) 2.668(55) 3.596(119) 3.511(69) 3.502(161) 3.528(79)
0.80 2.804(45) 2.807(41) 3.637(54) 3.614(47) 3.641(65) 3.652(53)
0.90 2.935(40) 2.933(27) 3.667(75) 3.701(28) 3.790(111) 3.760(30)
1.00 3.044(45) 3.043(21) 3.731(83) 3.767(31) 3.885(120) 3.850(33)
1.10 3.133(34) 3.129(31) 3.831(63) 3.804(57) 3.918(72) 3.915(64)
1.25 3.256(28) 3.201(63) 4.086(62) 3.793(111) 4.127(64) 3.950(127)

β = 3.9
0.70 2.666(27) 2.672(17) 3.548(60) 3.481(35) 3.632(88) 3.498(46)
0.80 2.840(27) 2.809(13) 3.621(65) 3.614(25) 3.641(61) 3.633(32)
0.90 2.947(22) 2.933(12) 3.720(56) 3.734(16) 3.725(52) 3.754(20)
1.00 3.013(31) 3.041(14) 3.841(60) 3.837(18) 3.861(46) 3.859(17)
1.10 3.132(24) 3.125(20) 3.917(50) 3.916(30) 3.943(50) 3.938(31)
1.25 3.313(76) 3.194(33) 4.028(66) 3.976(56) 4.061(105) 4.000(62)

β = 4.05
0.70 2.676(56) 2.665(47) 3.565(124) 3.428(81) 3.550(97) 3.477(71)
0.80 2.843(71) 2.795(36) 3.627(137) 3.571(59) 3.627(107) 3.609(51)
0.90 2.903(40) 2.910(24) 3.669(45) 3.701(35) 3.690(45) 3.727(30)
1.00 3.003(40) 3.007(16) 3.771(45) 3.815(18) 3.793(46) 3.827(18)
1.10 3.086(24) 3.079(19) 3.932(43) 3.905(35) 3.936(50) 3.902(37)
1.25 3.287(24) 3.126(42) 4.017(48) 3.982(85) 4.038(49) 3.953(84)

β = 4.2
0.70 2.674(41) 3.684(60) 3.704(67)
1.10 3.178(36) 3.971(53) 4.004(53)

Continuum
0.70 2.667(24) 2.671(16) 3.551(54) 3.472(32) 3.595(65) 3.492(38)
0.80 2.840(25) 2.807(12) 3.622(59) 3.608(23) 3.638(53) 3.626(27)
0.90 2.936(19) 2.929(11) 3.687(35) 3.728(15) 3.705(34) 3.746(16)
1.00 3.009(25) 3.025(11) 3.794(36) 3.826(13) 3.827(33) 3.844(12)
1.10 3.109(17) 3.101(14) 3.926(33) 3.916(23) 3.939(35) 3.924(24)
1.25 3.289(23) 3.168(26) 4.021(39) 3.978(47) 4.042(44) 3.984(50)

Tab. 13 � Les résultats d'une interpolation linéaire vers les r0mπ de référence sont
donnés dans les colonnes 2,4 et 6. Les colonnes 3,5 et 7 utilisent le �t chiral à l'ordre
m3
π pour e�ectuer l'interpolation. Pour β = 4.2, on ne peut utiliser que l'interpolation

linéaire. Une extrapolation constante a été utilisée pour atteindre la limite du continu.
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Un des problèmes importants de la formulation twisted mass est la brisure d'isospin
qui lève la dégénérescence en masse d'un même multiplet. Rappelons que ceci est un
artefact d'ordre a2. Comme les corrélateurs sont réels et qu'ils sont invariants sous
la transformation u ↔ d combinée avec la conjugaison hermitique, les couples (n, p),
(∆++,∆−) et (∆+,∆0) sont dégénérés. Par contre, il existe a priori une di�érence de
masse d'ordre a2 entre ∆++ et ∆+. Comme on peut le voir dans le tableau 13 à la limite
du continu cet e�et est négligeable par rapport aux erreurs.

19.3 Fits chiraux

Comme on ne simule pas QCD à la masse du pion physique, la question de l'extrapo-
lation se pose. Pour cela, on utilise la théorie des perturbations chirales qui est basée sur
le fait que les masses des quarks u et d sont petites par rapport à une échelle hadronique
typique. Si on omet le terme de masse du Lagrangien de QCD on a une théorie qui
possède la symétrie chirale dont on sait qu'elle est spontanément brisée et que les modes
de Goldstone associés peuvent être identi�és aux pions. Quand on développe la théorie
de perturbation autour du point symétrique, on doit tenir compte non seulement du
terme de brisure explicite, mais aussi de la dégénérescence entre un hadron et ce même
hadron accompagné d'un pion d'impulsion nulle. Pour cela on pourrait utiliser les tech-
niques des théorèmes de basse énergie [106] mais cela met en jeu un formalisme lourd
et peu transparent. On préfère donc utiliser l'approche équivalente de la théorie e�ec-
tive [127, 58] dont les degrés de liberté sont des hadrons ponctuels et des pions. Elle
est construite pour respecter la symétrie chirale avec un terme de brisure explicite qui
est contraint par celui de QCD. Le terme symétrique ne dépend du champ de pion que
par des puissances de ses dérivées. Pour pouvoir tronquer la théorie a un nombre �ni
de termes il faut se limiter à des situations où les impulsions des pions sont petites. La
théorie de perturbation développée dans ce cadre est la théorie de perturbation chirale.
Des revues récentes de la théorie de perturbation chirale appliquée au nucléon peuvent
être trouvées dans [113, 12]. Elle permet de prédire comment se comportent les masses
des hadrons en fonction de la masse du pion. Le développement pour le nucléon et le ∆
sont de la forme

mN(mπ) = m0
N − 4c1

Nm
2
π −

3g2
A

32πf 2
π

m3
π + . . . (43)

m∆(mπ) = m0
∆ − 4c1

∆m
2
π −

3g2
A

32πf 2
π

m3
π + . . . (44)

où l'ellipse signi�e que l'on a négligé les termes d'ordre supérieur. Le terme m0
N est la

masse du nucléon à la limite chirale, le coe�cient c1
N est relié au terme σ du nucléon.

Le terme cubique, c'est-à-dire en m3/2
q , est exactement prédit par la théorie comme tous

les termes non analytiques dans la masse des quarks. Il provient de la région infrarouge
de la self énergie pionique du nucléon. Les valeurs de la constante de couplage axiale du
nucléon gA et de fπ sont celles de la limite chirale. En pratique si on tronque le développe-
ment à l'ordre m3

π, la di�érence par rapport aux valeurs physiques gA = 1.2695(29) et
fπ = 92.42 MeV va dans les termes d'ordre supérieur. Notons que l'égalité du terme
cubique pour le nucléon et le ∆ est valide dans la limite de la symétrie SU(6).

L'introduction des termes d'ordre supérieur ne pose pas de problème de principe
mais fait apparaître de nouveaux paramètres libres. Comme nos données semblent bien
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Fig. 45 � Fits chiraux pour le nucléon et le ∆++ avec les formules (43) et (44).

r0m
0 c1/r0 r0mphys r0mexp

N 2.039(34) -0.523(10) 2.209(35) 2.1105
∆ 2.891(72) -0.511(20) 3.056(75) 2.772

Tab. 14 � Paramètres obtenus pour un �t avec les formules (43) et (44).

compatibles avec une troncation à l'ordre m3
π si nous excluons le point correspondant à

la plus haute masse de pion, nous limitons la discussion qui suit à cet ordre. L'article [3]
propose des extrapolations d'ordre supérieur qui conduisent aux mêmes résultats.

La �gure 45 montre la qualité du �t que nous obtenons. Si nous réduisons encore
le domaine du �t vers les plus petites masses le résultat ne change pas à l'intérieur des
barres d'erreurs. Ce qui suggère que l'essentiel de la variation en fonction de mπ est bien
décrite par le développement à l'ordre m3

π. Pour les points expérimentaux nous avons
utilisé r0 = 0.444 fm. Le tableau 14 récapitule les valeurs que nous obtenons pour les
paramètres libres m0

N,∆ et c1
N,∆ ainsi que les valeurs des masses extrapolées au point

physique. On observe une déviation de 5 % pour le nucléon et de 10 % pour le ∆.

La pente des masses en fonction de m2
π est aussi une observable intéressante,

puisqu'elle est reliée au terme σ, c'est-à-dire la valeur moyenne du terme de brisure
de symétrie, qui au moins pour le nucléon est mesurable à partir de la di�usion pion-
nucléon. Il est dé�ni par

σN = 〈N |muūu+mdd̄d|N〉 (45)

' m̂〈N |ūu+ d̄d|N〉 (46)

= m̂
∂N

∂m̂
(47)

= m2
π

∂N

∂m2
π

(48)

où on a utilisé successivement le théorème de Feynman-Hellman et la relation de Gell-
Mann, Oakes, Renner. En utilisant la valeur de c1 déterminée lors du �t du nucléon, nous
trouvons au point physique σN = 66.7 ± 1.3 MeV, où l'erreur indiquée est statistique.
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β = 1.90, aµσ = 0.15 et aµδ = 0.19, a = 0.0853(5) fm
243 × 48, Ls = 2.05 fm aµ 0.0040 0.0060 0.0080 0.0100

Stat. ' 400 ' 400 ' 400 ' 400
mπ (GeV) 0.3361(22) 0.3993(25) 0.4594(29) 0.5153(32)
mπL 3.49 4.14 4.77 5.35

323 × 64, Ls = 2.73 fm aµ 0.003 0.004 0.005
Stat. ' 400 ' 400 ' 400
mπ (GeV) 0.2854(20) 0.3266(21) 0.3631(23)
mπL 3.95 4.53 5.03

β = 1.95, aµσ = 0.135 et aµδ = 0.17, a = 0.0785(7) fm
243 × 48, Ls = 1.88 fm aµ 0.0085

Stat. ' 400
mπ (GeV) 0.4861(46)
mπL 4.65

323 × 64, Ls = 2.51 fm aµ 0.0035 0.0055 0.0075
Stat. ' 400 ' 400 ' 400
mπ (GeV) 0.3167(30) 0.3891(35) 0.4527(42)
mπL 4.04 4.96 5.77

Tab. 15 � Paramètres d'entrée β, L, µ, µσ, µδ de nos simulations Nf = 2 + 1 + 1 avec la
maille a et la masse du pion mπ correspondantes.

Cette valeur est plus grande que celle couramment adoptée de 45 ± 8 MeV [60] mais
en accord avec une nouvelle analyse [107] qui inclut plus de données. Une meilleure
compréhension de ce terme sera possible lorsque les simulations avec quark étrange
dynamique seront disponibles [57]. Remarquons que le terme σ a aussi des implications
sur la détection de la matière noire [44].

20 Résultats préliminaires Nf = 2 + 1 + 1

L'introduction des quarks s et c dans la mer élargit le champ d'application des
calculs sur réseau. Dans le contexte de la physique du nucléon cela devrait permettre
de clari�er le problème de son contenu étrange. Dans cette section nous discutons les
résultats préliminaires et très parcellaires des simulations Nf = 2 + 1 + 1 pour la masse
du nucléon. Ils seront plus complets à l'automne 2009.

Le tableau 15 résume les paramètres des simulations e�ectuées jusqu'à présent, c'est-
à-dire β=1.9 et β=1.95. Rappelons que pour les simulations Nf = 2 + 1 + 1 nous avons
utilisé l'action d'Iwasaki, ce qui explique pourquoi les valeurs de β sont très di�érentes
du cas Nf = 2. Par contre, les valeurs de la maille sont comparables, tout comme les
volumes et le domaine de masse de pion.

Le tableau 16 récapitule les résultats actuels pour la masse du nucléon. Nous n'avons
que deux valeurs de β et de plus elles correspondent à des valeurs très voisines de la
maille (a = 0.0785 fm et a = 0.0853 fm) ce qui empêche d'étudier la limite du continu.
Les e�ets de volume �ni sont comparables à ceux observés dans le cas Nf = 2.

Sur la �gure 46, nous comparons les données brutes des simulations Nf = 2, β = 3.9



19.3 - Fits chiraux 103

aµ Stat. amN r0/a

243 × 48, β = 1.90, aµσ = 0.15 et aµδ = 0.19

0.0040 ' 400 0.540(6) 5.178(44)
0.0060 ' 400 0.569(7) 5.209(58)
0.0080 ' 400 0.592(7) 4.989(40)
0.0100 ' 400 0.623(6) 4.864(21)

323 × 64, β = 1.90, aµσ = 0.15 et aµδ = 0.19

0.0030 ' 400 0.516(7) 5.217(30)
0.0040 ' 400 0.526(4) 5.179(49)
0.0050 ' 400 5.081(45)

323 × 64, β = 1.95, aµσ = 0.135 et aµδ = 0.17

0.0035 ' 400 0.464(5) 5.616(31)
0.0055 ' 400 0.509(4) 5.662(33)
0.0075 ' 400 5.566(44)

243 × 48, β = 1.95, aµσ = 0.135 et aµδ = 0.17

0.0085 ' 400 0.558(3) 5.493(41)

Tab. 16 � Masse du nucléon mesurée sur les ensembles Nf = 2 + 1 + 1.

et Nf = 2 + 1 + 1, β = 1.9 pour amN en fonction de aµ. Comme les valeurs de a sont
égales à 2 %� près, cette comparaison a un sens. La variation en fonction de mπ est
clairement la même mais on observe un décalage vers le haut d'environ 60 MeV pour
Nf = 2 + 1 + 1. Ce décalage peut indiquer que la valeur de a pour Nf = 2 + 1 + 1 et
β = 1.9 est mal déterminée. Cela peut aussi être une manifestation du contenu étrange
du nucléon. Une étude plus approfondie est nécessaire avant de pouvoir conclure.

Les données à β = 1.95 ne peuvent pas être comparées directement car il n'existe
pas de maille similaire dans le cas Nf = 2. Néanmoins on peut essayer de tirer parti de
ces données en supposant que la maille est assez petite pour pouvoir les comparer avec
celles de Nf = 2 extrapolées à la limite du continu. Ceci est qualitativement justi�é par
l'étude de la sous-sous-section 19.2. La valeur de r0/a extrapolé à la limite chirale en
utilisant le tableau 16 est 5.68(5). Les résultats non corrigés de volume �ni sont montrés
sur la �gure 47 ainsi que le �t chiral à l'ordre m3

π. A la di�érence du cas β = 1.9,
ces données préliminaires semblent compatibles avec les résultats Nf = 2 bien que le
�t chiral soit assez di�érent. Par exemple, il impliquerait un terme σ plus grand de
8%. Il est clairement impératif de compléter les données tant pour les valeurs de mπ,
que pour les valeurs de β a�n de mieux contrôler l'extrapolation chirale et la limite du
continu. Malheureusement, les simulations pour β=2.0 et 2.1 sont encore dans la phase
d'ajustement des paramètres.
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Fig. 47 � Comparaison entre les données Nf = 2 extrapolées à la limite du continu et
les données Nf = 2 + 1 + 1 pour β = 1.95.
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Huitième partie

Fonctions à 3 points
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Les facteurs de forme et les distributions de partons sont calculés à partir des fonc-
tions à 3 points. Les opérateurs de source et puits qui créent et détruisent le nucléon
ont été discutés dans le chapitre précédent. La nouvelle di�culté est ici l'évaluation des
propagateurs de quarks généralisés. Cela implique de nouvelles inversions et le choix de
l'opérateur de vertex conditionne la façon dont doivent être menés les calculs. Un prob-
lème supplémentaire est la présence de contributions déconnectées, qui ne sont reliées
aux quarks de valence que par les gluons. Ces contributions sont coûteuses à calculer
car elles impliquent d'inverser l'opérateur de Dirac d'un point quelconque du réseau vers
n'importe quel autre point. Ce calcul des propagateurs "all-to-all" a été évité dans ce
travail en se concentrant sur les observables isovectorielles pour lesquelles les diagrammes
déconnectés ne contribuent pas, au moins dans la limite où la brisure de symétrie de
saveur due aux masses twistées est négligeable.

21 Facteurs de forme et distributions de partons
généralisées

Le but du calcul est d'évaluer des éléments de matrice de la forme
〈N(pf , sf )|O|N(pi, si)〉 où |N(p, s)〉 est l'état fondamental du nucléon avec impulsion
p et projection de spin s, et O est un opérateur qui dépend de la physique considérée.

21.1 Facteurs de forme

Si on choisit pour O le courant électromagnétique, l'élément de matrice dé�nit les
facteurs de forme électromagnétiques du nucléon. Si on se restreint aux quarks u et d
(simulations Nf = 2), le courant :

Vµ =
2

3
ūγµu−

1

3
d̄γµd

a pour décomposition :

〈N(pf , sf )|Vµ(0)|N(pi, si)〉 = ū(pf , sf )

[
γµF1(Q2) +

iσµνQν

2m
F2(Q2)

]
u(pi, si) (49)

et pour le courant axial :
Aµ = ūγµγ5u− d̄γµγ5d

on a :

〈N(pf , sf )|Aµ(0)|N(pi, si)〉 = ū(pf , sf )

[
γ5γµGA(Q2) +

Qµγ5

2m
Gp(Q

2)

]
u(pi, si) , (50)

où Q = pf − pi, σµν = i[γµ, γν ]/2, m est la masse du proton et u(p, s) est un spineur 1

solution de l'équation de Dirac libre.

Au lieu d'écrire la décomposition selon les facteurs de forme de Dirac et Pauli F1 et
F2, on peut utiliser les facteurs de forme électromagnétiques de Sachs dé�nis par

GE = F1(Q2)− Q2

4m2
F2(Q2) , GM = F1(Q2) + F2(Q2) . (51)

1A ne pas confondre avec le champ de quark u.
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et qui apparaissent naturellement dans les sections e�caces de di�usion électron sur nu-
cléon. Dans la limite statique (m→∞), GE et GM peuvent être interprétés respective-
ment comme les transformées de Fourier des distributions de charge et de magnétisation
dans le nucléon. Notons que les dé�nitions (49) et (50) supposent que les états et les
spineurs sont normalisés suivant :

〈~p|~p ′〉 = (2π)32Epδ(~p− ~p ′), ū(p)u(p) = 2m

Les facteurs de forme électromagnétiques du nucléon (proton, neutron) sont bien
connus et peuvent être représentés sous la forme [56]

Gp
E '

Gp
M

µp
' Gn

M

µn
' 1

(1 + Q2

M2
V

)2
(52)

avec MV ' 0.84 GeV, µp = 2.79µN , µn = −1.91µN , µN = e/(2m) et par

Gn
E '

Aτ

1 +Bτ

1

(1 + Q2

M2
V

)2
(53)

où τ = Q2

4m2 , A = 1.7 et B = 3.3.

Pour les facteurs de forme axial et pseudoscalaire, la situation expérimentale est
moins satisfaisante. La référence [13] présente une revue récente. Le facteur de forme
axial peut être paramétrisé sous la forme

GA(Q2) =
GA(0)

(1 + Q2

M2
A

)2
, GA(0) = 1.2695(29) (54)

et la di�usion de neutrino donne MA ' 1.03 tandis que l'électroproduction de pion au
seuil donne MA ' 1.07. Le facteur de forme pseudoscalaire GP (Q2) n'est mesurable
qu'en électroproduction de pion 2 et il n'existe qu'une seule expérience [30] qui a mesuré
cette quantité. Le résultat est compatible avec la dominance du pôle de pion :

Gpion pole

P (Q2) =
4m2GA(Q2)

Q2 +m2
π

21.2 Distributions de partons généralisées

Une autre catégorie d'observables apparaît lorsque l'opérateur O est de la forme
q̄(x)Γq(0) avec x le long du cône de lumière : x2 = 0. Ses éléments de matrice peuvent être
mesurés en di�usion profondément inélastique (DIS) de leptons, ce sont les distributions
de partons, et dans des processus exclusifs comme la di�usion Compton très virtuelle
(DVCS), ce sont les distributions de partons généralisés (GPDs). L'intérêt pour ces
dernières a été déclenché par la règle de somme de Ji [77] qui relie le premier moment
des GPDs au moment angulaire total porté par les quarks. Un grand e�ort expérimental
s'est alors mis en route à HERMES, HERA, JLab et COMPASS pour déterminer les
GPDs. Une revue exhaustive de la phénoménologie de ces quantités peut être trouvée
dans la référence [38].

2On peut aussi le mesurer en capture de muon mais seulement à un transfert Q2 ' m2
µ ' 0.01GeV2.
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Les GPDs H,E, H̃, Ẽ sont dé�nies, pour chaque saveur de quark q, par

1

2

∫
dz

2π

−
eixP

+z−〈N(pf , sf )|q̄(−z/2)γ+q(z/2)|N(pi, si)〉|z+=0, ~z⊥=0 =

1

2P+
ū(pf , sf )

[
Hq(x, ξ, t)γ+ + Eq(x, ξ, t)

iσ+µ∆µ

2m

]
u(pi, si) (55)

et

1

2

∫
dz

2π

−
eixP

+z−〈N(pf , sf )|q̄(−z/2)γ5γ
+q(z/2)|N(pi, si)〉|z+=0, ~z⊥=0 =

1

2P+
ū(pf , sf )

[
H̃q(x, ξ, t)γ5γ

+ + γ5Ẽ
q(x, ξ, t)

i∆+

2m

]
u(pi, si) (56)

Elles sont fonction de trois variables : la fraction d'impulsion du parton actif x , le
transfert t = ∆2 = (pf − pi)

2 et le transfert longitudinal ξ = ∆+/(2P+) où P =
(pf + pi)/2. Les coordonnées du cône de lumière z± et ~z⊥ sont dé�nies par

z± =
z0 ± z3

√
2

, ~z⊥ = (z1, z2)

Dans la limite pf = pi on retrouve la dé�nition des distributions de partons ordinaires
q(x) et ∆q(x) :

Hq(x, 0, 0) = q(x) H̃q(x, 0, 0) = ∆q(x)

et le premier moment des GPDs est relié aux facteurs de forme élastiques∫ 1

−1

dxHq(x, ξ, t) = F q
1 (t) (57)∫ 1

−1

dxEq(x, ξ, t) = F q
2 (t) (58)∫ 1

−1

dxH̃q(x, ξ, t) = Gq
A(t) (59)∫ 1

−1

dxẼq(x, ξ, t) = Gq
P (t) (60)

où F q
1 , F

q
2 , G

q
A et Gq

P désignent la contribution du quark q aux facteurs de forme.

Les GPDs dépendent d'une variable supplémentaire qui est l'échelle d'énergie µ à
laquelle le théorème de factorisation est appliqué. En e�et, les GPDs ne sont pas de
véritables observables puisque leur détermination repose sur l'analyse en terme de QCD
perturbative de l'amplitude physique3. Ceci est illustré sur la �gure 48. Dans les condi-
tions de Bjorken (Q2 →∞, Q2/s �xé) l'amplitude du processus est la convolution d'un
facteur dur calculable en QCD perturbative et d'un facteur mou qui dé�ni les GPDs.
On doit supposer que µ� ΛQCD a�n que la théorie des perturbations soit applicable.

La factorisation montrée sur la �gure correspond au terme dominant dans un
développement en 1/Q2 car le nombre de partons échangés entre les deux facteurs est

3Dans l'extraction des facteurs de forme on a une situation analogue mais c'est QED qui intervient
dans l'analyse perturbative.
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minimal. Dans le langage du développement en produit d'opérateurs de Wilson c'est la
restriction au twist deux des opérateurs qui dé�nissent les GPDs. La factorisation im-
plique nécessairement une échelle qui sépare les virtualités des partons entre les facteurs
dur et mou. Pour le facteur dur, elle joue le rôle de cuto� infrarouge et pour le facteur
mou, elle joue le rôle de cuto� ultraviolet. L'amplitude totale est indépendante de cette
échelle et comme on connaît perturbativement la dépendance en µ du facteur dur, celle
du facteur mou s'en déduit. Tout calcul non perturbatif des GPDs doit être consistant
avec cette évolution.

Mou

Dur

N N

γ

µ

Fig. 48 � Exemple de factorisation d'un processus entre une partie dure et une partie
molle.

Sur le réseau, il n'est pas possible de calculer directement les GPDs puisque celles-ci
impliquent une séparation du genre lumière entre le quark initial et �nal (z+ = 0 et
~z⊥ = 0). Dans l'espace euclidien ceci devient z = 0. Pour contourner le problème on
développe les opérateurs bilocaux qui apparaissent dans les équations (55) et (56) en
puissances de z ce qui permet d'exprimer les GPDs en fonction des opérateurs locaux
dé�nis par [38]

Oµ1...µn
q (x) = in−1q̄(x)

↔
D

(µ1...↔
D
µn−1

γµn)q(x) (61)

Õµ1...µn
q (x) = in−1q̄(x)γ5

↔
D

(µ1...↔
D
µn−1

γµn)q(x) (62)

où
↔
D= (

→
D −

←
D)/2 et D est la dérivée covariante. Les parenthèses en exposant signi�ent

que l'on symétrise par rapport aux indices µi et que l'on retranche la trace. Les calculs
sur réseau des fonctions à trois points permettent d'évaluer les éléments de matrice de
ces opérateurs. Ces derniers sont reliés aux moments des GPDs. En e�et si on introduit
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la décomposition en facteurs de forme généralisés

〈N(pf , sf )|Oµ1...µn
q |N(pi, si)〉 =

ū(pf , sf )
[ ∑
i=0
i pair

Aqni(t)γ
(µ1∆µ2 . . .∆µi+1P µi+2 . . . P µn)

+
∑
i=0
i pair

Bq
ni(t)

iσ(µ1α∆α

2m
∆µ2 . . .∆µi+1P µi+2 . . . P µn)

+ δnpair
Cq
n(t)

m
∆(µ1 . . .∆µn)

]
u(pi, si) (63)

et

〈N(pf , sf )|Õµ1...µn
q |N(pi, si)〉 =

ū(pf , sf )
[
γ5

∑
i=0
i pair

Ãqni(t)γ
(µ1∆µ2 . . .∆µi+1P µi+2 . . . P µn)

+γ5

∑
i=0
i pair

B̃q
ni(t)

∆(µ1

2m
∆µ2 . . .∆µi+1P µi+2 . . . P µn)

]
u(pi, si) (64)

on démontre facilement les relations∫ 1

−1

dxxn−1Hq(x, ξ, t) =
∑
i=0
i pair

Aqni(t)(−2ξ)i + δnpairC
q
n(t)(−2ξ)n (65)

∫ 1

−1

dxxn−1Eq(x, ξ, t) =
∑
i=0
i pair

Bq
ni(t)(−2ξ)i − δnpairCq

n(t)(−2ξ)n (66)

∫ 1

−1

dxxn−1H̃q(x, ξ, t) =
∑
i=0
i pair

Ãqni(t)(−2ξ)i (67)

∫ 1

−1

dxxn−1Ẽq(x, ξ, t) =
n−1∑
i=0
i pair

B̃q
ni(t)(−2ξ)i (68)

22 Calcul des corrélateurs

Pour calculer les fonctions à trois points introduites dans la section précédente on a
besoin d'évaluer un corrélateur de la forme

C3(x, y, z) = 〈J(x)O(y)J̄(z)〉

et en utilisant l'invariance par translation on �xe z = 0, ce qui sera implicite dans la
suite.

Si on introduit un indice global g ≡ (A,α, a) (A représente la saveur, a la couleur
et α l'indice de Dirac) comme on l'a vu lors de la section 17, le champ interpolant peut
s'écrire sous la forme

J(x) = Λg1g2g3χg1(x)χg2(x)χg3(x)
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O

d

u
J̄J

u

y, y′

x z = 0

Fig. 49 � Fonction à 3 points avec
une contribution déconnectée.

y, y′

O

d

u
J̄

u

J
x z = 0

Fig. 50 � Fonction à 3 points sans
contribution déconnectée.

où les champs χ sont les champs de quarks dans la base twistée. Nous utilisons comme
dans le cas des fonctions à 2 points des champs de quarks avec smearing. L'opérateur
O peut aussi s'écrire sous la forme générique

O(y) = O(y, y′) = χ̄j1(y)Γj1j2χj2(y
′)

La présence d'un nouvel indice y′ est dû au fait que sur réseau la dérivée covariante
utilise un point et son plus proche voisin. La matrice Γ peut dépendre des liens de jauge
à travers les dérivées covariantes.

L'évaluation du corrélateur à l'aide de l'intégrale de chemin donne

〈J(x)O(y)J̄(z)〉 =
1

Z

∫
[dU ] detD(U)e−Sg

[
(−1)εΛg1g2g3Λ̄g′1g

′
2g
′
3
Γj1j2

SUg1j1(x, y)SUg2g′2(x, z)S
U
g3g′3

(x, z)SUj2g′1(y
′, z) + permutations

]
(69)

où ε est la parité de la permutation des champs de fermions.

Dans l'expression précédente deux choses doivent être notées :

� La première est qu'une des permutations possibles contient un propagateur entre
y et y′, qui n'est relié aux quarks de valence que par les gluons. Cette contribution
dite déconnectée est montrée sur la �gure 49. L'évaluation de cette contribution
étant coûteuse, nous nous limitons aux calculs des combinaisons isovectorielles
dans lesquelles, aux e�ets de brisure d'isospin près, les diagrammes déconnectés se
compensent. Nous n'avons donc évalué que les parties connectées dont un exemple
est montrée sur la �gure 50.

� La deuxième remarque tient au fait que le calcul du corrélateur nécessite de con-
naître un propagateur entre le point x et le point y. Or ce propagateur n'est pas
connu car lors de l'évaluation des fonctions à 2 points seul le propagateur entre
z = 0 et n'importe quel autre point du réseau a été calculé.

Pour organiser le calcul, on remarque que l'équation (69) peut s'écrire :

〈J(x)O(y)J̄(z)〉 =
1

Z

∫
[dU ] detD(U)e−SgBj1g′1

(x, y, z)Γj1j2S
U
j2g′1

(y′, z)

où on a dé�ni le propagateur généralisé B 4 (voir �gure 51) par

Bj1g′1
(x, y, z) = (−1)εΛg1g2g3Λ̄g′1g

′
2g
′
3
SUg1j1(x, y)SUg2g′2(x, z)S

U
g3g′3

(x, z) + permutations

4B pour backward
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y
J̄J

x z = 0

Fig. 51 � Diagramme d'un propagateur généralisé (partie rouge). La partie manquante
pour fermer le diagramme entre y et z = 0 est un propagateur �normal� déjà calculé lors
de l'évaluation des fonctions à 2 points.

qui est solution de l'équation∑
y,j1

DUg1j1(x, y)Bj1g′1
(x, y, z) = Σg1g′1

(x, z) (70)

avec la source généralisée

Σg1g′1
(x, z) = (−1)εΛg1g2g3Λ̄g′1g

′
2g
′
3
SUg2g′2(x, z)S

U
g3g′3

(x, z) + permutations (71)

Dans la pratique on doit utiliser la relation

SabA, αβ(0, x) = (γ5S
†γ5)abB, αβ(x, 0)

pour permuter les indices des propagateurs.

A ce stade, on remarque que le propagateur généralisé ne dépend pas de la structure
de l'opérateur O, mais qu'il dépend par contre, à travers la source, de la structure
des champs interpolants c'est-à-dire de Λ et Λ̄. Rappelons que pour le proton, Λ et Λ̄
contiennent chacun, comme vu dans la section 17, un indice de Dirac libre. Le coût
calcul étant trop important, il n'est pas envisageable de résoudre l'équation (70) pour
les 4 × 4 = 16 choix possibles. On considère donc seulement les combinaisons linéaires
qui sont nécessaires pour extraire les facteurs de forme généralisés. Pour les facteurs de
forme électromagnétiques et faibles, il su�t de considérer la contraction des indices de
Dirac du corrélateur avec les matrices

1 + γ0

4
,

3∑
k=1

1 + γ0

4
iγ5γk

pour obtenir deux combinaisons linéaires indépendantes. En ce qui concerne les facteurs
de forme généralisés nos résultats se limitent pour l'instant au premier moment de H et
H̃ dans la limite ∆ = 0. Comme on peut le voir sur les décompositions (63) et (64) il n'y
a qu'un seul terme dans chaque cas, donc l'extraction du facteur de forme est triviale.

Les éléments de matrice considérés impliquent des états d'impulsion dé�nie. Pour
réaliser cela nous imposons que l'état �nal ait une impulsion nulle, ce qui revient à
moyenner la source généralisée sur ~x. On impose l'impulsion de l'état initial en rem-
plaçant l'opérateur O(y) par sa transformée de Fourier

O(~k) =
1

V

∑
~x

ei
~k·~xO(x)

ce qui, grâce à l'invariance par translation, sélectionne la bonne impulsion dans l'état
initial dont on �xe la position de la source à z = 0 comme indiqué précédemment.
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Fig. 52 � Illustration de la position du puits pour le calcul des fonctions à 3 points.
Le temps du puits se situe à peu près au milieu du plateau de la masse e�ective. A cet
endroit la contribution de l'état fondamental est celle qui domine.

23 Extraction du signal

Notons :
C3(tf , t;~k) =

∑
~x,~y

ei
~k·~yC3(x, y, z)|x0=tf ,y0=t,z=0

Asymptotiquement pour tf − t� 1 et t� 1, on sait que

C3(tf , t;~k)→ 〈0|J |N(~0)〉 〈N(~0)|O|N(~k)〉 〈N(~k)|J̄ |0〉e−E(~k)(tf−t)e−E(~0)t

pour un réseau in�ni dans la direction temporelle. Le choix de tf (le puits du hadron)
est un compromis entre deux exigences :

� tf − t et t doivent être assez grands pour que le corrélateur soit dominé par la
contribution du nucléon.

� Le signal, qui décroît exponentiellement avec tf − t et t, doit être su�sant grand
pour être mesurable avec une précision raisonnable.

Comme illustré sur la �gure 52 le compromis choisi dans nos calculs est tf = 12 = T/4 de
sorte que l'extension temporelle du réseau T peut être considérée comme e�ectivement
in�nie. A la di�érence du calcul des masses, on n'exploite pas le signal entre T/2 et T .

Pour extraire e�cacement l'élément de matrice 〈N(~0)|O|N(~k)〉, on a intérêt à com-
penser approximativement les dépendances temporelles et les facteurs d'overlap en util-
isant les fonctions à 2 points C2(t,~k). Pour cela on construit le rapport

R(t,~k) =
C3(tf , t;~k)

C2(tf ,~0)

√
C2(tf − t,~k)C2(t,~0)C2(tf ,~0)

C2(tf − t,~0)C2(t,~k)C2(tf , ~k)

Les dépendances temporelles et les facteurs d'overlap se compensent approximativement
et R(t,~k) tend vers une constante quand t devient grand (tout en restant petit devant
tf !). Cette constante est l'élément de matrice recherché. Un exemple de plateau pour le
facteur de forme axial à transfert nul est montré sur la �gure 53.
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Fig. 53 � Exemple de plateau pour GA(0) en fonction de t. La statistique utilisée est de
555 con�gurations appartenant à l'ensemble β = 3.9, L = 24 et aµ = 0.0064.

24 Opérateurs et constantes de renormalisation

Pour les facteurs de forme, les opérateurs que nous considérons sont les combinaisons
isovectorielles V u

µ − V d
µ et Auµ − Adµ des courants

V q
µ = q̄(x)γµq(x), Aqµ = q̄(x)γµγ5q(x)

En ce qui concerne les GPDs bien que la méthodologie et les outils soient en place,
il reste un gros travail d'exécution à faire avant de pouvoir produire des résultats. Nous
nous limitons donc au cas pf = pi, c'est-à-dire les distributions de partons ordinaires et
de plus à leur premier moment. Les opérateurs qui interviennent sont

O00
q (x) = q̄(x)

[
γ0

↔
D0 −

1

3
(γ1

↔
D1 +γ2

↔
D2 +γ3

↔
D3)

]
q(x)

pour le cas non polarisé et

Õi0
q (x) = q̄(x)γ5(γi

↔
D0 +γ0

↔
Di)q(x), i = 1, 2, 3

pour le cas polarisé. Comme dans le cas des facteurs de forme nous ne considérons que
les combinaisons isovectorielles.

Pour pouvoir comparer les résultats obtenus sur réseau aux quantités physiques qui
elles sont dé�nies dans le continu, éventuellement renormalisées dans un certain schéma,
il est nécessaire de renormaliser les opérateurs du réseau. Nous utilisons la méthode
dite RI/MOM [90] (regularisation independent momentum subtraction scheme) qui à
l'avantage d'être non perturbative et assez simple à utiliser. Le principe est de calculer
sur le réseau l'élément de matrice de l'opérateur O entre des états de quarks, d'impulsion
p loin de la couche de masse. La prescription de renormalisation est alors d'imposer que
la valeur à p2 = µ2 où µ est l'échelle de renormalisation 5, soit égale à la valeur dans
l'approximation en arbre de la théorie continue. L'opérateur renormalisé est

OR = ZO(µa, g(a))O(a)

5à ne pas confondre avec la masse twistée
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Fig. 54 � Constante de renormalisation de O00 pour β = 3.9, c'est-à-dire a =
0.0855(6) fm en fonction de aµ qui est ici l'échelle de renormalisation.

où ZO est la constante de renormalisation de l'opérateur calculée par cette prescription.
Pour les constantes de renormalisation qui dépendent de l'échelle µ la prescription est
arbitraire car si µ est su�samment grand on peut utiliser la théorie des perturbations
pour relier une prescription (schéma) à une autre. Pour celles qui sont indépendantes
de µ on peut montrer [90] qu'elles coïncident avec celles obtenues par les identités de
Ward. Par exemple on trouve bien que la charge du proton est égale à un.

En pratique, il est nécessaire de �xer la jauge faute de quoi l'élément de matrice serait
nul puisque les états de quarks ne sont pas singlets de couleur. Les résultats que nous
utilisons proviennent de calculs dans la jauge de Landau. L'échelle de renormalisation
doit être su�samment grande par rapport à ΛQCD pour que les méthodes perturbatives
soient applicables. Pour le tester on véri�e que la variation de ZO avec µ suit l'évolution
perturbative. C'est ce qui est montré sur la �gure 54 où les points rouges représentent les
données brutes pour la constante de renormalisation de l'opérateurO00 et les points bleus
sont obtenus à partir des données brutes par l'évolution perturbative à trois boucles [61]
vers une échelle de référence µ0 = 2 GeV. On observe bien un plateau pour µ & 2 GeV.
Une étude plus approfondie, sur une échelle d'énergie plus large, devra prendre en compte
des corrections non perturbatives en utilisant le développement en produit d'opérateurs
de Wilson.

On peut alors utiliser les relations perturbatives [63] pour relier les constantes de
renormalisation du schéma RI/MOM à celles du schéma MS dans lequel sont dé�nies
les distributions de partons ou les GPDs expérimentales.

Les constantes de renormalisation ZV , ZA des courants isovectoriels V et A sont
indépendantes d'échelle car il s'agit d'une renormalisation �nie, et on peut aussi les
�xer en imposant les identités de Ward. Cela conduit à des valeurs compatibles avec
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β ZV ZA ZMS
00 (2 GeV) Z̃MS

00 (2 GeV)
3.9 0.65(3) 0.76(2) 1.20(3) ?

Tab. 17 � Constantes de renormalisation obtenues par la méthode non perturbative
RI/MOM.

celles obtenues par la méthode RI/MOM. Le tableau 17 résume les valeurs que nous
utilisons dans la suite. Elles sont tirées de la référence [39] pour ZV et ZA, et Z00 nous
a été communiqué par Z.Liu à titre préliminaire [85].

25 Résultats

Nous présentons les résultats disponibles actuellement, c'est-à-dire correspondant à
β = 3.9 ou a = 0.0855(6) fm. Nous ne pouvons donc pas étudier l'extrapolation à la
limite du continu. Par contre, nous disposons de deux volumes pour une des masses de
quarks. Une partie des résultats pour les facteurs de forme avaient été présentés lors de
la conférence Lattice 2008 [5] par Tomasz Korzec que je remercie pour m'avoir fourni les
données brutes. D'autres collaborations ont aussi calculé ces quantités comme RBC et
UKQCD [133] avec Nf = 2 + 1 saveurs de quarks domain wall dynamiques, LHPC [121]
avec le même type de quarks, QCDSF et UKQCD [64] avec Nf = 2 saveurs de quarks
Wilson clover dynamiques. Une comparaison pour les facteurs de forme électromagné-
tique du nucléon entre Nf = 0 (quenched) et Nf = 2 saveurs de quarks de Wilson a été
e�ectuée dans la référence [4].

25.1 Facteurs de forme isovectoriels

Sur les �gures 55, 56 et 57 on peut voir les facteurs de forme isovectoriels électrique,
magnétique et axial en fonction de Q2 et pour quatre masses de pion, ainsi que les �ts
phénoménologiques. La comparaison entre les volumes L = 24 et L = 32 semble indiquer
que les e�ets de volume �ni sont modérés pour cette valeur de a et de mπ, mais cette
comparaison qualitative peut être trompeuse comme on le verra plus loin. En e�et, les
plus petites valeurs de Q2 et aussi la densité de points à faible transfert ne sont pas
les mêmes pour les deux volumes. L'évolution des facteurs de forme calculés quand la
masse du pion diminue tend à rapprocher les valeurs calculées de celles de l'expérience,
ce qui est attendu.

Le facteur de forme pseudoscalaire montré sur la �gure 58 permet d'apprécier sous un
jour di�érent le problème de l'extrapolation chirale puisqu'à petit Q2 il est dominé par
le pôle du pion. Il est satisfaisant d'observer la variation caractéristique en 1/(Q2 +m2

π)
quand la masse du pion diminue. Cependant l'accord n'est que qualitatif et il faudrait
disposer de calculs avec une maille plus petite pour le con�rmer.

Bien que nous ne disposions que de la maille a = 0.0855 fm ce qui exclut l'ex-
trapolation à la limite du continu et donc l'utilisation de la théorie de perturbation
chirale continue, il est intéressant de montrer, en fonction de m2

π, les valeurs de MV ,
MA, GM(0) et GA(0) que nous pouvons extraire de nos données. Nous avons e�ectué un
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Fig. 55 � Facteur de forme électrique du nucléon pour plusieurs valeurs de mπ à β = 3.9
soit a = 0.0855(6) fm.
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Fig. 56 � Facteur de forme magnétique du nucléon pour plusieurs valeurs de mπ à
β = 3.9 soit a = 0.0855(6) fm.
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Fig. 58 � Facteur de forme pseudoscalaire du nucléon pour plusieurs valeurs de mπ à
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Fig. 59 � MasseMV tirée de la combinaison isovectorielle des facteurs de forme électrique
du proton et du neutron à β = 3.9 soit a = 0.0855(6) fm.

�t non linéaire des expressions (52), (53), (54) et le résultat est montré sur les �gures 59,
60, 61, 62 et 63. Sur toutes ces �gures, l'étoile représente la valeur expérimentale. Les
grandes barres d'erreur observées pour GM(0) sont en partie dues au fait que le �t con-
tient deux paramètres. De façon générale l'accord semble satisfaisant. Pour les facteurs
de forme électromagnétiques la comparaison entre les résultats pour L = 24 et L = 32
montre que les e�ets de volume �ni ne sont pas vraiment négligeables. Tout ceci est
naturellement à con�rmer par une étude systématique en fonction de la maille et du
volume.

25.2 〈x〉u−d et 〈x〉∆u−∆d

Les �gures 64 et 65 montrent le premier moment des distributions de quarks isovec-
torielles non polarisées 〈x〉u−d et polarisées 〈x〉∆u−∆d en fonction de m2

π. Ils sont reliés
aux facteurs de forme généralisés par :

〈x〉u−d = Au−d20 (t = 0), 〈x〉∆u−∆d = Ãu−d20 (t = 0)

comme on peut le voir sur les équations (63) et (64) appliquées au cas pi = pf . Les valeurs
sont données dans le tableau 18. Comme dans le cas des facteurs de forme nous ne dis-
posons que d'une valeur de β. L'extrapolation à la limite du continu devra attendre que
les autres valeurs de la maille soient disponibles. L'extrapolation chirale (continue) n'est
donc pas possible. La variation sur le domaine en m2

π couvert par nos simulations est
très modérée, comme dans la référence [21], mais ceci n'exclut pas une variation rapide
lorsque l'on se rapproche du point physique [21]. De plus ce sont les valeurs non renormal-
isées et le calcul des constantes de renormalisation en est encore à un stade préliminaire.
La comparaison avec l'expérience est donc prématurée. A titre d'illustration, nous ap-
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Fig. 60 � Masse MV tirée de la combinaison
isovectorielle des facteurs de forme magnétique
du proton et du neutron à β = 3.9 soit
a = 0.0855(6) fm en fonction de m2
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Fig. 61 � Valeur à transfert nul de la combinaison
isovectorielle des facteurs de forme magnétique du
proton et du neutron à β = 3.9 soit a = 0.0855(6) fm
en fonction de m2

π.
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Fig. 62 � Masse MA tirée de la combinaison
isovectorielle des facteurs de forme axial du
proton et du neutron à β = 3.9 soit
a = 0.0855(6) fm en fonction de m2

π. La valeur
expérimentale indiquée est la moyenne de celle
obtenue en di�usion de neutrino MA ' 1.03 et celle
en électroproduction de pion au seuil MA ' 1.07.
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Fig. 65 � Valeurs non renormalisées de 〈x〉∆u−∆d

en fonction de m2
π à β = 3.9 soit a = 0.0855(6) fm.

aµ 〈x〉u−d nu Statistique 〈x〉∆u−∆d nu Statistique
0.004 0.260(17) 944 0.258(11) 944
0.0064 0.267(13) 556 0.276(10) 556
0.0085 0.258(12) 373 0.282(9) 365
0.01 0.269(11) 470 0.289(7) 470

Tab. 18 � Mesures pour 〈x〉u−d et 〈x〉∆u−∆d et statistique correspondante en fonction
de aµ à β = 3.9.

pliquons le même facteur de renormalisation multiplicatif ZMS
00 (2 GeV) = 1.20(3) estimé

par Z.Liu [85] aux résultats à la plus petite masse de pion, ce qui donne

〈x〉R,u−d = 0.312(22), 〈x〉R,∆u−∆d = 0.310(15) schéma MS à 2 GeV

c'est-à-dire un facteur environ 2 par rapport aux valeurs phénoménologiques tirées de
la référence [40] :

〈x〉u−d = 0.154(3), 〈x〉∆u−∆d = 0.196(9) schéma MS à 2 GeV

Cette surestimation n'est pas spéci�que à nos calculs. Elle a été observée par toutes les
autres collaborations LHPC [67], RBC Nf = 2 [84], RBC Nf = 2 + 1 [103], QCDSF-
UKQCD [21]. Avant de développer plus en avant le calcul des GPDs il est clair qu'il
faut résoudre ce problème puisque les observables 〈x〉u−d et 〈x〉∆u−∆d sont connues sans
ambiguïté et avec une grande précision.
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Neuvième partie

Conclusion
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Dans cette thèse, nous avons présenté le principe de la discrétisation des théories
de champs sur réseau en commençant par l'exemple d'un champ scalaire. Le concept
d'intégrale de chemin joue un rôle central et la discrétisation sur réseau permet de lui
donner un sens précis. Puis nous avons vu comment discrétiser les champs de gluons
et de fermions qui interviennent dans la théorie de l'interaction forte qu'est la chromo-
dynamique quantique. Les problèmes soulevés lors de cette étape, notamment celui des
doubleurs et de la brisure de la symétrie chirale, ont été détaillés. Certaines solutions
dont celles proposées par K.Wilson aux débuts des calculs sur réseau ont été décrites.
Nous avons ensuite développé la formulation en masse twistée de QCD sur réseau. Les
applications d'une telle formulation à la génération des con�gurations de jauge, aux cal-
culs des masses des particules puis des facteurs de forme et des distributions de partons
ont fait l'objet du reste de la thèse. Une partie plus spéci�quement consacrée aux aspects
algorithmiques et informatiques a montré la nécessité de disposer de moyens de calcul
haute performance a�n de continuer à améliorer la précision des simulations actuelles.

Les avantages de la formulation en masse twistée de QCD sur réseau sont d'une
part la protection contre les modes nuls de l'opérateur de Dirac, un des obstacles aux
calculs avec des masses de quarks réalistes et d'autre part l'amélioration automatique,
au prix de l'ajustement d'un paramètre, des erreurs de discrétisation dans les quantités
physiques. Ceci permet d'approcher la limite du continu de façon e�cace et �nalement
peu coûteuse en temps calcul par rapport à d'autres formulations comme les fermions
de Ginsparg-Wilson. Le prix à payer dans cette formulation est la brisure explicite de la
symétrie de saveur et de la parité par des contributions d'ordre a2. Celles-ci disparaissent
dans la limite du continu, ce qui doit être véri�é au cas par cas. C'est une des motivations
des nouvelles simulations à β = 4.2 pour Nf = 2 qui sont présentées dans cette thèse.

Les résultats, dans le cas Nf = 2 pour les masses du nucléon et du ∆ sont en très bon
accord avec l'expérience une fois extrapolés vers la limite du pion physique au moyen
de la théorie de perturbation chirale. Un point satisfaisant est l'absence, aux erreurs
statistiques près, de violation d'isospin pour le ∆. Bien que les résultats concernant la
masse du nucléon pour les simulations Nf = 2 + 1 + 1 avec quatre saveurs de quarks
soient encore préliminaires, car la génération des con�gurations de jauge est toujours en
cours, il semble que l'accord avec l'expérience est aussi bon. Pour la masse du nucléon on
n'observe pas d'e�et important dû à la présence du quark s dynamique ce qui suggère que
le contenu étrange du nucléon est plutôt faible. L'e�ort actuel mis par la collaboration
ETM sur les simulations Nf = 2 + 1 + 1 devrait permettre de disposer bientôt d'un jeu
de paramètres plus important qui autorisera une analyse détaillée des masses du nucléon
et du ∆ comme celle réalisée pour Nf = 2. L'analyse pourra même être plus ra�née
avec la présence du quark s dans la mer ce qui n'était pas le cas jusqu'alors. L'analyse
des baryons étranges sur des con�gurations Nf = 2 qui n'est pas présentée ici mais à
fait l'objet d'un récent article [41] a en e�et utilisé l'approximation �partially quenched�.

Le calcul des observables plus compliquées que sont les facteurs de forme et les
distributions de partons présenté dans la dernière partie de la thèse est encore dans
un état préliminaire pour les simulations Nf = 2 et n'a pas commencé dans le cas
Nf = 2 + 1 + 1. Les di�cultés pratiques supplémentaires rencontrées par rapport aux
calcul des masses correspondent au choix des états hadroniques (spin, impulsion), au
choix des opérateurs et à la renormalisation. Le calcul se limite pour l'instant au premier
moment des distributions et le calcul non perturbatif des constantes de renormalisation
des opérateurs de twist n'est pas totalement terminé ce qui empêche toute comparaison
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sérieuse avec l'expérience. Pour les facteurs de forme les constantes de renormalisation
calculées non perturbativement par la méthode RI/MOM sont disponibles. Pour les
facteurs de forme électrique et magnétique, l'accord avec l'expérience est semi-quantitatif
avec des di�érences de l'ordre de 10 à 20%, comme le montrent les valeurs extraites
pour les masses vectorielles et axiales et les valeurs à la limite de transfert nul. Pour
le facteur de forme axial les conclusions sont les mêmes que pour les facteurs de forme
électromagnétiques. En ce qui concerne le facteur de forme pseudoscalaire on observer le
comportement caractéristique du pôle de pion. Néanmoins une seule valeur de la maille
correspondant à β = 3.9 a jusqu'à présent été utilisée ce qui empêche toute extrapolation
vers la limite du continu et donc toute extrapolation chirale. Ainsi on ne peut exclure
qu'une partie des di�érences s'estompe après une analyse plus poussée des résultats.
Les résultats à propos des moments des distributions de partons semblent plus éloignés
de l'expérience mais ils sont plus préliminaires car les constantes de renormalisation ne
sont pas encore déterminées de manière dé�nitive.

Le calcul des distributions de partons généralisées, qui était en �ligrane du sujet
de thèse n'a pas encore débouché sur des résultats concrets. Il faut noter que toute
l'infrastructure (con�gurations de jauge, codes et moyens de calcul) sont maintenant
disponibles et que leur exploitation est simplement retardée par le manque de temps et
de main d'oeuvre.

Une part importante du travail de la thèse a été consacrée à la génération des con-
�gurations de jauge Nf = 2 avec β = 4.2 a�n de disposer d'une maille plus �ne supplé-
mentaire et Nf = 2+1+1 où les quarks s et c sont dynamiques, c'est-à-dire contribuent
au déterminant fermionique, en plus des quarks u et d. Cette tâche a nécessité l'ajuste-
ment des paramètres de simulation des algorithmes HMC et PHMC comme détaillé dans
les sections correspondantes. Il a aussi fallu ajuster les paramètres physiques comme la
valeur de κ qui conditionne l'amélioration des erreurs de discrétisation. Cette étape
est essentielle pour les calculs sur réseau et les con�gurations de jauge produites sont
ensuite utilisées au sein de la collaboration ETM pour une large palette de projets,
pas seulement pour l'étude des baryons. A terme l'accès à ces con�gurations est ou-
vert au public. Cette partie du travail est celle qui est la plus gourmande en terme de
ressources informatiques. Elle n'a pu être e�ectuée en France que grâce à l'acquisition de
la BlueGene/P par l'IDRIS en 2008. Sans une telle machine, une partie du travail et des
résultats présentés dans cette thèse n'aurait pas pu avoir lieu. On peut d'ailleurs noter
que la situation en France dans les trois centres de calcul nationaux (IDRIS, CCRT
et CINES) s'est considérablement améliorée au niveau du calcul haute performance au
cours de ces trois dernières années. Il faut espérer que cette évolution positive va contin-
uer car l'ère du péta�op soutenu a été atteinte récemment et que les besoins sont aussi
importants dans d'autres domaines.

Le développement futur des calculs sur réseau est bien sûr lié aux progrès dans la
formulation discrétisée et l'algorithmique. Ce sont les progrès sur ces deux axes qui
ont permis des avancées spectaculaires durant les vingt dernières années. Mais surtout,
il sera dépendant du développement et de la disponibilité de moyens de calculs adap-
tés. L'arrivée de nouvelles architectures permettant un parallélisme massif avec un coût
raisonnable, comme par exemple les cartes graphiques, est une des voies actuelles de
développement. L'avenir dira si elle peut concurrencer e�cacement les machines clas-
siques dans le domaine de QCD sur réseau. Le projet PetaQCD �nancé par l'ANR et
qui a débuté en 2009 doit en particulier évaluer les di�érentes architectures et les al-
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gorithmes envisagés pour atteindre une performance de l'ordre du péta�op au service
des calculs sur réseau. Une telle puissance de calcul rendrait possible la simulation à la
masse du pion physique sur des réseaux de taille environ 1283× 256 et ayant une maille
su�samment �ne pour limiter à la fois les e�ets de volume �ni et de discrétisation. Ainsi,
il est réaliste de penser pouvoir obtenir des précisions de l'ordre du pour cent dans les
prochaines années a�n de réduire l'erreur théorique qui domine l'extraction de certaines
quantités à partir des données expérimentales.
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26 Conventions

� A,B, ... (lettres latines majuscules) sont utilisés pour les indices de saveur.
� a, b, ... (lettres latines minuscules) sont utilisés pour les indices de couleur.
� α, β, ... (lettres grecques) sont utilisés pour les indices de Dirac.
� Quand un indice apparaît deux fois une somme implicite est entendue.

Les matrices γ sont choisies hermitiennes et satisfaisant {γµ, γν} = 2δµ,ν (µ, ν ∈
{0, 1, 2, 3}). Dans le code tmLQCD les matrices gamma sont les suivantes :

γ0 =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 γ1 =


0 0 0 i
0 0 i 0
0 −i 0 0
−i 0 0 0



γ2 =


0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

 γ3 =


0 0 i 0
0 0 0 −i
−i 0 0 0
0 i 0 0



γ5 = γ0γ1γ2γ3 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 C = γ0γ2 =


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0


Les matrices de Pauli sont

τ1 =

(
0 1
1 0

)
τ2 =

(
0 −i
i 0

)
τ3 =

(
1 0
0 −1

)

27 Matrices de Gell-Mann

λ1 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 λ2 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 λ3 =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 0


λ4 =

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 λ5 =

 0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 λ6 =

 0 0 0
0 0 1
0 1 0


λ7 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 λ8 =
1√
3

 1 0 0
0 1 0
0 0 −2


Ces matrices satisfont les relations de normalisation Tr(λaλb) = 2δab et de commu-

tation [λa, λb] = 2ifabcλc
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28 Algèbre de Grassmann

L'introduction des variables de Grassmann est nécessaire pour les fermions a�n de
satisfaire la bonne statistique pour ces particules, celle de Fermi-Dirac. En e�et les
champs de fermions satisfont des relations canoniques d'anti-commutation contrairement
aux relations canoniques de commutation pour les champs bosoniques.

Les générateurs θj d'une algèbre de Grassmann à N dimensions véri�ent

{θj, θk} = θjθk + θkθj = 0 ∀i, j = 1, 2, · · ·N

En particulier θ2 = 0, ce qui simpli�e le développement en série des fonctions

eθ = 1 + θ

Soient θi et θ̄i les générateurs complexes indépendants d'une algèbre de Grassmann,
alors les règles d'intégration (Berezin) sont :∫

dθi =

∫
dθ̄i = 0

et ∫
dθi θi =

∫
dθ̄i θ̄i = 1

Pour éviter une ambiguïté de signe nous adoptons la convention∫
dθ̄idθj θj θ̄i = 1

L'évaluation d'une intégrale gaussienne donne

b ∈ R∗+
∫
dθ̄dθe−θ̄ b θ =

∫
dθ̄dθ(1− θ̄bθ) = b

∫
dθ̄dθθθ̄ = b

alors que dans le cas commutatif ∫
dx̄dxe−x̄bx =

2π

b

Une formule encore plus générale est∫
[dΨ1][dΨ1] · · · [dΨN ][dΨN ] Ψj1Ψi1 · · ·ΨjnΨine

−
R
ψ(x)Mψ(x)

= det(M)
∑
k1···kn

εk1k2···knj1j2···jn M
−1
k1i1
· · ·M−1

knin
(72)

avec

εk1k2···knj1j2···jn =


1 si (k1k2 · · · kn) est une permutation de signature positive de (j1j2 · · · jn)

−1 si (k1k2 · · · kn) est une permutation de signature négative de (j1j2 · · · jn)

0 si (k1k2 · · · kn) n'est pas une permutation de (j1j2 · · · jn)
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29 Ordres de grandeurs

Les tailles suivantes sont données en mégaoctets (1 Mo = 1 000 000 octets). On
suppose un stockage en double précision (8 octets) et l'on ne prend pas en compte la
taille des en-têtes.

L T Taille con�guration Taille tranche temporelle con�guration
24 48 382.2 8
32 64 1 208.0 18.9
48 96 6 115.3 63.7
64 128 19 327.4 151.0
96 192 97 844.7 509.6

Dans le tableau ci-dessous, tous les indices de Dirac et de couleur à la fois à la source
et au puits sont compris.

L T Taille propagateur Taille tranche temporelle propagateur
24 48 1 528.8 31.9
32 64 4 831.8 75.5
48 96 24 461.2 254.8
64 128 77 309.4 604.0
96 192 391 378.9 2 038.4

30 Exemples de �chiers d'entrée pour le code tm-
LQCD

Il faut faire attention pour les versions inférieures à 5 du code car il faut

entrer la valeur de 2κµ sur la ligne 'mu='. Ce facteur 2κ est aussi à prendre
en compte pour les lignes 'PhmcMuBar=' et 'PhmcEpsBar='

Fichier de paramètres pour une inversion avec source locale

L=24

T=48

NrXProcs=1

NrYProcs=1

5 NrZProcs=1

CSW=0.0

Measurements=1

beta=3.9

mu=0.00321712

10 MassNumber=0

kappa=0.160856

MaxSolverIterations=10000

GaugeConfigInputFile=conf.2730

SolverPrecision=1.e-14

15 UseRelativePrecision=yes
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SplittedPropagator=no

BCAngleT=1.0

RecEv=0

ReadSource=no

20 SourceInputFilename=source_gauss_format_hmc

SourceLocation=0

DebugLevel=0

Fichier de paramètres pour une inversion en lisant une source

T=48

L=24

NrXProcs=1

5 NrYProcs=1

NrZProcs=1

SolverFlag=CG

MaxSolverIterations=10000

10 Measurements=1

beta=1.90

mu=0.0032651

PhmcMuBar=0.0489765

PhmcEpsBar=0.0620369

15

kappa=0.163255

BCAngleT=1.

CGMaxIter=10000

GaugeConfigInputFile=conf

20 DebugLevel=0

Readsource=yes

UseRelativePrecision=yes

25 SolverPrecision=1.e-14

GaugeConfigReadPrecision=64

SplittedSource=yes

SplittedPropagator=yes

PropagatorPrecision=32

30 Indices=0-7

SourceInputFilename=source.0208.42

InitialStoreCounter=208

SourceTimeSlice=42
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Fichier de paramètres pour une simulation 2+1+1

L=24

T=48

NrXProcs = 8

NrYProcs = 8

5 NrZProcs = 4

Measurements = 1

startCondition = continue

10 RGIC1 = -0.331

beta = 1.9

mu = 0.0032651

mu2 = 0.026

mu3 = 0.26

15 PhmcMubar = 0.0489765

PhmcEpsbar = 0.0620369

#

# Remember: the values of <mu>, <PhmcMubar> and <PhmcEpsbar>

# have to be multiplied by 2*kappa !!!

20 #

kappa = 0.163255

Nskip = 2

BoundaryCond = 1.

BCGstabMaxIter = 1000

25 CGMaxIter = 7000

GaugeConfigInputFile = conf.save

Integrator = 2MN

#Integrator = SextonWeingarten

30

tau = 1.0

IntegrationStepsGauge = 1

IntegrationStepsMu = 18

35 IntegrationStepsMu2 = 1

IntegrationStepsMu3 = 2

TimeScaleHeavyDoublet = 1

CSGHistMu = 0

40 CSGHistMu2 = 0

CSGHistMu3 = 0

UseRelativePrecision = yes

AcceptancePrecision = 1.e-22

45 ForcePrecisionMu = 1.e-14

ForcePrecisionMu2 = 1.e-14
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ForcePrecisionMu3 = 1.e-12

#level of output

DebugLevel = 1

50 #parameters of the symplectic integrator.

2MNLambdaMu = 0.21

2MNLambdaMu2 = 0.2

2MNLambdaMu3 = 0.2

2MNLambdaGauge = 0.19

55 GaugeConfigReadPrecision = 64

ReversibilityCheck = yes

ReversibilityCheckIntervall = 55

60 InitialStoreCounter = readin

PhmcNoFlavours=2+1+1

PhmcPrecisionPtilde = 1.0e-9

PhmcDegreeOfP=150

65 PhmcStildeMax=2.470

PhmcStildeMin=0.0000741

PhmcRecEVInterval=1

PhmcComputeOnlyEVs=no

PerformOnlineMeasurements = yes

70 OnlineMeasurementsFreq = 2

31 Exemple de script pour BlueGene

Pour le système de batch LoadLeveler d'IBM

1 # @ job_name = NF2_48c96_154073

2 # @ error = $(job_name).$(jobid).err

3 # @ output = $(job_name).$(jobid).out

4 # @ environment = COPY_ALL;

5 # @ wall_clock_limit = 10:00:00

6 # @ job_type = BLUEGENE

7 # @ bg_size = 2048

8 # @ bg_connection = torus

9 # @ notification = always

10 # @ queue

11

12 #!/bin/bash

13

14 echo LOADL_STEP_CLASS = $LOADL_STEP_CLASS

15 echo LOADL_BG_SIZE = $LOADL_BG_SIZE

16 echo LOADL_STEP_ID = $LOADL_STEP_ID
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17 echo LOADL_BG_BPS = $LOADL_BG_BPS

18 echo LOADL_BG_IONODES = $LOADL_BG_IONODES

19 echo LOADL_BG_CONNECTION = $LOADL_BG_CONNECTION

20 echo LOADL_BG_SHAPE = $LOADL_BG_SHAPE

21

22 mpirun -exe hmc_tm -args "-f hmc.input" -env "DCMF_EAGER=500000000" \

23 -mode VN -np $((4*$LOADL_BG_SIZE)) -verbose 1

24
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