
N. Bucciantini: Astronum 2013, Biarritz 1

Solving 3+1 GRMHD Equations in the 
eXtended Conformally Flat Condition: 

the X-ECHO and XNS codes

Niccolo’ Bucciantini, Antonio Pili, Luca Del Zanna

INAF Osservatorio Astrofisico di Arcetri, IT
Dipartimento di Fisica ed Astronomia UniFi, IT

INFN Sezione di Firenze, IT
http://www.arcetri.astro.it

http://www.arcetri.astro.it
http://www.arcetri.astro.it


N. Bucciantini: Astronum 2013, Biarritz

Why and How

2

Scientific Rationale

Solving PDE on curved manyfold (not just GR but also expanding 
systems, non cartesian grids)

Modeling relativistic outflow - High Energy Astrophysical Engines
Strong magnetic field in NS and BH (Magnetars, GRBs, AGN 

launching)
Mean field effects, resistivity in NS evolution, dynamo action

Relativistically Hot Systems (QGP - BH-MHD)
Model for strongly magnetized NS
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Formalismo 3+1
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– Lapse Function —i Shift-Vector
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Equazioni dinamiche di evoluzione per K
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Vincoli: hamiltoniano e impulso
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Space-time is sliced with a set of space-like hyper-
surfaces        with time-like normal vector ⌃t nµ
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Line element

Capitolo 1. Formalismo (3+1)

A questo punto, avendo definito una derivata covariante su ⌃, abbiamo tut-

ti gli strumenti per introdurre una misura della curvatura di (⌃, �
µ⌫

). Infatti

possiamo definire un tensore di Riemann tridimensionale Rk

lij

in maniera analo-

ga al corrispettivo quadridimensionale, legandolo alla non-commutatività di due

derivate covarianti successive:

(D
i

D
j

�D
j

D
i

)vk = Rk

lij

vl, (1.11)

dove vk è un qualsiasi campo vettoriale tangente alla ⌃
t

. Per definizione il tensore

Rk

lij

è puramente spaziale e contiene solo le derivate spaziali della metrica. Si deve

notare che Rk

lij

descrive solo la curvatura intrinseca dell’ipersuperficie ⌃
t

e non

contiene informazioni riguardo alla geometria che ⌃
t

assume come immersione in

M. Queste informazioni sono contenute nel tensore di curvatura estrinseca che

può essere trovato proiettando ortogonalmente su ⌃
t

il gradiente del campo nµ:

K
µ⌫

:= �� ↵

µ

� �

⌫

r
↵

n
�

= �(r
µ

n
⌫

+ n
µ

n↵r
↵

n
⌫

) . (1.12)

Per definizione K
µ⌫

è simmetrico e puramente spaziale e misura quanto la dire-

zione del campo normale nµ varia muovendosi punto punto lungo la sezione ⌃
t

.

Una definizione alternativa, perfettamente equivalente alla (1.12), vede il tensore

K
µ⌫

come la derivata di Lie 3 lungo il campo normale della metrica indotta:

K
µ⌫

= Ln�µ⌫ . (1.14)

Poiché nµ è di tipo-tempo, la definizione precedente mostra che K
µ⌫

, al contrario

di Rk

lij

, contiene anche le derivate temporali della metrica.

1.2 Osservatore Euleriano

Dato che nµ è un campo unitario di tipo-tempo, possiamo considerare una

famiglia di osservatori la cui quadrivelocità è data proprio da nµ. Questi osser-

vatori sono detti osservatori Euleriani.
3Per la definizione della derivata di Lie rimandiamo a [92] o [80] qui ci basta ricordare che

per un generico tensore di tipo (r,s) la derivata di Lie è data da:

(LXT )µ1...µr
⌫1...⌫s

:= X�@�T
µ1...µr

⌫1...⌫s

� T�...µr
⌫1...⌫s

@�X
µ1 � ...� Tµ1...�

⌫1...⌫s
@�X

µr+

Tµ1...µr
�...⌫s

@⌫1X
� + ...+ Tµ1...µr

⌫1...�@⌫sX
� .

(1.13)
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Fluid is described by a stress-energy tensor                       

Capitolo 1

Formalismo (3+1)

La corretta descrizione di oggetti compatti, come le stelle di neutroni, si deve

necessariamente fondare sulla teoria della Relatività Generale (RG) il cui nucleo

risiede nell’equazione di campo di Einstein [80]:

Gµ⌫ = 8⇡T µ⌫ , (1.1)

dove Gµ⌫ è il tensore di Einstein mentre T µ⌫ è il tensore di energia-impulso. E do-

ve abbiamo assunto unità geometrizzate: G = 1, c = 1 e segnatura (�,+,+,+).

Dato che Gµ⌫ è costruito a partire dalla metrica e dalle sue derivate parziali

racchiude in sé tutte le informazioni relative alla geometria dello spazio-tempo.

T µ⌫ invece ne descrive la distribuzione di energia. Le equazioni (1.1) accoppiano,

perciò, la geometria dello spazio-tempo al suo contenuto energetico attraverso un

sistema di 10 equazioni alle derivate parziali non lineari. Risolvere questo sistema

per via analitica, eccetto per pochi casi ideali caratterizzati da un alto grado di

simmetria, è tuttavia molto di�cile, perciò se si vogliono esplorare nel dettaglio

scenari astrofisici più complessi è necessario risolvere le equazioni di Einstein per

via numerica. L’equazione di campo (1.1) scritta nella sua forma completamen-

te covariante, però, si presta poco ad un approccio numerico. Lo “spazio” e il

“tempo”, infatti, sono trattati in maniera egualitaria e se, ad esempio, si vuole

studiare l’evoluzione temporale di un particolare sistema astrofisico, è utile recu-

perare in parte l’intuizione newtoniana e riscrivere la (1.1) in chiave di problema

ai valori iniziali o di Cauchy: date le condizioni iniziali e al contorno dovrà essere

possibile tracciare l’evoluzione del sistema nel tempo. A questo scopo è possibile

1

+ Baryon flux                       nbu
µ

3+1 Contractions of the stress-energy tensor

1.4. Equazioni di Einstein nel formalismo 3+1

1.4 Equazioni di Einstein nel formalismo 3+1

Nei paragrafi precedenti abbiamo introdotto tutti gli strumenti necessari per

riscrivere le equazioni di Einstein nel linguaggio del formalismo (3+1). Lo scopo è

quello di riscrivere il sistema di equazioni alle derivate parziali (1.1) in termini di

soli tensori tridimensionali. Ad esempio, per e↵ettuare una scomposizione (3+1)

del tensore di Einstein G
µ⌫

, dovremo eseguire una scomposizione del tensore

di Riemann quadridimensionale (4)R�

⇢µ⌫

nelle sue componenti spaziali e normali.

Dato che (4)R�

⇢µ⌫

dipende anche dalle derivate temporali della metrica g
µ⌫

, ci

dobbiamo aspettare che tale decomposizione coinvolga non solo la controparte

tridimensionale Ri

ljk

ma anche la curvatura estrinseca K
µ⌫

.

Per procedere con la decomposizione basta considerare le contrazioni non banali

con il campo nµ e il proiettore �µ

⌫

dei tensori che compaiono in (1.1). Ad esempio

per il tensore di energia impulso T µ⌫ le possibili contrazioni sono date da:

E := T
µ⌫

nµn⌫ , (1.25)

S
↵

= �� µ

↵

n⌫T
µ⌫

, (1.26)

S
↵�

= � µ

↵

� ⌫

�

T
µ⌫

, (1.27)

che fisicamente rappresentano rispettivamente la densità di energia, la densità di

impulso e il tensore degli sforzi misurati dall’osservatore Euleriano. Per quanto

riguarda il tensore di Riemann le possibili contrazioni sono ottenibili attraverso:

una proiezione completa di (4)R�

⇢µ⌫

sulle ipersuperfici ⌃, nota come rela-

zione di Gauss :

�µ

↵

�⌫

�

��

⇢

��

�

(4)R⇢

�µ⌫

= R�

�↵�

+K�

↵

K
��

�K�

�

K
↵�

; (1.28)

una proiezione su ⌃ di (4)R�

⇢µ⌫

contratto una volta con nµ, nota come

relazione di Codazzi-Mainardi :

��

⇢

n��µ

↵

�⌫

�

(4)R⇢

�µ⌫

= D
�

K�

↵

�D
↵

K�

�

; (1.29)

una proiezione su ⌃ di (4)R�

⇢µ⌫

contratto due volte con nµ, detta relazione

di Ricci :

�
↵µ

n⇢�⌫

�

n�(4)Rµ

⇢⌫�

=
1

↵
L

↵nK↵�

+
1

↵
D

↵

D
�

↵ +K
↵µ

Kµ

�

. (1.30)
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Stress density

Momentum density

Energy density

2.2. Campo Elettromagnetico

Se ora si sostituisce la nuova espressione per uµ, data dalla (2.16), in T µ⌫ e si

confronta con la scomposizione:

T µ⌫ = Enµn⌫ + pµn⌫ + p⌫nµ + Sµ⌫ , (2.18)

si ottengono le seguenti relazioni:

E = ⇢h�2 � p, (2.19)

Si = ⇢h�2vi, (2.20)

Sij = ⇢h�2vivj + p�ij , (2.21)

che forniscono le componenti spaziali del tensore di energia-impulso nella decom-

posizione (3 + 1).

2.2 Campo Elettromagnetico

In molti sistemi astrofisici anche il campo magnetico gioca un ruolo importante

nel caratterizzare l’evoluzione o lo stato di equilibrio del sistema. In RG anche

il campo elettromagnetico si accoppia con la gravità ed entra nell’equazione di

Einstein attraverso il tensore di energia-impulso:

T µ⌫

EM

= F µ

↵

F ⌫↵ � 1

4
F ↵�F

↵�

gµ⌫ , (2.22)

dove F µ⌫ è il cosiddetto tensore di Faraday e compendia tutte le informazioni

relative al campo elettromagnetico contenuto nello spazio-tempo, e abbiamo usato

le unità razionalizzate 4⇡ ! 1. Se si indica con Eµ e con Bµ rispettivamente il

campo elettrico e magnetico misurati da un generico osservatore di quadrivelocità

nµ il tensore di Faraday può essere definito come:

F µ⌫ := nµE⌫ � n⌫Eµ � ✏µ⌫↵�n
↵

B
�

, (2.23)

dove ✏µ⌫↵� è il tensore associato al simbolo di Levi-Civita [µ⌫↵�] attraverso:

✏µ⌫↵� :=
1p
�g

[µ⌫↵�] ✏
µ⌫↵�

:= �
p
�g[µ⌫↵�]. (2.24)

Notiamo che se si assume che nµ rappresenti la quadri-velocità dell’osservatore

Euleriano, come faremo nel resto della trattazione, la (2.23) fornisce immediata-

mente la decomposizione (3+1) del tensore di Faraday. Di conseguenza Eµ e Bµ
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Capitolo 1. Formalismo (3+1)

La derivazione di queste componenti è, tuttavia, molto lunga e per una trattazione

più esaustiva si può far riferimento a [40]. Il risultato saliente è che le equazioni

di Einstein, in coordinate adattate, sono equivalenti al sistema:

R +K2 �K
ij

Kij = 16⇡E, (1.31)

D
j

(Kij �K�ij) = 8⇡Si, (1.32)

@
t

K
ij

= �k@
k

K
ij

+K
ki

@
j

�k +K
kj

@
i

�k �D
i

D
j

↵+

+ ↵[R
ij

+KK
ij

� 2K
il

K l

j

] + 4⇡↵[�
ij

(S � E)� 2S
ij

],
(1.33)

dove R
ij

e R sono rispettivamente il tensore di Ricci spaziale e la sua traccia

mentre S e K rappresentano la traccia di S
ij

e K
ij

.

A queste equazioni si aggiunge infine la seguente:

@
t

�
ij

= �2↵K
ij

+D
i

�
j

+D
j

�
i

, (1.34)

che può essere ricavata a partire da (1.14) e (1.19). Le equazioni (1.31)-(1.34)

formano il sistema delle equazioni ADM (Arnowitt, Deser e Misner).

A questo punto è importante notare che le equazioni (1.33) e (1.34) rappre-

sentano delle equazioni di evoluzione per la 3-metrica �
ij

e la curvatura estrinseca

K
ij

. Contengono, perciò, il contenuto dinamico delle equazioni di Einstein. Al

contrario, le equazioni (1.31) e (1.32), non contenendo una derivata esplicita nel

tempo, non rappresentano delle equazioni di evoluzione ma piuttosto dei vincoli

che devono essere soddisfatti su ogni sezione ⌃
t

: sono le condizioni che consen-

tono alla ⌃
t

con metrica �
ij

e curvatura K
ij

di essere immersa in (M, g
µ⌫

). In

letteratura ci si riferisce alle (1.31) e (1.32) rispettivamente con i nomi di vinco-

lo hamiltoniano e vincolo impulso. Possiamo infine notare che la scomposizione

(3 + 1) delle equazioni di Einsten non porta equazioni di evoluzione per la lapse-

function ↵ o lo shift-vector �i. Questo deve apparire naturale perché sia ↵ che

�i non hanno ruolo nella dinamica del campo gravitazionale. Infatti, sono delle

funzioni di gauge legate alla libertà di scelta delle coordinate tipica della RG.

In definitiva le equazioni (1.33) e (1.34) delineano uno schema di evoluzione

temporale delle variabili dinamiche (�
ij

, K
ij

) che può essere risolto come proble-

ma di Cauchy. La risoluzione delle equazioni ADM si articola, quindi, in due

fasi. Nella prima si seleziona una sezione ⌃
t

della foliazione dove si forniscono

delle condizioni iniziali per le variabili dinamiche (�
ij

, K
ij

), in maniera compati-

bile con le richieste dei vincoli (1.31) e (1.32). Nella seconda fase si evolvono i

8

Descrizione del sistema fisico

Equazioni di Einstein
Gµ‹ = 8fiT µ‹

T µ‹ = T µ‹
Fluid

+ T µ‹
EM

Equazioni GRMHD
Òµ(fluµ) = 0 ÒµF µ‹ = ≠I‹

ÒµT µ‹ = 0 Òµ
úF µ‹ = 0

dove:

T µ‹ = flhuµu‹ + pgµ‹ + F µ
–F ‹– ≠ 1

4 F –—F–—gµ‹

fl densità di massa a riposo
h = 1 + ‘ + p

fl entalpia specifica
‘ dens. energia interna specifica
p pressione

F µ‹ tensore di Faraday
Iµ quadricorrente

Gµ‹ tensore di Einstein
gµ‹ tensore metrico

Antonio Graziano Pili NS magnetizzate in RG 6 / 28

Einstein Equations

Capitolo 1. Formalismo (3+1)
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che può essere ricavata a partire da (1.14) e (1.19). Le equazioni (1.31)-(1.34)

formano il sistema delle equazioni ADM (Arnowitt, Deser e Misner).
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�i non hanno ruolo nella dinamica del campo gravitazionale. Infatti, sono delle
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1.5. Equazioni CFC

mentre considerando la parte a traccia nulla della stessa equazione si ottiene:

2↵K
ij

= D
i

�
j

+D
j

�
i

� 2

3
(D

k

�
k

)�
ij

, (1.40)

che ci consente di esprimere la curvatura scalare in termini del solo shift vector.

Va notato che la condizione (1.37) è una scelta di gauge approssimata, e va

considerata esatta solo se la sezione ⌃
t

è piatta in maniera conforme4, che si

verifica, ad esempio, quando ⌃
t

possiede simmetria sferica. Inoltre, ponendo a

zero tutti i termini non diagonali della metrica, la condizione CFC elimina i gradi

di libertà associati all’emissione di onde gravitazionali.

Procediamo ora con la decomposizione conforme del tensore di curvatura

estrinseca. A questo scopo è utile scomporre il tensore K
ij

nella sua traccia

K e nella sua componente a traccia nulla Aij:

K
ij

= A
ij

+
1

3
K�

ij

, (1.42)

e fare una ulteriore richiesta insieme alla (1.37). Richiediamo, infatti, che la

foliazione scelta sia massimale ovvero che:

K = 0. (1.43)

Eseguendo una trasformazione conforme, del tipo in (1.35), su A
ij

si ottiene:

Kij =
1

 4
Ãij, (1.44)

e dalla (1.40) risulta:

2↵Ãij = (L�)ij, (1.45)

dove con (L) si è indicato l’operatore associato alla metrica piatta definito da:

(L�)ij := ri�j +rj�i � 2

3
r

k

�kf ij. (1.46)

Usando i risultati illustrati è possibile eseguire la scomposizione conforme

delle equazioni ADM nell’approssimazione CFC. Dall’equazione per il vincolo

hamiltoniano (1.31) si ottiene:

� = �

2⇡E +

1

8
f
ik

f
jl

ÃijÃkl

�
 5 , (1.47)

4La geometria di ⌃t è conformemente piatta se e solo se si annulla il tensore di Cotton-York

definito da:

Cij = �1/3✏iklDk(R
j
l � 1

4
� j
l R), (1.41)

dove con ✏ikl si è indicato il simbolo di Levi-Civita.
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ÃijÃkl

�
 5 , (1.47)
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Capitolo 1. Formalismo (3+1)

dalla traccia dell’ equazione per l’evoluzione di K
ij

(1.33) si ottiene:

�(↵ ) =


2⇡(E + 2S) +

7

8
f
ik

f
jl

ÃijÃkl

�
↵ 5 , (1.48)

dove � è il Laplaciano nello spazio euclideo, mentre dall’equazione per il vincolo

impulso (1.32), sfruttando il fatto che in approssimazione di piattezza conforme

vale:

D
j

Kij =
1

 10
r

j

( 10Kij) , (1.49)

si ottiene:

�
L

�i := 16⇡↵ 4Si + 2 6Ãijr
j

✓
↵

 6

◆
, (1.50)

dove si è indicato con �
L

il Laplaciano vettoriale definito da:

�
L

�i := r
j

(L�)ij = ��i +
1

3
ri(r

j

�j) . (1.51)

Le equazioni (1.47), (1.48) e (1.50) rappresentano il set delle equazioni CFC,

che consiste in un sistema di 3 equazioni ellittiche (due scalari e una vettoriale)

fortemente accoppiate nelle tre incognite ( ,↵, �i).

Ricordiamo che l’approssimazione CFC è stata largamente utilizzata per appli-

cazioni astrofisiche: si va dal “merging” di un sistema binario di stelle di neutroni

[56], al collasso gravitazionale dei nuclei stellari [29] fino al calcolo di modelli di

equilibrio per stelle rotanti. In questi casi si è visto che in situazioni altamente

relativistiche il sistema CFC so↵re di problemi di unicità che impediscono agli

algoritmi numerici di convergere o di convergere sulla soluzione corretta. Il mo-

tivo della non-unicità della soluzione va ricercata nella non linearità dei vincoli.

Per illustrare questa caratteristica consideriamo un’ equazione ellittica scalare del

tipo:

�u = fu, (1.52)

definita in un dominio ⌦. Assumiamo che f sia una funzione nota e che u = 0 sul

bordo @⌦. Se f � 0 ovunque, dal principio di massimo segue che u = 0 ovunque.

Infatti se u è diverso da zero, ammettiamo positivo/negativo, in qualche punto

allora deve ammettere un massimo/minimo all’interno di ⌦. Di conseguenza

nel punto di massimo/minimo il termine a sinistra dell’uguaglianza (1.52) dovrà

essere negativo/positivo mentre il termine a destra rimane positivo/negativo per

costruzione giungendo ad una contraddizione. Si consideri ora l’equazione:

�u = fup, (1.53)
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Infatti se u è diverso da zero, ammettiamo positivo/negativo, in qualche punto

allora deve ammettere un massimo/minimo all’interno di ⌦. Di conseguenza

nel punto di massimo/minimo il termine a sinistra dell’uguaglianza (1.52) dovrà
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algoritmi numerici di convergere o di convergere sulla soluzione corretta. Il mo-
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1.6. Equazioni XCFC

e si assuma che esistano due soluzioni positive u1 e u2 identiche sul bordo ma tali

che u1 � u2. La di↵erenza h = u1 � u2 deve soddisfare un’ equazione del tipo:

�h = pfũp�1h, (1.54)

dove ũ soddisfa u2  ũ  u1. L’argomento precedente ci assicura h = 0, quindi

l’unicità della soluzione di (1.53), se e solo se il segno dell’esponente p coincide con

quello del termine sorgente f . Guardando all’equazione (1.37) è perciò chiaro che

il principio di massimo non ci assicura l’unicità locale della soluzione. La stessa

cosa vale anche per l’equazione (1.43), tenendo conto del fatto che il tensore Ãij

contiene al suo interno un fattore ↵�1. A ciò si aggiunge il fatto, come vedremo

meglio nel prossimo capitolo, che nei codici numerici in cui si evolvono, non solo

i termini metrici, ma anche le sorgenti, le quantità (E, Si, S), spesso non sono

direttamente disponibili, prima di risolvere le equazioni CFC.

1.6 Equazioni XCFC

Per risolvere i problemi di non-unicità delle equazioni CFC possiamo proce-

dere come in [14] e [24] scegliere una di↵erente decomposizione conforme per la

curvatura estrinseca. Questo ci porterà ad una ridefinizione delle condizioni CFC

nota come XCFC (eXtended Conformal Flatness Condition). Richiediamo che:

Kij =
1

 10
Âij. (1.55)

La nuova curvatura estrinseca a traccia nulla può essere scomposta in una parte

trasversa a traccia nulla più una parte longitudinale, che può essere espressa a

sua volta come il gradiente di un vettore:

Âij = Âij

TT

+ (LW )ij, (1.56)

dove il tensore Âij

TT

rappresenta la componente trasversa a traccia nulla (r
i

Âij

TT

=

0, f
ij

Âij

TT

= 0) mentre W i fornisce la parte longitudinale di Âij attraverso l’opera-

tore L (1.46). Come dimostrato in [24] è possibile far vedere che Âij

TT

, benché in

genere non sia nullo, può essere trascurato a livello dell’approssimazione CFC, es-

sendo Âij

TT

più piccolo della componente non conforme della metrica �
ij

. Possiamo

quindi porre:

Âij = (LW )ij , (1.57)
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contiene al suo interno un fattore ↵�1. A ciò si aggiunge il fatto, come vedremo
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direttamente disponibili, prima di risolvere le equazioni CFC.

1.6 Equazioni XCFC

Per risolvere i problemi di non-unicità delle equazioni CFC possiamo proce-
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Âij

TT

=

0, f
ij
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TT

, benché in
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Âij

TT

= 0) mentre W i fornisce la parte longitudinale di Âij attraverso l’opera-
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Capitolo 1. Formalismo (3+1)

e a partire dal vincolo impulso, sfruttando la (1.49), si ottiene una nuova equa-

zione per W i:

r
j

Âij = �
L

W i = 8⇡ 10Si, (1.58)

che potrà essere aggiunta al sistema delle equazioni CFC.

Confrontando (1.44) con (1.55) si ottiene:

Âij =  6Ãij, (1.59)

che può essere utilizzata per riscrivere le equazioni (1.47), (1.48), (1.50) e ottenere

finalmente le equazioni XCFC:

�
L

W i = 8⇡f ijŜ
j

, (1.60)

� = �2⇡Ê �1 +
1

8
f
ik

f
jl

ÂijÂkl �7, (1.61)

�(↵ ) = [2⇡(Ê + 2Ŝ) �2 +
7

8
f
ik

f
jl

ÂijÂkl �8]↵ , (1.62)

�
L

�i = 16⇡↵ �6f ijŜ
j

+ 2Âijr
j

(↵ �6), (1.63)

dove i termini sorgente sono stati riscalati per convenienza attraverso:

Ŝ
j

:=  6S
j

, Ê :=  6E, Ŝ :=  6S . (1.64)

E↵ettuando un confronto con le equazioni CFC vediamo che nel caso XCFC si

hanno otto variabili incognite (W i, ,↵, �i) e che i segni per gli esponenti di

 e ↵ sono compatibili con il principio di massimo per le equazioni ellittiche

scalari, il che ci garantisce l’unicità locale delle soluzioni. Inoltre va osservato

che le equazioni si disaccoppiano in maniera gerarchica, per cui le equazioni del

sistema (1.60)-(1.63), note le variabili idrodinamiche(E, Si, S), possono essere

risolte nell’ordine dato. A questo si aggiunga che le quantità (Ê, Ŝi, Ŝ), sono

solitamente disponibili, negli algoritmi numerici che risolvono anche l’evoluzione

delle sorgenti, prima della soluzione delle equazioni XCFC.

La soluzione delle equazioni di Einstein, riscritte nell’approssimazione del

sistema XCFC, congiuntamente alle equazioni che regolano l’idrodinamica e/o

magnetoidrodinamica del sistema verranno descritte nel prossimo capitolo.
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7

8
f
ik

f
jl
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Soluzione numerica dei vincoli

�q = h(1 + q) := H

q = (Â ≠ 1) or q = (–Â ≠ 1)
h termini sorgente

Metodo semi-spettrale
Decomposizione in armoniche sferiche: q(r , ◊) =

qŒ
l=0 A

l

(r)Y
l

(◊)

set di EDO per ogni armonica:
d

2
A

l

dr

2 + 2
r

dA

l

dr

≠ l(l+1)
r

2 A
l

= H
l

H
l

(r) :=
s

d⌦H(r , ◊)Y
l

(◊)

inversione diretta di una matrice tridiagonale

non-linearit`a ∆ metodo iterativo (rilassamento)

corretto andamento sull’asse
no compattificazione del dominio

Antonio Graziano Pili NS magnetizzate in RG 9 / 28

Source Terms

4.2. Risoluzione delle equazioni XCFC multidimensionali

Come abbiamo già visto nel capitolo 1 attraverso la decomposizione conforme

la derivata covariante indotta sulle sezioni tridimensionali della foliazione è data

dal classico operatore nabla nello spazio piatto. Ora, con la scelta della nuova

base e
ı̂

, potremo utilizzare le formule standard del calcolo vettoriale in coordinate

sferiche per gli operatori � e �
L

e di conseguenza sfruttare le relazioni fornite

nell’Appendice B.

Siccome siamo interessati a soluzioni assisimmetriche di seguito considereremo

nello specifico questo regime. Nell’ipotesi di assisimmetria (m = 0) la funzione

scalare q, dell’equazione (4.30), può essere sviluppata in armoniche sferiche come:

q(r, ✓) =
1X

l=0

A
l

Y
l

(✓) , (4.38)

dove con Y
l

si è indicato:

Y
l

⌘ Y
l0(✓) =

r
2l + 1

4⇡
P
l

(cos ✓), (4.39)

e P
l

(cos ✓) è il polinomio di Legendre. Ora calcolando il Laplaciano attraver-

so questa decomposizione e sfruttando il fatto che le armoniche sferiche sono

autofunzioni del Laplaciano [proprietà (B.7)] l’equazione ellittica per q diventa:

1X

l=0

✓
d2A

l

dr2
+

2

r

dA
l

dr
� l(l + 1)

r2
A

l

◆
Y
l

(✓) = H, (4.40)

Moltiplicando ambo i membri per il complesso coniugato Y ⇤
l

(✓), integrando sul-

l’angolo solido e sfruttando le proprietà di ortogonalità (B.5) e completezza (B.6)

delle armoniche sferiche si ottiene infine:

d2A
l

dr2
+

2

r

dA
l

dr
� l(l + 1)

r2
A

l

= H
l

, (4.41)

dove il termine sorgente è dato da:

H
l

(r) :=

Z
d⌦H(r, ✓)Y

l

(✓). (4.42)

Abbiamo cos̀ı ottenuto una serie di equazioni di↵erenziali ordinarie per ogni va-

lore di l. Lo stesso procedimento può essere adoperato per le equazioni vettoriali

(4.31). In questo caso bisognerà però valutare il comportamento delle armoni-

che sferiche vettoriali rispetto all’operatore �
L

come mostrato nell’Appendice B.
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Come abbiamo già visto nel capitolo 1 attraverso la decomposizione conforme

la derivata covariante indotta sulle sezioni tridimensionali della foliazione è data
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lore di l. Lo stesso procedimento può essere adoperato per le equazioni vettoriali
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Soluzione eq. di Grad-Shafranov

Ponendo A„ = r sin ◊Ã„ l’equazione di Grad-Shafranov è del tipo:

(�̃X )„ = H„(X„)

�̃ = Ò(Ò· ) ≠ Ò ◊ (Ò◊ )

Metodo semi-spettrale
Decomposizione in armoniche sferiche vettoriali:

X„(r , ◊) =
qŒ

l=0 C
l

(r)Y Õ
l

(◊)

set di EDO per ogni armonica:
d

2
C

l

dr

2 + 2
r

dC

l

dr

≠ l(l+1)
r

2 C
l

= H„
l

H„
l

(r) := 1
l(l+1)

s
d⌦H„(r , ◊)Y Õ

l

(◊)

inversione diretta di una matrice tridiagonale

non-linearit`a ∆ metodo iterativo (rilassamento)

Antonio Graziano Pili NS magnetizzate in RG 12 / 28

Semi-spectral decomposition of the vector quantities

Capitolo 4. Schema Numerico

Sempre nel caso di simmetria assiale lo sviluppo in armoniche vettoriali (B.16)

per il vettore X si riscrive:

X =
1X

l=0

⇣
A

l

(r)Y
l

(✓)e
r̂

+B
l

(r)Y 0
l

(✓)e
✓̂

+ C
l

(r)Y 0
l

(✓)e
�̂

⌘
. (4.43)

Ora applicando l’operatore �
L

a questa espressione e sfruttando le proprietà

di ortogonalità delle armoniche vettoriali, le componenti dell’equazione ellittica

(4.31) diventano:

4

3

d2

dr2
A

l

+
8

3r2

✓
r
d

dr
A

l

� A
l

◆
� l(l + 1)

r2

✓
A

l

+
r

3

d

dr
B

l

� 7

3
B

l

◆
= H r̂

l

, (4.44)

d2

dr2
B

l

+
2

r

d

dr
B

l

+
1

3r

d

dr
A

l

+
8

3

A
l

r2
� 4

3

l(l + 1)

r2
B

l

= H ✓̂

l

, (4.45)

d2

dr2
C

l

+
2

r

d

dr
C

l

� l(l + 1)

r2
C

l

= H �̂

l

, (4.46)

dove i termini sorgente sono dati da:

H r̂

l

=

Z
d⌦H r̂(r, ✓)Y

l

(✓) , (4.47)

H ✓̂

l

=

Z
d⌦H ✓̂(r, ✓)Y 0

l

(✓) , (4.48)

H �̂

l

=

Z
d⌦H �̂(r, ✓)Y 0

l

(✓) . (4.49)

È opportuno notare ora che per valutare numericamente i termini sorgente si può,

ad esempio, utilizzare il metodo di quadratura4 di Gauss calcolando l’interpola-

zione delle funzioni sorgente H e H ı̂ nei punti nodali dei polinomi di Legendre

([71] pp 140-146). In definitiva, quindi, dall’equazione (4.31) si è ottenuto un

set di equazioni di↵erenziali ordinarie che, per ciascuna armonica, accoppiano le

componenti poloidali A
l

(r) e B
l

(r), mentre isolano la componente toroidale C
l

(r).

4I metodi di integrazione numerica, detti anche metodi di quadratura, approssimano l’inte-

grale definito di una generica funzione f attraverso una combinazione lineare dei valori che la

funzione f assume in determinati punti dell’intervallo di integrazione, detti nodi, moltiplicati

per opportuni coe�cienti detti pesi. A seconda della scelta dei pesi e dei punti nodali si avranno

diverse formule di quadratura. Il grado di precisione della formula di quadratura sarà fornito

dal grado più alto dei polinomi che vengono integrati esattamente dalla formula stessa. In

generale, se l’integrale viene calcolato con l’ausilio di n+ 1 nodi il massimo grado di precisione

è 2n+ 1, che può essere raggiunto solo con le formule di quadratura di Gauss [71].
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Capitolo 4. Schema Numerico

Sempre nel caso di simmetria assiale lo sviluppo in armoniche vettoriali (B.16)

per il vettore X si riscrive:

X =
1X

l=0

⇣
A

l

(r)Y
l

(✓)e
r̂

+B
l

(r)Y 0
l

(✓)e
✓̂

+ C
l

(r)Y 0
l

(✓)e
�̂

⌘
. (4.43)

Ora applicando l’operatore �
L

a questa espressione e sfruttando le proprietà

di ortogonalità delle armoniche vettoriali, le componenti dell’equazione ellittica

(4.31) diventano:

4

3

d2

dr2
A

l

+
8

3r2

✓
r
d

dr
A

l

� A
l

◆
� l(l + 1)

r2

✓
A

l

+
r

3

d

dr
B

l

� 7

3
B

l

◆
= H r̂

l

, (4.44)
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dr2
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+
2

r

d

dr
B

l

+
1

3r

d

dr
A

l

+
8

3

A
l

r2
� 4

3

l(l + 1)

r2
B

l

= H ✓̂

l

, (4.45)

d2

dr2
C

l

+
2

r

d

dr
C

l

� l(l + 1)

r2
C

l

= H �̂

l

, (4.46)

dove i termini sorgente sono dati da:

H r̂

l

=

Z
d⌦H r̂(r, ✓)Y

l

(✓) , (4.47)

H ✓̂

l

=

Z
d⌦H ✓̂(r, ✓)Y 0

l

(✓) , (4.48)

H �̂

l

=

Z
d⌦H �̂(r, ✓)Y 0

l

(✓) . (4.49)

È opportuno notare ora che per valutare numericamente i termini sorgente si può,

ad esempio, utilizzare il metodo di quadratura4 di Gauss calcolando l’interpola-

zione delle funzioni sorgente H e H ı̂ nei punti nodali dei polinomi di Legendre

([71] pp 140-146). In definitiva, quindi, dall’equazione (4.31) si è ottenuto un

set di equazioni di↵erenziali ordinarie che, per ciascuna armonica, accoppiano le

componenti poloidali A
l

(r) e B
l

(r), mentre isolano la componente toroidale C
l

(r).

4I metodi di integrazione numerica, detti anche metodi di quadratura, approssimano l’inte-

grale definito di una generica funzione f attraverso una combinazione lineare dei valori che la

funzione f assume in determinati punti dell’intervallo di integrazione, detti nodi, moltiplicati

per opportuni coe�cienti detti pesi. A seconda della scelta dei pesi e dei punti nodali si avranno

diverse formule di quadratura. Il grado di precisione della formula di quadratura sarà fornito

dal grado più alto dei polinomi che vengono integrati esattamente dalla formula stessa. In

generale, se l’integrale viene calcolato con l’ausilio di n+ 1 nodi il massimo grado di precisione

è 2n+ 1, che può essere raggiunto solo con le formule di quadratura di Gauss [71].
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Descrizione del sistema fisico

Equazioni di Einstein
Gµ‹ = 8fiT µ‹

T µ‹ = T µ‹
Fluid

+ T µ‹
EM

Equazioni GRMHD
Òµ(fluµ) = 0 ÒµF µ‹ = ≠I‹

ÒµT µ‹ = 0 Òµ
úF µ‹ = 0

dove:

T µ‹ = flhuµu‹ + pgµ‹ + F µ
–F ‹– ≠ 1

4 F –—F–—gµ‹

fl densità di massa a riposo
h = 1 + ‘ + p

fl entalpia specifica
‘ dens. energia interna specifica
p pressione

F µ‹ tensore di Faraday
Iµ quadricorrente

Gµ‹ tensore di Einstein
gµ‹ tensore metrico

Antonio Graziano Pili NS magnetizzate in RG 6 / 28
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Capitolo 2. GRMHD

Infine bisogna ricordare che l’espressione del tensore di energia-impulso del

campo elettromagnetico data da (2.22) si può ottenere a partire dalla lagrangia-

na del campo elettromagnetico libero. Per questo motivo, risulterà localmente

conservato se e solo se sono assenti i termini di sorgente Jµ. Infatti se si prova

a calcolare la quadri-divergenza di T µ⌫

EM

sfruttando le equazioni di Maxwell con

Jµ 6= 0 si vede che:

r
⌫

T µ⌫

EM

= �F µ⌫I
⌫

, (2.41)

dove nel termine a sinistra dell’uguaglianza possiamo riconoscere l’espressione

relativistica della forza di Lorentz. In conclusione, l’energia e l’impulso del campo

elettromagnetico sono localmente conservati solo in assenza di accoppiamento con

la densità di corrente Iµ. In presenza di sorgenti cariche e di correnti sarà il

tensore di energia-impulso totale, relativo sia alle sorgenti che ai campi, ad essere

conservato. Questo risulterà chiaro nella prossima sezione, dove assieme al campo

elettromagnetico considereremo anche la presenza di un fluido ideale all’interno

dello spazio-tempo.

2.3 Magnetoidrodinamica Relativistica

In questa sezione vogliamo occuparci di un plasma ideale magnetizzato. Da-

to che tale sistema può essere descritto con un fluido ideale interagente con un

campo elettromagnetico, il tensore di energia impulso risulterà essere dato dal-

la somma del contributo relativo al fluido più il contributo relativo al campo

elettromagnetico:

T µ⌫

MHD = T µ⌫

EM + T µ⌫

Fluid , (2.42)

dove con T µ⌫

Fluid si è indicato il tensore dato dalla (2.1). Di conseguenza le compo-

nenti spaziali del tensore di energia-impulso totale saranno date, nel riferimento

euleriano, da:

E = ⇢h�2 � p+
1

2

�
E

i

Ei +B
i

Bi

�
, (2.43)

Si = ⇢h�2vi + ✏ijkE
j

B
k

, (2.44)

Sij = ⇢h�2vivj + p�ij � EiEj � BiBj +
1

2
(E

k

Ek +B
k

Bk)�ij . (2.45)

Le equazioni di moto per questo sistema saranno nuovamente fornite da:

r
µ

(⇢uµ) = 0, (2.46)
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GR-MHD stress-energy tensor

GR-MHD equations

3+1 Splitting

2.3. Magnetoidrodinamica Relativistica

r
µ

T µ⌫

MHD = 0, (2.47)

a cui però andranno a�ancate anche le equazioni di Maxwell (2.29): È importante

notare a questo punto che i singoli contributi al tensore di energia impulso MHD

non si conservano separatamente. Infatti sfruttando le equazioni di Maxwell è

possibile verificare che:

r
µ

T µ⌫

EM = �r
µ

T µ⌫

Fluid = �F µ⌫I
µ

. (2.48)

Per semplificare ulteriormente le equazioni in gioco è utile considerare, accanto

alle equazioni di Maxwell, anche l’estensione relativistica della legge di Ohm che

nel sistema di riferimento comovente con il fluido, la cui quadri-velocità è data

da uµ, si scrive:

Iµ = ⇢̃
e

uµ + �F µ⌫u
⌫

, (2.49)

dove � rappresenta la conducibilità del fluido mentre ⇢̃
e

indica la densità di carica

misurata nel riferimento comovente. Se ora si suppone che la conducibilità del

fluido sia infinita (� �! 1), ovvero ci si mette nel regime della MHD ideale, la

legge di Ohm prescrive l’annullarsi del campo elettrico nel sistema di riferimento

comovente:

F µ⌫u
⌫

= 0 . (2.50)

Questa ipotesi, che fisicamente rappresenta la capacità delle particelle che com-

pongono il plasma di schermare l’insorgere di campi elettrici locali, ci permette di

semplificare notevolmente le equazioni di Maxwell. Infatti dall’equazione di Ohm,

attraverso la scomposizione (3 + 1) del tensore di energia impulso, si ricava:

0 = F µ⌫u
⌫

= �Eµ � ✏µ⌫↵�u
⌫

n
↵

B
�

, (2.51)

da cui segue:

Eµ =
1

�
✏µ⌫↵�u

⌫

n
↵

B
�

, (2.52)

Le componenti del campo elettrico misurate dall’osservatore Euleriano saranno

perciò:

E0 = 0, (2.53)

come dovevamo aspettarci e:

Ei = �↵

�
✏0ijku

j

B
k

= �✏ijkv
j

B
k

, (2.54)
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Initial Condition are derived by solving the XCFC equation for a given 
energy distribution 

GR-MHD equations are solved on a fixed metric for conserved quantities

The solution for W and the conformal factor are solved

Primitive variables are recomputed

The equation for the lapse and shift vector are solved - metric is updated

Metric update non sync with fluid
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15/01/2010 Princeton 2010 - L. Del Zanna: Relativistic plasma dynamics in PWNe and GRBs 6

Towards collapse to proto-magnetars...

• ECHO has been recently coupled to an Einstein solver in 
axisymmetry: (X)CFC elliptic equations (Cordero-Carrion 2009)

• First test: normal modes of oscillations of a polytropic NS in 
isotropic coordinates are recovered (Bucciantini et al., yesterday!)

Simple Test of the metric solver in the perturbative regime
NS -Oscillations

A&A 528, A101 (2011)

5.1. Stability of a TOV stable radial solution

Our first test consists in the evolution of a stable 1D radial
NS configuration. We adopt, as initial condition, a solution of
the TOV equations in isotropic coordinates, corresponding to
a polytropic gas with K = 100, n = 1, and central density
ρc = 1.280 × 10−3, a model also known as A0 (AU0) or B0
(BU0) in the literature (Font et al. 2000; Stergioulas et al. 2004;
Dimmelmeier et al. 2006). This corresponds to an NS extend-
ing to a radius r = 8.13. It is possible to show that this star
lies on the stable part of the mass-radius curve, so we expect the
code to be able to maintain this configuration for longer times
than their typical sound crossing time (∼0.5 ms). Outside the
star we assume, at the beginning of the run, a low density and
hot (ρ $ 10−7, p/ρ $ 0.2) atmosphere in hydrostatic equilib-
rium (αh = const.), in pressure balance at the surface of the NS.
Contrary to previous treatments, where the atmosphere was reset
at every time step to keep it stationary, we leave it free to evolve
(collapse or expand) in response to the NS oscillations. Given
its low density, the atmosphere has negligible feedback on the
star. The simulation is performed using 625 grid points in the
radial domain r = [0, 20], corresponding to a star resolved over
250 points. The evolution is followed for a time tmax = 1500
corresponding in physical units to $7.5 ms.

Figure 1 shows a comparison between the initial density pro-
file and that at tmax, together with a plot of the central density ρc
as a function of time. Relative variations in density in the NS in-
terior are on order of 10−4, with major deviations only at the
contact discontinuity of the NS surface, due to diffusion over the
much lower density atmosphere. This triggers the natural vibra-
tion modes of the NS, which are the observed fluctuations, which
are the natural outcome of this physical system. The central den-
sity, plotted in the insert of Fig. 1, shows fluctuations on order of
10−3 at most, but no sign of any secular trend. This is due to the
large number of points over which the star is resolved. The slow
damping of the oscillations, from 10−3 to a few 10−4, comes from
the thermal dissipation associated to the use of an ideal gas EoS
and to the numerical viscosity of the scheme, whereas it is not
present if a polytropic EoS is used (see next Sect. 5.2 for a com-
parison between the two EoS). At the beginning of the simula-
tion we observe a relaxation of the central density to a value that
is ∼2 × 10−4 lower than the initial condition, probably because
of discretization errors. However the average value seems to re-
main constant at later times. This shows the ability of the code
to maintain a stable equilibrium, even for several (∼10) sound
crossing times. It also shows that the presence of a dynamical
atmosphere causes no problem for the stability of the TOV solu-
tion. In contrast, the atmosphere itself seems to be quite stable,
as shown by the fact that its density changes by a factor smaller
than 1%.

In the bottom panel of Fig. 1 we plot a Fourier transform
of the central density in time. Markers indicate the positions of
the known eigenmodes. This is a test of the performance of the
code in handling a dynamical spacetime, at least in the linear
regime, for small perturbations. The values of the eigenmodes,
the fundamental in particular, are quite different in the Cowling
approximation where the metric is kept fixed in time (Font et al.
2002). It is also interesting to note that no initial perturbation has
been introduced and that the oscillations of the star are only due
to the relaxation of the initial conditions and possible round off-
errors. Indeed, the large power present in the higher frequency
modes suggests that the initial excitation is confined to small
scales, most likely at the surface of the star. The presence of a

Fig. 1. Evolution of a stable TOV solution in spherical symmetry and
isotropic coordinates. The upper panel shows a comparison between
density in the initial solution (solid line) and the result at tmax = 1500
(diamonds). For clarity the result a tmax is shown every 5 points. The
insert shows the residuals. The spike at r ≈ 8 comes from to diffusive
relaxation at the NS boundary. The middle panel shows the relative vari-
ations in time of the central density. The lower panel shows the Fourier
transform of the central density. The solid line and diamonds indicate
the power of the Fourier series in arbitrary units. The vertical markers
indicate the frequency of known eigenmodes. The frequency resolution
of our time series is ∼150 Hz.

freely evolving atmosphere does not seem to affect the frequency
of the modes, at least within the accuracy of our temporal series.

5.2. Migration of an unstable TOV radial solution

A genuinely non-trivial situation in the fully non-linear regime,
involving large variations in the metric and fluid structure, is
the migration of an unstable 1D TOV solution. Following Font
et al. (2002), Cordero-Carrión et al. (2009), and Bernuzzi &
Hilditch (2010), we select a solution of the TOV equations in
isotropic coordinates, corresponding to a polytropic gas again
with K = 100, n = 1, and central density ρc = 7.993 × 10−3.
This corresponds to a star extending to a radius r = 4.26, on the
unstable part of the mass-radius curve. The external atmosphere
is set as in the previous test. Due to truncation errors and the
initial relaxation of the NS/atmosphere transition, this configu-
ration migrates to the stable branch. This evolution causes large
amplitude pulsations and the formation of a shock between the
outer mantle and inner core of the star, where part of the kinetic

A101, page 10 of 18

All the harmonic 
frequencies for l = 0,2,4 
are recovered with high 
Q even for very small 

amplitude of the 
oscillations ~ 1.e-4

No evidence for drift in 
the central density

 Bucciantini & Del Zanna 2011
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Non perturbative regime - Migration of an unstable NS toward the stable 
configuration

Both dissipative and 
non-dissipative regime 

are correctly 
reproduced in terms of:

Oscillation Periods.
Amplitude of the 

Oscillations
Shape of the Peaks

Shocks

This evolution is not stable 
in the original CFC Bucciantini & Del Zanna 2011
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BH Collapse of a supra-massive rotating 
NS

N. Bucciantini and L. Del Zanna: GRMHD in axisymmetric dynamical spacetimes: the X-ECHO code

Fig. 7. Collapse to BH. Upper panel: the monotonically rising red
curves represent the evolution of the central density with respect to the
intial value ρc/ρc(t = 0) (as explained in the text the curves are trun-
cated at the formation of the apparent horizon), while the monotonically
decreasing blue curves represent the value of the lapse α at the origin.
Solid lines indicate the spherically symmetric collapse and dashed lines
the collapse of the rotating NS model D4. Bottom panel: the rising red
curves represent the radius of the apparent horizon, while the decreasing
blue curves are the ratio of the rest mass outside the apparent horizon
with respect to the total rest mass. Again, solid lines indicate the spher-
ically symmetric collapse and dashed lines the collapse of the rotating
NS model D4. The vertical dotted line indicates the time tAH when the
apperent horizon forms.

plot of the central density, which is no longer monotonically in-
creasing. In our case we find that, as the system approaches the
formation of the AH, the confidence and accuracy with which
we can derive the central density at r = 0, by extrapolating the
values on the numerical grid, rapidly decreases. At the time the
AH forms we have evaluated that the extrapolation accuracy is
such that the possible error on the density is ∼10%, and it in-
creases rapidly afterward. For this reason, we truncate the central
density plot at the formation of the AH. It should be reminded
that the standard practice to handle systems after the formation
of an AH is to excise the region inside the AH itself, excluding it
from the computational domain (Baiotti et al. 2005; Hawke et al.
2005). The precise value of the cental density is obviously not an
important quantity, as far as the global evolution of the system is
concerned. Indeed, quantities that depend on global properties of
the system like the AH radius, rAH, the rest mass left outside it,
the value of the lapse at the center (which depends on the global
distribution of matter in the domain), all agree very well with
what has been previously found in the literature.

Fig. 8. Evolution of the collapse of the rotating unstable equilibrium
model D4 (density in Log10 units): upper panel, density at t = tAH − 6;
middle panel density at t = tAH; lower panel, density at t = tAH + 6. The
dashed countour in the middle and lower panel indicates the position of
the apparent horizon.

For the 2D case we consider the model D4 of Baiotti et al.
(2005) and Cordero-Carrión et al. (2009). This corresponds to
a uniformly rotating neutron star with a central density ρc =
3.116 × 10−3, a rotation rate Ω = 0.0395, a gravitational mass
M = 1.86, an equatorial radius re = 7.6, and an ellipticity
rp/re = 0.65. Following Cordero-Carrión et al. (2009), the col-
lapse is triggered by reducing the pressure 2% with respect to
the equilibrium value. The computational domain r = [0, 10],
θ = [0, π] is covered by 200 equally spaced radial zones and 100
equally spaced angular zones. As usual, a hot low-density atmo-
sphere is set outside the NS, and allowed to evolve freely and
an ideal gas EoS is used. Again, despite our radial resolution be-
ing 50 times worse than the central resolution used by Cordero-
Carrión et al. (2009), we are able to follow the evolution of the
system past the formation of an AH.

In Fig. 7 we show the evolution of a few quantities. The
AH forms at a time tAH $ 126, to be compared to tAH $ 130
in Cordero-Carrión et al. (2009), its location at that moment is
r = 0.75, the rest mass outside is 23% of the initial rest mass,
and the value of the lapse at the center is αc = 0.025. Our re-
sults agree with what is shown in Fig. 3 of Cordero-Carrión
et al. (2009). The same considerations stated above for the cen-
tral density still apply. Interestingly, we are able to follow the
evolution of the model D4 for a much longer time after the for-
mation of the AH with respect to Cordero-Carrión et al. (2009).
Figure 8 shows the evolution of the NS as the AH forms and
grows. The middle panel represents the system at the moment of
the formation of the AH, as in their Fig. 4 (warning: km units
were used on the axes). The lower panel shows the density at
t = tAH + 6. Clearly a disk has formed as in Baiotti et al. (2005):
the NS has been completely accreted inside the AH in the polar

A101, page 15 of 18

AH and Disk

 Bucciantini & Del Zanna 2011
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A.3. Bontà dell’approssimazione CFC

RNS−XNS
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Figura A.1: Nel grafico in alto è mostrato il confronto tra i profili delle densità in direzione

equatoriale e in direzione polare ottenuti con XNS (blu e ciano) e RNS (rosso e magenta). In

basso è invece mostrato l’andamento dello scarto tra le due soluzioni (magenta per il profilo

di densità in direzione polare, rosso per quello in direzione equatoriale) Lo scarto massimo

ottenuto tra le due configurazioni è in valore assoluto < 10�3⇢c.
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Comparison with Exact Solutions for Rotating NSAppendice A. Rotazione e codice XNS
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Figura A.2: Nel pannello a sinistra si mostra il confronto tra la lapse-function ↵ (blu) e il

fattore conforme  (ciano) calcolati da XNS con la lapse-function (rosso) e la funzione metrica

 (magenta) dell’elemento di linea (3.32) calcolati da RNS. Nel pannello a destra si mostra

invece il profilo del modulo dello scarto percentuale tra le funzioni metriche calcolate attraverso

i due codici. In particolare la curva magenta rappresenta lo scarto tra le lapse-function, la curva

blu rappresenta lo scarto tra il fattore conforme e la funzione  in coordinate quasi-isotropiche,

la curva rossa rappresenta lo scarto tra il fattore conforme e la funzione metrica [Rq/(r sin ✓)]
1/2.

Infine la curva turchese traccia la di↵erenza tra le funzioni metriche  e [Rq/(r sin ✓)]
1/2 relative

all’elemento di linea (3.32). Quest’ultima può essere considerata come una misura di quanto lo

spazio-tempo si scosti dall’essere conformemente piatto.

tra la funzione metrica  e il termine [R
q

/(r sin ✓)] dell’elemento di linea (3.32).

110

Level of accuracy at worst 0.1% = Level of Non-Flatness
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Equazioni per la materia

Ipotesi di lavoro
Staticità e Assisimmetria (t, „ ignorabili)
Equazione di stato politropica: P = Kfl�

MHD: conducibilità infinita e correnti confinate

Legge di Ohm ∆ E i = ‘ijkv
j

B
k

= 0 and F ij = ‘ijkB
k

Eq. di Maxwell ∆ ˆ
i

(
Ô

“B i) = 0 e J i = 1
– ‘ijkˆ

j

(–B
k

)

Br , B◊
sono esprimibili in funzione della sola componente „ del

potenziale vettore A„

ÒµT µ‹ = 0 ∆ Equazione di Eulero ˆ
i

–
– + ˆ

i

h

h

≠ L

i

flh

= 0
Il termine legato alla forza di Lorentz deve essere esatto:

L
i

= ‘
ijk

J jBk = ˆ
i

M

L’assisimmetria richiede L„ = 0 ∆ [Br = B◊ = 0 o B„ = F (A„)/–]

Condizione di equilibrio = Integrale di Bernoulli
ln –

–
c

+ ln h

h

c

≠ M = 0
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Ohm’s law

Maxwell Eqs.

      Can be expressed as a function of just the component 
of the vector potential 

Euler’s Equation

Integrability of Lorenz Force

Axisymmetry

Equazioni per la materia

Ipotesi di lavoro
Staticità e Assisimmetria (t, „ ignorabili)
Equazione di stato politropica: P = Kfl�

MHD: conducibilità infinita e correnti confinate

Legge di Ohm ∆ E i = ‘ijkv
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B
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Eq. di Maxwell ∆ ˆ
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= 0
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ijk
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i

M

L’assisimmetria richiede L„ = 0 ∆ [Br = B◊ = 0 o B„ = F (A„)/–]

Condizione di equilibrio = Integrale di Bernoulli
ln –
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≠ M = 0
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Equilibrium is given by Bernoulli Integral
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The Grad-Shafranov
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Configurazioni Magnetiche

Puramente Toroidale
L’integrabilità dell’equazione di Eulero richiede per B =


B„B„:

–Â2r sin ◊B = K
m

(–2Â4r2 sin2 ◊flh)m

M = ≠ mK 2
m

2m ≠ 1 (–
2Â4r2 sin2 ◊flh)2m≠1

Configurazioni con campo poloidale
F , M , A„ sono legati dall’equazione di Grad-Shafranov:

�úA„ = ≠flhÂ8r2 sin2 ◊ dM
dA„

≠ ˆA„ˆ ln
1

–2

Â2

2
≠ Â4

–2
dF
dA„

�ú = ˆ2
r

+ 1
r

2 ˆ2
◊ ≠ 1

r

2 tan ◊ ˆ◊, ˆˆ = ˆ
r

· ˆ
r

· + 1
r

2 ˆ◊ · ˆ◊·

Puramente Poloidale Twisted-Torus

M = kPOL(A„ + 1
2 ›A2

„) M = kPOLA„

F = 0 F = a(A„ ≠ Amax

„ )⇥(A„ ≠ Amax

„ )
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Purely Toroidal

Integrability of Euler’s Equation requires

Poloidal Fields
           Related by 

Purely Poloidal
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Solving the GS Equation
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Soluzione eq. di Grad-Shafranov

Ponendo A„ = r sin ◊Ã„ l’equazione di Grad-Shafranov è del tipo:

(�̃X )„ = H„(X„)

�̃ = Ò(Ò· ) ≠ Ò ◊ (Ò◊ )

Metodo semi-spettrale
Decomposizione in armoniche sferiche vettoriali:

X„(r , ◊) =
qŒ

l=0 C
l

(r)Y Õ
l

(◊)

set di EDO per ogni armonica:
d

2
C

l

dr

2 + 2
r

dC

l

dr

≠ l(l+1)
r

2 C
l

= H„
l

H„
l

(r) := 1
l(l+1)

s
d⌦H„(r , ◊)Y Õ

l

(◊)

inversione diretta di una matrice tridiagonale

non-linearit`a ∆ metodo iterativo (rilassamento)
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Semi-spectral decomposition of the vector quantities

Capitolo 4. Schema Numerico

Sempre nel caso di simmetria assiale lo sviluppo in armoniche vettoriali (B.16)

per il vettore X si riscrive:

X =
1X

l=0

⇣
A

l

(r)Y
l

(✓)e
r̂

+B
l

(r)Y 0
l

(✓)e
✓̂

+ C
l

(r)Y 0
l

(✓)e
�̂

⌘
. (4.43)

Ora applicando l’operatore �
L

a questa espressione e sfruttando le proprietà

di ortogonalità delle armoniche vettoriali, le componenti dell’equazione ellittica

(4.31) diventano:

4

3

d2

dr2
A

l

+
8

3r2

✓
r
d

dr
A

l

� A
l

◆
� l(l + 1)

r2

✓
A

l

+
r

3

d

dr
B

l

� 7

3
B

l

◆
= H r̂

l

, (4.44)

d2

dr2
B

l

+
2

r

d

dr
B

l

+
1

3r

d

dr
A

l

+
8

3

A
l

r2
� 4

3

l(l + 1)

r2
B

l

= H ✓̂

l

, (4.45)

d2

dr2
C

l

+
2

r

d

dr
C

l

� l(l + 1)

r2
C

l

= H �̂

l

, (4.46)

dove i termini sorgente sono dati da:

H r̂

l

=

Z
d⌦H r̂(r, ✓)Y

l

(✓) , (4.47)

H ✓̂

l

=

Z
d⌦H ✓̂(r, ✓)Y 0

l

(✓) , (4.48)

H �̂

l

=

Z
d⌦H �̂(r, ✓)Y 0

l

(✓) . (4.49)

È opportuno notare ora che per valutare numericamente i termini sorgente si può,

ad esempio, utilizzare il metodo di quadratura4 di Gauss calcolando l’interpola-

zione delle funzioni sorgente H e H ı̂ nei punti nodali dei polinomi di Legendre

([71] pp 140-146). In definitiva, quindi, dall’equazione (4.31) si è ottenuto un

set di equazioni di↵erenziali ordinarie che, per ciascuna armonica, accoppiano le

componenti poloidali A
l

(r) e B
l

(r), mentre isolano la componente toroidale C
l

(r).

4I metodi di integrazione numerica, detti anche metodi di quadratura, approssimano l’inte-

grale definito di una generica funzione f attraverso una combinazione lineare dei valori che la

funzione f assume in determinati punti dell’intervallo di integrazione, detti nodi, moltiplicati

per opportuni coe�cienti detti pesi. A seconda della scelta dei pesi e dei punti nodali si avranno

diverse formule di quadratura. Il grado di precisione della formula di quadratura sarà fornito

dal grado più alto dei polinomi che vengono integrati esattamente dalla formula stessa. In

generale, se l’integrale viene calcolato con l’ausilio di n+ 1 nodi il massimo grado di precisione

è 2n+ 1, che può essere raggiunto solo con le formule di quadratura di Gauss [71].
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Only the phi-component need to be solver - Matrix inversion -

Non Linear in the source term - Iterative
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Parametrizing NS
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NS are parametrized using several quantities

Baryon Mass
Proper Mass
Gravitational Mass
Kinetic Energy
Magnetic Energy
Magnetic Azimuthal Flux
Magnetic Dipole Moment
Helicity
Binding Energy
Circumferential Radius
Eccentricity
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Toroidal Case
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Configurazioni di campo puramente toroidale

m=1

-20 -10 0 10 20

-20

-10

0

10

20

-20 -10 0 10 20
R(km)

-20

-10

0

10

20

R
(k

m
)

B (1.e18 G)

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

-20 -10 0 10 20

-20

-10

0

10

20

2 4 6 8
 
 

-20 -10 0 10 20
R(km)

-20

-10

0

10

20

R
(k

m
)

Density (1.e14 g/cm3)

m=2

-20 -10 0 10 20

-20

-10

0

10

20

-20 -10 0 10 20
R(km)

-20

-10

0

10

20

R
(k

m
)

B (1.e18 G)

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
 
 

-20 -10 0 10 20

-20

-10

0

10

20

2 4 6 8
 
 

-20 -10 0 10 20
R(km)

-20

-10

0

10

20

R
(k

m
)

Density (1.e14 g/cm3)

M = ≠ mK

2
m

2m≠1 (–
2Â4r2 sin2 ◊flh)2m≠1

K
m

parametro di
magnetizzazione
m indice magnetico

Campo puramente toroidale:
deformazione prolata
espande gli strati esterni
per m > 1 gli e�etti sono più
deboli
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Configurazioni puramente toroidale: sequenze di equilibrio

�‰(Bmax, M0) =
‰(Bmax,M0)≠‰(0,M0)

‰(0,M0)

0 2 4 6 8

Bmax [10
17

 G]

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

∆
R
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XNS

0 2 4 6 8

Bmax [10
17

 G]
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−2.0

−1.5

−1.0

−0.5

0.0

e

FR
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XNS

Massa barionica costante M0 = 1.680M§ con m = 1
KY ≠æ Kiuchi & Yoshida (2008)
FR ≠æ Frieben & Rezzolla (2012)
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Concentrated fields (low 
m) have stronger effects.

Existence of max. fields
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Poloidal Case
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Configurazioni di campo puramente poloidale
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M = kPOL(A„ + 1
2 ›A2
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F = 0
kPOL parametro di
magnetizzazione
› parametro di corrente

deformazione oblata
appiattimento del core
distribuzione toroidale della
densità (Bocquet et al.
1995)
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Configurazioni puramente poloidale: correnti
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Non-Linear Currents 
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Twisted Torus
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Configurazione Twisted-Torus

M = kPOLA„

F = a(A„ ≠ Amax

„ )⇥(A„ ≠ Amax

„ )

kPOL coe�ciente di magnetizzazione
a rapporto componente toroidale
componente poloidale
⇥ funzione di Heaviside
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regime newtoniano, Lander & Jones 2009
approccio GR perturbativo, Ciolfi et al. 2010
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Currents are fully confined
Toroidal field is fully confined
Deformation is oblate
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Conclusion & Developments
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Algorithm is fast and accurate
Simulations show accuracy with more sophisticated codes

XNS soon to be made public (first public code for magnetized NS)

Among future developments:

More physically motivated EoS
Analysis of stability of magnetized configuration (Tayler, Kink, MRI)

Evaluation of GW emission in Core-Collapse events and for rotating NS
Inclusion of Non-Ideal Effect (thermal conduction)

Neutrino & Radiation Transport


