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1. Introduction

Le SACM « Service des Accélérateurs, de la Cryogénie et du Magnétisme » est
en charge de la conception et de la réalisation du spectrometre supraconducteur
R3B-GLAD « Reaction studies with Relativistic Radioactive Beams of exotic nuclei
» et « GSI Large Acceptance Dipole ».

Le Projet FAIR (GSI - Allemagne)
L'installation:
> double anneau d'une circonférence
d'environ 1100 métres;
> réalisation simultanée de jusqu'a quatre
programmes scientifiques.
Les études:
> faisceaux de noyaux exotiques d’énergie
de I'ordre de 1 GeV par nucléon;
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2. L'aimant « R3B-GLAD »

Spécifications:

> ouverture angulaire de +/- 80 mrad en horizontal
et en vertical a I'entrée de I'aimant.

> intégrale de champ de 4,8 T.m;

> champ de fuite inférieur a 20 mT (autour de la
zone de la cible);

> précision de 103 sur l'impulsion et 1 mrad sur les
angles de déviation au point de réaction.

Le Champ Magnétique
§ Les bobines:
. > 6 bobines supraconductrices inclinées, tournées et de
formes trapézoidales (longueur environ 3 metres);
> placées au plus pres de l'acceptance faisceau, pour
limiter le volume magnétique et I'énergie stockée.
> avec un blindage actif a I'extérieur (< 20 mT);
> densité de courant 73 A.mm-=.
Les symétries:
Deux bobines principales de part et d’autre du plan
' médian et centrées sur I'axe de I'aimant. Quatre bobines
latérales, deux par deux, et symeétrique au plan vertical
contenant |'axe de I'aimant.
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La symétrie et antisymétrie de la distribution de courants et du champ
magnétique.

Le plan x0z: symétrie de la distribution Relations de symétrie:
de courant -> antisymétrie du champ By(z,y,2) = —Ba(z,~y,2) = —Bu(—z,y,2)
magnétique, seulement By est non

By(I':y:z] - BU{I, _y?z) = By[_rly?z:]
nU”e. Bz(rvynz] = _BE(I!I _y'.lz:] — BZ[_IJF?’Z)

Carte du champ magnétique:
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Le plan y0z: antisymétrie de la
distribution de courant -> symétrie du| [
champ magnétique, donc B, est nulle.
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3.Problématique

L'idée de ce travail est de mettre en place une méthode qui permette
de déterminer la valeur du champ magnétique de I'aimant R3B-GLAD dans

une région d'intérét a partir de mesures sur une surface qui définit les
frontieres de cette région.

= A partir des équations de Maxwell,
VB = ppd
YV - B = ()

Si, dans la région concernée, la densité de courant J est nulle, B peut étre
ecrit sous forme du gradient d'un potentiel scalaire magnétique ®,. Les deux

équations se réduisent alors a une équation de Laplace

.-ﬁ.(I’-'JM — ()

La problématique: déterminer un systéme de coordonnées ou |'équation
de Laplace peut étre résolue par séparation de variables.

Quoi faire: il faut définir une surface appartenant a un des systemes ou
I’équation de Laplace est séparable de telle fagcon que son intérieur soit
« magnétiquement » vide et qui contienne la plus grande région ou nous
voulons un développement du potentiel scalaire dont dérive le champ.
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4.Géométrie de la chambre a vide

A partir de ce moment commence le travail que nous avons développé pendant le
stage.
Géométrie complexe: nous ne pouvons pas définir, comme il est fait sur la plupart des
aimants, un systéme de coordonnées de type sphériques ou cylindriques .
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Représentation spatiale du volume utile de I'aimant. Pour reconstruire ce
volume et pendant tout le stage nous avons utilisé le logiciel MATHEMATICA.
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5. Résolution de I'equation de Laplace

Les (11 + 2) systemes de coordonnées dans l'espace Euclidien ou
I'équation de Laplace peut étre résolue par séparation des variables sont:

W N =B

= il

0w

Coordonnées Ellipsoidales
Coordonnées Rectangulaires
Coordonnées Cylindriques Circulaires
Coordonnées Elliptiques Cylindriques
Coordonnées Paraboliques Cylindriques
Coordonnées Sphériques

Coordonnées Coniques

Coordonnées Paraboliques
Coordonnées Sphéroidales Prolate
Coordonnées Sphéroidales Oblate

. Coordonnées Paraboloidales

Coordonnées Bisphériques

Coordonnées Toroidales
12



5.1 Les coordonnées curvilignes orthogonales

Systeme composée par les (11 + 2) formes qui sont reconnues en tant que
systemes de coordonnees « different » et nomme en accord avec sa symetrie.

Définition:
Famille de trois surfaces orthogonales,
i b 4 ‘L
Fi(x,y,z) = &
Fy(w,y,2) = & 2. >

Fy(x,y,z) = &3

Ceci correspond a un systéme triple
orthogonal formé par trois familles de
surfaces, ou §,, &, et & peuvent étre vus 0

= - >
comme un ensemble de coordonnees pour , o, | P
un point d'intersection de ces trois 1o EE BRI SE S
surfaces.

On peut aussi inverser |'équation ci-
dessous et obtenir x, y et z en termes de

&1 & €L &;.
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5.2. Choix du systeme de coordonnées

On cherche une surface qui occupe un plus grand volume utile de I'aimant, mais
qui serait également une des trois surfaces orthogonales constituant un systeme de
coordonnées curvilignes.

Premiere approche:
L'idée initiale a été d'utiliser comme systeme de coordonnées les coordonnées
conigues dont les familles de surfaces orthogonales sont une sphere et deux cones

£? 4+ y* + 25 =71’
UL S 3 0
Ju" 1”2 _ k2 .“J — b2 o
72 % H! 3 »2 ;
T T Y T

ou §=r,§, = 4 et& = v. sontles coordonnées coniques et k, h les parametres qui

définissent les familles de surfaces dont les valeurs sont liées au volume de la chambre
a vide de I'aimant.
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Un cone elliptique:
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Cette construction ne couvre pas
assez bien la région entre 0 et 0,4m

(I'axe z) ou le gradient de champ est
important

Trois cones elliptiques:
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Les cones sont décalés de l'origine du
systeme de coordonnées et aucun d'entre
eux ne coincide avec les surfaces qui
définissent le systeme de coordonnées .

On est encore a la recherche du systeme de coordonnées approprié.
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Deuxieme approche:

Pour un systeme de coordonnées ellipsoidales confocales. Les coordonnées
ellipsoidales confocales sont définies selon un ellipsoide de demi-axes a, b et c,

respectivement, suivant x, y et z:

2y z2
++ =1
(1 b C

A partir de cette équation nous écrivons les
équations des familles de surfaces orthogonales qui

constituent ce systeme de coordonnées

T Th 22

— + — s ni v - =1
s g —h?t  p* —k*
2 g " i 5B _3
u? | opz—h® o — k2
2 2 y? B l
12 [T — ’ p — k2

dont les parametres p, M, v sont les coordonnées ellipsoidales et k2 = a2 - ¢,

h2 = a2 - b2les parametres définissant les familles de surfaces. Pour k2 < p 2 £
nous avons des ellipsoides, h? < p2 < k2 des hyperboloides a une nappe et 0<v 2<h2
des hyperboloides a deux nappes
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Remplissage de la chambre a vide avec un hyperboloide

Il occupe un volume plus important de la
chambre que le cbne precedent. En outre,
cette surface coincide avec une des familles qui
compose les coordonnées ellipsoidales
confocales.

Ainsi nous pouvons définir la coordonnée
de la surface limite (u = const pour un
hyperboloide a une nappe) et les parametres k
et h:

150
177736
20000,

M
L(Z
r]z

% i3 12 2
(75 *(5) - () =

On a choisi celle-ci!!!

400 F

ann b

-200 F

-400 |

(nlnlnl i
Y 1000

Nous avons utilisé ces parametres pour valider notre modéle.
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5.3. Solution de I'équation de Laplace

Le Laplacien dans le systeme de coordonnées curvilignes orthogonal s'écrit

1 15, [h] hohs a‘I’M]

Ay = Z hyhahs O€, hiy 96,

i

ou h, est le facteur scalaire,

. oz \? Ay % 92 \?
h2 = | = -
g (dé) ! (aﬁn) ' (55?1)

Nous pouvons trouver les expressions de x, y et z en fonctions des coordonnées
ellipsoidales p, H, V

i 3 h . Z" i

gt p?—h* B o2 — k2 o Pty
h2k?

x? - z° 2 (p* — h*)(p* — B*)(h* — v°)
At Eop o=t Y B2 — 12)

| | . o (p* = E(E = p®) (K2 = v7)
A -I_ I'JI'_ _|_ & = l ] = — 3:2“-‘3 . h-ﬂ}
Lr= 1t — h? e — ke
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Ainsi, I'équation de Laplace dans le systeme de coordonnées
ellipsoidales est

9 9. (_}f];:‘u
T 7 — k2 — h? — k2 — h?
(1 We? = k%) = k)5 [\/(,o )(* = h?) 5 ]

+ 02 = PO =) = ) {\/(kz—mm 1) ;ij]

; ; o od
PP = 1P (K2 = 12) (2 — 1) Mk —2)(h? — 1?) d}j"] =10

Séparations de variables: soit @,; = F(p)G(x)H(v) une forme de solution,

en substituant dans I’équation ci-dessus nous obtenons

i ; dQF(P) ; ; dF(p)
2_;_2 E_k._E— 22_,‘_2_&
p= —h7)(p )dpz +p(2p° — h Jdp
+[p—m(m+1)p*] F(p) =0
o 26 o dG(p)
2 (¢, 2 1.2 5,2 2 2
+[p—m(m+1)p?] G(u) =0
5 \
(1?2 — h?)(v? — ktg)d iglj} + v(2v2 — h? — kg}difj)

+p—m(m+ 1) H(rv)=0
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En conseéquence, si F(p) = E_P (p), nous avons G(u) = E_P (u) et H(v) =
Ainsi

Drr(p,p,v) = EP (p)EP (1) EP (1)

T T 1T
est une solution de L'équation de Laplace.
L'équation

d*EP (&) dE?

(i? — hg)(ff — k?) {;12 el E,?(ZE,,? — h? — k?) (& )—|—

"-'g'i-a

+[p—m(m+ 1) EP (&) =0

m (V).

est connue comme /'équation de Lamé, et E_P (&) comme une fonction de Lamé ou

un harmonique ellipsoidale.
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5.4. Les Fonctions de Lamé

Ces fonctions sont divisées en deux classes:

> fonctions polynomiales de degré m positif (premiere classe);
> fonctions polyndmiales avec degré négatif (deuxieme classe).

Pour un développement du potentiel scalaire dans l'intérieur d'une surface fermée,
les fonctions de Lamé de deuxieme classe sont physiquement inacceptables, car quand
&. —> 0 le potentiel divergerait.

Les quatre fonctions définissent les fonctions de Lamé de premiere classe:

P

BN R L
K(&) =& €,
=0

m—r—1

N > r=m/2 pour m paire;
L(G) =€ /& = h2| Y bg” > r=(m-1)/2 pour m impaire;
j=0 > m est le degré de la fonction
§ m—r—1 > Ay, Ayyeeey bol b]_l"'l Cor Cirevey dol d]_l"'l
M(&) = 5}—”-‘”’1\;| £2 — k2 | Z P sont les coefficients polynomiaux.
j=0

ME) =€/ | (& = )& —1?) | ) _ &

j=0

21



En substituant ces expressions dans l'équation de Lamé, nous obtenons des
relations de réecurrence qui nous permettent de determiner les differentes constantes
p, a, a,.... Dans la table ci-dessous il y a le nombre de valeurs de p pour chaque

type de fonction de Lamé.

Fonction de Lamé  Nb valeurs-propres (p)

K r+41
L m—r
M m—r
N r
Total 2m + 1

Pour chaque m nous avons 2m + 1 valeurs de p.
Alors, pour une valeur p, E_P peut prendre les différentes formes K P, L P, M_P

ou N_P. Ainsi la solution analytique de I'eéquation de Laplace est

oo 2m—41
(I]_-"lf — E _F _I, CTﬁ:EﬁwU}}EﬁﬂﬂJ-’Eﬁ (L«‘)?
m=0 p=1

ou C_P sont les constantes definies par les conditions aux limites. Dans notre

probléme, celles-ci seront calculées sur I'hyperboloide.
Le nombre des coefficients pour un m donné sera (m + 1)2.
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m=0] o2

Eg(y = 1
1 2 4

el ﬁ:;r”'f{.,i}zf-E[h‘%ﬁr‘ﬁfﬁf—h‘?k‘?m]

Mgl =4 K;"E{J}:f—g[hzjtk?—v(h‘r—h‘?kszﬁ:"r]

No(d) =0

— IR

K =41

Li(d)

\/Hg_#' El—fg{i}zj\/|f—k‘?|
N () = \/ (4 i) (2 - &) |

M) = \/ |45 -k |

Ny(D) =0

23



Sommaire

i kBN

5.1.
5.2.
5.3.
5.4.

6. Détermination des coefficients de la solution

7.

24



6. Determination des coefficients de la
solution

Dans une premiere approche nous considérons le développement jusqu’a m = 2.

Premierement, il faut écrire le gradient du potentiel &, , car

Py B=-Voy
[ (a1C} + bCIEL + ¢, C2EL + 0, C5E: + 0, C3E3)X

Py (p.pt,v) = { (a2CF + byC3E] + aC3ET + asCHEL + asC3ED)y

| (305 + b3S + c3C3ET + asCoE] + a3 CoEY)z

ou E? (p,p,v)= E?(p)EP (u)E? (). Ainsi, nous avons

m T ?i‘i!-

BK = B (al Cll + bl ':21 Ell + 84 CEE Ell + dq Cﬁ3 :El + dj Cg,i Elg)
2 2 - L

BY - — (az Clz + bz c:,_l El b Cz CEE El 3 ag CEB El T ag CEE El )

BZ - — (5.3 C13 7 b3 C’El £13 A CS Cﬂg ]El & ¥ a3 Czq Ell 2 a3 C25 Elg)
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a-dire, plus d'équations que d'inconnues:

/ aq

0
0

aq
0
\ 0

Alors, le probleme se résume a calculer un systéme linéaire surdéterminé, c'est-

0
a2
0

0
ag

0

0
0
as

0
0
as

b E{(p1, 1,
'EQEIJ_(JOJ.'!,HJJ
b3 (p1, o1,

bl]E {Pﬂ s
b?Ell |i.l':;'?h s
ng%{Pﬂ 1 ,‘-Lﬁ.?

1)
I/l}
Dl}

ffﬂ)
I"n)
ffﬂ}

(

\

1Bl (p1, pr.v1)
colf(p1, pu1,v1)
calBi (p1, 1, 1)
ClE% (in s Vﬁ.)
CQE%(PJ*NFL?NVHJ
B (prs ptns )
(’*1 \ / Byl
(wg 91
c3 -5,
C’% _
c2 |~ ;
8 .
£ B,
5/ i

a1 (p1, pa.
asli(p1. 1,

0

f-{'lE% (Pﬂ s Hn,
H"‘?Ei (Pn s My

0

.

Vi)
1)

f-"n)
L"n}

al]Ei'[pl i1, 1)
0

asEi(p1,p1,01)

HIIE {Pn s f"ra)
0

aslk % (Pns nsn)

0
sl (p1, pu1. 1)
a3l (p1, pu1, 1)

G'Q]E% [pm ) ”ﬁ.)
asE2(pu, tn, Vn)

/
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Maintenant pour déterminer les coefficients, il nous faut mesurer le champ

magnétique sur I'hyperboloide que nous avons défini pour délimiter le volume dans lequel
nous cherchons le développement du champ magnétique.

i
1610

20

30060

Dans notre probléeme nous spécifions
seulement les valeurs des dérivées comme
conditions au limites (Neumann), alors il nous faut
une surface fermée. Pour cette raison nous avons
utilisées un morceau d'ellipsoide (p=const).

SO

(RLIEH

]

z

Premierement nous allons
calculer les coefficients CmP sur n

points d'une région réduite de
cette surface. Ces points sont p_,

”1, V1,..., p’{ ”’{ Vn.

100

50
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Afin de simplifier notre calcul, nous définissons les coordonnées p, u, v de fagon a
obtenir les courbes d'intersection de cette surface avec le plan horizontal (x0z)

1200 -

o = 1150.08
k= p = 150.00
2 A 2 2 2 2
i PO Ve Ui
= h =T '
[ o<vsa Wi (k2 — h?)
i
] =—(a1Cy1 + by Co1 E1" + €1 Cpp Ext + & Cpp E4°)
- s L 6 1 “21 B 1 L22 B 1 Y24 B7
| 1 3
| Z—(az Ciz + a3C3Ey" + a2 G5 g )
i 3 3 1
' — (5-3 Ciz + b3 Cy1 Eq7 + c3Cy Ey” + a3 Cyy Ey )
200 - k= p= 115008
[ g = 150.00
: vy=h
T T m w we w
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Nous définissons maintenant les coordonnées p, g, v de facon a obtenir les
courbes d'intersection de cette surface avec le plan vertical (y0z)

Le plan y0z est un plan d'antisymétrie de I'aimant. Donc, la seule composante nulle
dans ce plan est celle du champ dans la direction x

J-:r:-:
150}

i k= p = 115008 " P!IH;EHE
100 F g = 150.00 i — i

' = h2 2

0 200 400 GO0 B 11002 1.'.';:*:"

/B{: — (a1 C11 + a1 C23 E1? + ag Coa E4°
B}r = == (ﬂg Clz + bg CE]_ :Elg £ 125 C22 Elz + do CEE :E13J

B, =—(a3C13 + b3 Co1 E;° + c3 Ca Eq” + a3 Cys EIEJ
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Premiers résultats pour le champ sur I'axes z

=(T.m)

» - L : - - ™ i § a '1
2ol .I'. . » @ ® # -
ey o » » &
i » = 1=IIIII'I = = *®
I »
L »
LE| »
I » calenl nemerique
].':l-—
I B  points datermings
par Laplace
0=
: z
|1 o4 <] <53 L2
(m)
e T.r)
-,:,- TR a @ ® iy
il » o
A TEEITELE = = = = g ® B My
B EEBEBEBREE = & B "
1=
- # nbpointsn=317
Laf
d » nbpointzn = 102
0%
1 1 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 L 1 z
ol o4 o0& 0 1a

“(m)



v

/. Conclusion (Perspective)

Développement de la solution pour m > 2 (pour augmenter la precision);

Tester les composantes B et B dans I'espace utile;

Certaines implémentation dans la routine pour le calcul du champ;
Possible mesure du champ magnétique dans deux plans pour déterminer
la cartographie du champ dans tout l|'espace intérieur (peut-étre un
troisieme paralléle au plan x0y);

Etudier I'effet des incertitude de mesure.
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